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.תויראינילתוקתעהלעוםיטשפומםיירוטקוםיבחרמלע

םישמתשמתיראינילהרבגלאבדומילהירפסבור.רבסהליואררפסהםש

דמממבכורמירוטקובחרמלעמיראינילרוטרפואלכלשחיכוהלידכתוטננימרטדב

תובורקםיתיעלו,יביטיאוטניאוניא,לקוניאתוטננימרטדהאשונ.ימצעךרעשייפוס

םיבחרמבםיימצעםיכרעםויקלעטפשמהתאחיכוהלידכ.היצביטומאללרדגומ

רוטרפואשחיכוהל,תוטננימרטדרידגהלםיצלאנםירפסהבור,םיבכורמםיירוטקו

םונילופהתארידגהלזאקרו,0הוושולשהטננימרטדהםא־קרו־םאךיפהוניאיראיניל

תקדצהלהטעומהסיפתםיטנדוטסלהקינעמוז)?תרסיימ(םיתחתחךרד.ינייפואה

.םיימצעםיכרעלשםמויק

לשמלואר(ןאכתוגצומהתוטננימרטדה־תולוטנותוטושפהתוחכוהה,תאזתמועל

,רפסהףוסלרבעוהתוטננימרטדהאשונשהעשמ.רתויתוקומעתונבותתוקינעמ)5.19

הנבמהתנבה—תיראינילההרבגלאהלשתיזכרמההרטמהלאהשדחךרדםיללוסונא

.םייראינילםירוטרפואלש

תלבוקמההשירדהדבלמםדקתושירדאלל,אשונהתישארמליחתמהזרפס

ןובשחמםיגשומללוכםיליגרתהותואמגודהמןטקקלח.המיאתמתיטמתמתולשבל

תואמגודלעתולקבגלדלןתינ.היצרגטניאו,הריזג,תופיצרןוגכ,ילמיסטיניפניא

םא.ילמיסטיניפניאןובשחודמלאלןיידעםכלשםיטנדוטסהםאהלאםיליגרתו

וללהםיליגרתהותואמגודה,ילמיסטיניפניאןובשחלופשחנרבכםכלשםיטנדוטסה

לשםינושםיקלחןיבםירשקלעםיעיבצמםהשךכבםתייווחתארישעהלםירומא

.הקיטמתמה

ןכתיי,םינושארהםיקרפבשרמוחהמקלחלופשחנרבכםכלשםיטנדוטסהםאםג

לשהנבהםישרודםבוררשא,ןאכגצומהגוסהמםיליגרתןורתפבםילגרומםניאש

.תוחכוה

:קרפ־רחא־קרפרפסהירקיעלשםוכיסןלהל

.תויסיסבהםהיתונוכתתוחתופמו,םיירוטקוםיבחרמםירדגומהזקרפב:אקרפ•

תגצומובו,דממו,סיסב,הסירפ,תיראינילתולת־יאםירדגומהזקרפב:בקרפ•

.יפוסדמממםיירוטקוםיבחרמלשתיסיסבההירואתה

תיזכרמההנקסמה.תויראינילתוקתעהםעתורכיהםיכרועונאהזקרפב:גקרפ•

תיראינילהקתעה𝑇םא:תויראינילהתוקתעההלשידוסיהטפשמהאיהקרפב

dim𝑉יזא,𝑉לעמ = dim null𝑇 + dim range𝑇.יבחרמםיאשונבהטשפההתמר

ולאםיאשונלעגלדלןתינ;רפסבםיאשונהראשבורמרתויההובגתוילאודוהנמ

.)4טהדיחיבתוירוזנטתולפכמרובעתשרדנתוילאוד(
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ושרדיירשאםימונילופלשהירואתבםיקלחהתאםיגיצמונאהזקרפב:דקרפ•

.תיראינילהרבגלאבםיאשונליכמוניאהזקרפ.םייראינילםירוטרפואתנבהל

תמדקומתורכיההנשיםיטנדוטסלםאדוחייב,תוזירזבוילערובעללוקשלרשפא

.תואבומהתונקסמהואשונהםע

םינטקבחרמ־יתתלומוצמצתועצמאביראינילרוטרפואתריקחלשןויערה:הקרפ•

אוהקרפהלשואיש.הזקרפלשםדקומהוקלחבםיימצעםירוטקוולליבומרתוי

.םיימצעםיכרעםימייקדימתםיבכורמםיירוטקוםיבחרמבשךכלהטושפהחכוה

ירוטקובחרמלעיראינילרוטרפואלכלשתוארהלןכמרחאלתשמשמוזהנקסמ

אלממילמינימהםונילופה.והשלכסיסבלסחיבהנוילעתישלושמהצירטמשיבכורמ

םירוטרפואהלשןויפאןתונהזקרפ,לשמל.רפסהךשמהבוןאכבושחדיקפת

ךוסחלםכנוצרבםא5ההדיחילעגלדלןתינ.ילמינימהםונילופהיחנומבםיניסכלה

.ןמז

תויסיסבהםהיתונוכתתוחתופמו,תימינפהלפכמיבחרמםירדגומהזקרפב:וקרפ•

הארמםגהזקרפ.טדימש־םרגךילהתוםיילמרונותרואםיסיסבןוגכםילכדצל

רחאל.תומיוסמרועזמתויעבןורתפלתוילנוגותרואתולטהבשמתשהלןתינדציכ

לעגלדלןתינ.םייקוניאיכפוההרשאכישומישילככיכפוה־ודיספהגצומןכמ

.ןמזךוסחלםכנוצרבםאיכפוה־ודיספהלערמוחה

םרובעשםייראינילהםירוטרפואהתאןייפאמה,ילרטקפסהקוריפהטפשמ:זקרפ•

הדובעה.רפסהיאישמאוה,םיימצעםירוטקוומבכרומהילמרונותרואסיסבםייק

קרפ.דחוימבתוטושפתוחכוהתומדבירפןאכתאשונםימדוקהםיקרפבהתשענש

יקוריפב,םיירטינואםירוטרפואב,תוירטמוזיאב,םייבויחםירוטרפואבםגקסועהז

תומרונלוירלופהקוריפלליבומה,םיירלוגניסםיכרעלקוריפבדחוימבו,תוצירטמ

.תויראינילתוקתעהלש

לשסיסבםייקבכורמירוטקובחרמלעמרוטרפואלכלשהארמהזקרפ:חקרפ•

,ןכמרחאל.רוטרפואהלשםיללכומםיימצעםירוטקוומבכרומהירוטקווהבחרמה

ירוטקובחרמלעמיראינילרוטרפואראתמםיללכומםיימצעםיבחרמלקוריפה

.םיאתמהללכומהימצעהבחרמהלשדממכרדגומימצעךרעלשיובירה.בכורמ

בכורמירוטקובחרמלעמךיפהיראינילרוטרפואלכלשהחכוהלםישמשמהלאםילכ

בחרמלעמיראינילרוטרפואלכשהחכוהקרפבתאבומךשמהב.יעובירשרוששי

לשהבקעהתריקחבםייתסמקרפה.ןדרו׳זתרוצלהאבהלןתינבכורמירוטקו

.םירוטרפוא

ירוטקווהבחרמהשהארמותויראיניליבתוינבתבתוננובתהבחתופהזקרפ:טקרפ•

תויראיניליבהתוינבתהלשבחרמ־תתהלשרשיםוכסאוהתויראיניליבהתוינבתהלש

ןכמרחאל.תופלחתמהתויראיניליבהתוינבתהלשבחרמ־תתהלשותוירטמיסה

הארמקרפה,תויראיניל־יטלומתוינבתלרבעמב.תויעובירתוינבתתונסכולמ

אוהידממ־𝑛ירוטקובחרמלעתופלחתמהתויראיניל־𝑛תוינבתלשבחרמ־תתהש

לשהטננימרטדהלש,סיסבבתולתאלל,הייקנהרדגהלהליבומוזהנקסמ.ידממ־דח

תלפכמלהוושהטננימרטדהשררבתמםיבכורמםיירוטקוםיבחרמרובע.רוטרפוא

.ויובירלהוושהםימעפרפסמהלפכמבללכנימצעךרעלכרשאכ,םיימצעהםיכרעה

.תוירוזנטתולפכמלאובמבםייתסמקרפה
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םיירוטקוםיבחרמרובעתיראינילההרבגלאהתאםיחתפמונאבורלהזרפסב

םירפסמהתאואםיישממהםירפסמהתאןמסמ𝐅־שךכב,תינמזובםיבכורמוםיישממ

,יתורירשהדשלעכ𝐅לעבושחלםיטנדוטסהלשואםכלשהפדעהתמייקםא.םיבכורמה

,הזבלשבםייתורירשתודשמענמיהלףידעמינא.1אהדיחיףוסבשתורעההתאואר

הרבגלאבןהשלכתושדחתונקסמלליבוהלילבמהטשפהתפסותםישרודםהשםושמ

,תויצקנופלעכםימונילופלעבושחלרתויברחונבםישחםיטנדוטס,ןכומכ.תיראיניל

.םייפוסתודשבםימדקמםעםימונילופלםישרדנהרתויםיילמרופהםיטקייבואהלעכאלו

הלפכמהיבחרמ,םייתורירשתודשםעהירואתהלשןושארההקלחחתופוליאםג,ףוסבל

.דבלבםיבכורמוםיישממםיירוטקוםיבחרמלןוידהתאםיריזחמויהתימינפה

רמוחהלכלערבעמ.דחארטסמסברפסהלכתאתוסכלולכותאלשיאדוולבורק

בצקביתכהליושעדחארטסמסןבסרוקבםינושארהםיקרפהתנומשואתעבשבש

,5גהדיחיבהנמיבחרמאשונברמוחהלעגלדלולקש,טקרפלעיגהלםכילעםא.זרוזמ

תוירוזנטתולפכמתוסכלםכתנווכבםאאלא(תוילאודהאשונלע6גהדיחילעגלדל

אשונב5ההדיחילעגלדל,העשיצחבםימונילופלעדקרפתאתוסכל,)4טהדיחיב

.3והדיחיביכפוה־ודיספהלעגלדלו,םיפלחתמםירוטרפוא

םיטנדוטסהלצאחתפלאיהרחאואהזםיוסמטפשמתארוהמרתויהבושחהרטמ

.תויצלופינמםהבעצבלותיראינילההרבגלאהלשםיטקייבואהתאןיבהלתלוכיהתא

םיליגרתשיתיראינילהרבגלאב,לזמההברמל.היישעךותמקרתדמלנהקיטמתמ

םיליגרתהמהמכרועישלכבתתלגהונינא,הזסרוקדמלמינאשכ.םיברוםיבוט

רכינןמזסופתליושעתיבהירועישלערבעמ.אבהרועישבהשגהל,תיבירועישכ

.רועישהמ

המלרבעמםיבושחםיאשונלאםינרקסםיטנדוטסליבוהלודעונםיליגרתהמקלח

.תיראינילהרבגלאביסיסבינשסרוקבללכךרדבללכנש

רבחמהלשהליבומההיירישעה

םיטנדוטס.ןתעפוהרדסיפל,רבחמהלערתויבתוביבחהרפסבתונקסמרשעןלהל

סרוקהמואצייהלאתועירכמתונקסמלשהבוטהנבהםעםכלשסרוקהתאומייסיש

.תיראינילהרבגלאבםינתיאתודוסיםתחתמאבשכ

)2.34(ךרואהותואיפוסדמממירוטקובחרמלשםיסיסבינשלכל•

)3.21(תויראינילהתוקתעההלשידוסיהטפשמה•

𝐅םאםיימצעםיכרעלשםמויק• = 𝐂5.19(ואר(

𝐅םאתמייקדימתהנוילעתישלושמהרוצ• = 𝐂5.47(ואר(

)6.14(ץרווש־ישוקןויווש־יא•

)6.32(טדימש־םרגךילהת•

)7.31־ו7.29(ילרטקפסהקוריפהטפשמ•

)7.70(םיירלוגניסםיכרעלקוריפה•

𝐅רשאכםיללכומםיימצעםיבחרמלקוריפהטפשמ• = 𝐂8.22(ואר(

dim𝑉רשאכ1אוה𝑉לעתופלחתמהתויראיניל־𝑛־התוינבתהבחרמדממ• = 𝑛
)9.37(ואר
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תיעיברההרודהמבתופסותוםייזכרמםירופיש

.תושדחתואמגוד70לעמוםישדחםיליגרת250לעמופסונ•

,תונקסמרפסמלשרתויתויקנתוחכוהתלבקלילמינימהםונילופבשומישהתלדגה•

הנוילעתישלושמהצירטמהיהתרוטרפואלשךכלםיקיפסמוםייחרכהםיאנתןהב

ואר(תוּניסכללםיקיפסמוםייחרכהםיאנת,)3ההדיחיואר(והשלכסיסבלסחיב

.)2זהדיחיואר(ישממהילרטקפסהקוריפהטפשמו,)4ההדיחי

.)5ההדיחיואר(םיפלחתמםירוטרפואלעהשדחהדיחי•

.)3והדיחיואר(יכפוה־ודיספהלעהשדחהדיחי־תת•

.)4זהדיחיואר(יקסלושקוריפוQRקוריפלעתושדחתודיחי־יתת•

הלפכמבחרממתויראינילתוקתעהרובעתעכהשענםיירלוגניסםיכרעלקוריפה•

םירוטרפוארובעקראלו,)הנושתויהליושעה(רחאתימינפהלפכמבחרמלאתימינפ

.)5זהדיחיואר(ומצעלאתימינפהלפכמבחרממםייראיניל

;ךופההרדסבאלו,םיירלוגניסםיכרעלקוריפהךותמתעכחכומירלופהקוריפה•

הדיחיואר(םיירלוגניסםיכרעלקוריפהלשןהרתויתויקנתוחכוהלליבוהרבדה

.)6זהדיחיואר(ירלופהקוריפהלשןהו)5ז

תימינפהלפכמיבחרמלעמתויראינילתוקתעהלשתומרונלעהשדחהדיחי־תת•

רוכזאמוליפאענמיהלידכםיירלוגניסםיכרעלקוריפבשומישךות,יפוסדמממ

.)6זהדיחיואר(תיראינילהקתעהלשהמרונהתרדגהבםומרפוסה

ךומנדמממחווטתולעבתויראינילתוקתעהתועצמאבבוריקלעהשדחהדיחי־תת•

.)6זהדיחיואר(רתוי

בחרמלעמרוטרפואאוה𝑇םאהיפלשהבושחההנקסמלהשדחתירטנמלאהחכוה•

םיימצעםירוטקוומבכרומה𝑉לשסיסבםייקזא,יפוסדמממ𝑉בכורמירוטקו

.)8.9ואר(𝑇לשםיללכומ

תוינבת,תויראיניליבתוינבתללוכה,תיראיניל־יטלומהרבגלאלעטשדחקרפ•

תורדגומתוטננימרטדה.תוירוזנטתולפכמו,תויראיניל־יטלומתוינבת,תויעוביר

.תופלחתמתויראיניל־יטלומתוינבתתועצמאב,סיסבבתולתאללהשיגבתעכ

תורדגההתוביתל,המגודל.רפסהלשטנדוטסליתודידיההארמהרופישלשדחבוציע•

לדוג.רתויךרהארמל,תורשיתוניפםוקמבתולגועמתוניפתעכשיתונקסמהו

.תודוקנ10.5־לתודוקנ11־מןטקוהישארהןפוגה

,םכיתועצה.רפסהלעףסונעדימוםירושיקתלבקלןלהלשרתאבורקבאנא
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םיירוטקוםיבחרמאקרפ2

𝐂𝑛־ו1𝐑𝑛א

םיבכורמםירפסמ

םיישממהםירפסמהתצובקלשםייסיסבהםינייפאמהתאריכהלםירומארבכםתא

𝐑.םירפסמלשםייעובירםישרושאיצוהללכונשידכואצמוהםיבכורמםירפסמ

תייצמאוהו,𝑖־בןמוסמה,1−לשיעובירשרוששישחינהלאוהןויערה.םיילילש

.תוימשרהתורדגההןלהל.םיליגרההקיטמתיראהיללכל

𝐂,םיבכורמםירפסמ:הרדגה1.1

,𝑎)רודסגוזאוהבכורמרפסמ• 𝑏)רשאכ𝑎, 𝑏 ∈ 𝐑,ןפואבותואםושרנונאךא

𝑎:אבה + 𝑏𝑖.

:𝐂־בתנמוסמםיבכורמהםירפסמהלכתצובק•

𝐂 = {𝑎 + 𝑏𝑖 ∶ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐑}.

ידילעםירדגומ𝐂לעמלפכורוביח•

(𝑎 + 𝑏𝑖) + (𝑐 + 𝑑𝑖) = (𝑎 + 𝑐) + (𝑏 + 𝑑)𝑖,
(𝑎 + 𝑏𝑖)(𝑐 + 𝑑𝑖) = (𝑎𝑐 − 𝑏𝑑) + (𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)𝑖;

,𝑎רשאכ 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝐑.

𝑎םא ∈ 𝐑,תאםיהזמונא𝑎 + 0𝑖ישממהרפסמכ𝑎.תאםיבישחמונאךכיפל𝐑
0בותכנללכךרדב.𝐂לשהצובק־תתכ + 𝑏𝑖־כקר𝑏𝑖,0תאו + 1𝑖־כקר𝑖.

השענ1−√ןומיסכ𝑖למסבשומישה

.1777תנשברליואדרנואלידילעהנושארל

םיבכורמלפכלשהרדגההתקדצהל

ונלעודישםינפודימעה,ליעלונאבהש

𝑖2יכרבכמ = יללכבושמתשהזאו1−

.םיבכורמםירפסמינשלפכלליעלשהחסונהתארוזגלידכםיליגרההקיטמתיראה

ונלביקןכאשאדוולידכוזהחסונבושמתשהתעכ

𝑖2 = −1.

הילאעיגהללכונדימת—םיבכורמםירפסמינשלפכלהחסונהתאןנשלךרוצןיא

𝑖2־שרוכזנשכ = .)1.3־בגצומשיפכ(םיליגרההקיטמתיראהיללכבשמתשנזאו1−

.הזךילהתהשיחממהאבההמגודה

םיבכורמלשהקיטמתירא:המגוד1.2

2)הלפכמהתא + 3𝑖)(4 + 5𝑖)תויביטובירטסידהתונוכתתלעפהךותבשחללכונ

:1.3־בתוטרופמהתויביטטומוקהו

(2 + 3𝑖)(4 + 5𝑖) = 2 ⋅ (4 + 5𝑖) + (3𝑖)(4 + 5𝑖)
= 2 ⋅ 4 + 2 ⋅ 5𝑖 + 3𝑖 ⋅ 4 + (3𝑖)(5𝑖)
= 8 + 10𝑖 + 12𝑖 − 15
= −7 + 22𝑖.
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𝐂𝑛3־ו1𝐑𝑛א

לפכהתלועפלוםיבכורמברוביחהתלועפליכתעבוקונלשהנושארההנקסמה

.םיפצמונאןהלשתורכומהתונוכתהתאשיםיבכורמב

םיבכורמתקיטמתיראלשתונוכת1.3

)תויפוליח(תויביטטומוק

𝛼 + 𝛽 = 𝛽 + 𝛼־ו𝛼𝛽 = 𝛽𝛼לכל𝛼, 𝛽 ∈ 𝐂.

)תויצוביק(תויביטאיצוסא

(𝛼 + 𝛽) + 𝜆 = 𝛼 + (𝛽 + 𝜆)־ו(𝛼𝛽)𝜆 = 𝛼(𝛽𝜆)לכל𝛼, 𝛽, 𝜆 ∈ 𝐂.

)הדיחי(תוהזירביא

𝜆 + 0 = 𝜆־ו𝜆1 = 𝜆לכל𝜆 ∈ 𝐂.

רוביחלידגנרביא

𝛼לכל ∈ 𝐂,דיחירביאםייק𝛽 ∈ 𝐂־שךכ𝛼 + 𝛽 = 0.

יכפוהרביא

𝛼לכל ∈ 𝐂רשאכ𝛼 ≠ 𝛽דיחירביאםייק,0 ∈ 𝐂־שךכ𝛼𝛽 = 1.

)גוליפה(תויביטובירטסידהתנוכת

𝜆(𝛼 + 𝛽) = 𝜆𝛼 + 𝜆𝛽לכל𝜆, 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐂.

תורדגהבוםיישממםירפסמלשתורכומהתונוכתבשומישךותתוחכומליעלתונוכתה

םיחיכומךיאהארמהאבההמגודה.םיבכורמםירפסמלשרוביחהולפכהתולועפלש

תוראשומליעלתונוכתהרתילשתוחכוהה.םיבכורמלפכלשתויביטטומוקהתא

.םיליגרתכ

םיבכורמלפכלשתויביטטומוק:המגוד1.4

𝛼𝛽יכתוארהלידכ = 𝛽𝛼לכל𝛼, 𝛽 ∈ 𝐂,־שחיננ

𝛼 = 𝑎 + 𝑏𝑖 םגו 𝛽 = 𝑐 + 𝑑𝑖,

,𝑎רשאכ 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝐑.־שהארמםיבכורמםירפסמלשלפכהתלועפתרדגה,יזא

𝛼𝛽 = (𝑎 + 𝑏𝑖)(𝑐 + 𝑑𝑖)
= (𝑎𝑐 − 𝑏𝑑) + (𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)𝑖

םגו

𝛽𝛼 = (𝑐 + 𝑑𝑖)(𝑎 + 𝑏𝑖)
= (𝑐𝑎 − 𝑑𝑏) + (𝑐𝑏 + 𝑑𝑎)𝑖.

־שתוארמםיישממםירפסמלשרוביחולפכלשתויביטטומוקהוליעלתואוושמה

𝛼𝛽 = 𝛽𝛼.
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לשלפכליכפוההרביאהורוביחלידגנהרביאהתאםירידגמונא,אבהבלשב

תולועפרידגהלידכוללהידגנהויכפוההםירביאבםישמתשמזאו,םיבכורמםירפסמ

.םיבכורמםירפסמלשקוליחורוסיח

קוליח,𝛼/1,רוסיח,𝛼−:הרדגה1.5

,𝛼־שחיננ 𝛽 ∈ 𝐂.

בכורמהרפסמהאוה𝛼−ךכיפל.𝛼לשרוביחלידגנהרביאהתא𝛼−־בןמסנ•

־שךכדיחיה

𝛼 + (−𝛼) = 0.

ידילעתרדגומ𝐂לעמרוסיחהתלועפ•

𝛽 − 𝛼 = 𝛽 + (−𝛼).

𝛼רובע• ≠ ־ו𝛼/1־בןמסנ,0
1
𝛼לשיכפוההרביאהתא𝛼.1ךכיפל/𝛼אוה

־שךכדיחיהבכורמהרפסמה

𝛼(1/𝛼) = 1.

𝛼רובע• ≠ ידילעתרדגומ𝛼־בקוליחהתלועפ,0

𝛽/𝛼 = 𝛽(1/𝛼).

,םירפסמהתוצובקיתשלעםילחהםיטפשמחיכוהלותוחונברידגהללכונשידכ

:אבהןומיסהתאץמאנ,דחאכםיבכורמהוםיישממה

𝐅:ןומיס1.6

.𝐂וא𝐑תאןמסמ𝐅,הזרפסלשוכרואל

־ו𝐑־שהדבועהמעבונ𝐅תואבשומישה
𝐂תודשםיארוקונאשהמלתואמגודםה.

,𝐅־בקסועהטפשמונחכוהםא,ךכיפל
םוקמב𝐑ביצנםאןיבםייקתמאוהיכעדנ

𝐅ביצנםאןיבו𝐂םוקמב𝐅.
הלימאלאהניאש(״רלקס״הלימבשמתשנ.םירלקסםיארקנ𝐅־בםירביאה

רבודמהטקייבואהיכשיגדהלהצרנרשאכתובורקםיתיעל)״רפסמ״רובעתננגוסמ

.)בורקבורדגויםירוטקו(רוטקוולדוגינב,רפסמאוה

𝛼רובע ∈ 𝐅־ו𝑚תאםירידגמונא,יבויחםלשרפסמ𝛼𝑚תלפכמכ𝛼ומצעב𝑚
:םימעפ

𝛼𝑚 = 𝛼⋯𝛼⏟
םימעפ־ 𝑚
.

־שתררוגוזהרדגה

(𝛼𝑚)𝑛 = 𝛼𝑚𝑛 םגו (𝛼𝛽)𝑚 = 𝛼𝑚𝛽𝑚

,𝛼לכל 𝛽 ∈ 𝐅םייבויחהםימלשהםירפסמהלכלו𝑚, 𝑛.
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תומישר

.תובושחתואמגודיתשבןנובתנ,𝐂𝑛־ו𝐑𝑛תארידגנשינפל

𝐑3־ו𝐑2:המגוד1.7

לשםירודסהתוגוזהלכתצובקאיה,רושימכהילעבושחלןתינש,𝐑2הצובקה•

:םיישממםירפסמ

𝐑2 = {(𝑥, 𝑦) ∶ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐑}.

תורודסהתוישילשהלכתצובקאיה,ליגרהבחרמכהילעבושחלןתינש,𝐑3הצובקה•

:םיישממםירפסמלש

𝐑3 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∶ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐑}.

לשןויערהלערבדלהליחתךרטצנ,רתויםיהובגםידממל𝐑3־ו𝐑2תללכהךרוצל

.תומישר

ךרוא,המישר:הרדגה1.8

םירביא𝑛לשרודסףסואאיה𝑛ךרואבהמישר.ילילש־יאםלשרפסמ𝑛־שחיננ•

.)רתויםיטשפומםיטקייבואוא,תורחאתומישר,םירפסמויהישןכתייש(

ותואבםירביאםתואוךרואותואןהלשיםא־קרו־םאתוושןהתומישריתש•

.רדס

םיברםיאקיטמתמ𝑛ךרואבהמישרל

.הי־nםיארוק

תובורקםיתיעלתובתכנתומישר

םיפקומו,קיספבםידרפומםירביאכ

איהםייתשךרואבהמישרךכיפל.םיירגוסב

,𝑎)־כבתכיישןכתיישרודסגוז 𝑏).ןכתיישהרודסהיישילשאיהשולשךרואבהמישר

,𝑥)־כבתכיתש 𝑦, 𝑧).ךרואבהמישר𝑛ךכתואריהלהיושע:

(𝑧1,… , 𝑧𝑛).

,הרדגההיפלעיכ,תאזםע,רוכזנ.הכרואןויצאללהמישרחנומבשמתשנםיתיעל

ךכהארנהטקייבואךכיפל.ילילש־יאםלשרפסמאוהשיפוסךרואשיהמישרלכל

(𝑥1, 𝑥2,…),המישרוניא,יפוסניאוכרואיכוילערמולרשפאש.

):ךכתנמוסמ0ךרואבהמישר תומישרהתיירוגטקבהזטקייבואםילילכמונא.(

.תוילאיווירטתוגרחהוללכיאלוניטפשממקלחשךכ

,יתועמשמרדסה,תומישרב:םינפואינשבתויפוסתוצובקמתולדבנתומישרה

תועפוהוםירביאהתעפוהרדס,תוצובקב;יתועמשמרביאלכלשםיעפומהרפסמו

.םייטנוולרםניאתורזוח

הצובקתמועלהמישר:המגוד1.9

,3)תומישרה• ,5)־ו(5 ,3}תוצובקהךא,תוושןניא(3 ,5}־ו{5 .תווש{3

,4)תומישרה• ,4)־ו(4 4, ,4}תוצובקהשףא,)ךרואותואןהלןיא(תוושןניא(4 4}
,4}־ו 4, .{4}הצובקלתוושןהיתש{4
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𝐅𝑛

־ב𝐑תאףילחנטושפ,רתויםיהובגםידממב𝐑3־ו𝐑2לשםיגולנאהתארידגהלידכ

𝐅)־להוושה𝐑־לוא𝐂(יתורירשיבויחםלשרפסמב3וא2תאףילחנו.

𝑛:ןומיס1.10

.קרפהףוסלדע𝑛יבויחםלשרפסמעַבֵּקַנְ

הטנידרואוק,𝐅𝑛:הרדגה1.11

𝐅𝑛ךרואבתומישרהלכתצובקאיה𝑛ירביאלש𝐅:

𝐅𝑛 = {(𝑥1,… , 𝑥𝑛) ∶ 𝑥𝑘 ∈ 𝐅, 𝑘 = 1,… , 𝑛}.

…,𝑥1)רובע , 𝑥𝑛) ∈ 𝐅𝑛־ו𝑘 ∈ {1,… , 𝑛},־שרמאנ𝑥𝑘־ההטנידרואוקהאיה𝑘th
…,𝑥1)לש , 𝑥𝑛).

𝐅םא = 𝐑־ו𝑛לשליעלהרדגההיזא,3וא2הווש𝐅𝑛םעדחאהנקבהלוע

.𝐑3־ו𝐑2לשםימדוקהתונויערה

𝐂4:המגוד1.12

𝐂4םיבכורמםירפסמהעבראלשתומישרהלכתצובקאיה:

𝐂4 = {(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4) ∶ 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4 ∈ 𝐂}.

טובאטובאןיוודאלשורפסתאוארק

ומוגרתבץראחוטשוא(הידנלחוטש-

ןפואהלשעשעשמרואיתל-)רתויםודקה

־בםייחהםירוציתעדותבספתיי𝐑3ובש

𝐑2.לוכי,1884תנשברואלאציש,רפסה

העבראלעביזיפבחרמןיימדלםכלעייסל

.רתויואםידממ

𝑛םא ≥ 𝐑𝑛תאןיימדלםילוכיונניא,4

בושחלןתינ,המודןפואב.יזיפטקייבואכ

𝑛רובעךא,רושימכ𝐂1לע ≥ הסיפת,2

ותלוכילרבעמאיה𝐂𝑛לשהאלמותישחומ

ונתלוכיב,וזהלבגמףרח.ישונאהחומהלש

וליפא,𝐅𝑛־בתוירבגלאתויצלופינמעצבל

ונאהבשתולקהתואב,םיהובג𝑛יכרערובע

רוביח,המגודל.𝐑3־בוא𝐑2־בםילעופ

.אבהןפואברדגומ𝐅𝑛־ב

𝐅𝑛־ברוביחתלועפ:הרדגה1.13

:המאתהבתוטנידרואוקרוביחידילעתרדגומ𝐅𝑛־ברוביחתלועפ

(𝑥1,… , 𝑥𝑛) + (𝑦1,… , 𝑦𝑛) = (𝑥1 + 𝑦1,… , 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛).

הדיחיתואבשמתשנםארתוייקניטמתמריבחתלבקנ𝐅𝑛לשהקיטמתמב,ללככ

,המגודל.שרופמןפואבתוטנידרואוקהתאבותכלילבמ,םירפסמ𝑛לשהמישרןומיסל

לברוסמהןומיסהתאתשרודהחכוההשףא,𝐅𝑛־ב𝑦־ו𝑥םעתחסונמהאבההנקסמה

…,𝑥1)לשרתוי , 𝑥𝑛)־ו(𝑦1,… , 𝑦𝑛).
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𝐅𝑛־ברוביחלשתויביטטומוק1.14

,𝑥םא 𝑦 ∈ 𝐅𝑛,יזא𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥.

𝑥־שחיננהחכוה = (𝑥1,… , 𝑥𝑛) ∈ 𝐅𝑛־ו𝑦 = (𝑦1,… , 𝑦𝑛) ∈ 𝐅𝑛.יזא

𝑥 + 𝑦 = (𝑥1,… , 𝑥𝑛) + (𝑦1,… , 𝑦𝑛)

= (𝑥1 + 𝑦1,… , 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛)

= (𝑦1 + 𝑥1,… , 𝑦𝑛 + 𝑥𝑛)

= (𝑦1,… , 𝑦𝑛) + (𝑥1,… , 𝑥𝑛)

= 𝑦 + 𝑥,

ןויוושהו𝐅𝑛־ברוביחהתרדגהיפלםימייקתמיעיברהןויוושהוינשהןויוושהרשאכ

.𝐅־ברוביחהלשהליגרהתויביטטומוקהיפלםייקתמישילשה

.)ל״שמ(החכוההףוסותועמשמלמסה
ידכהדיחיתואבםישמתשמונאםא

םעתואההתואיזא,𝐅𝑛לשרביאןמסל

.תוטנידרואוקהתאגיצהלםיצלאנונארשאכבורלשמשתםימיאתמםיסקדניא

𝑥םא,המגודל ∈ 𝐅𝑛,תרדגהיזא𝑥 = (𝑥1,… , 𝑥𝑛)החכוהבגצוהשיפכ,בוטןומיסאיה

לככתושרופמתוטנידרואוקבשומישמענמיהלו,דבלב𝑥םעדובעלרתויבוטךא.ליעל

.ןתינה

0:ןומיס1.15

:0ןלוכהלשתוטנידרואוקהשו𝑛הכרואשהמישרהתא0־בןמסנ

0 = (0,… , 0).

האוושמהלשילאמשהףגאב—םינושםינפואינשב0למסבםישמתשמונאןאכ

0לכ,ינמיהףגאבוליאו𝐅𝑛־ברביאאיהש,𝑛ךרואבהמישרןמסמ0למסה,ליעל
ךותמןכשללכיתייעבוניא,לובלבלםורגללולעהרואכלש,הזלגרה.רפסמןמסמ

.םינווכתמ0הזיאלרורבדימתרשקהה

םינווכתמ0הזיאלעבוקרׁשֵקְהֶה:המגוד1.16

:𝐅𝑛ברוביחלתוהזרביאכ0תארידגמהטפשמבןנובתנ

𝑥 + 0 = 𝑥לכל𝑥 ∈ 𝐅𝑛.

תאונרדגהאלירהש,0רפסמהאלו,1.15־בהרדגוהשהמישרהאוה0,וזהמגודב

.0רפסמהו)𝑥ונלשהרקמב(𝐅𝑛־ברביאלשםוכסה
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𝐑2לשםירביאלעבושחלןתינ

.םירוטקווכואתודוקנכ

טטרשנ.היציאוטניאלעייסללוכירויא

טטרשלםילוכיונאשרחאמ𝐑2־בתונומת

םיידממ־ודםיחטשמיבגלעהזהבחרמהתא

לשיסופיטרביא.בשחמיכסמוריינןוגכ

𝐑2הדוקנאוה𝑣 = (𝑎, 𝑏).ונאםיתיעל

ץחלעכםאיכהדוקנלעכאל𝑣לעםיבשוח

,𝑎)־בושארוםיריצהתישארבואצומש 𝑏),

לעםיבשוחונארשאכ.ןאכגצומשיפכ

.רוטקוולםיארוקונא,ץחלעכ𝐑2לשרביא

.רוטקו

־בםיציחלעכםירוטקולעםיבשוחונאשכ

𝐑2,ילבמ(ומצעלליבקמבץחזיזהלםילוכיונא

ותואכותואבישחהלןיידעו)ךרואואןוויכתונשל

תובורקםיתיעל,וזטבמתדוקנמ.רוטקווה

ומלעתתשךכברתויהבוטהנבהלעיגהלולכות

,תושרופמהתוטנידרואוקהמותוטנידרואוקהיריצמ

םיגצומהםיציחהינשל.ןאכטוטרשבעיפומשיפכרוטקווהלעטושפובשחתו

.רוטקווהותואכםתואםיבישחמונאןכלו,ןוויכהותואוךרואהותואןאכ

לולכלםילוכיהלכלכבםייטמתמםילדומ

…,𝑥1,המגודל,םינתשמיפלא , 𝑥5000,

־בדובעלונילעשאיהרבדהתועמשמו

𝐑5000.דמממבחרמבקוסעלןתינאל

השיגהתאזלכבוירטמואגןפואבהזכ

אשונהךכיפל.יפודאללתדבועתירבגלאה

.תיראינילהרבגלאארקנונלש

־בםיטוטרשבםישמתשמונאשםעפלכב

𝐑2תצקמבתלפרועמהפשבםישמתשמוא

קרםהולאשורכז,םירוטקוותודוקנלש

הקיטמתמלףילחתםניאו,ונתנבהלםירזע

טטרשלםילוכיונניאשףא.לעופבחַתֵּפַנְש

,הובגדמממםיבחרמבהבוטתיפרגהנומת

התואבםירדגומולאםיבחרמבםירביאה

םירביאםירידגמונאהבשתונדפקתדימ

.𝐑2לש

,3−,2),המגודל 17,𝜋, רחאלכוילאסחייתהלםייושעונאו,𝐑5לשרביאאוה(2√

הירטמואגלםאההלאשהמםידרטומתויהלילבמ𝐑5־ברוטקווכוא𝐑5־בהדוקנכדי

.יהשלכתיזיפתועמשמשי𝐑5לש

תועצמאבגשומה𝐅𝑛־ברביאכ𝐅𝑛לשםירביאינשלשםוכסהתאונרדגהיכריכזנ

שירוביחהתלועפל,תעכהארנשיפכ.1.13ואר;המאתהבתוטנידרואוקהרוביח

.𝐑2לשיטרפההרקמבהטושפתירטמואגתונשרפ

.םירוטקוינשלשםוכסה

𝐑2־ב𝑣־ו𝑢םירוטקוינשונלשישחיננ

ליבקמב𝑣רוטקווהתאםקמנ.רבחלהצרנםתואש

ומויסתדוקנלתפפוחואצומתדוקנשךכ,ומצעל

𝑢םוכסה.טוטרשבגצומשיפכ,𝑢רוטקווהלש + 𝑣
תדוקנלהוושואצומתדוקנשרוטקוולאופאהווש

לשםויסהתדוקנלהוושומויסתדוקנו𝑢לשאצומה

𝑣,ןאכגצומשיפכ.

0המישרהאוההאוושמהלשינמיהףגאב0־ה,האבההרדגהב ∈ 𝐅𝑛.
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𝑥−ןומיס,𝐅𝑛־ברוביחלידגנרביא:הרדגה1.17

𝑥רובע ∈ 𝐅𝑛,לשרוביחלידגנהרביאה𝑥,־בןמוסמה−𝑥,רוטקווהאוה−𝑥 ∈ 𝐅𝑛

־שךכ

𝑥 + (−𝑥) = 0.

𝑥םא,ךכיפל = (𝑥1,… , 𝑥𝑛),יזא−𝑥 = (−𝑥1,… ,−𝑥𝑛).

.רוביחלידגנהורביאורוטקו

אוה𝐑2־ברוטקולשרוביחלידגנהרביאה

.ךופההןוויכבעיבצמךאההזוכרואשרוטקווה

הזהבישחןפואתאשיחממןאכאבומהטוטרשה

,םיאורםתאשיפכ.𝐑2־ברוביחלידגנרביאלעגונב

לשוכרואלההזוכרוא𝑥−־בןמוסמהרוטקווה

.ךופההןוויכבעיבצמאוהךא𝑥־בןמוסמהרוטקווה

רידגהלונתלוכיב.לפכבקוסעלתעכרובענ,𝐅𝑛־ברוביחהתלועפבונקסעשירחא

,רמולכ,רוביחהתלועפתאונרדגהובשהזלהמודןפואב𝐅𝑛־בלפכהתלועפתא

לשףסונרביאתלבקו𝐅𝑛־בםירביאינשלשהמאתהבתוטנידרואוקלפכתועצמאב

𝐅𝑛.לפכומשש,לפכלשרחאגוס.וניכרצלתישומישהניאוזהרדגהשהארמןויסינה

תועמשמיהמרידגהלונילע,טרפב.קוסענםהבשםיאשונביזכרמביכרמהיהי,רלקסב

.𝐅־ברביאב𝐅𝑛־ברביאתלפכהתלועפ

𝐅𝑛־ברלקסבלפכ:הרדגה1.18

הטנידרואוקלכתלפכהתועצמאבתבשוחמ𝐅𝑛־ברוטקוו𝜆רפסמלשהלפכמה

:𝜆־ברוטקווהלש

𝜆(𝑥1,… , 𝑥𝑛) = (𝜆𝑥1,… , 𝜆𝑥𝑛);

𝜆ןאכ ∈ 𝐅־ו(𝑥1,… , 𝑥𝑛) ∈ 𝐅𝑛.

רלקסםיליפכמונא𝐅𝑛־ברלקסבלפכב

,ךכלדוגינב.רוטקוםילבקמורוטקווב

הליפכמ𝐑3וא𝐑2־בתירלקסההלפכמה

תוללכהה.רלקסהקיפמוםירוטקוינשדחי

תובושחויהיתירלקסההלפכמהלש

.וקרפב

תונשרפשירלקסברוטקותלפכהל

𝜆םא.𝐑2־בהדמחנתירטמואג > ־ו0

𝑥 ∈ 𝐑2,יזא𝜆𝑥עיבצמהרוטקווהאוה

אוהוכרואו𝑥עיבצמוילאשןוויכהותואל

𝜆לשוכרואםימעפ𝑥.רוצילידכ,רמולכ

יפ𝑥תאםיחתומואםיצווכמונא,𝜆𝑥תא

𝜆,םירקמלהמאתהב𝜆 < 𝜆וא1 > 1.

.רלקסבלפכ

𝜆םא < 𝑥־ו0 ∈ 𝐑2,יזא𝜆𝑥אוה

וילאשהזמךופההןוויכלהנופהרוטקווה

יפכ,𝑥לשוכרואםימעפ|𝜆|וכרואו𝑥הנופ

.טוטרשבםיאורונאש
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תודשאשונבאתחנתא

םעדחי,1־ו0םיארקנהםינושםירביאינשתוחפהלכלהליכמההצובקאוההדש

םה𝐂־ו𝐑,ךכיפל.1.3־בוטרופשתונוכתהלכתאתומייקמהלפכורוביחתולועפ

.תוליגרהלפכהורוביחהתולועפםעדחיםיילנויצרהםירפסמהתצובקםגומכ,תודש

,0}הצובקהאיההדשלתפסונהמגוד ךכלטרפתוליגרהלפכהורוביחהתולועפםע{1

1־ש + .0־להוושכרדגומ1
םיטפשמ,תורדגה,ןכיפלעףא.𝐂־ו𝐑םניאשתודשבקוסענאלהזרפסב

הדשלכבםגומייקתי𝐂־ו𝐑תודשבםימייקתמהתיראינילהרבגלאבםיברתוחכוהו

,ז־ווםיקרפטעמל(הזרפסלשוכרואל,וצרתםא.המאתהואיונישאלליתורירש

םוקמביתורירשהדשלןומיסלעכ𝐅לעבושחלולכות)תימינפהלפכמיבחרמבםינדה

𝐑וא𝐂.־שהחנההלעתוססובמה)תימינפההלפכמהיקרפדבלמ(תונקסמרובע

𝐅אוה𝐂,־שהחנהבוזהחנהףילחהלהארנהלככולכות𝐅הניחבמרוגסהדשאוה

רפסמב.שרוששי𝐅־בםימדקמםעעובקוניאשםונילופלכליכותועמשמש,תירבגלא

1םייקתמ𝐅־בשהחנההתשרדנ3אהדיחיב13ליגרתבשוזומכתונקסמ + 1 ≠ 0.

1אםיליגרת

𝛼־שוארה1 + 𝛽 = 𝛽 + 𝛼לכל𝛼, 𝛽 ∈ 𝐂.

𝛼)־שוארה2 + 𝛽) + 𝜆 = 𝛼 + (𝛽 + 𝜆)לכל𝛼, 𝛽, 𝜆 ∈ 𝐂.

𝜆(𝛼𝛽)־שוארה3 = 𝛼(𝛽𝜆)לכל𝛼, 𝛽, 𝜆 ∈ 𝐂.

𝜆(𝛼־שוארה4 + 𝛽) = 𝜆𝛼 + 𝜆𝛽לכל𝜆, 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐂.

𝛼לכלשוארה5 ∈ 𝐂,דיחירביאםייק𝛽 ∈ 𝐂־שךכ𝛼 + 𝛽 = 0.

𝛼לכלשוארה6 ∈ 𝐂םע𝛼 ≠ 𝛽דיחירביאםייק,0 ∈ 𝐂־שךכ𝛼𝛽 = 1.

־שוארה7

−1 + √3𝑖
2

.)1תנתונתישילשהקזחבותאלעה,רמולכ(1לשישילששרושאוה

.𝑖לשםינושםייעובירםישרושינשואצמ8

𝑥ואצמ9 ∈ 𝐑4־שךכ

(4,−3, 1, 7) + 2𝑥 = (5, 9,−6, 8).

𝜆םייקאלעודמוריבסה10 ∈ 𝐂־שךכ

𝜆(2 − 3𝑖, 5 + 4𝑖,−6 + 7𝑖) = (12 − 5𝑖, 7 + 22𝑖,−32 − 9𝑖).
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𝐂𝑛11־ו1𝐑𝑛א

𝑥)־שוארה11 + 𝑦) + 𝑧 = 𝑥 + (𝑦 + 𝑧)לכל𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐅𝑛.

𝑥(𝑎𝑏)־שוארה12 = 𝑎(𝑏𝑥)לכל𝑥 ∈ 𝐅𝑛לכלו𝑎, 𝑏 ∈ 𝐅.

1𝑥־שוארה13 = 𝑥לכל𝑥 ∈ 𝐅𝑛.

𝜆(𝑥־שוארה14 + 𝑦) = 𝜆𝑥 + 𝜆𝑦לכל𝜆 ∈ 𝐅לכלו𝑥, 𝑦 ∈ 𝐅𝑛.

𝑎)־שוארה15 + 𝑏)𝑥 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑥לכל𝑎, 𝑏 ∈ 𝐅לכלו𝑥 ∈ 𝐅𝑛.

דועודחאדועודחאדועודחאהזהמכ״.הנבלההכלמההלאש״?תעדויתארוביח״

״?דחאדועודחאדועודחאדועודחאדועודחאדועודחאדועודחא

״.רופסליתקספה״.סילאהרמא״,תעדויינניא״

לורקסיאול,םשהאצמסילאהמוהארמלדעבמ—
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ירוטקובחרמתרדגה2א

רלקסבלפכהורוביחהתולועפתונוכתמתעבונירוטקובחרמלשהרדגהלהיצביטומה

רביאשירביאלכל.תוהזרביאולשיו,יביטאיצוסא,יביטטומוקאוהרוביחה:𝐅𝑛ב

רוביחה.הפוצמכלעופ1רלקסבלפכ.יביטאיצוסאאוהרלקסבלפכ.רוביחלידגנ

.תויביטובירטסידהתונוכתתועצמאבהזלהזםירושקרלקסבלפכהו

,רלקסבלפכורוביחתולועפתורדגומהילעש𝑉הצובקכירוטקובחרמאופארידגנ

.ליעלוטרופשתונוכתהתאתומייקמה

רלקסבלפכ,רוביח:הרדגה1.19

+𝑢רביאהמיאתמההיצקנופאוה𝑉הצובקהלעמרוביח• 𝑣 ∈ 𝑉םירביאגוזלכל

𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉.

𝜆𝑣רביאהמיאתמההיצקנופאוה𝑉הצובקהלעמרלקסבלפכ• ∈ 𝑉לכל𝜆 ∈ 𝐅
𝑣לכלו ∈ 𝑉.

.ילמרופןפואבירוטקובחרמרידגהלונתורשפאבתעכ

ירוטקובחרמ:הרדגה1.20

ךכרלקסבלפכתלועפורוביחתלועפונרדגההרובעש𝑉הצובקאוהירוטקובחרמ

.תומייקתמןלהלתונוכתהש

תויביטטומוק

𝑢 + 𝑣 = 𝑣 + 𝑢לכל𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉.

תויביטאיצוסא

(𝑢 + 𝑣) + 𝑤 = 𝑢 + (𝑣 + 𝑤)־ו(𝑎𝑏)𝑣 = 𝑎(𝑏𝑣)לכל𝑢, 𝑣,𝑤 ∈ 𝑉לכלו𝑎, 𝑏 ∈ 𝐅.

רוביחלתוהזרביא

0רביאםייק ∈ 𝑉־שךכ𝑣 + 0 = 𝑣לכל𝑣 ∈ 𝑉.

רוביחלידגנרביא

𝑣לכל ∈ 𝑉,רביאםייק𝑤 ∈ 𝑉־שךכ𝑣 + 𝑤 = 0.

לפכלתוהזרביא

1𝑣 = 𝑣לכל𝑣 ∈ 𝑉.

תויביטובירטסידהתונוכת

𝑎(𝑢 + 𝑣) = 𝑎𝑢 + 𝑎𝑣־ו(𝑎 + 𝑏)𝑣 = 𝑎𝑣 + 𝑏𝑣לכל𝑎, 𝑏 ∈ 𝐅לכלו𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉.

.ונלשהיציאוטניאלםיתיעלעייסמאבהירטמואגהחוסינה

הדוקנ,רוטקו:הרדגה1.21

.תודוקנואםירוטקוםיארקנירוטקווהבחרמבםירביאה
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רמאנ,תקיודמהרדגהלקקדזנשכךכיפל.𝐅־ביולתירוטקובחרמברלקסבלפכה

𝐑𝑛,המגודל.ירוטקובחרמ𝑉־שתוטשפברמולםוקמב,𝐅לעמירוטקובחרמ𝑉יכ

.𝐂לעמירוטקובחרמאוה𝐂𝑛־ו,𝐑לעמירוטקובחרמאוה

בכורמירוטקובחרמ,ישממירוטקובחרמ:הרדגה1.22

.ישממירוטקובחרמארקנ𝐑לעמירוטקובחרמ•

.בכורמירוטקובחרמארקנ𝐂לעמירוטקובחרמ•

םירקמהבורבךכיפל.יטנוולרוניאשוארשקההמרורבונרחבש𝐅־הללכךרדב

.תושרופמותואןייצנשילבמעקרבברוא𝐅־שחיננ

יפכ,𝐅לעמירוטקובחרמאוה𝐅𝑛,תוליגרהרלקסבלפכהורוביחהתולועפףוריצב

.ירוטקובחרמלשהרדגהלהיצביטומהתוויה𝐅𝑛לשהמגודה.אדוולםכילעש

∞𝐅:המגוד1.23

𝐅∞־בםירביאלשתורדסהלכתצובקכתרדגומ𝐅:

𝐅∞ = {(𝑥1, 𝑥2,…) ∶ 𝑥𝑘 ∈ 𝐅, 𝑘 = 1, 2,…}.

:יופצכםירדגומ∞𝐅־ברלקסבלפכורוביח

(𝑥1, 𝑥2,…) + (𝑦1, 𝑦2,…) = (𝑥1 + 𝑦1, 𝑥2 + 𝑦2,…),
𝜆(𝑥1, 𝑥2,…) = (𝜆𝑥1, 𝜆𝑥2,…).

,הזבחרמב.אדוולםכילעשיפכ,𝐅לעמירוטקובחרמלתכפוה∞𝐅,ולאתורדגהםע

.0הירביאלכשהרדסהאוהרוביחלתוהזהרביא

.תויצקנופתצובקבתקסועירוטקובחרמלהאבהונתמגוד

𝐅𝑆:ןומיס1.24

.𝐅־ל𝑆־מתויצקנופהתצובקתאןמסמ𝐅𝑆יזא,הצובק𝑆םא•

,𝑓רובע• 𝑔 ∈ 𝐅𝑆,םוכסה𝑓 + 𝑔 ∈ 𝐅𝑆ידילעתרדגומההיצקנופהאוה

( 𝑓 + 𝑔)(𝑥) = 𝑓 (𝑥) + 𝑔(𝑥)

𝑥לכל ∈ 𝑆.

𝜆רובע• ∈ 𝐅־ו𝑓 ∈ 𝐅𝑆,הלפכמה𝜆 𝑓 ∈ 𝐅𝑆ידילעתרדגומההיצקנופהאיה

(𝜆 𝑓 )(𝑥) = 𝜆 𝑓 (𝑥)

𝑥לכל ∈ 𝑆.
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,0]עטקהאוה𝑆םא,ליעלןומיסלהמגודכ 𝐅־ו[1 = 𝐑,יזא𝐑[0,1]הצובקהאיה

,0]עטקהלעמתוישממהתויצקנופהלש םיפיעסהתשולשלכתאאדוולםכילע.[1

.האבההמגודב

ירוטקובחרמאוה𝐅𝑆:המגוד1.25

וראותשרלקסבלפכהורוביחהתולועפףוריצב(𝐅𝑆יזא,הקיראלהצובקאיה𝑆םא•

.𝐅לעמירוטקובחרמאוה)ליעל

0היצקנופהאוה𝐅𝑆לשרוביחלתוהזהרביא• ∶ 𝑆 → 𝐅ידילעתרדגומה

0(𝑥) = 0

𝑥לכל ∈ 𝑆.

𝑓רובע• ∈ 𝐅𝑆,לשרוביחלידגנהרביאה𝑓היצקנופהאוה− 𝑓 ∶ 𝑆 → 𝐅לעתרדגומה

ידי

(− 𝑓 )(𝑥) = − 𝑓 (𝑥)

𝑥לכל ∈ 𝑆.

םה𝐑[0,1]ירוטקווהבחרמבםירביאה

,0]עטקהלעמתוישממהתויצקנופה 1],

ירוטקובחרמ,יללכןפואב.תומישראלו

תויהלםילוכיהירביאשתטשפומתושיאוה

.םירחאםיטקייבואואתויצקנופ,תומישר

יטרפהרקמאוה𝐅𝑛ירוטקווהבחרמה

לכשןוויכמ𝐅𝑆ירוטקווהבחרמהלש

(𝑥1,… , 𝑥𝑛) ∈ 𝐅𝑛היצקנופכבשחיהללוכי

𝑥1}הצובקהמ, 2,… , 𝑛}לא𝐅בותכנשךכב

𝑥(𝑘)םוקמב𝑥𝑘־ההטנידרואוקהרובע𝑘th
…,𝑥1)לש , 𝑥𝑛).לעבושחלרשפא,רמולכ

𝐅𝑛־כ𝐅{1,2,…,𝑛}.לעבושחלרשפא,המודןפואב𝐅∞־כ𝐅{1,2,… }.

קלחחַתֵּפַלְונילעהליחתךא,םיירוטקוםיבחרמלשתופסונתואמגודריכנךשמהב

.םיירוטקוםיבחרמלשתויסיסבהתונוכתהמ

תעבוקהאבההנקסמה.רוביחלתוהזרביאלשומויקתשרודירוטקובחרמתרדגה

.דיחיאוההזרביאיכ

רוביחלתוהזרביאתודיחי1.26

.דיחיאוהרוביחלתוהזהרביאירוטקובחרמב

יזא.𝑉והשלכירוטקובחרמברוביחלתוהזירביאםהינש0′־ו0־שחיננהחכוה

0′ = 0′ + 0 = 0 + 0′ = 0,

ףקתינשהןויוושה,רוביחלתוהזרביאאוה0־שןוויכמףקתןושארהןויוושהרשאכ

רביאאוה0′־שןוויכמםייקתמישילשהןויוושהוליאו,תויביטטומוקהתנוכתלשב

0′,ךכיפל.ומצעברוביחלתוהז = רוביחלתוהזרביאשי𝑉־ליכוניארהךכבו,0

.דיחי

ךכירוטקווהבחרמב𝑤רביא,רוביחלידגנרביאשיירוטקובחרמב𝑣רביאלכל

𝑣־ש + 𝑤 = ידגנרביאשיירוטקובחרמברביאלכלשהארמהאבההנקסמה.0

.דיחירוביחל
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רוביחלידגנרביאתודיחי1.27

.דיחירוביחלידגנרביאשיירוטקובחרמברביאלכל

𝑣יהי.ירוטקובחרמאוה𝑉־שחיננהחכוה ∈ 𝑉.־שחיננ𝑤־ו𝑤′םיידגנםירביא

יזא.𝑣לשרוביחל

𝑤 = 𝑤 + 0 = 𝑤 + (𝑣 + 𝑤′) = (𝑤 + 𝑣) + 𝑤′ = 0 + 𝑤′ = 𝑤′.

𝑤ךכיפל = 𝑤′,וניצרשיפכ.

.תועמשמתעכלבקמאבהןומיסה,םידיחיםהרוביחלםיידגנםירביאשרחאמ

,𝑣−:ןומיס1.28 𝑤 − 𝑣

𝑣,𝑤ויהי ∈ 𝑉.יזא

•−𝑣לשרוביחלידגנהרביאהתאןמסמ𝑣;

•𝑤 − 𝑣־כרדגומ𝑤 + (−𝑣).

רידגהלמענמיהלידכ.והשלכירוטקובחרמבתוקסוערפסבתונקסמהלכטעמכ

.דימתלותחאתשרדנההרהצההתאתעכחסננ,ירוטקובחרמכ𝑉תאשדחמםעפלכב

𝑉:ןומיס1.29

.𝐅לעמירוטקובחרמןמסמ𝑉,הזרפסבךליאוןאכמ

0רפסמה(רלקסןמסמ0,האבההנקסמב ∈ 𝐅(האוושמהלשילאמשהףגאב,

.)𝑉־ברוביחלתוהזהרביא(רוטקוןמסמאוהינמיהףגאבוליאו

רוטקולופכ0רפסמה1.30

0𝑣 = 𝑣לכל0 ∈ 𝑉.

רוביחלתוהזהרביאבתקסוע1.30הנקסמ

בחרמתרדגהב.רלקסבלפכבו𝑉לש

איהתויביטובירטסידהתנוכת,ירוטקו

םירוטקורוביחןיברשקמהדיחיהםרוגה

1.30תחכוהבךכיפל.רלקסבלפכןיבל

.וזהנוכתבשמתשהלונילע

𝑣רובעהחכוה ∈ 𝑉,םייקתמ

0𝑣 = (0 + 0)𝑣 = 0𝑣 + 0𝑣.

0𝑣לשרוביחלידגנהרביאהתאףיסונשכ
0לבקנ,ליעלהאוושמהלשףגאלכל = 0𝑣,

.וניצרשיפכ

,תומודהתוחכוההתורמל.𝑉־ברוביחלתוהזהרביאתאןמסמ0,האבההנקסמב

איהרוטקולכב0רלקסהתלפכמשתעבוק1.30,קוידרתיב.תוהזןניא1.31־ו1.30

.ספאהרוטקואיהספאהרוטקווברלקסלכתלפכמשתעבוק1.31וליאו,ספאהרוטקו
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ספאהרוטקולופכרפסמ1.31

𝑎0 = 𝑎לכל0 ∈ 𝐅.

𝑎לכלהחכוה ∈ 𝐅,םייקתמ

𝑎0 = 𝑎(0 + 0) = 𝑎0 + 𝑎0.

0לבקנ,ליעלהאוושמהלשףגאלכל𝑎0לשרוביחלידגנהרביאהתאףיסונשכ = 𝑎0,

.וניצרשיפכ

רוביחלידגנהרביאהאיההאצותה,1−רלקסבלפכומ𝑉־ברביאםאשהארנתעכ

.𝑉־ברביאהלש

רוטקולופכ1−רפסמה1.32

(−1)𝑣 = −𝑣לכל𝑣 ∈ 𝑉.

𝑣לכלהחכוה ∈ 𝑉,םייקתמ

𝑣 + (−1)𝑣 = 1𝑣 + (−1)𝑣 = (1 + (−1))𝑣 = 0𝑣 = 0.

רביאהאוה𝑣(1−)ךכיפל.0םילבקמ𝑣־ל𝑣(1−)םירבחמרשאכשהארמוזהאוושמ

.וניצרשיפכ,𝑣לשרוביחלידגנה

2אםיליגרת

(𝑣−)−יכוחיכוה1 = 𝑣לכל𝑣 ∈ 𝑉.

𝑎־שחיננ2 ∈ 𝐅, 𝑣 ∈ 𝑉־ו𝑎𝑣 = 𝑎יכוחיכוה.0 = 𝑣וא0 = 0.

𝑣,𝑤־שחיננ3 ∈ 𝑉.דיחירביאםייקעודמוריבסה𝑥 ∈ 𝑉־שךכ𝑣 + 3𝑥 = 𝑤.

תושירדהלכתאתמייקמהקירההצובקה.ירוטקובחרמהניאהקירההצובקה4

?השירדהיהמ.תחאדבלמ)1.20(םיירוטקוםיבחרמרובעורדגוהש

ידגנרביאליאנתהתאףילחהלרשפא,)1.20(ירוטקובחרמתרדגהביכוארה5

שרודהיאנתברוביחל

0𝑣 = 0 for all 𝑣 ∈ 𝑉.

רביאאוה0־הינמיהףגאבוליאו,0רפסמהאוהילאמשהףגאב0־הןאכ

.𝑉־ברוביחלתוהזה
םיטקייבואהףסואשותועמשמהרדגהב״יאנתהתאףילחהלרשפא״יוטיבה

.שדחהיאנתבףלחומירוקמהיאנתהםאהנתשמוניאהרדגההתאםימייקמה
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ורידגה.𝐑־בוניאםהמדחאףאש,םינושםיטקייבואינש∞−־ו∞־בןמסנ6

טרפב.ןומיסהמרעשלןתינשיפכ{∞−,∞}∪𝐑לעמרלקסבלפכורוביחתלועפ

𝑡רובעו,ליגרכםירדגומםיישממםירפסמינשלשהלפכמהוםוכסה ∈ 𝐑רידגנ

𝑡∞ =
⎧{{
⎨{{⎩

−∞ if 𝑡 < 0,
0 if 𝑡 = 0,
∞ if 𝑡 > 0,

𝑡(−∞) =
⎧{{
⎨{{⎩

∞ if 𝑡 < 0,
0 if 𝑡 = 0,
−∞ if 𝑡 > 0,

ןכומכ

𝑡 + ∞ = ∞ + 𝑡 = ∞ + ∞ = ∞,
𝑡 + (−∞) = (−∞) + 𝑡 = (−∞) + (−∞) = −∞,

∞ + (−∞) = (−∞) + ∞ = 0.

𝐑םאה,ולארלקסבלפכורוביחתולועפםע ∪ ירוטקובחרמאוה{∞−,∞}

.וריבסה?𝐑לעמ

.𝑉ל𝑆־מתויצקנופהתצובקלןומיס𝑉𝑆יהי.הקירהניאשהצובק𝑆־שחיננ7
בחרמאוה𝑉𝑆ןכאשוארהו,𝑉𝑆לעמתויעבטרלקסבלפכורוביחתולועפורידגה

.ולאתורדגהיפלירוטקו

.ישממירוטקובחרמ𝑉־שחיננ8

רודסגוזאוה𝑉𝐂־ברביא.𝑉×𝑉־להווש,𝑉𝐂־בןמוסמה,𝑉לשבוכרימה•

(𝑢, 𝑣),רשאכ𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉,־כותואםושרנונאךא𝑢 + 𝑖𝑣.

ידילערדגומ𝑉𝐂לעמרוביח•

(𝑢1 + 𝑖𝑣1) + (𝑢2 + 𝑖𝑣2) = (𝑢1 + 𝑢2) + 𝑖(𝑣1 + 𝑣2)

,𝑢1לכל 𝑣1, 𝑢2, 𝑣2 ∈ 𝑉.

ידילערדגומ𝑉𝐂לעמבכורמרלקסבלפכ•

(𝑎 + 𝑏𝑖)(𝑢 + 𝑖𝑣) = (𝑎𝑢 − 𝑏𝑣) + 𝑖(𝑎𝑣 + 𝑏𝑢)

,𝑎לכל 𝑏 ∈ 𝐑לכלו𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉.

אוה𝑉𝐂,ליעלאבומכבכורמרלקסבלפכהורוביחהלשתורדגההםעיכוחיכוה

.בכורמירוטקובחרמ

𝑢תאוהזתשךכידילע𝑉𝐂לשהצובק־תתכ𝑉לעובשח ∈ 𝑉םע𝑢 + 𝑖0.לע

.𝐑𝑛ךותמ𝐂𝑛תיינבלשהללכהלעכבושחללכונ𝑉ךותמ𝑉𝐂תיינב
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בחרמ־יתת3א

םיבחרמלשתואמגודהתארכינןפואבביחרהללכונ,בחרמ־יתתבןנובתנשךכב

.םיירוטקו

בחרמ־תת:הרדגה1.33

םעירוטקובחרמאיהםג𝑈םא𝑉לשבחרמ־תתתארקנ𝑉לש𝑈הצובק־תת

.𝑉לעמםירדגומשולאומכרלקסבלפכו,רוביחתלועפ,רוביחלתוהזרביאותוא

,יראינילבחרמ־תתחנומבםישמתשמהשי

.בחרמ־תתלההזותועמשמש

ךרדהתאונלהקינעמהאבההנקסמה

לשהצובק־תתםאהקודבלרתויבהלקה

.בחרמ־תתאיהירוטקובחרמ

בחרמ־תתלםיאנתה1.34

תשולשתאתמייקמ𝑈םא־קרו־םא𝑉לשבחרמ־תתאיה𝑉לש𝑈הצובק־תת

:םיאבהםיאנתה

רוביחלתוהזרביא

0 ∈ 𝑈.

רוביחתחתתוריגס

𝑢,𝑤 ∈ 𝑈־שררוג𝑢 + 𝑤 ∈ 𝑈.

רלקסבלפכתחתתוריגס

𝑎 ∈ 𝐅־ו𝑢 ∈ 𝑈־שררוג𝑎𝑢 ∈ 𝑈.

החכוה

רוביחלתוהזרביאלשומויקליאנתהתא

הקירהניא𝑈־שיאנתבףילחהללכונליעל

𝑢חקינםאשרחאמ( ∈ 𝑈ותואליפכנו

0־שלבקנ0־ב ∈ 𝑈(.םא,תאזלכב

𝑈,לשהצובק־תת𝑉,בחרמ־תתןכאאיה,

תוארהלרתויבהריהמהךרדהללכךרדב

0־שתוארהלאיההקירהניא𝑈־ש ∈ 𝑈.

,בחרמ־תתכ,𝑈יזא,𝑉לשבחרמ־תת𝑈םא

תרדגהיפלליעלםיאנתהתשולשתאםייקמ

.ירוטקובחרמ

,הצובק־תתכ,𝑈־שחיננ,ךופההןוויכב

יאנתה.וללהםיאנתהתשולשתאתמייקמ

לשרוביחלתוהזהרביאשחיטבמןושארה

𝑉־באצמנ𝑈.ונלחיטבמינשהיאנתה

ישילשהיאנתה.𝑈־בםירביארבחלןתינש

.𝑈־ברלקסבליפכהללכונשחיטבמ
𝑢םא ∈ 𝑈,יזא−𝑢](1−)־להוושה𝑢־באוהםג]1.32יפל𝑈ישילשהיאנתהיפל.

.𝑈־ברוביחלידגנרביאםייק,𝑈־ברביאלכל,ןכל
,תויביטטומוקהותויביטאיצוסאהתמגוד,ירוטקובחרמתרדגהבםיקלחהראש

𝑈ךכיפל.𝑉רתוילודגהבחרמבםימייקתמםהשרחאמ,םהילאמ𝑈־בםימייקתמ
.𝑉לשבחרמ־תתםגאוהןכלוירוטקובחרמ

םאהתוזירזבעובקלונלםירשפאמללכךרדבליעלהנקסמבםיאנתהתשולש

תועיפומהתונעטהלכתאאדוולםכילע.𝑉לשבחרמ־תתאיה𝑉לשהנותנהצובק־תת

.האבההמגודב
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בחרמ־יתת:המגוד1.35

𝑏םא.א ∈ 𝐅,יזא

{(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ∈ 𝐅4 ∶ 𝑥3 = 5𝑥4 + 𝑏}

𝑏םא־קרו־םא𝐅4לשבחרמ־תתאוה = 0.

,0]עטקהלעמתופיצרהתוישממהתויצקנופהתצובק.ב .𝐑[0,1]לשבחרמ־תתאיה[1

.𝐑𝐑לשבחרמ־תתאיה𝐑לעמתוריזגהתוישממהתויצקנופהתצובק.ג

,0)עטקהלעמ𝑓תוריזגהתוישממהתויצקנופהתצובק.ד 𝑓־שךכ(3 ′(2) = 𝑏איה

𝑏םא־קרו־םא𝐑(0,3)לשבחרמ־תת = 0.

.∞𝐂לשבחרמ־תתאיה0ןלובגשםיבכורמםירפסמלשתורדסהלכתצובק.ה

רתויבןטקהבחרמה־תתאיה{0}הצובקה

בחרמה־תתאוהומצע𝑉וליאו,𝑉לש

הניאהקירההצובקה.𝑉לשרתויבלודגה

בייחבחרמ־תתשרחאמ𝑉לשבחרמ־תת

רביאובהיהיששרדנ,ירוטקובחרמתויהל

.רוביחלתוהזהרביאאוהאלה,תוחפלדחא

ףשוחליעלםיפיעסהמקלחתומיא

קלחדוסיבחנומהיראינילההנבמהתא

,המגודל.ילמיסטיניפניאהןובשחהמ

םוכסיכהנקסמהתשרדנ)ב(ףיעסתומיאל

.הפיצרהיצקנופאוהתופיצרתויצקנופיתש

תשרדנליעל)ד(ףיעסל,תפסונהמגוד

𝑐לשתרזגנה,𝑐עובקרובעיכהנקסמה 𝑓
.𝑓לשתרזגנהםימעפ𝑐־להווש

,םיריצהתישארךרדםירבועה𝐑2־בםירשיהלכ,{0}:םה𝐑2לשבחרמה־יתת

ךרדםירבועה𝐑3־בםירשיהלכ,{0}:םה𝐑3לשבחרמה־יתת.דבלבומצע𝐑2־ו

.דבלבומצע𝐑3־ו,םיריצהתישארךרדםירבועה𝐑3־בםירושימהלכ,םיריצהתישאר

תוארהלאוהרתוירגתאמהקלחה—הטושפאיהבחרמ־יתתולאםיטקייבואשהחכוהה

אבהקרפבשירחארתויהלקלךופהתוזהמישמ.𝐑3־ו𝐑2לשבחרמה־יתתםהקרש

.םיפסונםילכריכנ

בחרמ־יתתימוכס

היהיתורידנםיתיעלבחרמ־יתתלשדוחיא

בורלשהביסהוז;)12ליגרתואר(בחרמ־תת

.םידוחיאבאלוםימוכסבקוסענ

בורל,םיירוטקוםיבחרמבםיקסועונאשכ

הצובק־יתתבאלובחרמ־יתתבןיינעהלגנ

בחרמ־יתתםוכסלשןויערה.תויתורירש

.ישומישהיהי

בחרמ־יתתםוכס:הרדגה1.36

…,𝑉1־שחיננ ,𝑉𝑚לשבחרמ־יתת𝑉.לשםוכסה𝑉1,… ,𝑉𝑚,־בןמוסמה

𝑉1 + ⋯ + 𝑉𝑚,ירביאלשםיירשפאהםימוכסהלכתצובקאוה𝑉1,… ,𝑉𝑚.רתיבו

,קויד

𝑉1 + ⋯ + 𝑉𝑚 = {𝑣1 + ⋯ + 𝑣𝑚 ∶ 𝑣1 ∈ 𝑉1,… , 𝑣𝑚 ∈ 𝑉𝑚}.
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.בחרמ־יתתימוכסלשתואמגודרפסמתעכריכנ

𝐅3לשבחרמ־יתתםוכס:המגוד1.37

ןהתישילשהוהיינשהתוטנידרואוקהםהבש𝐅3ירביאלכתצובקאיה𝑈־שחיננ

:0ןהתישילשהוהנושארהתוטנידרואוקהםהבש𝐅3ירביאלכתצובקאיה𝑊־ו,0

𝑈 = {(𝑥, 0, 0) ∈ 𝐅3 ∶ 𝑥 ∈ 𝐅} םגו 𝑊 = {(0, 𝑦, 0) ∈ 𝐅3 ∶ 𝑦 ∈ 𝐅}.

יזא

𝑈 + 𝑊 = {(𝑥, 𝑦, 0) ∈ 𝐅3 ∶ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐅},

.אדוולםכילעשיפכ

𝐅4לשבחרמ־יתתםוכס:המגוד1.38

־שחיננ

𝑈 = {(𝑥, 𝑥, 𝑦, 𝑦) ∈ 𝐅4 ∶ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐅} ־ו 𝑊 = {(𝑥, 𝑥, 𝑥, 𝑦) ∈ 𝐅4 ∶ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐅}.

תוטנידרואוקהדמצבםהיכרעש𝐅4־בםירביאהתצובקאיה𝑈־שרמאנילולימרואיתב

𝑊תאראתנהמודןפואב.ןורחאהתוטנידרואוקהדמצבההזךרעו,םיהזןושארה
.תונושארהתוטנידרואוקהשולשבההזךרעםהבש𝐅4־בםירביאהתצובקכ

𝑈רואיתל + 𝑊לשיסופיטרביאחקינ𝑈הרוצהמ(𝑎, 𝑎, 𝑏, 𝑏)לשיסופיטרביאו𝑊
,𝑐)הרוצהמ 𝑐, 𝑐, 𝑑)רשאכ𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝐅,לבקנו:

(𝑎, 𝑎, 𝑏, 𝑏) + (𝑐, 𝑐, 𝑐, 𝑑) = (𝑎 + 𝑐, 𝑎 + 𝑐, 𝑏 + 𝑐, 𝑏 + 𝑑),

𝑈־ברביאלכבןושארהתוטנידרואוקהדמציכרעיכקיסנךכמ + 𝑊ךכיפל.םיווש

1.39 𝑈 + 𝑊 ⊆ {(𝑥, 𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐅4 ∶ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐅}.

,𝑥־שחיננ,ינשהןוויכבהלכההתאחיכוהלידכ 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐅לבקנו

(𝑥, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥, 𝑥, 𝑦, 𝑦) + (0, 0, 0, 𝑧 − 𝑦),

אוהינשהרוטקווהו𝑈־באוההאוושמהלשינמיהףגאבןושארהרוטקווהרשאכ

,𝑥)ךכיפל.𝑊־ב 𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝑈 + 𝑊,ןוויכבםגתמייקתמ1.39הלכהיכהארמשהמ

ןכל.ךופהה

𝑈 + 𝑊 = {(𝑥, 𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐅4 ∶ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐅},

𝑈־שהארמשהמ + 𝑊־בםירביאהתצובקאיה𝐅4תוטנידרואוקהדמצבםהיכרעש

.םיוושןושארה

אוההשעמלו,בחרמ־תתאוהבחרמ־יתתלשםוכסיכתעבוקהאבההנקסמה

בחרמ־תתלכשאיהרבדהתועמשמ(םירבוחמהלכתאליכמהרתויבןטקהבחרמה־תת

.)םוכסהתאםגליכמםירבוחמהלכתאליכמה
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בחרמה־יתתתאליכמהרתויבןטקהבחרמ־תתהאוהבחרמ־יתתםוכס1.40

…,𝑉1־שחיננ ,𝑉𝑚לשבחרמ־יתת𝑉.יזא,𝑉1 + ⋯ + 𝑉𝑚ןטקהבחרמ־תתהאוה

…,𝑉1תאליכמה𝑉לשרתויב ,𝑉𝑚.

םיבחרמהתרותבבחרמ־יתתםוכס

הצובק־יתתדוחיאלהמודםיירוטקווה

בחרמ־יתתינשןתניהב.תוצובקהתרותב

בחרמ־תתה,והשלכירוטקובחרמלש

.םמוכסאוהםתואליכמהרתויבןטקה

לשהצובק־יתתיתשןתניהב,המודןפואב

רתויבהנטקההצובק־תתה,יהשלכהצובק

.ןדוחיאאיהןתואהליכמה

𝑉1יכאדוולןתינהחכוה + ⋯ + 𝑉𝑚ליכמ

רוביחתחתרוגסו0רוביחלתוהזהרביאתא

יכקיסנ1.34־מךכיפל.רלקסבלפכו

𝑉1 + ⋯ + 𝑉𝑚לשבחרמ־תת𝑉.
…,𝑉1בחרמה־יתת ,𝑉𝑚םילכומםלוכ

𝑉1־ב + ⋯ + 𝑉𝑚)לוקשנ,ךכבחכוויהלידכ

𝑣1םימוכס + ⋯ + 𝑣𝑚םירביאהלכרשאכ

.)ספאהרביאםהםי־𝑣𝑘־המדחאדבלמ

ליכמה𝑉לשבחרמ־תתלכ,ךופההןוויכב

…,𝑉1תא ,𝑉𝑚תאםגליכמ𝑉1 +⋯+𝑉𝑚)םימוכסהלכתאליכהלבחרמ־תתהלעןכש

𝑉1ךכיפל.)וירביאלשםייפוסה +⋯+𝑉𝑚לשרתויבןטקהבחרמ־תתהאוה𝑉ליכמה

…,𝑉1תא ,𝑉𝑚.

םירשיםימוכס
…,𝑉1־שחיננ ,𝑉𝑚לשבחרמ־יתת𝑉.־ברביאלכ𝑉1 + ⋯ + 𝑉𝑚ןפואבבתכיהללוכי

אבה

𝑣1 + ⋯ + 𝑣𝑚,
𝑣𝑘לכרשאכ ∈ 𝑉𝑘.־ברוטקולכלשגוצייהםהבשםירקמבדחוימןיינעםייק

𝑉1 + ⋯ + 𝑉𝑚דחוימםשולקנעוהשךכידכדעבושחהזבצמ.דיחיאוהליעלהרוצב

.)⊕(דחוימןומיסוליפאו)רשיםוכס(

⊕,רשיםוכס:הרדגה1.41

…,𝑉1־שחיננ ,𝑉𝑚לשבחרמ־יתת𝑉.

𝑉1םוכסה• + ⋯ + 𝑉𝑚לשרביאלכםארשיםוכסארקנ𝑉1 + ⋯ + 𝑉𝑚לוכי

𝑣1םוכסכדבלבתחאךרדבבתכיהל + ⋯ + 𝑣𝑚,לכרשאכ𝑣𝑘 ∈ 𝑉𝑘.

𝑉1םא• + ⋯ + 𝑉𝑚תאןמסניזא,רשיםוכס𝑉1 + ⋯ + 𝑉𝑚־כ𝑉1 ⊕ ⋯ ⊕ 𝑉𝑚
.רשיםוכסאוהםוכסהשךכלתואכשמשמ⊕ןומיסהרשאכ

בחרמ־יתתינשלשרשיםוכס:המגוד1.42

הטנידרואוקהשםירוטקווהלכמבכרומה𝐅3לשבחרמ־תתאוה𝑈־שחיננ

יתששםירוטקווהלכמבכרומה𝐅3לשבחרמ־תתאוה𝑊־ו,0הוושםהלשהנורחאה

:0תוושםהלשתונושארהתוטנידרואוקה
𝑈 = {(𝑥, 𝑦, 0) ∈ 𝐅3 ∶ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐅} םגו 𝑊 = {(0, 0, 𝑧) ∈ 𝐅3 ∶ 𝑧 ∈ 𝐅}.

𝐅3,יזא = 𝑈 ⊕ 𝑊,אדוולםכילעשיפכ.
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בחרמ־יתתרפסמלשרשיםוכס:המגוד1.43

.\oplusודילקה,TEX־ב⊕תביתכל 𝐅𝑛לשבחרמ־תתאוה𝑉𝑘־שחיננ

תוטנידרואוקהלכשםירוטקווהמבכרומה

𝑉2,המגודל;𝑘th־הביכרלילואטרפ,0םהלש = {(0, 𝑥, 0,… , 0) ∈ 𝐅𝑛 ∶ 𝑥 ∈ 𝐅}.יזא

𝐅𝑛 = 𝑉1 ⊕ ⋯ ⊕ 𝑉𝑛,
.אדוולםכילעשיפכ

.תועייסמתואמגודההבשהדימהתואבהנבהלתועייסמתואמגוד־יאםיתיעל

רשיםוכסוניאשםוכס:המגוד1.44

־שחיננ

𝑉1 = {(𝑥, 𝑦, 0) ∈ 𝐅3 ∶ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐅},

𝑉2 = {(0, 0, 𝑧) ∈ 𝐅3 ∶ 𝑧 ∈ 𝐅},

𝑉3 = {(0, 𝑦, 𝑦) ∈ 𝐅3 ∶ 𝑦 ∈ 𝐅}.

𝐅3יזא = 𝑉1 + 𝑉2 + 𝑉3רוטקולכשרחאמ(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐅3־כבתכיהללוכי

(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥, 𝑦, 0) + (0, 0, 𝑧) + (0, 0, 0),
אוהינשהרוטקווה,𝑉1־באוההאוושמהלשינמיהףגאבןושארהרוטקווהרשאכ

.𝑉3־באוהישילשהרוטקווהו,𝑉2־ב

,0)רוטקווהשרחאמ,𝑉1,𝑉2,𝑉3לשרשיםוכסוניא𝐅3,ןיידעךא 0, בתכיהללוכי(0

𝑣1םוכסכתחאךרדמרתויב + 𝑣2 + 𝑣3,לכרובע𝑣𝑘 ∈ 𝑉𝑘.םייקתמ,טרפב

(0, 0, 0) = (0, 1, 0) + (0, 0, 1) + (0,−1,−1)
,םגןבומכו

(0, 0, 0) = (0, 0, 0) + (0, 0, 0) + (0, 0, 0),
ינשהרוטקווה,𝑉1־באוהליעלהאוושמלכלשינמיהףגאבןושארהרוטקווהרשאכ

𝑉1םוכסהךכיפל.𝑉3־בישילשהרוטקווהו,𝑉2־ב + 𝑉2 + 𝑉3רשיםוכסוניא.

,לגעמךותברוביחהןמיסאוהש,⊕למסה

לשדחוימהרקמבםיקסועונאשונלריכזמ

רשיםוכסברביאלכל—בחרמ־יתתםוכס

בחרמה־יתתמםירביאםוכסכדיחיגוציי

.םירדגומה

רוטקולכליכתשרודרשיםוכסתרדגה

הרוצהמםוכסכדיחיגוצייהיהיםוכסב

רשאכיכהארנהאבההנקסמב.תשרדנה

אוהבחרמ־יתתלשםוכסםאהעובקלונילע

0םאהאוהקודבלונילעשלכ,רשיםוכס
הרוצהמםוכסכדיחיןפואבבתכיהללוכי

.תשרדנה
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רשיםוכסליאנת1.45

…,𝑉1־שחיננ ,𝑉𝑚לשבחרמ־יתת𝑉.יזא𝑉1 +⋯+𝑉𝑚םא־קרו־םארשיםוכסאוה

𝑣1םוכסכ0תאאטבלהדיחיהךרדה + ⋯ + 𝑣𝑚,לכרובע𝑣𝑘 ∈ 𝑉𝑘,לכשאיה𝑣𝑘
.0הווש

𝑉1־שחיננהליחתהחכוה + ⋯ + 𝑉𝑚הביתכמרשיםוכסתרדגה.רשיםוכסאוה

𝑣1םוכסכ0תאאטבלןתינובשדיחיהןפואהש +⋯+𝑣𝑚,רובע𝑣𝑘 ∈ 𝑉𝑘,חקינשכאוה

𝑣𝑘לכרמולכ,בחרמ־תתלכמספאהרביאתא = 0.

𝑣1םוכסכ0תאאטבלהדיחיהךרדהשחיננתעכ + ⋯ + 𝑣𝑚,רובע𝑣𝑘 ∈ 𝑉𝑘,איה

𝑉1־שתוארהלידכ.𝑣𝑘לכרובע0־הרביאתאקררחבנשכ + ⋯ + 𝑉𝑚םוכסאוה

𝑣יהי,רשי ∈ 𝑉1 + ⋯ + 𝑉𝑚.בותכללכונ

𝑣 = 𝑣1 + ⋯ + 𝑣𝑚

𝑣1רובע ∈ 𝑉1,… , 𝑣𝑚 ∈ 𝑉𝑚לשדיחיההגצההןפואוהזשתוארהלידכ.םהשלכ

־שךכ,הפולחתמייקשףסונבחיננ,רוטקווה

𝑣 = 𝑢1 + ⋯ + 𝑢𝑚,
𝑢1רובע ∈ 𝑉1,… , 𝑢𝑚 ∈ 𝑉𝑚לבקנ,וללהתואוושמהיתשרוסיחב.םהשלכ

0 = (𝑣1 − 𝑢1) + ⋯ + (𝑣𝑚 − 𝑢𝑚).
𝑣1־שרחאמ − 𝑢1 ∈ 𝑉1,… , 𝑣𝑚 − 𝑢𝑚 ∈ 𝑉𝑚,לכשקיסנליעלהאוושמהמ𝑣𝑘 − 𝑢𝑘
𝑣1ךכיפל.0הווש = 𝑢1,… , 𝑣𝑚 = 𝑢𝑚וניצרשיפכ.

ותועמשמןלהלשומישבש⟺ןמיסה

־כםגותואאורקלרשפא;״םא־קרו־םא״

.״...ללוקש״

טושפיאנתתקפסמהאבההנקסמה

אוהבחרמ־יתתינשלשםוכסםאההקידבל

.רשיםוכס

בחרמ־יתתינשלשרשיםוכס1.46

יזא.𝑉לשבחרמ־יתת𝑊־ו𝑈־שחיננ

𝑈 + 𝑊רשיםוכס𝑈 ∩ 𝑊 = {0} ⟺.

𝑣םא.רשיםוכס𝑈+𝑊־שחיננהליחתהחכוה ∈ 𝑈∩𝑊,0יזא = 𝑣+ (−𝑣)רשאכ

𝑣 ∈ 𝑈־ו−𝑣 ∈ 𝑊.־ברוטקולשםוכסכ0־לידוחייהגוצייהללכיפל𝑈רוטקוו
𝑣ונלביק,𝑊־ב = 𝑈ךכיפל.0 ∩ 𝑊 = .החכוההלשדחאןוויכונמלשהךכבו,{0}

𝑈־שתעכחיננ,ינשהןוויכהתחכוהל ∩ 𝑊 = 𝑈־שחיכוהלידכ.{0} + 𝑊םוכס

𝑢־שחיננ,רשי ∈ 𝑈, 𝑤 ∈ 𝑊,םגו

0 = 𝑢 + 𝑤.
𝑢־שתוארהלאוהשרדנשלכ,החכוההתמלשהל = 𝑤 = האוושמהמ.)1.45יפל(0

𝑢יכקיסנליעל = −𝑤 ∈ 𝑊.ךכיפל𝑢 ∈ 𝑈∩𝑊.ןכל𝑢 = הזליעלהאוושמהיפלו,0

𝑤־שררוג = .החכוהההמלשוהךכבו,0
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ידוחיאלםיליבקמבחרמ־יתתימוכס

הלבקהתמייק,המודןפואב.הצובק־יתת

רזדוחיאןיבלבחרמ־יתתלשרשיםוכסןיב

ינששהדבועהרואל,םנמא.הצובק־יתתלש

רביאירהש,םירזםניאםלועלבחרמ־יתת

תאשרמוללכונ,םהינשלףתושמספאה

הרקמבתוחפל,ונרמההצובקה־יתתתורז

הוושךותיחהשהשירדב,בחרמ־יתתינשלש

.{0}־ל

לשהרקמבקרתקסועליעלהנקסמה

תורשפאבןודלאובנשכ.בחרמ־יתתינש

,בחרמ־יתתינשמרתוירובערשיםוכסלש

רביאקרםייקדמצלכךותיחבשהקידבה

ךכבחכוויהלידכ.הקיפסמהניאספאה

םוכסלוזהמגוד־יאב.1.44המגודבןנובתנ

𝑉1־שוניאר,רשי ∩ 𝑉2 = 𝑉1 ∩ 𝑉3 =
𝑉2 ∩ 𝑉3 = {0}.

3אםיליגרת

.𝐅3לשבחרמ־תתםגאיהםאהועבק,ןלהל𝐅3לשהצובקה־יתתמתחאלכרובע1

,𝑥1)}.א 𝑥2, 𝑥3) ∈ 𝐅3 ∶ 𝑥1 + 2𝑥2 + 3𝑥3 = 0}
,𝑥1)}.ב 𝑥2, 𝑥3) ∈ 𝐅3 ∶ 𝑥1 + 2𝑥2 + 3𝑥3 = 4}
,𝑥1)}.ג 𝑥2, 𝑥3) ∈ 𝐅3 ∶ 𝑥1𝑥2𝑥3 = 0}
,𝑥1)}.ד 𝑥2, 𝑥3) ∈ 𝐅3 ∶ 𝑥1 = 5𝑥3}

.1.35המגודבבחרמ־יתתלעתונעטהלכתאואדו2

,4−)עטקהלעמ𝑓תוישממהתוריזגהתויצקנופהלכתצובקשוארה3 ־שךכ(4

𝑓 ′(−1) = 3 𝑓 .𝐑(−4,4)לשבחרמ־תתאיה(2)

𝑏־שחיננ4 ∈ 𝐑.תופיצרהתוישממהתויצקנופהתצובקשוארה𝑓0]עטקב, 1]
1∫־שךכ

0 𝑓 = 𝑏לשבחרמ־תתאיה𝐑[0,1]םא־קרו־םא𝑏 = 0.

?𝐂2בכורמהירוטקווהבחרמהלשבחרמ־תת𝐑2םאה5

,𝑎)}םאה.א6 𝑏, 𝑐) ∈ 𝐑3 ∶ 𝑎3 = 𝑏3}לשבחרמ־תת𝐑3?

,𝑎)}םאה.ב 𝑏, 𝑐) ∈ 𝐂3 ∶ 𝑎3 = 𝑏3}לשבחרמ־תת𝐂3?

הרוגס,𝐑2לשהקיראלהצובק־תתאיה𝑈םא:תידגנהמגודואיבהואוחיכוה7

𝑢−רמולכ(רוביחלידגנרביאורוביחתחת ∈ 𝑈לכרובע𝑢 ∈ 𝑈(,יזא𝑈
.𝐑2לשבחרמ־תת

ןיידעו,רלקסבלפכתחתהרוגסה,𝐑2לש𝑈הקיראלהצובק־תתלהמגודואיבה8

𝑈לשבחרמ־תתהניא𝐑2.

𝑓היצקנופ9 ∶ 𝐑 → 𝐑יבויחרפסמםייקםאתירוזחמתארקנ𝑝־שךכ𝑓 (𝑥) =
𝑓 (𝑥+𝑝)לכל𝑥 ∈ 𝐑.־מתוירוזחמהתויצקנופהתצובקםאה𝐑־ל𝐑בחרמ־תת

.וריבסה?𝐑𝐑לש

𝑉1ךותיחהיכוחיכוה.𝑉לשבחרמ־יתת𝑉2־ו𝑉1־שחיננ10 ∩𝑉2בחרמ־תתאוה

.𝑉לש
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25בחרמ־יתת3א

.𝑉לשבחרמ־תתאוה𝑉לשבחרמ־יתתףסואלכלשךותיחהיכוחיכוה11

דחאםא־קרו־םא𝑉לשבחרמ־תתאוה𝑉לשבחרמ־יתתינשדוחיאיכוחיכוה12

.רחאבלכומבחרמה־יתתמ

םא־קרו־םא𝑉לשבחרמ־תתאוה𝑉לשבחרמ־יתתהשולשלשדוחיאיכוחיכוה13

.םירחאהינשתאליכמדחאבחרמ־תת

הניאהנעטהשךכמעבונרבדהשןכתיי;12ליגרתמרתויעיתפמבהשקהזליגרת

.םירביאינשקרליכמההדשב𝐅תאםיפילחמםאהנוכנ

־שחיננ14

𝑈 = {(𝑥,−𝑥, 2𝑥) ∈ 𝐅3 ∶ 𝑥 ∈ 𝐅} םגו 𝑊 = {(𝑥, 𝑥, 2𝑥) ∈ 𝐅3 ∶ 𝑥 ∈ 𝐅}.
𝑈תאוראת + 𝑊־לילולימרואיתונת,ףסונבו,םייטמתמםינומיסבשומישךות

𝑈 + 𝑊םייטמתמםינומיסבשומישאלל.

𝑈והמ.𝑉לשבחרמ־תת𝑈־שחיננ15 + 𝑈?

𝑈םא,רמולכ?תיביטטומוקאיה𝑉לשבחרמה־יתתלעמרוביחהתלועפםאה16
𝑈םאה,𝑉לשבחרמ־יתת𝑊־ו + 𝑊 = 𝑊 + 𝑈?

םא,רמולכ?תיביטאיצוסאאיה𝑉לשבחרמה־יתתלעמרוביחהתלועפםאה17

𝑉1,𝑉2,𝑉3לשבחרמ־יתת𝑉,םאה

(𝑉1 + 𝑉2) + 𝑉3 = 𝑉1 + (𝑉2 + 𝑉3)?

וליאל?רוביחלתוהזרביאשי𝑉לשבחרמה־יתתלעמרוביחהתלועפלםאה18

?רוביחלידגנרביאשיבחרמ־יתת

־שךכ𝑉לשבחרמ־יתת𝑉1,𝑉2,𝑈םא:תידגנהמגודואיבהואוחיכוה19

𝑉1 + 𝑈 = 𝑉2 + 𝑈,
𝑉1יזא = 𝑉2.

־שחיננ20

𝑈 = {(𝑥, 𝑥, 𝑦, 𝑦) ∈ 𝐅4 ∶ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐅}.
𝐅4־שךכ𝐅4לש𝑊בחרמ־תתואצמ = 𝑈 ⊕ 𝑊.

־שחיננ21

𝑈 = {(𝑥, 𝑦, 𝑥 + 𝑦, 𝑥 − 𝑦, 2𝑥) ∈ 𝐅5 ∶ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐅}.
𝐅5־שךכ𝐅5לש𝑊בחרמ־תתואצמ = 𝑈 ⊕ 𝑊.

־שחיננ22

𝑈 = {(𝑥, 𝑦, 𝑥 + 𝑦, 𝑥 − 𝑦, 2𝑥) ∈ 𝐅5 ∶ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐅}.
,{0}־להוושוניאםהמדחאףאש,𝐅5לש𝑊1,𝑊2,𝑊3בחרמ־יתתהשולשואצמ

𝐅5־שךכ = 𝑈 ⊕ 𝑊1 ⊕ 𝑊2 ⊕ 𝑊3.
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־שךכ𝑉לשבחרמ־יתת𝑉1,𝑉2,𝑈םא:תידגנהמגודואיבהואוחיכוה23

𝑉 = 𝑉1 ⊕ 𝑈 םגו 𝑉 = 𝑉2 ⊕ 𝑈,

𝑉1יזא = 𝑉2.

םיתיעל,הנוכנתיראינילהרבגלאבתמיוסמהרעשהםאהתולגלםיסנמרשאכ:זמר

.הבוטהלחתהתדוקנאיה𝐅2־בהקידבהתובורק

𝑓היצקנופ24 ∶ 𝐑 → 𝐑םאתיגוזתארקנ:

𝑓 (−𝑥) = 𝑓 (𝑥)
𝑥לכל ∈ 𝐑.

𝑓היצקנופ ∶ 𝐑 → 𝐑םאתיגוז־יאתארקנ:

𝑓 (−𝑥) = − 𝑓 (𝑥)
𝑥לכל ∈ 𝐑.־בןמסנ𝑉eלעמתויגוזהתוישממהתויצקנופהתצובקתא𝐑־בו𝑉o

𝐑𝐑־שוארה.𝐑לעמתויגוז־יאהתוישממהתויצקנופהתצובקתא = 𝑉e ⊕ 𝑉o.
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בקרפ

יפוסדמממםיירוטקוםיבחרמ

בחרמלכבתקסועהניאתיראינילהרבגלא.םיירוטקוםיבחרמלעונדמלםדוקהקרפב

.הזקרפבריכנםתואש,יפוסדממילעבםיבחרמבםאיכ,יתורירשירוטקו

ליבוישהמ,םירוטקותומישרלשםייראינילםיפוריצלעןוידבחתפנקרפהתא

ךופהתתיראינילהתולתהתמַּלֶ.תיראינילתולת־יאומששיזכרמהןויערהלאונתוא

.ונלשרתויבםיישומישהםילכהדחאל

ךא,תיראינילהיולתיתלבתויהלהידהנטקאיהשירוטקובחרמבםירוטקותמישר

סיסבתארקנ,ירוטקווהבחרמהלכתאםיאלממהירביאיפוריצשךכהידהלודגןיידע

רידגהלונלרשפאישהמ,ההזךרואבחרמבםיסיסבהלכליכחכווינונא.בחרמהלש

.בחרמהדממתא

.בחרמ־יתתינשםוכסלשדממלהחסונבםותחנקרפהתא

הזקרפלאצומהתוחנה

•𝐅ןמסמ𝐑וא𝐂.
•𝑉לעמירוטקובחרמןמסמ𝐅.

)2006–1916(שומלהלופ.ב״הרא,יזר׳ג־וינ,ןוטסנירפב,םדקתמרקחמלןוכמהלשיזכרמהןיינבה

רואלאצישומלהלשהזרפס.הזןיינבבןושארהינרדומהתיראינילההרבגלאהרפסתאבתכ

קרפלשומשכאוהשומלהלשהזורפסםש.)1958תנשבהספדוההיינשהרודהמ(1942תנשב

Finite-Dimensional—תילגנאבו,הז Vector Spaces.
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תיראינילתולת־יאוהסָירִפ1ְּב

־בםירביארובעתושעלךישמנךכו,םירפסמתומישרםיירגוסבףיקהלונגהנהכדע

𝐅𝑛;7−,2),המגודל, 8) ∈ 𝐅3.םירוטקולשתומישרןובשחבאיבהלונילעתעכ,םלוא

,לובלבמענמיהלידכ.)םירחאםיירוטקוםיבחרמבוא𝐅𝑛־בםירביאויהישןכתייש(

,4),המגודל.םיירגוסאללהנבתכיתםירוטקווהתומישר,ללככ 1, 6), (9, 5, איה(7

.𝐑3־בםירוטקוינשתבהמישר

םירוטקותמישר:ןומיס2.1

.םיירגוסאללםירוטקווהתומישרתאבותכנ,ללכךרדב

הסירפוםייראינילםיפוריצ

.המישרהלשיראינילףוריצארקנהנותנהמישרבםירוטקווהלשרלקסתולופכלשםוכס

.תימשרההרדגההןלהל

יראינילףוריצ:הרדגה2.2

…,𝑣1םירוטקווהתמישרלשיראינילףוריצ , 𝑣𝑚ב𝑉הרוצהמרוטקואוה

𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑣𝑚,
…,𝑎1רשאכ , 𝑎𝑚 ∈ 𝐅.

𝐑3־בםייראינילםיפוריצ:המגוד2.3

•(17,−4, ,2)לשיראינילףוריצאוה(2 1,−3), (1,−2, ינשתבהמישראיהש,(4

ןכש,𝐑3־בםירוטקו

(17,−4, 2) = 6(2, 1,−3) + 5(1,−2, 4).

•(17,−4, ,2)לשיראינילףוריצוניא(5 1,−3), (1,−2, ינשתבהמישראיהש,(4

,𝑎1םירפסמםימייקאלןכש,𝐑3־בםירוטקו 𝑎2 ∈ 𝐑־שךכ

(17,−4, 5) = 𝑎1(2, 1,−3) + 𝑎2(1,−2, 4).
תואוושמהתכרעמל,רמולכ

17 = 2𝑎1 + 𝑎2

−4 = 𝑎1 − 2𝑎2

5 = −3𝑎1 + 4𝑎2

.)אדוולםכילעשיפכ(ןורתפןיא
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span,הסירפ:הרדגה2.4

…,𝑣1םירוטקווהתמישרלשםייראינילהםיפוריצהלכתצובק , 𝑣𝑚־ב𝑉תארקנ
…,𝑣1לשהסירפה , 𝑣𝑚ידילעתנמוסמוspan(𝑣1,… , 𝑣𝑚).תורחאםילימב,

span(𝑣1,… , 𝑣𝑚) = {𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑣𝑚 ∶ 𝑎1,… , 𝑎𝑚 ∈ 𝐅}.
)הקירםירוטקותמישרלשהסירפה .{0}־כתרדגומ(

span:המגוד2.5

,𝐑3־בשוניארתמדוקההמגודב

•(17,−4, 2) ∈ span((2, 1,−3), (1,−2, 4))

•(17,−4, 5) ∉ span((2, 1,−3), (1,−2, 4)).

2.6spanליכמהרתויבןטקהבחרמה־תתאוה

ליכמה𝑉לשרתויבןטקהבחרמ־תתהאוה𝑉־בםירוטקותמישרלשspan־ה

.המישרבשםירוטקווהלכתא

הסירפחנומבםישמתשמהםיאקיטמתמשי

.הסירפלההזותועמשמש,תיראיניל

…,𝑣1־שחיננהחכוה , 𝑣𝑚תמישראיה

.𝑉־בםירוטקו
…,span(𝑣1־שהארנתישאר , 𝑣𝑚)אוה

…,span(𝑣1־בםייקרוביחלתוהזהרביא.𝑉לשבחרמ־תת , 𝑣𝑚)ןכש

0 = 0𝑣1 + ⋯ + 0𝑣𝑚.
…,span(𝑣1,ףסונב , 𝑣𝑚)־שרחאמ,רוביחהתלועפתחתרוגס

(𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑣𝑚) + (𝑐1𝑣1 + ⋯ + 𝑐𝑚𝑣𝑚) = (𝑎1 + 𝑐1)𝑣1 + ⋯ + (𝑎𝑚 + 𝑐𝑚)𝑣𝑚.
…,span(𝑣1,ןכלערתי , 𝑣𝑚)ירהש,רלקסבלפכתחתרוגס

𝜆(𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑣𝑚) = 𝜆𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝜆𝑎𝑚𝑣𝑚.
…,span(𝑣1,ךכיפל , 𝑣𝑚)לשבחרמ־תתאוה𝑉)1.34יפל(.

…,𝑣1לשיראינילףוריצאוה𝑣𝑘לכ , 𝑣𝑚)רידגנ,תאזתוארהל𝑎𝑘 = ־הראשבו1

𝑎ךכיפל.)0ביצנ2.2־בםי־,span(𝑣1,… , 𝑣𝑚)־המדחאלכליכמ𝑣𝑘ןוויכב.םי־

𝑉לשבחרמ־תתלכ,רוביחורלקסבלפכתחתםירוגסבחרמ־יתתשרחאמ,ךופהה
…,span(𝑣1תאליכמ𝑣𝑘םירוטקווהמדחאלכליכמה , 𝑣𝑚).ךכיפלspan(𝑣1,… , 𝑣𝑚)
…,𝑣1םירוטקווהלכתאליכמה𝑉לשרתויבןטקהבחרמ־תתהאוה , 𝑣𝑚.

הסירפ:הרדגה2.7

…,span(𝑣1םא , 𝑣𝑚)־להווש𝑉,המישרהיכרמאנ𝑣1,… , 𝑣𝑚תאתסרופ𝑉.
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𝐅𝑛תאתסרופההמישר:המגוד2.8

יכתוארהלםיצורונא.יבויחםלשרפסמ𝑛־שחיננ

(1, 0,… , 0), (0, 1, 0,… , 0),… , (0,… , 0, 1)
לכב0־ו,𝑘th־ההטנידרואוקב1ליכמליעלהמישרב𝑘th־הרוטקווה.𝐅𝑛תאתסרופ

.םיביכרהראש

…,𝑥1)־שחיננ , 𝑥𝑛) ∈ 𝐅𝑛.יזא

(𝑥1,… , 𝑥𝑛) = 𝑥1(1, 0,… , 0) + 𝑥2(0, 1, 0,… , 0) + ⋯ + 𝑥𝑛(0,… , 0, 1).
…,𝑥1)ןכל , 𝑥𝑛) ∈ span((1, 0,… , 0), (0, 1, 0,… , 0),… , (0,… , 0, .וניצרשיפכ,((1

.תיראינילהרבגלאבדוסיהתורדגהמתחאלםינופונאתעכ

יפוסדמממירוטקובחרמ:הרדגה2.9

תאתסרופוכותביהשלכםירוטקותמישרםאיפוסדמממארקנירוטקובחרמ

.בחרמה

איההמישרלכ,הרדגההיפליכריכזנ

.יפוסךרואב

אוה𝐅𝑛־שהתארהליעל2.8המגוד

.יבויחםלשרפסמ𝑛לכליפוסדמממבחרמ

.םכלתרכומרבכםונילופהתרדגהשקפסןיא

𝒫(𝐅),םונילופ:הרדגה2.10

𝑝היצקנופ• ∶ 𝐅 → 𝐅־בםימדקמםעםונילופתארקנ𝐅םימייקםא𝑎0,… , 𝑎𝑚 ∈ 𝐅
־שךכ

𝑝(𝑧) = 𝑎0 + 𝑎1𝑧 + 𝑎2𝑧2 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑧𝑚

𝑧לכל ∈ 𝐅.

•𝒫(𝐅)־בםימדקמםעםימונילופהלכתצובקאיה𝐅.

,𝐅לעמירוטקובחרמאוה𝒫(𝐅),תוליגרהרלקסבלפכהורוביחהתולועפםעדחי
תויצקנופלשירוטקווהבחרמה,𝐅𝐅לשבחרמ־תתאוה𝒫(𝐅),ןכל.אדוולםכילעשיפכ

.𝐅־ל𝐅־מ
תוצובקיתשידילעגצוימ)𝐅־ל𝐅־מהיצקנופכוילעםיבשוחונאשכ(םונילופםא

תיתוהזספאתמהםונילופבינירחאהמםונילופהלשדחאגוציירוסיחיזא,םימדקמ

הניאןיידעוזהדבועםא(םיספאםההזםונילופבםימדקמהלכןכלו𝐅לעמהיצקנופכ

ימדקמ:הנקסמ.)4.8ואר—ךשמהבהתואחיכונונא;התעתעלהתואולבק,הרורב

ןפואבתעבוקהאבההרדגההךכיפל.םונילופהידילעדיחיןפואבםיעבקנםונילופה

.םונילופהתלעמתאדיחי
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deg,םונילופהתלעמ:הרדגה2.11 𝑝

𝑝םונילופלע• ∈ 𝒫(𝐅)ותלעמשרמאנ𝑚םירלקסםימייקםא𝑎0, 𝑎1,… , 𝑎𝑚 ∈ 𝐅
𝑎𝑚רשאכ ≠ 𝑧לכלשךכ0 ∈ 𝐅,םייקתמ

𝑝(𝑧) = 𝑎0 + 𝑎1𝑧 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑧𝑚.
.∞−ותלעמשרמאנ0תיתוהזאוהשםונילופהלע•

deg־בןמסנ𝑝םונילופהתלעמתא• 𝑝.

∞−־שהמכסומבםישמתשמונא,האבההרדגהב < 𝑚,םונילופשאיההתועמשמש

.𝒫𝑚(𝐅)־באוהספאה

𝒫𝑚(𝐅):ןומיס2.12

םימדקמםעםימונילופהלכתצובקתאןמסמ𝒫𝑚(𝐅),ילילש־יאםלשרפסמ𝑚רובע

.רתויהלכל𝑚םתלעמש𝐅־ב

𝒫𝑚(𝐅)יזא,ילילש־יאםלשרפסמ𝑚םא = span(1, 𝑧,… , 𝑧𝑚)]םישרמונאןאכ

,ךכיפל.]היצקנופןומיסל𝑧𝑘־בםישמתשמונאשךכב,ןומיסבלקקויד־יאונמצעל

𝒫𝑚(𝐅)ילילש־יאםלשרפסמלכליפוסדמממירוטקובחרמאוה𝑚.

יפוסניאדמממירוטקובחרמ:הרדגה2.13

.יפוסדמממוניאםאיפוסניאדמממארקנירוטקובחרמ

יפוסניאדמממאוה𝒫(𝐅):המגוד2.14

ההובגההלעמהתא𝑚־בןמסנ.𝒫(𝐅)לשםירביאלשיהשלכהמישרבןנובתנ

לכלאיהוזהמישרתסירפבםונילופלכתלעמ,יזא.המישרבםימונילופהלשרתויב

.𝒫(𝐅)תאתסרופההמישרןיאןכלו,המישרהלשהסירפבוניא𝑧𝑚+1,ךכיפל.𝑚רתויה

.יפוסניאדמממאוה𝒫(𝐅)ךכיפל

תיראינילתולת־יא

…,𝑣1־שחיננ , 𝑣𝑚 ∈ 𝑉־ו𝑣 ∈ span(𝑣1,… , 𝑣𝑚).םימייק,הסירפהתרדגהיפל

𝑎1,… , 𝑎𝑚 ∈ 𝐅־שךכ

𝑣 = 𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑣𝑚.
־שחיננ.הדיחיליעלהאוושמבםירלקסהתריחבםאהאיההבקוסענשהלאשה

𝑐1,… , 𝑐𝑚־שךכםירלקסלשתרחאהצובקאיה

𝑣 = 𝑐1𝑣1 + ⋯ + 𝑐𝑚𝑣𝑚.
לבקנ,תונורחאהתואוושמהיתשרוסיחב

0 = (𝑎1 − 𝑐1)𝑣1 + ⋯ + (𝑎𝑚 − 𝑐𝑚)𝑣𝑚.
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…,𝑣1)לשיראינילףוריצכ0ונבתכ,ךכיפל , 𝑣𝑚).תאזתושעלהדיחיהךרדהםא

𝑎𝑘לכיזא,יראינילהףוריצבםירלקסהלכרובעםיספארחבנשךכידילעאיה − 𝑐𝑘
.)הדיחיןכאהתיהםירלקסהתריחבךכיפלו(𝑐𝑘־להווש𝑎𝑘לכיכותועמשמש,0הווש

שגינתעכש—תיראינילתולת־יא—ידוחייםשתקנעהידכדע,הברהכתובישחהזבצמל

.התרדגהל

תיראינילתולת־יא:הרדגה2.15

…,𝑣1םירוטקותמישר• , 𝑣𝑚־ב𝑉הדיחיהךרדהםאתיראינילהיולתיתלבתארקנ

…,𝑎1־ש , 𝑎𝑚 ∈ 𝐅תאומייקי

𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑣𝑚 = 0
𝑎1רשאכאיה = ⋯ = 𝑎𝑚 = 0.

)הקירההמישרה• .תיראינילהיולתיתלבכאיהםגתרדגומ(

…,𝑣1־שהארמליעלהקמנהה , 𝑣𝑚רוטקולכלםא־קרו־םאתיראינילהיולתיתלב

…,span(𝑣1־ב , 𝑣𝑚)לשיראינילףוריצכדבלבדחאגוציישי𝑣1,… , 𝑣𝑚.

תיראינילתויולתיתלבתומישר:המגוד2.16

,1)המישרהשחכוויהלידכ.א 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, תיראינילהיולתיתלב(0

,𝑎1־שחיננ,𝐅4־ב 𝑎2, 𝑎3 ∈ 𝐅־ו

𝑎1(1, 0, 0, 0) + 𝑎2(0, 1, 0, 0) + 𝑎3(0, 0, 1, 0) = (0, 0, 0, 0).
ךכיפל

(𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 0) = (0, 0, 0, 0).
𝑎1ןכל = 𝑎2 = 𝑎3 = ,1)המישרהךכיפל.0 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, יתלב(0

.𝐅4־בתיראינילהיולת

,1המישרהשחכוויהלידכ.ילילש־יאםלשרפסמ𝑚־שחיננ.ב 𝑧,… , 𝑧𝑚היולתיתלב

,𝑎0־שחיננ,𝒫(𝐅)־בתיראיניל 𝑎1,… , 𝑎𝑚 ∈ 𝐅םגו

𝑎0 + 𝑎1𝑧 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑧𝑚 = 0,
יזא.𝒫(𝐅)־בםירביאכםיפגאהינשלעםיבשוחונארשאכ

𝑎0 + 𝑎1𝑧 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑧𝑚 = 0
𝑧לכל ∈ 𝐅.־שררוגהז,)4.8־מעבונשיפכו(ליעלרמאנהיפל𝑎0 = 𝑎1 = ⋯ =

𝑎𝑚 = ,1ךכיפל.0 𝑧,… , 𝑧𝑚־בתיראינילהיולתיתלבהמישר𝒫(𝐅).

םא־קרו־םאתיראינילהיולתיתלבאיהירוטקובחרמבדיחירביאתבהמישר.ג

.0וניאהמישרברוטקווה

םא־קרו־םאתיראינילהיולתיתלבאיהירוטקובחרמבםירביאינשתבהמישר.ד

.רחאהלשרלקסתלופכוניאםירוטקווהמדחאףא
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םירוטקווהםעהמישרה,תיראינילהיולתיתלבהמישרמםירוטקורפסמורסוהםא

.אדוולםכילעשיפכ,תיראינילהיולתיתלבאיהףאםירתונה

תיראינילתולת:הרדגה2.17

היולתיתלבהניאאיהםאתיראינילהיולתתארקנ𝑉־בםירוטקותמישר•

.תיראיניל

…,𝑣1םירוטקותמישר,תורחאםילימב• , 𝑣𝑚־ב𝑉םימייקםאתיראינילהיולת

𝑎1,… , 𝑎𝑚 ∈ 𝐅,־שךכ,םיספאםלוכאל𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑣𝑚 = 0.

תיראינילתויולתתומישר:המגוד2.18

•(2, 3, 1), (1,−1, 2), (7, 3, ־שרחאמ𝐅3־בתיראינילהיולת(8

2(2, 3, 1) + 3(1,−1, 2) + (−1)(7, 3, 8) = (0, 0, 0).

,2)המישרה• 3, 1), (1,−1, 2), (7, 3, 𝑐)־בתיראינילהיולת𝐅3םא־קרו־םא𝑐 = 8,

.אדוולםכילעשיפכ

,םירחאהםירוטקווהלשיראינילףוריצאוה𝑉־בםירוטקותמישרבוהשלכרוטקוםא•

ףוריצכהמישרבדחארוטקותביתכירחא:החכוה(.תיראינילהיולתהמישרה

,האוושמהלשינשהףגאהלארוטקווהתאוריבעה,םירחאהםירוטקווהלשיראיניל

).1−רלקסבותלפכהךות

והז(.תיראינילהיולתאיהספאהרוטקותאהליכמה𝑉־בםירוטקותמישרלכ•

).םדוקהףיעסהלשיטרפהרקמ

היולתםירוטקותמישרןתניהביכתעבוקאיה.ןיוצמילכאיהןלהלשהמַּלֶה

ריסהללכונ,ןכלערתי.וימדוקלש)span(הסירפבאוהםירוטקווהדחא,תיראיניל

.תירוקמההמישרהלשהסירפהתאתונשלילבמהזרוטקו

תיראינילהתולתהתמַּל2.19ֶ

…,𝑣1־שחיננ , 𝑣𝑚־בתיראינילהיולתהמישראיה𝑉.םייקיזא𝑘 ∈ {1, 2,… ,𝑚}
־שךכ

𝑣𝑘 ∈ span(𝑣1,… , 𝑣𝑘−1).
־מ𝑘th־הרביאהתרסהירחאיזא,ליעליאנתהתאםייקמ𝑘םא,ןכלערתי

𝑣1,… , 𝑣𝑚,־להוושהרתונשהמישרהתסירפspan(𝑣1,… , 𝑣𝑚).

…,𝑣1המישרהשרחאמהחכוה , 𝑣𝑚םירלקסםימייק,תיראינילהיולת𝑎1,… , 𝑎𝑚 ∈ 𝐅,

־שךכ,םיספאםלוכאל

𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑣𝑚 = 0.
…,1}־ברתויבלודגהסקדניאה𝑘יהי ,𝑚}־שךכ𝑎𝑘 ≠ יזא.0

𝑣𝑘 = −
𝑎1

𝑎𝑘
𝑣1 − ⋯ −

𝑎𝑘−1

𝑎𝑘
𝑣𝑘−1,

𝑣𝑘־שחיכומשהמ ∈ span(𝑣1,… , 𝑣𝑘−1),וניצרשיפכ.
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…,1}־בוהשלכסקדניאאוה𝑘־שחיננ,תעכ ,𝑚}־שךכ𝑣𝑘 ∈ span(𝑣1,… , 𝑣𝑘−1).

…,𝑏1ויהי , 𝑏𝑘−1 ∈ 𝐅־שךכ

2.20 𝑣𝑘 = 𝑏1𝑣1 + ⋯ + 𝑏𝑘−1𝑣𝑘−1.
𝑢־שחיננ ∈ span(𝑣1,… , 𝑣𝑚).םירלקסםימייק,רמולכ𝑐1,… , 𝑐𝑚 ∈ 𝐅־שךכ

𝑢 = 𝑐1𝑣1 + ⋯ + 𝑐𝑚𝑣𝑚.
הסירפבאוה𝑢רמולכ,2.20לשינמיהףגאביוטיבב𝑣𝑘תאףילחהללכונליעלהאוושמב

…,𝑣1־מ𝑘th־הרביאהתאונרסהשירחאםג,המישרהלש , 𝑣𝑚.רביאהתרסהךכיפל

…,𝑣1המישרהמ𝑘th־ה , 𝑣𝑚התסירפלעהעיפשמהניא.

𝑘םא = 𝑣𝑘לשתועמשמהזא,ליעלהמַּלֶב1 ∈ span(𝑣1,… , 𝑣𝑘−1)־שאיה𝑣1 = 0,

)span־שרחאמ ) = 𝑘םאםייונישושרדיהחכוהבםיקלחיכןייצנ.{0} = ןפואב.1

תחקלונילעשםידחוימםירקמלםכבלתמושתתאבסנאלרפסבתוחכוהב,יללכ

םיילאיווירטםירקמלוא,{0}בחרמ־תתל,0ךרואבתומישרלםירושקםהםאןובשחב

םתאיכואדו.טעמהנושהחכוהםישרודךא,הנוכנןיידעהאצותהםרובעשםירחא

.םכמצעבולאםידחוימםירקמםיקדוב

תיראינילהתולתהתמַּלֶבְּרתויבןטקה𝑘־ה:המגוד2.21

המישרבןנובתנ

(1, 2, 3), (6, 5, 4), (15, 16, 17), (8, 9, 7)
יפל,ךכיפל.הארנשיפכ,תיראינילהיולתאיהםירוטקוהעבראתבוזהמישר.𝐑3־ב

𝑘םייק,ונרכההתעהזשהמלה ∈ {1, 2, 3, ףוריצאוההמישרב𝑘th־הרוטקווהשךכ{4

.הז𝑘רובערתויבןטקהךרעהתאאצמנדציכהארנהבה.וימדוקלשיראיניל

𝑘רובע = .0אוההמישרבןושארהרוטקווהםא־קרו־םאהנוכנהאצותלבקנ1
,1)־שרחאמ 2, 𝑘יכתורשפאהתלספנ,ספאהרוטקווניא(3 = 1.

𝑘רובע = תלופכאוההמישרבינשהרוטקווהםא־קרו־םאהנוכנהאצותלבקנ2

𝑐אצמנבןיאשרחאמ.ןושארהרוטקווהלשרלקס ∈ 𝐑6)־שךכ, 5, 4) = 𝑐(1, 2, 3),

𝑘יכתורשפאהתלספנךכיפל = 2.

𝑘רובע = ףוריצאוההמישרבישילשהרוטקווהםא־קרו־םאהנוכנהאצותלבקנ3

םיצורונא,וזהמגודבהמישרהרובעךכיפל.םינושארהםירוטקווהינשלשיראיניל

,𝑎םימייקםאהררבל 𝑏 ∈ 𝐑־שךכ

(15, 16, 17) = 𝑎(1, 2, 3) + 𝑏(6, 5, 4).
,𝑎םימלענינשבתויראינילתואוושמשולשלשתכרעמלהלוקשוזהאוושמ 𝑏.ךות

𝑎יכהלגנ,המיאתמהנכותבואסואגלשץוליחהתטישבשומיש = 3, 𝑏 = ןורתפםה2

𝑘,וזהמגודרובעךכיפל.אדוולולכותשיפכ,ליעלהאוושמל = ןטקהךרעהאוה3

.המַּלֶהתאליעפהללכונותיאשרתויב
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יתלבהמישרתמייקאליכעבקנהנקסמב.תיזכרמהנקסמלםיעיגמונאתעכ

.𝑉תאתסרופההמישרלשהזמלודגהירביארפסמש𝑉־בתיראינילהיולת

תסרופהמישרלשהזמ≤תיראינילהיולתיתלבהמישרבםירוטקווהרפסמ2.22

תיראינילהיולתיתלבהמישרלכבםירוטקווהרפסמ,יפוסדמממירוטקובחרמב

.תסרופהמישרלכלשהזלהוושואןטקאוה

…,𝑢1־שחיננהחכוה , 𝑢𝑚־בתיראינילהיולתיתלב𝑉.־שחיננ,ףסונב𝑤1,… ,𝑤𝑛
𝑚־שחיכוהלונילע.𝑉תאתסרופ ≤ 𝑛.ןבךילהתתועצמאבתאזהשענ𝑚םיבלש

םיריסמודגנכוםי־𝑢־הדחאתאםיפיסומונאבלשלכביכ,בלומיש;ןלהלטרופמה

.םי־𝑤הדחאתא

1בלש

…,𝑤1המישרה𝐵יהת ,𝑤𝑛תאתסרופה𝑉.ףוריצ𝑢1רוצייהמישרבןושארהרביאכ

…,𝑤1לשיראינילףוריצכבתכיהללוכי𝑢1־שרחאמ(תיראינילהיולתהמישר ,𝑤𝑛(.

המישרה,תורחאםילימב

𝑢1,𝑤1,… ,𝑤𝑛

.תיראינילהיולת

ףוריצאוההמישרבםירוטקווהדחא,)2.19(תיראינילהתולתהתמַּלֶיפלךכיפל

𝑢1־שונלעודי.וימדוקלשיראיניל ≠ …,𝑢1המישרהןכש0 , 𝑢𝑚היולתיתלבאיה

,{0}לשהסירפבוניא𝑢1־שרחאמ(וימדוקלשהסירפבוניא𝑢1,ךכיפל.תיראיניל

־הדחאתאריסהללכוניכ,עבונהמלהמןכל.)הקירההמישרהלשהסירפהאיהש

𝑤השדחההמישרהשךכםי־𝐵)תב𝑛־מתבכרומה)םירביא𝑢1־הראשו𝑤םי־
.𝑉תאתסרופםירתונה

kרובע,kבלש = 2, …, m

𝑘בלשמ)םירביא𝑛םע(𝐵המישרה − אוה𝑢𝑘רוטקווהטרפב.𝑉תאתסרופ1

𝑛)תבהמישרהךכיפל.𝐵המישרהלשהסירפב + תועצמאבהגשוהשםירביא(1

…,𝑢1ירחאדיימונבצהותואש,𝐵־ל𝑢𝑘רוטקווהתפסוה , 𝑢𝑘−1,תיראינילהיולת.

יראינילףוריצאוההמישרבםירוטקווהדחא,)2.19(תיראינילהתולתהתמַּלֶיפל,ןכל

…,𝑢1־שרחאמ.וימדוקלש , 𝑢𝑘תויהללוכיוניאהזרוטקו,תיראינילהיולתיתלב

.םי־𝑢־הדחא

ירחא(ונידיבשהשדחההמישרהמ.הזבלשבדחא𝑤תוחפלרתונחרכהבןכל

םירוטקווהלשיראינילףוריצאוהש𝑤ריסהללכונ)ןוכנהםוקמל𝑢𝑘ונפריצש

־מתבכרומה)𝑛הכרואש(𝐵השדחההמישרהשךכ,המישרבוינפלםיעיפומה

𝑢1,… , 𝑢𝑘־הו𝑤תאתסרופםירתונהםי־𝑉.

ונפסוהובשבלשלכב.רצענךילהתהוםי־𝑢־הלכתאונפסוה,םיבלש𝑚ירחא

𝑢־ל𝐵,המישרהמונרסההמלהיפל𝑤־הרפסמךכיפל.ודגנכ𝑤תוחפלאוהםי־

.םי־𝑢־הרפסמכ
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תולועפאלל,עובקללכונהנורחאההנקסמהמדציכתוארמתואבהתואמגודהיתש

ןניאתומיוסמתומישריכו,תיראינילתויולתיתלבןניאתומיוסמתומישריכ,בושיח

.ןותנירוטקובחרמתוסרופ

םירביא4תבתיראינילהיולתיתלבהמישרןיא𝐑3־ב:המגוד2.23

,1)המישרה 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, .𝐑3תאתסרופ,םירביאהשולשהכרואש,(1

.𝐑3־ב3־מלודגהכרואשתיראינילהיולתיתלבהמישרןיאךכיפל

,1)יכםיעדויונא,המגודל 2, 3), (4, 5, 8), (9, 6, 7), (−3, 2, תבהמישראיהש,(8

.𝐑3־בתיראינילהיולתיתלבהניא,םירביאהעברא

𝐑4תאתסרופהםירביא3תבהמישרןיא:המגוד2.24

,1)המישרה 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, יתלבאיה,עבראךרואב,(1

.𝐑4תאתסרופההעבראמןטקהכרואשהמישרןיאךכיפל.𝐑4־בתיראינילהיולת

,1)יכםיעדויונא,המגודל 2, 3,−5), (4, 5, 8, 3), (9, 6, ,שולשךרואבהמישר,(1−,7

.𝐑4תאתסרופהניא

ףאהיהייפוסדמממבחרמלשבחרמ־תתלכיכםיניבמונא,יביטיאוטניאןפואב

.הנעטהתונוכנתאחיכונתעכ.יפוסדמממאוה

יפוסדמממבחרמ־יתת2.25

.יפוסדמממאוהיפוסדמממירוטקובחרמלשבחרמ־תתלכ

חיכוהלונילע.𝑉לשבחרמ־תת𝑈־ו,יפוסדמממירוטקובחרמ𝑉־שחיננהחכוה

.יבלש־ברךילהתבתאזהשענ.יפוסדמממ𝑈יכ

1בלש

𝑈םא = 𝑈םא.החכוהההמייתסהתאזבו,יפוסדמממ𝑈יזא{0} ≠ רחבנ,{0}

𝑢1ספאמהנושרוטקו ∈ 𝑈.

kבלש

𝑈םא = span(𝑢1,… , 𝑢𝑘−1),יזא𝑈םא.החכוהההמייתסהתאזבו,יפוסדמממ

𝑈 ≠ span(𝑢1,… , 𝑢𝑘−1),רוטקורחבנ𝑢𝑘 ∈ 𝑈־שךכ

𝑢𝑘 ∉ span(𝑢1,… , 𝑢𝑘−1).

רוטקוףאשךכםירוטקולשהמישרונבכרה,ךשמנךילהתהדועלכ,בלשלכםויסב

המישרונרציבלשלכירחא,ךכיפל.ולומדקשםירוטקווהלשהסירפבוניאהמישרב

לוכיוניאוזהמישרךרוא.)2.19(תיראינילהתולתהתמַּלֶיפל,תיראינילהיולתיתלב

ופוסבםייתסיךילהתהךכיפל.)2.22יפל(𝑉תאתסרופההמישרלשהזמלודגתויהל

.יפוסדמממ𝑈יכאיהרבדהתועמשמו,רבדלש
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1בםיליגרת

־להוושםתסירפש𝐅3־בםינושםירוטקוהעבראלשהמישרואצמ1

{(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐅3 ∶ 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0}.

,𝑣1םא:תידגנהמגודואיבהואוחיכוה2 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4תאתסרופ𝑉,יזא

𝑣1 − 𝑣2, 𝑣2 − 𝑣3, 𝑣3 − 𝑣4, 𝑣4

.𝑉תאתסרופאיהםג

…,𝑣1־שחיננ3 , 𝑣𝑚־בםירוטקותמישר𝑉.רובע𝑘 ∈ {1,… ,𝑚},יהי

𝑤𝑘 = 𝑣1 + ⋯ + 𝑣𝑘.
…,span(𝑣1־שוארה , 𝑣𝑚) = span(𝑤1,… ,𝑤𝑚).

תיראינילהיולתיתלבאיהדיחירוטקותבהמישר,ירוטקובחרמביכוארה.א4

.0וניאהזהרוטקווהםא־קרו־םא

תיראינילהיולתיתלבאיהםירוטקוינשתבהמישר,ירוטקובחרמביכוארה.ב

.רחאהלשרלקסתלופכוניאםירוטקווהמדחאףאםא־קרו־םא

־שךכ𝑡רפסמואצמ5

(3, 1, 4), (2,−3, 5), (5, 9, 𝑡)
.𝐑3־בתיראינילהיולתיתלבהניא

,2)המישרהיכוארה6 3, 1), (1,−1, 2), (7, 3, 𝑐)־בתיראינילהיולת𝐅3

𝑐םא־קרו־םא = 8.

המישרהיזא,𝐑לעמירוטקובחרמלעכ𝐂לעםיבשוחונאםאשוארה.א7

1 + 𝑖, 1 − 𝑖תיראינילהיולתיתלב.

המישרהיזא,𝐂לעמירוטקובחרמכ𝐂לעםיבשוחונאםאשוארה.ב

1 + 𝑖, 1 − 𝑖תיראינילהיולת.

,𝑣1־שחיננ8 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4־בתיראינילהיולתיתלב𝑉.המישרהיכוחיכוה

𝑣1 − 𝑣2, 𝑣2 − 𝑣3, 𝑣3 − 𝑣4, 𝑣4

.תיראינילהיולתיתלבאיהםג

,𝑣1םא:תידגנהמגודואיבהואוחיכוה9 𝑣2,… , 𝑣𝑚היולתיתלבםירוטקותמישר

יזא,𝑉־בתיראיניל

5𝑣1 − 4𝑣2, 𝑣2, 𝑣3,… , 𝑣𝑚

.תיראינילהיולתיתלב
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,𝑣1םא:תידגנהמגודואיבהואוחיכוה10 𝑣2,… , 𝑣𝑚היולתיתלבםירוטקותמישר

𝜆םגו𝑉־בתיראיניל ∈ 𝐅רשאכ𝜆 ≠ ,𝜆𝑣1יזא,0 𝜆𝑣2,… , 𝜆𝑣𝑚היולתיתלב

.תיראיניל

…,𝑣1םא:תידגנהמגודואיבהואוחיכוה11 , 𝑣𝑚םגו𝑤1,… ,𝑤𝑚םירוטקותומישר

𝑣1המישרהיזא,𝑉־בתיראינילתויולתיתלב + 𝑤1,… , 𝑣𝑚 + 𝑤𝑚היולתיתלב

.תיראיניל

…,𝑣1־שחיננ12 , 𝑣𝑚־בתיראינילהיולתיתלב𝑉־ו𝑤 ∈ 𝑉.םאיכוחיכוה

𝑣1 + 𝑤,… , 𝑣𝑚 + 𝑤יזא,תיראינילהיולת𝑤 ∈ span(𝑣1,… , 𝑣𝑚).

…,𝑣1־שחיננ13 , 𝑣𝑚־בתיראינילהיולתיתלב𝑉־ו𝑤 ∈ 𝑉.יכוארה𝑣1,… , 𝑣𝑚,𝑤
𝑤םא־קרו־םאתיראינילהיולתיתלב ∉ span(𝑣1,… , 𝑣𝑚).

…,𝑣1־שחיננ14 , 𝑣𝑚־בםירוטקותמישר𝑉.רובע𝑘 ∈ {1,… ,𝑚},יהי

𝑤𝑘 = 𝑣1 + ⋯ + 𝑣𝑘.

…,𝑣1המישרהשוארה , 𝑣𝑚םא־קרו־םאתיראינילהיולתיתלב𝑤1,… ,𝑤𝑚
.תיראינילהיולתיתלב

־בםימונילופהשישלשתיראינילהיולתיתלבהמישרתמייקאלעודמוריבסה15

𝒫4(𝐅).

.𝒫4(𝐅)תאתסרופהםימונילופהעבראתבהמישרןיאעודמוריבסה16

,𝑣1םירוטקותרדסתמייקםא־קרו־םאיפוסניאדמממאוה𝑉יכוחיכוה17 𝑣2,…
…,𝑣1־שךכ𝑉־ב , 𝑣𝑚לכלתיראינילהיולתיתלב𝑚יבויחםלש.

.יפוסניאדמממאוה∞𝐅יכוחיכוה18

לעמתוישממהתופיצרהתויצקנופהלכלשישממהירוטקווהבחרמהיכוחיכוה19

,0]עטקה .יפוסניאדמממאוה[1

,𝑝0־שחיננ20 𝑝1,… , 𝑝𝑚־בםימונילופ𝒫𝑚(𝐅)־שךכ𝑝𝑘(2) = 𝑘לכרובע0 ∈
{0,… ,𝑚}.יכוחיכוה𝑝0, 𝑝1,… , 𝑝𝑚־בתיראינילהיולתיתלבהניא𝒫𝑚(𝐅).
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תעכ.תוסרופתומישרבו,תיראינילתויולתיתלבתומישרבונקסעתמדוקההדיחיב

.דחיתונוכתהיתשתאתומייקמהתומישרבןודנשכולאתונויערינשדחאנ

סיסב:הרדגה2.26

.𝑉תאתסרופה𝑉־בתיראינילהיולתיתלבםירוטקותמישראוה𝑉לשסיסב

םיסיסב:המגוד2.27

,1)המישרה.א 0,… , 0), (0, 1, 0,… , 0),… , (0,… , 0, תארקנו,𝐅𝑛לשסיסבאיה(1

.𝐅𝑛לשיטרדנטסהסיסבה

,1)המישרה.ב 2), (3, והזו,םירביאינשהמישרליכבלומיש.𝐅2לשסיסבאיה(5

ףוריצברבודמןיאשהארנהאבההדיחיב.𝐅2לשיטרדנטסהסיסבהלשוכרואםג

.םירקמ

,1)המישרה.ג 2,−4), (7,−5, לשסיסבהניאךא𝐅3־בתיראינילהיולתיתלב(6

𝐅3,תאתסרופהניאשרחאמ𝐅3.

,1)המישרה.ד 2), (3, 5), (4, איהשרחאמ,𝐅2לשסיסבהניאךא𝐅2תאתסרופ(13

.תיראינילהיולת

,1)המישרה.ה 1, 0), (0, 0, ,𝑥)}לשסיסבאיה(1 𝑥, 𝑦) ∈ 𝐅3 ∶ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐅}.

,1−,1)המישרה.ו 0), (1, לשסיסבאיה(1−,0

{(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐅3 ∶ 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0}.

,1המישרה.ז 𝑧,… , 𝑧𝑚לשסיסבאיה𝒫𝑚(𝐅),לשיטרדנטסהסיסבהתארקנו𝒫𝑚(𝐅).

,המגודל.םירחאםיברםיסיסב𝐅𝑛־לשי,יטרדנטסהסיסבלףסונב

(7, 5), (−4, 9) םגו (1, 2), (3, 5)
.𝐅2לשםיסיסבםהינש

״דיחיןפואב״־שריכזנ.םיישומישהכםיסיסבעודמןיבהלעייסתהאבההנקסמה

.״דבלבתחאתורשפא״ותועמשמ

סיסבלןיחבת2.28

…,𝑣1המישרה , 𝑣𝑛־בםירוטקולש𝑉לשסיסבאיה𝑉לכםא־קרו־םא𝑣 ∈ 𝑉
האבההרוצבדיחיןפואבבתכיהללוכי

2.29 𝑣 = 𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑣𝑛,
…,𝑎1רשאכ , 𝑎𝑛 ∈ 𝐅.
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תונויערהלעהרזחםצעבאיהוזהחכוה

.תיראינילתוּלתְּ־יאִתרדגהלונתואוליבוהש

…,𝑣1־שחיננתישארהחכוה , 𝑣𝑛סיסב

𝑣יהי.𝑉לש ∈ 𝑉.־שרחאמ𝑣1,… , 𝑣𝑛
…,𝑎1םימייק,𝑉תאתסרופ , 𝑎𝑛 ∈ 𝐅ךכ

…,𝑐1־שחיננ,דיחי2.29־בגוצייהשתוארהלידכ.תמייקתמ2.29־ש , 𝑐𝑛ךכםירלקס

־ש

𝑣 = 𝑐1𝑣1 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑣𝑛.
לבקנ,2.29־מהנורחאההאוושמהרוסיחב

0 = (𝑎1 − 𝑐1)𝑣1 + ⋯ + (𝑎𝑛 − 𝑐𝑛)𝑣𝑛.
𝑎𝑘לכיכהנקסמלליבומהזןויווש − 𝑐𝑘־שרחאמ(0הווש𝑣1,… , 𝑣𝑛היולתיתלב

𝑎1ןכל.)תיראיניל = 𝑐1,… , 𝑎𝑛 = 𝑐𝑛.תאונמלשהו,היוצרהתודיחיהתאונלביקךכב

.דחאןוויכבהחכוהה

𝑣לכשחיננ,ינשהןוויכהתחכוהל ∈ 𝑉תגצומההרוצבדיחיןפואבבתכיהללוכי

…,𝑣1המישרה,רמולכ.2.29־ב , 𝑣𝑛תאתסרופ𝑉.־שתוארהלידכ𝑣1,… , 𝑣𝑛יתלב

…,𝑎1םירלקסהשחיננ,תיראינילהיולת , 𝑎𝑛 ∈ 𝐅םימייקמ

0 = 𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑣𝑛.
𝑣תבצהב(2.29־בגוצייהתודיחי = 𝑎1־שתעכונלהרומ)0 = ⋯ = 𝑎𝑛 = ,ךכיפל.0

𝑣1,… , 𝑣𝑛לשסיסבאיהןכלו,תיראינילהיולתיתלבאיה𝑉.

.תיראינילהיולתאיהשןוויכמסיסבתויהלאלשהיושעירוטקובחרמבתסרופהמישר

ילואו(הירביאמקלחריסהללכונ,תסרופהמישרלכרובעיכןעטנהאבההנקסמב

בחרמהתאתסרופןיידעשתיראינילהיולתיתלבהמישרלבקנשךכ)דחאאלףא

.ירוטקווה

המישרהלעלעפויןלהלהחכוהבךילהתהםא,𝐅2ירוטקווהבחרמב,המגודל

(1, 2), (3, 6), (4, 7), (5, ,1)םירוטקווה.ורסוייעיברהוינשהםירוטקווה,(9 2), (4, 7)
.𝐅2לשסיסבאיהתעכו,המישרבורתונ

סיסבהליכמתסרופהמישרלכ2.30

.בחרמהלשסיסבידכלםוצמצלתנתינירוטקובחרמבתסרופהמישרלכ

…,𝑣1־שחיננהחכוה , 𝑣𝑛תאתסרופ𝑉.־מםירוטקורפסמריסהלהצרנ𝑣1,… , 𝑣𝑛
יבלש־ברהךילהתהתועצמאבתאזהשענ.𝑉לשסיסבםיווהמםירתונהםירוטקווהשךכ

.ןלהלראותמה

…,𝑣1המישרכ𝐵תארידגנתישאר , 𝑣𝑛.

1בלש

𝑣1םא = 𝑣1םא.𝐵־מ𝑣1תאריסנ,0 ≠ .יונישאלל𝐵תאריאשנ,0

kבלש

…,span(𝑣1־ב𝑣𝑘םא , 𝑣𝑘−1),־מותואריסנ𝐵.םא𝑣𝑘־בוניאspan(𝑣1,… , 𝑣𝑘−1),

.יונישאלל𝐵תאריאשנ
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תסרופ–𝐵–וזהמישר.𝐵המישרהונידיבשכ,𝑛בלשירחארוצענךילהתהתא

םירוטקווהתאקרונרסהונאו,𝑉תאהסרפונלשתירוקמההמישרהשרחאמ,𝑉תא

𝐵המישרבןיאשחיטבהךילהתה.םהלומדקשםירוטקווהלשהסירפבויהרבכש
תולתהתמליפל,תיראינילהיולתיתלב𝐵ךכיפלו,םהימדוקלשהסירפבםהשםירוטקו

.𝑉לשסיסב𝐵ןכל.)2.19(תיראינילה

.תמדוקההנקסמהמתררגנההבושחהנקסמלעיגנתעכ

יפוסדמממירוטקובחרמלשסיסב2.31

.סיסבשייפוסדמממירוטקובחרמלכל

תמדוקההנקסמה.תסרופהמישרשייפוסדמממירוטקובחרמל,הרדגהיפלהחכוה

.סיסבידכלתסרופהמישרלכםצמצלןתינשונתואתדמלמ

םצמצלןתינשעבקנהבש,2.30לשיארתנומתםיוסמןבומבאיההאבההנקסמה

תנתינתיראינילהיולתיתלבהמישרלכשהארנתעכ.סיסבידכלתסרופהמישרלכ

ךכ)ללכםירוטקוופסוותיאלשתורשפאהללוכ(םירוטקותפסוהתועצמאבהמלשהל

.תיראינילהיולתיתלבןיידעךא,בחרמהתאתסרופהתבחרומהמישרלבקנש

סיסבידכלהמלשהלתנתינתיראינילהיולתיתלבהמישרלכ2.32

תנתיניפוסדמממירוטקובחרמבתיראינילהיולתיתלבםירוטקותמישרלכ

.ירוטקווהבחרמהלשסיסבלהמלשהל

…,𝑢1־שחיננהחכוה , 𝑢𝑚יפוסדמממירוטקובחרמבתיראינילהיולתיתלבהמישר

𝑉.יהת𝑤1,… ,𝑤𝑛תאתסרופהםירוטקותמישר𝑉.המישרה,ךכיפל

𝑢1,… , 𝑢𝑚,𝑤1,… ,𝑤𝑛

𝑉לשסיסבלהמישרהםוצמצל2.30החכוהבונטריפשךילהתהתלעפה.𝑉תאתסרופ
קחמנאלםי־𝑢ירוטקותא(םי־𝑤־המקלחתפסותבםי־𝑢־המבכרומהסיסבבינת

…,𝑢1המישרהןכשםעפה , 𝑢𝑚תיראינילהיולתיתלב(.

תיראינילהיולתיתלבההמישרהםעךילהתהתאםיליחתמונאשחיננ,𝐅3־בהמגודכ

(2, 3, 4), (9, 6, םשייללכונ,𝐅3לשיטרדנטסהסיסבכ𝑤1,𝑤2,𝑤3תארידגנםא.(8

המישרהתאהאצותכלבקלוהחכוהבראותשךילהתהתא

(2, 3, 4), (9, 6, 8), (0, 1, 0),
.𝐅3לשסיסבאיהש

,רתויםימדקתמםילכותונויערםתואתרזעב

אללםגהאבההנקסמהתאחיכוהלןתינ

.יפוסדמממ𝑉־שהחנהה

יכהארנ,תמדוקההנקסמהלשםושייכ

יפוסדמממירוטקובחרמלשבחרמ־תתלכ

דחירוצילוףסונבחרמ־תתלףרטצהללוכי

.ולוכבחרמלהוושהרשיםוכסותיא
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𝑉־להוושהרשיםוכסמקלחאוה𝑉לשבחרמ־תתלכ2.33

𝑊בחרמ־תתםייקיזא.𝑉לשבחרמ־תת𝑈־ו,יפוסדמממבחרמאוה𝑉־שחיננ
𝑉־שךכ𝑉לש = 𝑈 ⊕ 𝑊.

סיסבםייק,ךכיפל.)2.25ואר(𝑈םגךכ,יפוסדמממאוה𝑉־שרחאמהחכוה

𝑢1,… , 𝑢𝑚לש𝑈)־שןבומכ.)2.31יפל𝑢1,… , 𝑢𝑚תיראינילהיולתיתלבהמישר

…,𝑢1סיסבלוזהמישרביחרהללכונןכל.𝑉בםירוטקולש , 𝑢𝑚,𝑤1,… ,𝑤𝑛לש𝑉
𝑊רידגנ.)2.32יפל( = span(𝑤1,… ,𝑤𝑛).

𝑉יכחיכוהלידכ = 𝑈 ⊕ 𝑊,־שתוארהלקרךרטצנ1.46יפל

𝑉 = 𝑈 + 𝑊 םגו 𝑈 ∩ 𝑊 = {0}.
𝑣־שחיננ,הנושארההאוושמהתחכוהל ∈ 𝑉.המישרהשרחאמ

𝑢1,… , 𝑢𝑚,𝑤1,… ,𝑤𝑛תאתסרופ𝑉,םירלקסםימייק𝑎1,… , 𝑎𝑚, 𝑏1,… , 𝑏𝑛 ∈ 𝐅
־שךכ

𝑣 = 𝑎1𝑢1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑢𝑚⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑢

+ 𝑏1𝑤1 + ⋯ + 𝑏𝑛𝑤𝑛⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑤

.

𝑣אופאונלביק = 𝑢 + 𝑤,רשאכ𝑢 ∈ 𝑈־ו𝑤 ∈ 𝑊ךכיפל.ורדגוהשיפכ𝑣 ∈ 𝑈 + 𝑊,

𝑉־שהחכוההתאונמלשהךכבו = 𝑈 + 𝑊.

𝑈,היינשההאוושמהתחכוהל ∩ 𝑊 = 𝑣־שחיננ,{0} ∈ 𝑈 ∩ 𝑊.םימייקיזא

…,𝑎1םירלקס , 𝑎𝑚, 𝑏1,… , 𝑏𝑛 ∈ 𝐅־שךכ

𝑣 = 𝑎1𝑢1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑢𝑚 = 𝑏1𝑤1 + ⋯ + 𝑏𝑛𝑤𝑛.
ךכהאוושמהתאשדחמרדסללכונךכיפל

𝑎1𝑢1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑢𝑚 − 𝑏1𝑤1 − ⋯ − 𝑏𝑛𝑤𝑛 = 0.
…,𝑢1־שרחאמו , 𝑢𝑚,𝑤1,… ,𝑤𝑛יכעובקללכונ,תיראינילהיולתיתלב

𝑎1 = ⋯ = 𝑎𝑚 = 𝑏1 = ⋯ = 𝑏𝑛 = 0.
𝑣ךכיפל = 𝑈־שהחכוההתאונמלשהךכבו,0 ∩ 𝑊 = {0}.

2בםיליגרת

.דבלבדחאסיסבםהלשישםיירוטקווהםיבחרמהלכתאואצמ1

.2.27המגודבתועיבקהלכתאואדו2

ידילערדגומה𝐑5לשבחרמ־תתה𝑈יהי.א3

𝑈 = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5) ∈ 𝐑5 ∶ 𝑥1 = 3𝑥2 and 𝑥3 = 7𝑥4}.
.𝑈לשסיסבואצמ

.𝐑5לשסיסבל)א(־בסיסבהתאומילשה.ב

𝐑5־שךכ𝐑5לש𝑊בחרמ־תתואצמ.ג = 𝑈 ⊕ 𝑊.

רלסקאןודלש:רבחמ,תיעיברהרודהמ,רשיהךרדבתיראינילהרבגלא
Linear Algebra Done Right, fourth edition, by Sheldon Axler



43םיסיסב2ב

ידילערדגומה𝐂5לשבחרמ־תתה𝑈יהי.א4

𝑈 = {(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4, 𝑧5) ∈ 𝐂5 ∶ 6𝑧1 = 𝑧2 and 𝑧3 + 2𝑧4 + 3𝑧5 = 0}.
.𝑈לשסיסבואצמ

.𝐂5לשסיסבל)א(־בסיסבהתאומילשה.ב

𝐂5־שךכ𝐂5לש𝑊בחרמ־תתואצמ.ג = 𝑈 ⊕ 𝑊.

𝑉־שךכ𝑉לשבחרמ־יתת𝑈,𝑊־ויפוסדמממבחרמאוה𝑉־שחיננ5 = 𝑈+𝑊.

𝑈־בםירוטקוומבכרומה𝑉לשסיסבםייקיכוחיכוה ∪ 𝑊.

,𝑝0םא:תידגנהמגודואיבהואוחיכוה6 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3־בהמישר𝒫3(𝐅)ףאשךכ

,𝑝0םימונילופהמדחא 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3יזא,2הלעממוניא𝑝0, 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3סיסבהניא

.𝒫3(𝐅)לש

,𝑣1־שחיננ7 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4לשסיסב𝑉.יכוחיכוה

𝑣1 + 𝑣2, 𝑣2 + 𝑣3, 𝑣3 + 𝑣4, 𝑣4

.𝑉לשסיסבאיהםג

,𝑣1םא:תידגנהמגודואיבהואוחיכוה8 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4לשסיסב𝑉־ו𝑈בחרמ־תת

,𝑣1־שךכ𝑉לש 𝑣2 ∈ 𝑈־ו𝑣3 ∉ 𝑈־ו𝑣4 ∉ 𝑈,יזא𝑣1, 𝑣2לשסיסב𝑈.

…,𝑣1־שחיננ9 , 𝑣𝑚־בםירוטקותמישר𝑉.רובע𝑘 ∈ {1,… ,𝑚},יהי

𝑤𝑘 = 𝑣1 + ⋯ + 𝑣𝑘.

…,𝑣1־שוארה , 𝑣𝑚לשסיסב𝑉םא־קרו־םא𝑤1,… ,𝑤𝑚לשסיסב𝑉.

𝑉־שךכ𝑉לשבחרמ־יתת𝑊־ו𝑈־שחיננ10 = 𝑈 ⊕ 𝑊.־שףסונבחיננ

𝑢1,… , 𝑢𝑚לשסיסב𝑈־ו𝑤1,… ,𝑤𝑛לשסיסב𝑊.יכוחיכוה

𝑢1,… , 𝑢𝑚,𝑤1,… ,𝑤𝑛

.𝑉לשסיסב

…,𝑣1םאיכוארה.ישממירוטקובחרמ𝑉־שחיננ11 , 𝑣𝑛לשסיסב𝑉)בחרמכ
…,𝑣1יזא,)ישממירוטקו , 𝑣𝑛בוכרימהלשסיסבםגאיה𝑉𝐂)ירוטקובחרמכ

.)בכורמ

.𝑉𝐂בוכרימהתרדגהל2אהדיחיב8ליגרתואר
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לשדממהתאונרדגהאלןיידע,יפוסדמממםיירוטקוםיבחרמבונקסעהכדעשףא

בחרמהדממשהרומןויגיהה?בחרמהדממתארידגנןפואהזיאב.הזגוסמטקייבוא

𝐅𝑛היהי𝑛.יטרדנטסהסיסבביכבלםישנ

(1, 0,… , 0), (0, 1, 0,… , 0),… , (0,… , 0, 1)
.סיסבהךרואכדממהתארידגהלאיהתיעבטההייטנהךכיפל.םירביא𝑛שי𝐅𝑛לש

דממהתרדגהןויסינןכלו,םינושוםיברםיסיסבשייפוסדמממירוטקובחרמל,םלוא

.םירביארפסמותואםיסיסבהלכלםאקרףקתהיהיסיסבבםירביאהרפסמלםאתהב

.תעכהארנשיפכ,בצמהןכאהזלזמההברמל

סיסבביולתוניאסיסבבםירביאהרפסמ2.34

.ךרואותואיפוסדמממירוטקובחרמלשםיסיסבינשלכל

יתלבאוה𝐵1,יזא.𝑉לשםיסיסבינש𝐵2־ו𝐵1ויהי.יפוסדמממ𝑉־שחיננהחכוה

וכרואכרתויהלכלאוה𝐵1לשוכרואןכלו,𝑉תאסרופ𝐵2־ו𝑉־בתיראיניליולת

לכלאוה𝐵2לשוכרואםגשלבקנ,𝐵2־ל𝐵1ןיבםידיקפתףוליחב.)2.22יפל(𝐵2לש

.וניצרשיפכ,𝐵2לשוכרואלהווש𝐵1לשוכרואךכיפל.𝐵1לשוכרואכרתויה

,ךרואותואיפוסדמממירוטקובחרמלשםיסיסבינשלכליכםיעדויונאשמתעכ

.ימשרןפואבולאםיבחרמלשםדממתארידגהללכונ

dim𝑉,דממ:הרדגה2.35

יסיסבמדחאלכלשםירביאהרפסמאוהיפוסדמממירוטקובחרמלשדממה•

.בחרמה

.dim𝑉־בןמוסמ𝑉יפוסדמממירוטקובחרמדממ•

םידממ:המגוד2.36

•dim 𝐅𝑛 = 𝑛לשיטרדנטסהסיסבלשרחאמ𝐅𝑛שי𝑛םירביא.

•dim 𝒫𝑚(𝐅) = 𝑚 + ,1יטרדנטסהסיסבלשרחאמ1 𝑧,… , 𝑧𝑚לש𝒫𝑚(𝐅)שי𝑚 + 1
.םירביא

𝑈םא• = {(𝑥, 𝑥, 𝑦) ∈ 𝐅3 ∶ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐅},יזאdim𝑈 = ,1)־שרחאמ2 1, 0), (0, 0, 1)
.𝑈לשסיסב

𝑈םא• = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐅3 ∶ 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = dim𝑈יזא,{0 = המישרהשרחאמ2

(1,−1, 0), (1, .𝑈לשסיסב(1−,0
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שיךכיפלו)2.25יפל(יפוסדמממאוהיפוסדמממירוטקובחרמלשבחרמ־תתלכ

.בחרמה־תתדממלעגונביופצהןויווש־יאהתאתקפסמהאבההנקסמה.דממול

בחרמ־תתדממ2.37

dim𝑈יזא,𝑉לשבחרמ־תת𝑈־ו,יפוסדמממ𝑉םא ≤ dim𝑉.

𝑈לשסיסבלסחייתנ.𝑉לשבחרמ־תת𝑈־ויפוסדמממבחרמ𝑉־שחיננהחכוה
תסרופהמישרכ𝑉לשסיסבלסחייתנו,𝑉־בתיראינילהיולתיתלבםירוטקותמישרכ

dim𝑈יכקיסהל2.22־בשמתשנתעכ.𝑉־ב ≤ dim𝑉.

אוה𝐑2ישממהירוטקווהבחרמה

𝐂בכורמהירוטקווהבחרמהו;ידממ־וד
תאתוהזלןתינ,תוצובקכ.ידממ־דחאוה

𝐑2םע𝐂)םגומכ,ההזרוביחהתלועפו

ךכיפל.)םיישממםירלקסבלפכהתלועפ

,ירוטקובחרמדממבםיקסועונארשאכ

.לטובמאלדיקפת𝐅־התריחבל

איה𝑉־בםירוטקותמישרשאדוולידכ

תוארהל,הרדגההיפל,ונילע,𝑉לשסיסב

יתלבאיה:םיאנתינשתמייקמהמישרהש

יתש.𝑉תאתסרופאיהותיראינילהיולת

הכרואםאיכונלואריתואבהתונקסמה

קיפסמ,בחרמהדממתאםאותהמישרלש

הליחתחיכונ.םיינשהמדחאיאנתאדוונש

רפסמםעתיראינילהיולתיתלבהמישרלכש

.סיסבאיהשרדנהםירביאה

סיסבאיהםיאתמךרואבתיראינילהיולתיתלבהמישר2.38

־בתיראינילהיולתיתלבםירוטקותמישרלכיזא.יפוסדמממבחרמ𝑉־שחיננ

𝑉־להוושהכרואשdim𝑉לשסיסבאיה𝑉.

dim𝑉־שחיננהחכוה = 𝑛־ו𝑣1,… , 𝑣𝑛־בתיראינילהיולתיתלב𝑉.המישרהתא

𝑣1,… , 𝑣𝑛לשסיסבלביחרהללכונ𝑉)לשסיסבלכל,םלוא.)2.32יפל𝑉שי𝑛
םירביאללכףיסונאל,רמולכ,תילאיווירטהבחרההתלועפהזהרקמבןכלו,םירביא

…,𝑣1־ל , 𝑣𝑛.ךכיפל𝑣1,… , 𝑣𝑛לשסיסב𝑉חיכוהלוניצרשיפכ.

.תמדוקההנקסמהלשתישומישהאצותאיההאבההנקסמה

ולוכבחרמלהוושיברמדממבבחרמ־תת2.39

dim𝑈־שךכ𝑉לשבחרמ־תתאוה𝑈־ויפוסדמממבחרמ𝑉־שחיננ = dim𝑉.

𝑈יזא = 𝑉.

…,𝑢1יהיהחכוה , 𝑢𝑛לשסיסב𝑈.ךכיפל𝑛 = dim𝑈,־שםגןותנהחנההיפלו

𝑛 = dim𝑉.ךכיפל,𝑢1,… , 𝑢𝑛־בםירוטקולשתיראינילהיולתיתלבהמישר𝑉)ןכש
…,𝑢1־שלבקנ2.38יפל.dim𝑉הכרואו)𝑈לשסיסבאיה , 𝑢𝑛לשסיסבאיה𝑉.
…,𝑢1לשיראינילףוריצאוה𝑉־ברוטקולכ,טרפב , 𝑢𝑛.

𝑈ךכיפל = 𝑉.
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𝐅2לשסיסב:המגוד2.40

,5)םירוטקווהתמישרתאהמגודכחקינ 7), (4, ינשתבוזהמישר.𝐅2־ב(3

תלופכוניאםירוטקווהמדחאףאןכש(𝐅2־בתיראינילהיולתיתלבאיהםירוטקו

יתלבההמישרהשקיסנ2.38־מךכיפל,2אוה𝐅2דממשרחאמ.)רחאהלשרלקס

,5)םירביאהינשתב,תיראינילהיולת 7), (4, קודבלךרוצןיאו(𝐅2לשסיסבאיה,(3

.)𝐅2תאתסרופםגאיהשףסונב

𝒫3(𝐑)לשבחרמ־תתלשסיסב:המגוד2.41

ידילערדגומה𝒫3(𝐑)לשבחרמ־תת𝑈יהי

𝑈 = {𝑝 ∈ 𝒫3(𝐑) ∶ 𝑝′(5) = 0}.
,1םימונילופהמדחאלכש,הליחתבלםישנ,𝑈לשסיסבתאיצמל (𝑥−5)2,־ו(𝑥−5)3

.𝑈־ב
,𝑎־שחיננ 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐑םגו

𝑎 + 𝑏(𝑥 − 5)2 + 𝑐(𝑥 − 5)3 = 0
𝑥לכל ∈ 𝐑.ףגאביכםיאורונא,האוושמהלשילאמשהףגאבםיירגוסחתפנשילבמ

־שעבונןאכמ,𝑥3םערביאןיאינמיהףגאבשרחאמ.𝑐𝑥3לשרביאשיילאמשה

𝑐 = 𝑐־שרחאמ.0 = ־שןאכמו,𝑏𝑥2אוהילאמשהףגאב𝑥2םעדיחיהרביאה,0

𝑏 = 𝑏־שרחאמ.0 = 𝑐 = 𝑎םגשקיסהללכונ,0 = םיקיסמונאהאוושמהמךכיפל.0

𝑎־ש = 𝑏 = 𝑐 = ,1המישרהןכל.0 (𝑥 − 5)2, (𝑥 − .𝑈־בתיראינילהיולתיתלב3(5
3ךכיפל ≤ dim𝑈.ןכל

3 ≤ dim𝑈 ≤ dim 𝒫3(𝐑) = 4,
.2.37־בונשמתשהרשאכ

ךכיפל.1העובקההיצקנופהאיהולשתרזגנהשרחאמ𝑈־בוניא𝑥םונילופה

𝑈 ≠ 𝒫3(𝐑).ןכלdim𝑈 ≠ ־שםיקיסמונאליעלןויווש־יאהמ.)2.39יפל(4

dim𝑈 = ,1תיראינילהיולתיתלבההמישרהךרואורחאמ,ךכיפל.3 (𝑥−5)2, (𝑥−5)3

.)2.38יפל(𝑈לשסיסבאיה,dim𝑈אוה𝑈־ב

.סיסבאיהםיאתמךרואבתסרופהמישרשחיכונתעכ

סיסבאיהםיאתמךרואבתסרופהמישר2.42

תאתסרופה𝑉־בםירוטקותמישרלכ,יזא.יפוסדמממירוטקובחרמ𝑉־שחיננ

𝑉הכרואוdim𝑉לשסיסבאיה𝑉.

dim𝑉־שחיננהחכוה = 𝑛םגו𝑣1,… , 𝑣𝑛תאתסרופ𝑉.המישרהתאםצמצללכונ

𝑣1,… , 𝑣𝑛לשסיסבידכל𝑉)לשסיסבלכבםלוא.)2.30יפל𝑉שי𝑛ךכ,םירביא

…,𝑣1־מרוטקוףאריסנאלרמולכ,ילאיווירטאוהםוצמצההזהרקמבש , 𝑣𝑛.ךכיפל,

𝑣1,… , 𝑣𝑛לשסיסב𝑉,חיכוהלוניצרשיפכ.
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בחרמלשבחרמ־יתתינשלשםוכסהדממבושיחלהחסונתקפסמהאבההנקסמה

דוחיאבםירביאהרפסמ:תרכומהריפסתחסונלתיגולנאוזהחסונ.יפוסדמממירוטקו

רפסמתפסותב,הנושארההצובקבםירביאהרפסמלהוושתויפוסתוצובקיתשלש

.תוצובקהיתשךותיחבשםירביאהרפסמרוסיחבו,היינשההצובקבםירביאה

םוכסלשדממ2.43

יזא,יפוסדמממירוטקובחרמלשבחרמ־יתת𝑉2־ו𝑉1םא

dim(𝑉1 + 𝑉2) = dim𝑉1 + dim𝑉2 − dim(𝑉1 ∩ 𝑉2).

…,𝑣1יהיהחכוה , 𝑣𝑚לשסיסב𝑉1 ∩ 𝑉2;ךכיפל,dim(𝑉1 ∩ 𝑉2) = 𝑚.־שרחאמ

𝑣1,… , 𝑣𝑚לשסיסב𝑉1 ∩ 𝑉2,־בתיראינילהיולתיתלבהמישרה𝑉1.ביחרנןכל

…,𝑣1:אבהןפואב)2.32יפל(𝑉1לשסיסבלהמישרהתא , 𝑣𝑚, 𝑢1,… , 𝑢𝑗.ךכיפל

dim𝑉1 = 𝑚 + 𝑗.תאביחרנ,ףסונב𝑣1,… , 𝑣𝑚סיסבל𝑣1,… , 𝑣𝑚,𝑤1,… ,𝑤𝑘לש𝑉2;

dim𝑉2ךכיפל = 𝑚 + 𝑘.

־שהארנונא

2.44 𝑣1,… , 𝑣𝑚, 𝑢1,… , 𝑢𝑗,𝑤1,… ,𝑤𝑘

𝑉1לשסיסב + 𝑉2.לבקנזאןכש,החכוההםלשותךכב

dim(𝑉1 + 𝑉2) = 𝑚 + 𝑗 + 𝑘
= (𝑚 + 𝑗) + (𝑚 + 𝑘) − 𝑚
= dim𝑉1 + dim𝑉2 − dim(𝑉1 ∩ 𝑉2).

𝑉1־בתלכומ2.44המישרה ∪ 𝑉2־בםגתלכומךכיפלו𝑉1 + 𝑉2.לשהסירפה

𝑉1־להוושןכלו𝑉2תאהליכמו𝑉1תאהליכמהמישרה + 𝑉2.־שתוארהלידכךכיפל

𝑉1לשסיסב2.44 + 𝑉2תיראינילהיולתיתלבאיהשאוהתוארהלונילעשלכ.

־שחיננ,תיראינילהיולתיתלב2.44־שחיכוהלידכ

𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑣𝑚 + 𝑏1𝑢1 + ⋯ + 𝑏𝑗𝑢𝑗 + 𝑐1𝑤1 + ⋯ + 𝑐𝑘𝑤𝑘 = 0,
םי־𝑐־ו,םי־𝑏,םי־𝑎־הלכשתוארהלונילע.םירלקסםי־𝑐־ו,םי־𝑏,םי־𝑎־הלכרשאכ
:אבהןפואבהאוושמהתאבתכשנ.0םיווש

2.45 𝑐1𝑤1 + ⋯ + 𝑐𝑘𝑤𝑘 = −𝑎1𝑣1 − ⋯ − 𝑎𝑚𝑣𝑚 − 𝑏1𝑢1 − ⋯ − 𝑏𝑗𝑢𝑗,
𝑐1𝑤1יכהארמשהמ + ⋯ + 𝑐𝑘𝑤𝑘 ∈ 𝑉1.־הלכשרחאמ𝑤־בםי־𝑉2,־שקיסנ

𝑐1𝑤1 + ⋯ + 𝑐𝑘𝑤𝑘 ∈ 𝑉1 ∩ 𝑉2.־שרחאמ𝑣1,… , 𝑣𝑚לשסיסב𝑉1 ∩ 𝑉2,לבקנ

𝑐1𝑤1 + ⋯ + 𝑐𝑘𝑤𝑘 = 𝑑1𝑣1 + ⋯ + 𝑑𝑚𝑣𝑚

…,𝑑1רובע , 𝑑𝑚־שרחאמםלוא.םהשלכםירלקס𝑣1,… , 𝑣𝑚,𝑤1,… ,𝑤𝑘היולתיתלב

תכפוהךכיפל.0םיווש)םי־𝑑־הו(םי־𝑐־הלכיכקיסנהנורחאההאוושמהמ,תיראיניל

האוושמל2.45

𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑣𝑚 + 𝑏1𝑢1 + ⋯ + 𝑏𝑗𝑢𝑗 = 0.
…,𝑣1המישרהשרחאמ , 𝑣𝑚, 𝑢1,… , 𝑢𝑗־הלכיכקיסנ,תיראינילהיולתיתלב𝑎םי־
.החכוההתאונמלשהתאזבו0םהםגםיוושםי־𝑏־הו
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הוושמןלהלהלבטה.𝑆לשהירביארפסמתא𝑆#־בןמסנתיפוסהצובק𝑆רובע

־ו)תוצובקרובע(𝑆#ןיבהיגולנאהתאהגיצמ,יפוסדמממםיבחרמותויפוסתוצובק

dim𝑉)רשקהב(הצובק־יתתדוחיאןיבהיגולנאהתאןכו,)םיירוטקוםיבחרמרובע

.)םיירוטקוםיבחרמלשרשקהב(בחרמ־יתתםוכסו)תוצובקלש

תוצובק םיירוטקוםיבחרמ

𝑆תיפוסהצובק 𝑉יפוסדמממירוטקובחרמ

#𝑆 dim𝑉
,𝑆1הצובק־יתתרובע 𝑆2לש𝑆,דוחיאה

𝑆1 ∪ 𝑆2רתויבהנטקההצובק־תתהאוה

𝑆2־ו𝑆1תאהליכמה𝑆לש

םוכסה,𝑉לש𝑉1,𝑉2בחרמה־יתתרובע

𝑉1 + 𝑉2לשרתויבןטקהבחרמ־תתהאוה

𝑉תאליכמה𝑉1־ו𝑉2

#(𝑆1 ∪ 𝑆2) dim(𝑉1 + 𝑉2)
= #𝑆1 + #𝑆2 − #(𝑆1 ∩ 𝑆2) = dim𝑉1 + dim𝑉2 − dim(𝑉1 ∩ 𝑉2)

#(𝑆1 ∪ 𝑆2) = #𝑆1 + #𝑆2 dim(𝑉1 + 𝑉2) = dim𝑉1 + dim𝑉2
⟺ 𝑆1 ∩ 𝑆2 = ∅ ⟺ 𝑉1 ∩ 𝑉2 = {0}

𝑆1 ∪ ⋯ ∪ 𝑆𝑚רזדוחיאאוה⟺
#(𝑆1 ∪ ⋯ ∪ 𝑆𝑚) = #𝑆1 + ⋯ + #𝑆𝑚

𝑉1 + ⋯ + 𝑉𝑚רשיםוכסאוה⟺
dim(𝑉1 + ⋯ + 𝑉𝑚)

= dim𝑉1 + ⋯ + dim𝑉𝑚

םוכסותוצובקרובערזדוחיאןיבהיגולנאהתאתראתמהלבטבהנורחאההרושה

־באבותהלבטבהנורחאההרושבשהנקסמלהחכוהה.םיירוטקוםיבחרמרובערשי

3.94.

םיבחרמלעתונקסמלהיגולנאבתומאתומה,תוצובקלעתונקסמאוצמלולכות

.18דע12םיליגרתבתועיפומהםיירוטקו

3בםיליגרת

ךרדםירבועה𝐑2־בםירשיהלכ,{0}קרוךאםה𝐑2לשבחרמה־יתתשוארה1

.𝐑2־ו,תישארה

ךרדםירבועה𝐑3־בםירשיהלכ,{0}קרוךאםה𝐑3לשבחרמה־יתתיכוארה2

.𝐑3־ו,תישארהךרדםירבועה𝐑3־בםירושימהלכ,תישארה

𝑈יהי.א3 = {𝑝 ∈ 𝒫4(𝐅) ∶ 𝑝(6) = .𝑈לשסיסבואצמ.{0
.𝒫4(𝐅)לשסיסבל)א(־בסיסבהתאומילשה.ב

𝒫4(𝐅)־שךכ𝒫4(𝐅)לש𝑊בחרמ־תתואצמ.ג = 𝑈 ⊕ 𝑊.

𝑈יהי.א4 = {𝑝 ∈ 𝒫4(𝐑) ∶ 𝑝″(6) = .𝑈לשסיסבואצמ.{0
.𝒫4(𝐑)לשסיסבל)א(־בסיסבהתאומילשה.ב

𝒫4(𝐑)־שךכ𝒫4(𝐑)לש𝑊בחרמ־תתואצמ.ג = 𝑈 ⊕ 𝑊.

𝑈יהי.א5 = {𝑝 ∈ 𝒫4(𝐅) ∶ 𝑝(2) = 𝑝(5)}.לשסיסבואצמ𝑈.
.𝒫4(𝐅)לשסיסבל)א(־בסיסבהתאומילשה.ב

𝒫4(𝐅)־שךכ𝒫4(𝐅)לש𝑊בחרמ־תתואצמ.ג = 𝑈 ⊕ 𝑊.
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49דממ3ב

𝑈יהי.א6 = {𝑝 ∈ 𝒫4(𝐅) ∶ 𝑝(2) = 𝑝(5) = 𝑝(6)}.לשסיסבואצמ𝑈.
.𝒫4(𝐅)לשסיסבל)א(־בסיסבהתאומילשה.ב

𝒫4(𝐅)־שךכ𝒫4(𝐅)לש𝑊בחרמ־תתואצמ.ג = 𝑈 ⊕ 𝑊.

𝑈יהי.א7 = {𝑝 ∈ 𝒫4(𝐑) ∶ ∫1
−1 𝑝 = .𝑈לשסיסבואצמ.{0

.𝒫4(𝐑)לשסיסבל)א(־בסיסבהתאומילשה.ב

𝒫4(𝐑)־שךכ𝒫4(𝐑)לש𝑊בחרמ־תתואצמ.ג = 𝑈 ⊕ 𝑊.

…,𝑣1־שחיננ8 , 𝑣𝑚־בתיראינילהיולתיתלב𝑉־ו𝑤 ∈ 𝑉.יכוחיכוה

dim span(𝑣1 + 𝑤,… , 𝑣𝑚 + 𝑤) ≥ 𝑚 − 1.

,𝑝0־ו,יבויחםלשרפסמ𝑚־שחיננ9 𝑝1,… , 𝑝𝑚 ∈ 𝒫(𝐅)לכשךכ𝑝𝑘הלעממאוה

𝑘.יכוחיכוה𝑝0, 𝑝1,… , 𝑝𝑚לשסיסב𝒫𝑚(𝐅).

0רובע.יבויחםלשרפסמ𝑚־שחיננ10 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚,יהי

𝑝𝑘(𝑥) = 𝑥𝑘(1 − 𝑥)𝑚−𝑘.
…,𝑝0־שוארה , 𝑝𝑚לשסיסב𝒫𝑚(𝐅).

לעעדימשפחלולכות.ןייטשנרבימונילופיורקשהמלליבומהזליגרתבסיסבה

,0]לעמתופיצרתויצקנופבוריקלםישמשמןייטשנרבימונילופובשןפואה 1].

ינשםימייקיכוחיכוה.𝐂6לש4דמממבחרמ־יתתםהינש𝑊־ו𝑈־שחיננ11

𝑈־בםירוטקו ∩ 𝑊לשרלקסתלופכוניאוללהםירוטקווהמדחאףאשךכ

.רחאה

dim𝑈־שךכ𝐑8לשבחרמ־יתת𝑊־ו𝑈־שחיננ12 = 3, dim𝑊 = ־ו,5

𝑈 + 𝑊 = 𝐑8.יכוחיכוה𝐑8 = 𝑈 ⊕ 𝑊.

𝑈∩𝑊יכוחיכוה.𝐑9לש5דמממבחרמ־יתתםהינש𝑊־ו𝑈־שחיננ13 ≠ {0}.

רשאכ,𝑉לשבחרמ־יתת𝑉1,𝑉2,𝑉3־ו10דמממירוטקובחרמאוה𝑉־שחיננ14

dim𝑉1 = dim𝑉2 = dim𝑉3 = 𝑉1יכוחיכוה.7 ∩ 𝑉2 ∩ 𝑉3 ≠ {0}.

רשאכ𝑉לשבחרמ־יתת𝑉1,𝑉2,𝑉3־ויפוסדמממירוטקובחרמ𝑉־שחיננ15

dim𝑉1 + dim𝑉2 + dim𝑉3 > 2 dim𝑉.יכוחיכוה𝑉1 ∩ 𝑉2 ∩ 𝑉3 ≠ {0}.

𝑈רשאכ𝑉לשבחרמ־תת𝑈־ויפוסדמממירוטקובחרמ𝑉־שחיננ16 ≠ 𝑉.

𝑛ןמסנ = dim𝑉־ו𝑚 = dim𝑈.םימייקיכוחיכוה𝑛 − 𝑚לשבחרמ־יתת𝑉,
𝑛דמממדחאלכ − .𝑈־להוושםהלשךותיחהו,1

…,𝑉1־שחיננ17 ,𝑉𝑚לשיפוסדמממבחרמ־יתת𝑉.יכוחיכוה𝑉1 + ⋯ + 𝑉𝑚אוה

םגו,יפוסדמממ

dim(𝑉1 + ⋯ + 𝑉𝑚) ≤ dim𝑉1 + ⋯ + dim𝑉𝑚.
𝑉1םא־קרו־םאןויוושאוההזןויווש־יא + ⋯ + 𝑉𝑚הארנשיפכ,רשיםוכסאוה

.3.94־ב
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יפוסדמממםיירוטקוםיבחרמבקרפ50

dim𝑉םע,יפוסדמממירוטקובחרמ𝑉־שחיננ18 = 𝑛 ≥ םימייקיכוחיכוה.1

…,𝑉1םיידממ־דחבחרמ־יתת ,𝑉𝑛לש𝑉־שךכ

𝑉 = 𝑉1 ⊕ ⋯ ⊕ 𝑉𝑛.
דוחיאבםירביאהרפסמלהחסונלהיגולנאהתארשהב,רעשלןתינעודמוריבסה19

ירוטקובחרמלשבחרמ־יתתםה𝑉1,𝑉2,𝑉3םאש,תויפוסתוצובקשולשלש

יזא,יפוסדמממ

dim(𝑉1 + 𝑉2 + 𝑉3)
= dim𝑉1 + dim𝑉2 + dim𝑉3

− dim(𝑉1 ∩ 𝑉2) − dim(𝑉1 ∩ 𝑉3) − dim(𝑉2 ∩ 𝑉3)
+ dim(𝑉1 ∩ 𝑉2 ∩ 𝑉3).

.תידגנהמגודואיבהואהחסונהתאוחיכוהזאו

יזא,יפוסדמממירוטקובחרמלשבחרמ־יתת𝑉3־ו,𝑉1,𝑉2םאיכוחיכוה20

םייקתמ

dim(𝑉1 + 𝑉2 + 𝑉3)

= dim𝑉1 + dim𝑉2 + dim𝑉3

−
dim(𝑉1 ∩ 𝑉2) + dim(𝑉1 ∩ 𝑉3) + dim(𝑉2 ∩ 𝑉3)

3

−
dim((𝑉1+𝑉2)∩𝑉3) + dim((𝑉1+𝑉3)∩𝑉2) + dim((𝑉2+𝑉3)! ∩𝑉1)

3
.

.םלשרפסמכהארנוניאינמיהףגאהשרחאמהרזומתיארנליעלהחסונהשןכתיי

,םימִדְוֹקּהַיקַוּסּעִתאֶיתִּׁשְטַנָתחַאַהחָבְאִבְּ

,םייִוּוּעִתלֶפֹנְישֵׁוּאבְכִּויאָצָאֱצֶוְעבַטֶּהַתדֹלְוֹתּיתִּכְלַׁשְהִםוֹהתְּלאֶ

,עדָּמַלְהזֶּחַתְמִּהַלאֶקוֹמעָזוּבּ,יבִּרְקִבְוּ

.המָכְחָהַירֵעֲשַׁןתַּפְמִלעַםלָוֹעמֵהכָרְדָּאֹלוֹלגְרַרׁשֶאֲ

,וֹזהעָדָוֹתבְּרוּדחָ

,הָיגֶירִשָׂוְהקָיטִמָתֵמָּהַיקֵּמַעֲמַלאֶימִצְעַיתִּקְתַּעְהֶ

,הָישֶׁרָשָׁםיבִוּצחֲםינִתָיאֵעלַסֶבְּיכִּ

.הָיבֶוּשּׁחִוּעיגִּיַםיבִכָוֹכּקבַאֲדעַוְ

ילשֶטפארַקנוֹטסֵלוּוירִמַ,ןיְטַׁשְנְקֶנְרַפְ—
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תויראינילתוקתעה

םיבחרממשגרתמוניאשיא.םיירוטקוםיבחרמבהדקמתהונלשבלהתמושתהכדע

תוקתעה—תעכהנפנוילאשאשונהאוהתיראינילהרבגלאבקתרמהקלחה.םיירוטקו

.תויראיניל

,תויראינילהתוקתעההלשהמצועה־ברידוסיהטפשמבשמתשנתובורקםיתיעל

0־לחלשנהבחרמה־תתדממלהוושתיראינילהקתעהלשםוחתהדממיכעבוקה
תיראינילהקתעהשהעיתפמההנקסמהתאתררוגוזהעיבק.חווטהדממתפסותב

הקתעההחווטםא־קרו־םאתיכרע־דח־דחאיהומצעליפוסדמממירוטקובחרממ

.ולוכבחרמהאוה

הקתעהלתכיושמההצירטמהאוההזקרפבריכנשםייזכרמהתונויערהדחא

תוקתעהןיבוזהמאתה.דעיהבחרמסיסבלוםוחתהבחרמסיסבל,תיראיניל

.תיראינילהרבגלאבםייזכרמםיטביהלעתוברתונבותתקפסמתוצירטמותויראיניל

םיבחרמו,םיירוטקוםיבחרמלשתונמותולפכמםעתורכיהבםותחנהזקרפתא

.םיילאוד

.𝑉־לףסונב𝑊־ו𝑈ארקנםהלש,םיפסונםיירוטקוםיבחרמלקקדזנהזקרפב
.ןלהלדכןהונלשאצומהתוחנהךכיפל

הזקרפלאצומהתוחנה

•𝐅ןמסמ𝐑וא𝐂.
•𝑈, 𝑉־ו𝑊לעמםיירוטקוםיבחרמםינמסמ𝐅.

Stefan
Schäfer

C
C
B
Y
-S
A

ןכיה,)Braunschweig(גייוושנוארבבהרשע־םיתשההאמהמ)Dankwarderode(הדורדרווקנדתריט

תוכרעמןורתפלהטישסואגםסרפ1809תנשב.)1855–1777(סוּאגָךירדירפלרקלדגודלונש

רתויםייניסםירפסבשומישבהתייה,סואגלשץוליחהתטישםויכתארקנה,וזהטיש.תואוושמ

.ןכלםדוקהנש1600־מ
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תויראינילתוקתעהגקרפ52

תויראינילתוקתעהלשירוטקובחרמ1ג

תויראינילתוקתעהלשתואמגודוהרדגה

.תיראינילהרבגלאבחתפמהתורדגהמתחאלאתעכשגינ

תיראינילהקתעה:הרדגה3.1

𝑇היצקנופאיה𝑊־ל𝑉־מתיראינילהקתעה ∶ 𝑉 → 𝑊תונוכתהתאתמייקמה

.תואבה

תויביטידא

𝑇(𝑢 + 𝑣) = 𝑇𝑢 + 𝑇𝑣לכל𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉.

תוינגומוה

𝑇(𝜆𝑣) = 𝜆(𝑇𝑣)לכל𝜆 ∈ 𝐅לכלו𝑣 ∈ 𝑉.

חנומבםישמתשמהםיאקיטמתמשי

ההזותועמשמש,תיראינילהיצמרופסנרט

.תיראינילהקתעהל

,תויראינילתוקתעהרובעיכבלםישנ

ליבקמב𝑇𝑣ןומיסבשמתשנתובורקםיתיעל

.תויצקנופןומיסללבוקמה𝑇(𝑣)־בשומישל

,ℒ(𝑉,𝑊):ןומיס3.2 ℒ(𝑉)

.ℒ(𝑉,𝑊)ידילעתנמוסמ𝑊־ל𝑉־מתויראינילהתוקתעההתצובק•

,רמולכ.ℒ(𝑉)ידילעתנמוסמ𝑉־ל𝑉־מתויראינילהתוקתעההתצובק•

ℒ(𝑉) = ℒ(𝑉,𝑉).

תחאלכיכאדוולםכילע.תויראינילתוקתעהלשתואמגודרפסמהארנתעכ

.תיראינילהקתעהןכאאיההאבההמגודבתורדגומהתויצקנופהמ

תויראינילתוקתעה:המגוד3.3

ספאהתקתעה

הקיתעמהתיראינילההקתעהלןומיסכ0תאםירידגמונא,םירחאהםישומישלףסונב

וא(רחאירוטקובחרמלשרוביחלתוהזהרביאלאוהשלכירוטקובחרמברביאלכ

0,קוידרתיל.)בחרמותואל ∈ ℒ(𝑉,𝑊)ידילערדגומ

0𝑣 = 0.
ינמיהףגאב0־הדועב,𝑊־ל𝑉־מהיצקנופאוההאוושמהלשילאמשהףגאב0־ה

ןיבןיחבהלםכלרשפאלרומארׁשֵקְהֶה,ונלגרהכ.𝑊־ברוביחלתוהזהרביאאוה

.0ןמיסהלשםיברהםישומישה

תוהזהרוטרפוא

והשלכירוטקובחרמלעתיראינילההקתעההאוה,𝐼־בןמוסמה,תוהזהרוטרפוא

𝐼קוידרתיל.ומצעלרביאלכהקיתעמה ∈ ℒ(𝑉)ידילערדגומ

𝐼𝑣 = 𝑣.

רלסקאןודלש:רבחמ,תיעיברהרודהמ,רשיהךרדבתיראינילהרבגלא
Linear Algebra Done Right, fourth edition, by Sheldon Axler



53תויראינילתוקתעהלשירוטקובחרמ1ג

הריזג

𝐷תיראינילהקתעהרידגנ ∈ ℒ(𝒫(𝐑))ידילע

𝐷𝑝 = 𝑝′.
תונקסמהתחאתאחסנלתפסונךרדאיהתיראינילאיהוזהיצקנופיכהעיבקה

):תורזגנאשונבתויסיסבה 𝑓 + 𝑔)′ = 𝑓 ′ + 𝑔′־ו(𝜆 𝑓 )′ = 𝜆 𝑓 ,𝑓רשאכ′ 𝑔ְּ־ותוֹריזִג𝜆
.עובקרפסמ

היצרגטניא

𝑇תיראינילהקתעהרידגנ ∈ ℒ(𝒫(𝐑),𝐑)ידילע

𝑇𝑝 = ∫
1

0
𝑝.

תונקסמהתחאתאחסנלתפסונךרדאיהתיראינילאיהוזהיצקנופיכהעיבקה

םוכסלהוושתויצקנופיתשםוכסלשלרגטניאה:םילרגטניאאשונבתויסיסבה

לרגטניאבעובקהתלפכמלהוושהיצקנופבעובקתלפכמלשלרגטניאהו,םילרגטניאה

.היצקנופהלש

𝑥2־בהלפכה

𝑇תיראינילהקתעהרידגנ ∈ ℒ(𝒫(𝐑))ידילע

(𝑇𝑝)(𝑥) = 𝑥2𝑝(𝑥)
𝑥לכל ∈ 𝐑.

רוחאלהטסה

הקתעהרידגנ.𝐅ירביאלשתורדסהלכלשירוטקווהבחרמהתאןמסמ∞𝐅־שריכזנ

𝑇תיראיניל ∈ ℒ(𝐅∞)ידילע

𝑇(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3,…) = (𝑥2, 𝑥3,…).

𝐑2־ל𝐑3־מ

𝑇תיראינילהקתעהרידגנ ∈ ℒ(𝐑3,𝐑2)ידילע

𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (2𝑥 − 𝑦 + 3𝑧, 7𝑥 + 5𝑦 − 6𝑧).

𝐅𝑚־ל𝐅𝑛־מ

𝐴𝑗,𝑘תארידגנ,םייבויחםימלשםירפסמ𝑛־ו𝑚ויהי,םדוקההרקמהלשהללכהכ ∈ 𝐅
𝑗לכרובע = 1,… ,𝑚לכו𝑘 = 1,… , 𝑛,תיראינילההקתעההתאו𝑇 ∈ ℒ(𝐅𝑛, 𝐅𝑚)לע

ידי

𝑇(𝑥1,… , 𝑥𝑛) = (𝐴1,1𝑥1 + ⋯ + 𝐴1,𝑛 𝑥𝑛,… ,𝐴𝑚,1𝑥1 + ⋯ + 𝐴𝑚,𝑛 𝑥𝑛).
.וזתינבתבאיה𝐅𝑚־ל𝐅𝑛־מתיראינילהקתעהלכהשעמל

הבכרה

𝑞םונילופעַבֵּקַנְ ∈ 𝒫(𝐑).תיראינילהקתעהרידגנ𝑇 ∈ ℒ(𝒫(𝐑))ידילע

(𝑇𝑝)(𝑥) = 𝑝(𝑞(𝑥)).

םיכרעתצובקלכליכונלהרומהקתעההלשהמויקבקסועהקלחה,ןלהלהנקסמב

קסועהקלחה.המיאתמתיראינילהקתעהאצמנ,סיסבהירוטקוולםיאתהלרחבנש

םיכרעהידילעןיטולחלתעבקנתיראינילהקתעהיכונלהרומהקתעההלשהתודיחיב

.סיסבהלעמהלש
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תיראינילההקתעההתמַּל3.4ֶ

…,𝑣1־שחיננ , 𝑣𝑛לשסיסב𝑉־ו𝑤1,… ,𝑤𝑛 ∈ 𝑊.תיראינילהקתעהתמייקיזא

𝑇הדיחי ∶ 𝑉 → 𝑊־שךכ

𝑇𝑣𝑘 = 𝑤𝑘

𝑘לכל = 1,… , 𝑛.

רידגנ.היוצרההנוכתהםע𝑇הקתעההלשהמויקתאחיכונתישארהחכוה

𝑇 ∶ 𝑉 → 𝑊ידילע

𝑇(𝑐1𝑣1 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑣𝑛) = 𝑐1𝑤1 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑤𝑛,
…,𝑐1רשאכ , 𝑐𝑛־בםהשלכםירביא𝐅.המישרה𝑣1,… , 𝑣𝑛לשסיסבאיה𝑉,ךכיפלו
לוכי𝑉לשרביאלכשרחאמ(𝑊־ל𝑉־מ𝑇היצקנופהרידגמןכאליעלהאוושמה
𝑐1𝑣1הרוצבדיחיןפואבבתכיהל + ⋯ + 𝑐𝑛𝑣𝑛(.

𝑐𝑘רחבנ,𝑘לכרובע = ־שלבקנוליעלהאוושמבםי־𝑐־הראשרובע0־ו1

𝑇𝑣𝑘 = 𝑤𝑘.

,𝑢םא 𝑣 ∈ 𝑉רשאכ𝑢 = 𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑣𝑛־ו𝑣 = 𝑐1𝑣1 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑣𝑛,יזא

𝑇(𝑢 + 𝑣) = 𝑇((𝑎1 + 𝑐1)𝑣1 + ⋯ + (𝑎𝑛 + 𝑐𝑛)𝑣𝑛)

= (𝑎1 + 𝑐1)𝑤1 + ⋯ + (𝑎𝑛 + 𝑐𝑛)𝑤𝑛

= (𝑎1𝑤1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑤𝑛) + (𝑐1𝑤1 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑤𝑛)

= 𝑇𝑢 + 𝑇𝑣.
𝜆רובע,ןפואהותואבו ∈ 𝐅־ו𝑣 = 𝑐1𝑣1 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑣𝑛,לבקנ

𝑇(𝜆𝑣) = 𝑇(𝜆𝑐1𝑣1 + ⋯ + 𝜆𝑐𝑛𝑣𝑛)

= 𝜆𝑐1𝑤1 + ⋯ + 𝜆𝑐𝑛𝑤𝑛

= 𝜆(𝑐1𝑤1 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑤𝑛)

= 𝜆𝑇𝑣.
.𝑊־ל𝑉־מתיראינילהקתעה𝑇ךכיפל

𝑇־שתעכחיננ,תודיחיהתחכוהל ∈ ℒ(𝑉,𝑊)־ו𝑇𝑣𝑘 = 𝑤𝑘לכל𝑘 = 1,… , 𝑛.ויהי

𝑐1,… , 𝑐𝑛 ∈ 𝐅.לשתוינגומוההיזא𝑇־שתררוג𝑇(𝑐𝑘𝑣𝑘) = 𝑐𝑘𝑤𝑘לכל𝑘 = 1,… , 𝑛.

־שתררוג𝑇לשתויביטידאה

𝑇(𝑐1𝑣1 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑣𝑛) = 𝑐1𝑤1 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑤𝑛.
…,span(𝑣1לעמדיחיןפואבתעבקנ𝑇ךכיפל , 𝑣𝑛)־שרחאמו.ליעלהאוושמהידילע

𝑣1,… , 𝑣𝑛לשסיסב𝑉,יכקיסנ𝑇לעמדיחיןפואבתעבקנ𝑉,וניצרשיפכ.
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ℒ(𝑉,𝑊)לעמתוירבגלאתולועפ

.ℒ(𝑉,𝑊)לעמרלקסבלפכורוביחתרדגהבםיליחתמונא

ℒ(𝑉,𝑊)לעמרלקסבלפכורוביח:הרדגה3.5

𝑆,𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉,𝑊)־ו𝜆 ∈ 𝐅.םוכסה𝑆 + 𝑇הלפכמהו𝜆𝑇תוקתעההםה

ידילעתורדגומה𝑊־ל𝑉־מתויראינילה

(𝑆 + 𝑇)(𝑣) = 𝑆𝑣 + 𝑇𝑣 םגו (𝜆𝑇)(𝑣) = 𝜆(𝑇𝑣)
𝑣לכל ∈ 𝑉.

יפנעבתוצופנתויראינילתוקתעה

תוחפןה,תאזםע.םיברהקיטמתמ

םירובסהשי:בושחלםיטונשמתוצופנ

־מתיראינילהקתעהאיהcos־ש

𝐑־ל𝐑־שתועטבובתכשרחאל

cos(𝑥 + 𝑦) = cos 𝑥 + cos 𝑦־שםגו

cos 2𝑥 = 2 cos 𝑥.

𝑆יכאדוולםכילע + 𝑇־ו𝜆𝑇יפכ

.תויראינילתוקתעהןכאןהליעלורדגוהש

𝑆,𝑇םא,רמולכ ∈ ℒ(𝑉,𝑊)־ו𝜆 ∈ 𝐅,יזא

𝑆 + 𝑇 ∈ ℒ(𝑉,𝑊)־ו𝜆𝑇 ∈ ℒ(𝑉,𝑊).

רוביחרידגהלונחרטיכהדבועהרואל

הנקסמה,ℒ(𝑉,𝑊)לעמרלקסבלפכו

.עיתפהלהרומאהניאהאבה

3.6ℒ(𝑉,𝑊)ירוטקובחרמאוה

.ירוטקובחרמℒ(𝑉,𝑊),ליעלורדגוהשיפכרלקסבלפכהורוביחהתולועפםע

רביאיכבלומיש.םיארוקה,םכרובעריאשנוזהנקסמלתיתרגשההחכוההתא

.3.3המגודבתרדגומהספאהתקתעהאוהℒ(𝑉,𝑊)לשרוביחלתוהזה

.תועמשמתרסחירוטקובחרמבהזבהזםירביאינשלשהלפכההתלועפללכךרדב

יפכ,ברשומיששיתרחאבתחאתלפכמלשתויראינילתוקתעהלשתוגוזםנשיךא

.האבההרדגהבהארנש

תויראינילתוקתעהתלפכמ:הרדגה3.7

𝑇םא ∈ ℒ(𝑈,𝑉)־ו𝑆 ∈ ℒ(𝑉,𝑊),הלפכמהיזא𝑆𝑇 ∈ ℒ(𝑈,𝑊)לעתרדגומ

ידי

(𝑆𝑇)(𝑢) = 𝑆(𝑇𝑢)
𝑢לכל ∈ 𝑈.

𝑆הליגרההבכרההתלועפאיה𝑆𝑇ךכיפל ∘ 𝑇יתשרשאכךא,תויצקנופיתשלש

𝑆םוקמבללכךרדב𝑆𝑇בותכנ,תויראינילתויצקנופה ∘ 𝑇.הלפכמהןומיס𝑆𝑇עייסמ

.תויעבטהניארית)האבההנקסמבואר(תויביטובירטסידהתונוכתשךכל

־שאדוולםכילע.𝑆לשםוחתהלאהקיתעמ𝑇רשאכקרתרדגומ𝑆𝑇יכבלומיש

𝑆𝑇־מתיראינילהקתעהןכא𝑈־ל𝑊רשאכ𝑇 ∈ ℒ(𝑈,𝑉)־ו𝑆 ∈ ℒ(𝑉,𝑊).
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תויראינילתוקתעהתולפכמלשתוירבגלאתונוכת3.8

תויביטאיצוסא

(𝑇1𝑇2)𝑇3 = 𝑇1(𝑇2𝑇3)רשאכ𝑇1, 𝑇2,־ו𝑇3םהבשםירקמבתויראינילתוקתעה

הקיתעמ𝑇2־ו,𝑇2לשםוחתהלאהקיתעמ𝑇3רמולכ(תועמשמשיתולפכמל

.)𝑇1לשםוחתהלא

תוהז

𝑇𝐼 = 𝐼𝑇 = 𝑇רשאכ𝑇 ∈ ℒ(𝑉,𝑊);־ההזהרקמב𝐼רוטרפואאוהןושארה

.𝑊־בתוהזהרוטרפואאוהינשה𝐼־הוליאו,𝑉־בתוהזה

תויביטובירטסידהתונוכת

(𝑆1 + 𝑆2)𝑇 = 𝑆1𝑇 + 𝑆2𝑇 םגו 𝑆(𝑇1 + 𝑇2) = 𝑆𝑇1 + 𝑆𝑇2רשאכ𝑇,𝑇1,𝑇2 ∈
ℒ(𝑈,𝑉)־ו𝑆, 𝑆1, 𝑆2 ∈ ℒ(𝑉,𝑊).

.ליעלשהנקסמהלשתיתרגשההחכוההתאםיארוקלריאשנ

𝑆𝑇,רמולכ.תיביטטומוקהניאתויראינילתוקתעהלשלפכהתלועפ = 𝑇𝑆וניא

.המצעינפבתועמשמשיהלפכמלכלםאםג,חרכהבםייקתמ

תויביטטומוקןניאש𝒫(𝐑)־ל𝒫(𝐑)־מתויראינילתוקתעהיתש:המגוד3.9

𝐷־שחיננ ∈ ℒ(𝒫(𝐑))־ו3.3המגודבהרדגוהשהריזגהתקתעהאיה𝑇 ∈
ℒ(𝒫(𝐑))־בהלפכהתקתעהאיה𝑥2יזא.וזהדיחיבליעלאיהםגהרדגוהש

((𝑇𝐷)𝑝)(𝑥) = 𝑥2𝑝′(𝑥) םלוא ((𝐷𝑇)𝑝)(𝑥) = 𝑥2𝑝′(𝑥) + 2𝑥𝑝(𝑥).
𝑇𝐷ךכיפל ≠ 𝐷𝑇—־בהלפכהזאוהריזג𝑥2־בהלפכהלההזהניא𝑥2הריזגזאו.

0־ל0תוקיתעמתויראינילתוקתעה3.10

𝑇(0)יזא.𝑊־ל𝑉־מתיראינילהקתעה𝑇־שחיננ = 0.

םייקתמתויביטידאהיפלהחכוה

𝑇(0) = 𝑇(0 + 0) = 𝑇(0) + 𝑇(0).
𝑇(0)־שקיסנוליעלהאוושמבףגאלכל𝑇(0)לשרוביחלידגנהרביאהתאףיסונ = 0.

,𝑚־שחיננ 𝑏 ∈ 𝐑.היצקנופה𝑓 ∶ 𝐑 → 𝐑ידילעתרדגומה

𝑓 (𝑥) = 𝑚𝑥 + 𝑏
𝑏םא־קרו־םאתיראינילהקתעהאיה = תויצקנופה,ךכיפל.)3.10־בושמתשה(0

הרבגלאלשרשקהבתויראינילתוקתעהמתונושןוכיתבהרבגלאהירועישמתויראינילה

.תיראיניל
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1גםיליגרת

,𝑏־שחיננ1 𝑐 ∈ 𝐑.ורידגה𝑇 ∶ 𝐑3 → 𝐑2ידילע

𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (2𝑥 − 4𝑦 + 3𝑧 + 𝑏, 6𝑥 + 𝑐𝑥𝑦𝑧).
𝑏םא־קרו־םאתיראינילהקתעה𝑇יכוארה = 𝑐 = 0.

,𝑏־שחיננ2 𝑐 ∈ 𝐑.ורידגה𝑇 ∶ 𝒫(𝐑) → 𝐑2ידילע

𝑇𝑝 = (3𝑝(4) + 5𝑝′(6) + 𝑏𝑝(1)𝑝(2), ∫
2

−1
𝑥3𝑝(𝑥) 𝑑𝑥 + 𝑐 sin 𝑝(0)).

𝑏םא־קרו־םאתיראינילהקתעה𝑇יכוארה = 𝑐 = 0.

𝑇־שחיננ3 ∈ ℒ(𝐅𝑛, 𝐅𝑚).םירלקסםימייקיכוארה𝐴𝑗,𝑘 ∈ 𝐅רובע𝑗 = 1,… ,𝑚
𝑘־ו = 1,… , 𝑛־שךכ

𝑇(𝑥1,… , 𝑥𝑛) = (𝐴1,1𝑥1 + ⋯ + 𝐴1,𝑛 𝑥𝑛,… ,𝐴𝑚,1𝑥1 + ⋯ + 𝐴𝑚,𝑛 𝑥𝑛)

…,𝑥1)לכל , 𝑥𝑛) ∈ 𝐅𝑛.

ינפלשףיעסבהחטבוהשהרוצהתא𝑇תיראינילההקתעהלשישהארמהזליגרת

.3.3המגודבןורחאה

𝑇־שחיננ4 ∈ ℒ(𝑉,𝑊)־ו𝑣1,… , 𝑣𝑚־בםירוטקותמישר𝑉־שךכ𝑇𝑣1,… ,𝑇𝑣𝑚
…,𝑣1יכוחיכוה.𝑊־בתיראינילהיולתיתלבהמישר , 𝑣𝑚תיראינילהיולתיתלב.

.3.6־בןעטנשיפכ,ירוטקובחרמℒ(𝑉,𝑊)יכוחיכוה5

,תויביטאיצוסאהתונוכתתאתמייקמתויראינילתוקתעהתלפכמיכוחיכוה6

.3.8־בונעטנשתויביטובירטסידהו,תוהזה

.רלקסבלפכאיהומצעלידממ־דחירוטקובחרממתיראינילהקתעהלכיכוארה7

dim𝑉םאיכוחיכוה,קוידרתיב = 𝑇־ו1 ∈ ℒ(𝑉),םייקיזא𝜆 ∈ 𝐅־שךכ

𝑇𝑣 = 𝜆𝑣לכל𝑣 ∈ 𝑉.

𝜑היצקנופלשהמגודואיבה8 ∶ 𝐑2 → 𝐑־שךכ

𝜑(𝑎𝑣) = 𝑎𝜑(𝑣)
𝑎לכל ∈ 𝐑לכלו𝑣 ∈ 𝐑2לבא𝜑תיראינילהניא.

תוקיפסמןניאןדבלתויביטידאהואתוינגומוההשםימיגדמוירחאאבהוהזליגרת

.תיראינילהקתעהאיההיצקנופיכעובקלידכ

𝜑היצקנופלהמגודואיבה9 ∶ 𝐂 → 𝐂־שךכ

𝜑(𝑤 + 𝑧) = 𝜑(𝑤) + 𝜑(𝑧)
,𝑤לכל 𝑧 ∈ 𝐂ךא𝜑וזהלאשב(.תיראינילהניא𝐂בכורמירוטקובחרמאוה.(

𝜑היצקנופםגתמייק ∶ 𝐑 → 𝐑תיראינילהניאךאתויביטידאהתאתמייקמה.

.הברהבםימדקתמםילכהכירצמוזכהיצקנופלשהמויקתחכוה,םלוא
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𝑞םא:תידגנהמגודואיבהואוחיכוה10 ∈ 𝒫(𝐑)־ו𝑇 ∶ 𝒫(𝐑) → 𝒫(𝐑)תרדגומ

𝑇𝑝ידילע = 𝑞 ∘ 𝑝,יזא𝑇תיראינילהקתעה.

רדסב3.3לשןורחאהףיעסב𝑇היצקנופהמהנושןאכתרדגומה𝑇היצקנופה

.תויצקנופהלשהבכרהה

𝑇־ויפוסדמממבחרמ𝑉־שחיננ11 ∈ ℒ(𝑉).יכוחיכוה𝑇לשרלקסתלופכאיה

𝑆𝑇םא־קרו־םאתוהזהרוטרפוא = 𝑇𝑆לכל𝑆 ∈ ℒ(𝑉).

𝑈רשאכ𝑉לשבחרמ־תת𝑈־שחיננ12 ≠ 𝑉.־שחיננ𝑆 ∈ ℒ(𝑈,𝑊)םגו𝑆 ≠ 0
𝑆𝑢רמולכ( ≠ 𝑢רובע0 ∈ 𝑈ורידגה.)והשלכ𝑇 ∶ 𝑉 → 𝑊ידילע

𝑇𝑣 =
⎧{
⎨{⎩

𝑆𝑣 if 𝑣 ∈ 𝑈,
0 if 𝑣 ∈ 𝑉, 𝑣 ∉ 𝑈.

.𝑉לעמתיראינילהקתעההניא𝑇יכוחיכוהו

לעמתיראינילהקתעהלכביחרהלןתיניכוחיכוה.יפוסדמממבחרמ𝑉־שחיננ13

־ו𝑉לשבחרמ־תת𝑈םאיכוארה,רמולכ.𝑉לעמלעפתשךכ𝑉לשבחרמ־תת
𝑆 ∈ ℒ(𝑈,𝑊),תמייקיזא𝑇 ∈ ℒ(𝑉,𝑊)תמייקמהוזכ𝑇𝑢 = 𝑆𝑢לכל𝑢 ∈ 𝑈.

.3.125תחכוהבתשמשמהזליגרתבהאצותה

dim𝑉םייקמהיפוסדמממבחרמ𝑉יכחיננ14 > בחרמאוה𝑊יכףסונבחיננו,0

.יפוסניאדמממבחרמℒ(𝑉,𝑊)יכוחיכוה.יפוסניאדמממ

…,𝑣1יכחיננ15 , 𝑣𝑚־בתיראינילהיולתםירוטקותמישר𝑉.יכףסונבחיננ

𝑊 ≠ …,𝑤1םימייקשוחיכוה.{0} ,𝑤𝑚 ∈ 𝑊ןיאשךכ𝑇 ∈ ℒ(𝑉,𝑊)תמייקמה

𝑇𝑣𝑘 = 𝑤𝑘לכל𝑘 = 1,… ,𝑚.

dim𝑉םעיפוסדמממבחרמ𝑉־שחיננ16 > 𝑆,𝑇תומייקיכוחיכוה.1 ∈ ℒ(𝑉)
𝑆𝑇־שךכ ≠ 𝑇𝑆.

םהℒ(𝑉)־ו{0}קר,ℒ(𝑉)רובעיכוארה.יפוסדמממבחרמ𝑉־שחיננ17

.םיידדצ־ודםילאידיא

𝑇𝐸םאℒ(𝑉)לשידדצ־ודלאידיאארקנℒ(𝑉)לשℰבחרמ־תת ∈ ℰםגו

𝐸𝑇 ∈ ℰלכל𝐸 ∈ ℰלכו𝑇 ∈ ℒ(𝑉).
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תויכרע־דח־דחוספאבחרמ

.תיראינילהקתעהלכםעקודהרשקבםירושקהבחרמ־יתתינשלעדמלנוזהדיחיב

.0לאתקתעומהםירוטקווהתצובקםעליחתנ

null𝑇,ספאהבחרמ:הרדגה3.11

𝑇רובע ∈ ℒ(𝑉,𝑊),לשספאהבחרמ𝑇,־בןמוסמהnull𝑇,לשהצובקה־תתאוה

𝑉־שםירוטקוםתואלכמתבכרומה𝑇ספאהרביאלאהקיתעמ:

null𝑇 = {𝑣 ∈ 𝑉 ∶ 𝑇𝑣 = 0}.

ספאהבחרמ:המגוד3.12

𝑇𝑣רמולכ,𝑊־ל𝑉־מספאהתקתעהאיה𝑇םא• = 𝑣לכל0 ∈ 𝑉,יזאnull𝑇 = 𝑉.

𝜑־שחיננ• ∈ ℒ(𝐂3,𝐂)אבהןפואבתרדגומ𝜑(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3) = 𝑧1 + 2𝑧2 + 3𝑧3.

,𝑧1)}־להוושnull𝜑יזא 𝑧2, 𝑧3) ∈ 𝐂3 ∶ 𝑧1 + 2𝑧2 + 3𝑧3 = בחרמ־תתאוהש,{0

אוהתיראינילהקתעהלכלשספאהבחרמיכהארנךשמהב.𝜑לשםוחתהלש

.הלשםוחתהלשבחרמ־תת

•
חנומהךכיפל.ספאהתועמשמnullהלימה

רשקהתארישיןפואבגציימ״ספאהבחרמ״

םישמתשמהםיאקיטמתמםנשי.0־ל

.ספאהבחרמםוקמבןיערגחנומב

𝐷־שחיננ ∈ ℒ(𝒫(𝐑))תקתעה

𝐷𝑝ידילעתרדגומההריזגה = 𝑝′.

ןהלשתרזגנהשתודיחיהתויצקנופה

תויצקנופהןהספאהתייצקנופלהווש

𝐷לשספאהבחרמ,ךכיפל.תועובקה
.תועובקהתויצקנופהתצובקלהווש

𝑇־שחיננ• ∈ ℒ(𝒫(𝐑))־בהליפכמההקתעהאיה𝑥2אבהןפואבתרדגומו:

(𝑇𝑝)(𝑥) = 𝑥2𝑝(𝑥).דיחיהםונילופה𝑝־שךכ𝑥2𝑝(𝑥) = 𝑥לכל0 ∈ 𝐑םונילופאוה

null𝑇ךכיפל.ספאה = {0}.

𝑇־שחיננ• ∈ ℒ(𝐅∞)ידילעתרדגומהרוחאלהטסהתקתעהאיה

𝑇(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3,…) = (𝑥2, 𝑥3,…).
,𝑇(𝑥1יזא 𝑥2, 𝑥3,…)םירפסמהםא־קרו־םא0הווש𝑥2, 𝑥3,…ךכיפל.0םלוכ

null𝑇 = {(𝑎, 0, 0,…) ∶ 𝑎 ∈ 𝐅}.

לשבחרמ־תתאוהתיראינילהקתעהלכלשספאהבחרמשהארמהאבההנקסמה

.תיראינילהקתעהלכלשספאהבחרמבאוה0,טרפב.םוחתה

בחרמ־תתאוהספאהבחרמ3.13

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉,𝑊).יזאnull𝑇לשבחרמ־תתאוה𝑉.
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𝑇(0),תיראינילהקתעה𝑇־שרחאמהחכוה = 0ךכיפל.)3.10יפל(0 ∈ null𝑇.

,𝑢־שחיננ 𝑣 ∈ null𝑇.יזא

𝑇(𝑢 + 𝑣) = 𝑇𝑢 + 𝑇𝑣 = 0 + 0 = 0.
𝑢ןכל + 𝑣 ∈ null𝑇.ךכיפלnull𝑇רוביחהתלועפתחתרוגס.

𝑢־שחיננ ∈ null𝑇־ו𝜆 ∈ 𝐅.יזא

𝑇(𝜆𝑢) = 𝜆𝑇𝑢 = 𝜆0 = 0.
𝜆𝑢ןכל ∈ null𝑇.ךכיפלnull𝑇רלקסבלפכתחתרוגס.

ךכיפל.רלקסבלפכורוביחתולועפתחתרוגסו0ליכמnull𝑇־שאופאוניארה

null𝑇לשבחרמ־תת𝑉)1.34יפל(.

.תיראינילהקתעהלשספאהבחרמלקודהרשקהאבההרדגהל,דיימהארנשיפכ

תיכרע־דח־דח:הרדגה3.14

𝑇היצקנופ ∶ 𝑉 → 𝑊םאתיכרע־דח־דחתארקנ𝑇𝑢 = 𝑇𝑣־שררוג𝑢 = 𝑣.

ההזone-to-oneחנומהתועמשמ

.יכרע־דח־דחל

ליעלהרדגההתאשדחמחסנללכונ

𝑢םאתיכרע־דח־דח𝑇־שרמולו ≠ 𝑣ררוג

𝑇𝑢־ש ≠ 𝑇𝑣.ךכיפל𝑇תיכרע־דח־דח

.םינושםיטלפלאםינושםיטלקהקיתעמאיהםא־קרו־םא

תיכרע־דח־דחאיהתיראינילהקתעהםאקודבללכוניכתעבוקהאבההנקסמה

הנקסמלשטושפםושייב.0־לקתעומהדיחיהרביאהאוה0םאההקידבהתועצמאב

־בןהלשספאהבחרמתאונבשיחשתויראינילהתוקתעההןיבֵּמִיכםיאורונא,וז

איהספאהתקתעהשהדבועהטעמל(תיכרע־דח־דחאיה𝑥2־בהלפכההקר,3.12

𝑉ובשדחוימההרקמבתיכרע־דח־דח = {0}(.

{0}־להוושספאהבחרמ⟺תויכרע־דח־דח3.15

𝑇יהת ∈ ℒ(𝑉,𝑊).יזא𝑇םא־קרו־םאתיכרע־דח־דחnull𝑇 = {0}.

null𝑇־שחיכוהלהצרנ.תיכרע־דח־דח𝑇־שחיננהליחתהחכוה = רבכ.{0}

{0}־שהדבועהתאונססיב ⊆ null𝑇)חיננ,ךופההןוויכבהלכההתחכוהל.)3.10יפל

𝑣־ש ∈ null𝑇.לבקנ

𝑇(𝑣) = 0 = 𝑇(0).
𝑣־שתררוגליעלהאוושמה,תיכרע־דח־דח𝑇־שרחאמ = םילוכיונאךכיפל.0

null𝑇יכקיסהל = .וניצרשיפכ,{0}

null𝑇־שתעכחיננ,ינשהןוויכבהרירגהתחכוהל = 𝑇יכחיכוהלוננוצרב.{0}
,𝑢־שחיננךכךרוצל.תיכרע־דח־דח 𝑣 ∈ 𝑉־שו𝑇𝑢 = 𝑇𝑣.יזא

0 = 𝑇𝑢 − 𝑇𝑣 = 𝑇(𝑢 − 𝑣).
𝑢−𝑣ןכל.{0}־להוושה,null𝑇־באצמנ𝑢−𝑣ךכיפל = 𝑢־שןאכמו,0 = 𝑣.ךכיפל

𝑇וניצרשיפכתיכרע־דח־דח.

רלסקאןודלש:רבחמ,תיעיברהרודהמ,רשיהךרדבתיראינילהרבגלא
Linear Algebra Done Right, fourth edition, by Sheldon Axler



61םיחווטוספאיבחרמ2ג

לעהתנוכתוחווט

.תיראינילהקתעהלשתואצותהתצובקלםשקינענתעכ

range,חווט:הרדגה3.16

𝑇רובע ∈ ℒ(𝑉,𝑊),לשחווטה𝑇לשהצובקה־תתאוה𝑊םתואלכמתבכרומה

𝑣רובע𝑇𝑣־לםיוושהםירוטקו ∈ 𝑉והשלכ:

range𝑇 = {𝑇𝑣 ∶ 𝑣 ∈ 𝑉}.

range,חווט:המגוד3.17

𝑇𝑣רמולכ,𝑊־ל𝑉־מספאהתקתעהאיה𝑇םא• = 𝑣לכל0 ∈ 𝑉,יזאrange𝑇 =
{0}.

𝑇־שחיננ• ∈ ℒ(𝐑2,𝐑3)ידילעתרדגומ𝑇(𝑥, 𝑦) = (2𝑥, 5𝑦, 𝑥 + 𝑦).יזא

range𝑇 = {(2𝑥, 5𝑦, 𝑥 + 𝑦) ∶ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐑}.
רביאלכלשחווטהשהארנךשמהב.𝐑3לשבחרמ־תתאוהrange𝑇־שבלומיש

.𝑊לשבחרמ־תתאוהℒ(𝑉,𝑊)־ב

𝐷־שחיננ• ∈ ℒ(𝒫(𝐑))ידילעתרדגומההריזגהתקתעהאיה𝐷𝑝 = 𝑝′.רחאמ

𝑞םונילופלכלש ∈ 𝒫(𝐑)םונילופםייק𝑝 ∈ 𝒫(𝐑)־שךכ𝑝′ = 𝑞,לשחווטה𝐷
.𝒫(𝐑)אוה

לשבחרמ־תתאוהתיראינילהקתעהלכלשחווטהשתעבוקהאבההנקסמה

.הקיתעמאיהוילאשירוטקווהבחרמה

בחרמ־תתאוהחווטה3.18

𝑇םא ∈ ℒ(𝑉,𝑊),יזאrange𝑇לשבחרמ־תת𝑊.

𝑇־שחיננהחכוה ∈ ℒ(𝑉,𝑊).יזא𝑇(0) = ־שהנקסמלליבומשהמ,)3.10יפל(0

0 ∈ range𝑇.

𝑤1,𝑤2םא ∈ range𝑇,םימייקיזא𝑣1, 𝑣2 ∈ 𝑉־שךכ𝑇𝑣1 = 𝑤1־ו𝑇𝑣2 = 𝑤2.

ךכיפל

𝑇(𝑣1 + 𝑣2) = 𝑇𝑣1 + 𝑇𝑣2 = 𝑤1 + 𝑤2.
𝑤1ןכל + 𝑤2 ∈ range𝑇.ךכיפלrange𝑇רוביחהתלועפתחתרוגס.

𝑤םא ∈ range𝑇־ו𝜆 ∈ 𝐅,םייקיזא𝑣 ∈ 𝑉־שךכ𝑇𝑣 = 𝑤.ךכיפל

𝑇(𝜆𝑣) = 𝜆𝑇𝑣 = 𝜆𝑤.
𝜆𝑤ןכל ∈ range𝑇.ךכיפלrange𝑇רלקסבלפכתחתרוגס.

לפכהורוביחהתולועפתחתרוגסאוהוספאהרביאתאליכמrange𝑇־שוניארה

.)1.34יפל(𝑊לשבחרמ־תתאוהrange𝑇ךכיפל.רלקסב
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לעָ:הרדגה3.19

𝑇היצקנופ ∶ 𝑉 → 𝑊־להוושהלשחווטהםאלעָתארקנ𝑊.

תקתעהקר,3.17־בונבשיחשםיחווטהלכמיכבלומיש,ליעלהרדגההתשחמהל

𝑊ובשדחוימההרקמבלעָאיהספאהתקתעהשהדבועהטעמל(לעָאיההריזגה = {0}(.

,תיביטק׳גרוסחנומבםישמתשמהשי

.לעָלשוזלההזותועמשמש

לעאיהתיראינילהקתעהםאההערכהה

לשדעיהבחרמכםיאורונאשהמבהיולת

.הקתעהה

דעיהבחרמבהיולתלעהתנוכת:המגוד3.20

𝐷הריזגהתקתעה ∈ ℒ(𝒫5(𝐑))ידילעתרדגומאיהשכ𝐷𝑝 = 𝑝′הביסהמלעהניא

𝑆הריזגהתקתעה,תאזתמועל.𝐷לשחווטבוניא𝑥5םונילופהש ∈ ℒ(𝒫5(𝐑), 𝒫4(𝐑))
𝑆𝑝ידילעתרדגומה = 𝑝′־להוושהלשחווטהשרחאמ,לעאיה𝒫4(𝐑),בחרמהאוהש

.הקיתעמ𝑆וילאירוטקווה

תויראינילהתוקתעההלשידוסיהטפשמה

.יטמרדםשהלקנעוהשהבושחהכֹּאיההאבההנקסמה

תויראינילהתוקתעההלשידוסיהטפשמה3.21

𝑇־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ ∈ ℒ(𝑉,𝑊).יזאrange𝑇םגו,יפוסדמממ

dim𝑉 = dim null𝑇 + dim range𝑇.

…,𝑢1יהיהחכוה , 𝑢𝑚לשסיסבnull𝑇;ךכיפלdim null𝑇 = 𝑚.יתלבההמישרהתא

…,𝑢1תיראינילהיולת , 𝑢𝑚סיסבלםילשנ

𝑢1,… , 𝑢𝑚, 𝑣1,… , 𝑣𝑛

dim𝑉ךכיפל.)2.32יפל(𝑉לש = 𝑚 + 𝑛.־שתוארהלונילע,החכוההתמלשהל

range𝑇־ויפוסדמממdim range𝑇 = 𝑛.־שחיכונשךכבתאזהשענ𝑇𝑣1,… ,𝑇𝑣𝑛
.range𝑇לשסיסב

𝑣יהי ∈ 𝑉.־שרחאמ𝑢1,… , 𝑢𝑚, 𝑣1,… , 𝑣𝑛תאתסרופ𝑉,בותכללכונ

𝑣 = 𝑎1𝑢1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑢𝑚 + 𝑏1𝑣1 + ⋯ + 𝑏𝑛𝑣𝑛,
לבקנ,האוושמהיפגאינשלע𝑇תלעפהב.𝐅־בםי־𝑏־הוםי־𝑎־הרשאכ

𝑇𝑣 = 𝑏1𝑇𝑣1 + ⋯ + 𝑏𝑛𝑇𝑣𝑛,
הנורחאההאוושמהמ.null𝑇־ב𝑢𝑘לכןכשםימלענ𝑇𝑢𝑘הרוצהמםייוטיבהרשאכ

…,𝑇𝑣1המישרהשקיסנ ,𝑇𝑣𝑛תאתסרופrange𝑇.טרפב,range𝑇יפוסדמממ.
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…,𝑇𝑣1־שתוארהלידכ ,𝑇𝑣𝑛־שחיננ,תיראינילהיולתיתלב𝑐1,… , 𝑐𝑛 ∈ 𝐅
םייקתמו

𝑐1𝑇𝑣1 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑇𝑣𝑛 = 0.
רמולכ

𝑇(𝑐1𝑣1 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑣𝑛) = 0.
ןכל

𝑐1𝑣1 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑣𝑛 ∈ null𝑇.
…,𝑢1המישרהשרחאמ , 𝑢𝑚תאתסרופnull𝑇,ביצהללכונ

𝑐1𝑣1 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑣𝑛 = 𝑑1𝑢1 + ⋯ + 𝑑𝑚𝑢𝑚,
0־לםיווש)םי־𝑑־הו(םי־𝑐־הלכיכהלועוזהאוושממ.𝐅־בםי־𝑑־הרשאכ
…,𝑢1ןכש( , 𝑢𝑚, 𝑣1,… , 𝑣𝑛ךכיפל.)תיראינילהיולתיתלב𝑇𝑣1,… ,𝑇𝑣𝑛היולתיתלב

.חיכוהלוניצרשיפכ,range𝑇לשסיסבאיהןכל,תיראיניל

בחרמלאיפוסדמממירוטקובחרממתיראינילהקתעהשתוארהלםילוכיונאתעכ

םהםיבחרמהידממרשאכ,תיכרע־דח־דחתויהלהלוכיהניא״רתויןטק״ירוטקו

.לדוגהסחילדדמה

תיכרע־דח־דחהניארתויךומנדמממבחרמלתיראינילהקתעה3.22

dim𝑉םייקתמשךכיפוסדמממםיירוטקוםיבחרמ𝑊־ו𝑉־שחיננ > dim𝑊.

.𝑊לא𝑉־מתיכרע־דח־דחתיראינילהקתעהתמייקאליזא

𝑇יהתהחכוה ∈ ℒ(𝑉,𝑊).יזא

dim null𝑇 = dim𝑉 − dim range𝑇

≥ dim𝑉 − dim𝑊

> 0,
)3.21(תויראינילהתוקתעההלשידוסיהטפשמהמתעבונהנושארההרושהרשאכ

dimיכעבוקליעלןויווש־יאה.2.37־מהיינשההרושהו null𝑇 > בחרמה,רמולכ.0

null𝑇ךכיפל.0םניאשםירוטקוליכמ,𝑇3.15יפל(תיכרע־דח־דחהניא(.

תיכרע־דח־דחהניא𝐅3־ל𝐅4־מתיראינילהקתעה:המגוד3.23

𝑇רידגנ ∶ 𝐅4 → 𝐅3ידילע

𝑇(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4) = (√7𝑧1 + 𝜋𝑧2 + 𝑧4, 97𝑧1 + 3𝑧2 + 2𝑧3, 𝑧2 + 6𝑧3 + 7𝑧4).
dim־שרחאמ 𝐅4 > dim 𝐅3,־שעובקלו3.22־בשמתשהללכונ𝑇תיכרע־דח־דחהניא,

.םהשלכםיבושיחעצבנשילבמ
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בחרמלאיפוסדמממירוטקובחרממתיראינילהקתעהשתעבוקהאבההנקסמה

.לדוגהיסחילדדמהםהםיבחרמהידממשכ,לעָתויהלהלוכיהניא״רתוילודג״ירוטקו

לעָהניארתויהובגדמממבחרמלתיראינילהקתעה3.24

dim𝑉םייקתמשךכיפוסדמממםיירוטקוםיבחרמ𝑊־ו𝑉־שחיננ < dim𝑊.

.𝑊־ל𝑉־מלעָתיראינילהקתעהתמייקאליזא

𝑇יהתהחכוה ∈ ℒ(𝑉,𝑊).יזא

dim range𝑇 = dim𝑉 − dim null𝑇

≤ dim𝑉

< dim𝑊,
.)3.21(תויראינילהתוקתעההלשידוסיהטפשמהמלבקתמליעלןויוושהרשאכ

dimיכעבוקליעלןויווש־יאה range𝑇 < dim𝑊.־שאיהרבדהתועמשמrange𝑇
.לעָהניא𝑇ךכיפל.𝑊־להוושתויהלהלוכיהניא

.תויראינילהתואוושמהתרותבתובושחתוכלשה3.24־ו3.22־ל,בורקבהארנשיפכ

תוקתעהלשםיחנומבתויראינילתואוושמלשתוכרעמלעתולאשחסנלאוהןויערה

הלאשהתא,תויראינילתוקתעהלשםיחנומב,שדחמחסננ,ןושארדעצכ.תויראיניל

.ספאמהנושהןורתפשיתויראינילתואוושמלשתינגומוהתכרעמלםאה

ךרעשהתועמשמ,הזרשקהב,תוינגומוה

האוושמלכלשינמיהףגאבעובקהרביאה

.0אוהןלהל

־ו𝑚םייבויחםימלשםירפסמעַבֵּקַנְ

𝑛,יהיו𝐴𝑗,𝑘 ∈ 𝐅רובע𝑗 = 1,… ,𝑚־ו

𝑘 = 1,… , 𝑛.תינגומוההתכרעמבןנובתנ

תויראינילהתואוושמהלש
𝑛
∑
𝑘=1

𝐴1,𝑘 𝑥𝑘 = 0

⋮
𝑛
∑
𝑘=1

𝐴𝑚,𝑘 𝑥𝑘 = 0.

𝑥1־שרורב = ⋯ = 𝑥𝑛 = איההלאשה;ליעלתואוושמהתכרעמלןורתפאוה0

.םיפסונתונורתפםימייקםאה

𝑇רידגנ ∶ 𝐅𝑛 → 𝐅𝑚ידילע

3.25 𝑇(𝑥1,… , 𝑥𝑛) = (
𝑛
∑
𝑘=1

𝐴1,𝑘 𝑥𝑘,… ,
𝑛
∑
𝑘=1

𝐴𝑚,𝑘 𝑥𝑘).

…,𝑇(𝑥1האוושמה , 𝑥𝑛) = ,רמולכ,𝐅𝑚־ברוביחלתוהזהרביאאוהןאכ0־ה(0

תואוושמהלשתינגומוההתכרעמלההזאיה)םיספאםלוכשםירביא𝑚תבהמישר

.ליעלתויראינילה

𝑇־שךכללוקשהיאנת,{0}־משממלודגnull𝑇םאהתעדלםיצורונא,ךכיפל
𝑇־שחיטבמהבושחיאנתתקפסמהאבההנקסמה.)3.15יפל(תיכרע־דח־דחהניא
.תיכרע־דח־דחהניא
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תויראינילתואוושמלשתינגומוהתכרעמ3.26

רפסממלודגםינתשמרפסמםעתויראינילתואוושמלשתינגומוהתכרעמל

.ספאמםינושהתונורתפשיתואוושמה

לא𝐅𝑛־מתיראינילהקתעה𝑇ךכיפל.ליעלןוידהמהנקסמבוןומיסבשמתשנהחכוה

𝐅𝑚,לשתינגומוהתכרעמונינפלתעכו𝑚םעתויראינילתואוושמ𝑛םינתשמ𝑥1,… , 𝑥𝑛.

𝑛םאתיכרע־דח־דחהניא𝑇יכקיסנ3.22־מ > 𝑚.

השימחםעתויראינילתואוושמעבראלשתינגומוהתכרעמל:ליעלהנקסמלהמגוד

.ספאמםינושהתונורתפשיםינתשמ

הריחברובעתונורתפןיאתויראינילתואוושמתכרעמלםאההלאשבןנובתנתעכ

,תיראינילהקתעהיחנומבוזהלאשלששדחמחוסינל.םיעובקהםירביאהלשתמיוסמ

𝐴𝑗,𝑘יהיו,𝑛־ו𝑚םייבויחםימלשםירפסמעַבֵּקַנְ ∈ 𝐅לכל𝑗 = 1,… ,𝑚לכלו

𝑘 = 1,… , 𝑛.רובע𝑐1,… , 𝑐𝑚 ∈ 𝐅,תויראינילהתואוושמהתכרעמבןנובתנ
𝑛
∑
𝑘=1

𝐴1,𝑘 𝑥𝑘 = 𝑐1

⋮3.27

𝑛
∑
𝑘=1

𝐴𝑚,𝑘 𝑥𝑘 = 𝑐𝑚.

םיעובקהםירביאהלשיהשלכהריחבתמייקםאהאיההלועההלאשה,הזןומיסםע

𝑐1,… , 𝑐𝑚 ∈ 𝐅ןורתפהיהיאלליעלתכרעמלשךכ.

ןיבתוושמה,3.28־ו3.26תונקסמתא

ןתינ,תואוושמהרפסמלםינתשמהרפסמ

הארנ.סואגלשץוליחהתטישבםגחיכוהל

תקפסמןאכונטקנשתטשפומההשיגהיכ

.רתויתויקנתוחכוה

𝑇רידגנ ∶ 𝐅𝑛 → 𝐅𝑚3.25־בומכ.

…,𝑇(𝑥1האוושמה , 𝑥𝑛)=(𝑐1,… , 𝑐𝑚)ההז

ונאךכיפל.3.27תואוושמהתכרעמל

range𝑇םאהתעדלםישקבמ ≠ 𝐅𝑚.ןכל

רדעיהיבגלהלאשהתאשדחמחסנללכונ

…,𝑐1םהשלכםיעובקלןורתפ , 𝑐𝑚 ∈ 𝐅
יאנתונלתקפסמהאבההנקסמה?לעָהניא𝑇־שחיטבייאנתהזיא:אבהןפואב

.הזכש

םינתשממתואוושמרתויםעתויראינילתואוושמתכרעמ3.28

הריחברובעןורתפןיאםינתשממתואוושמרתויםעתויראינילתואוושמתכרעמל

.םיעובקםירביאלשתמיוסמ

,𝐅𝑚לא𝐅𝑛־מתיראינילהקתעה𝑇ךכיפל.ליעלףיעסהמןומיסבשמתשנהחכוה

…,𝑥1םינתשמ𝑛םעתואוושמ𝑚לשתכרעמונינפלתעכו , 𝑥𝑛;םא.3.27ואר𝑛 < 𝑚,

ונלשיםאשאיהוזהעיבקתועמשמ,ליעלרמאנשיפכ.לעָהניא𝑇־שעבוק3.24יזא

ןורתפןיאתכרעמליזא,תויראינילתואוושמלשתכרעמבםינתשממתואוושמרתוי

.םיעובקםירביאלשתמיוסמהריחברובע

םינתשמהעבראםעתויראינילתואוושמשמחלשתכרעמל:ליעלהנקסמלהמגוד

.םיעובקהםירביאהלשתמיוסמהריחברובעןורתפןיא
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2גםיליגרת

dimםע𝑇תיראינילהקתעהלהמגודואיבה1 null𝑇 = dim־ו3 range𝑇 = 2.

𝑆,𝑇־שחיננ2 ∈ ℒ(𝑉)םייקתמשךכrange 𝑆 ⊆ null𝑇.־שוחיכוה(𝑆𝑇)2 = 0.

…,𝑣1־שחיננ3 , 𝑣𝑚־בםירוטקותמישראיה𝑉.ורידגה𝑇 ∈ ℒ(𝐅𝑚,𝑉)ידילע

𝑇(𝑧1,… , 𝑧𝑚) = 𝑧1𝑣1 + ⋯ + 𝑧𝑚𝑣𝑚.

…,𝑣1־שךכלהמיאתמ𝑇לשהנוכתוזיא.א , 𝑣𝑚תאתסרופ𝑉?
…,𝑣1המישרהשךכלהמיאתמ𝑇לשהנוכתוזיא.ב , 𝑣𝑚תיראינילהיולתיתלב?

𝑇}־שוארה4 ∈ ℒ(𝐑5,𝐑4) ∶ dim null𝑇 > .ℒ(𝐑5,𝐑4)לשבחרמ־תתוניא{2

𝑇־להמגודואיבה5 ∈ ℒ(𝐑4)־שךכrange𝑇 = null𝑇.

𝑇תמייקאלשוחיכוה6 ∈ ℒ(𝐑5)־שךכrange𝑇 = null𝑇.

2םימייקמהיפוסדמממםיבחרמ𝑊־ו𝑉־שחיננ7 ≤ dim𝑉 ≤ dim𝑊.וארה

𝑇}־ש ∈ ℒ(𝑉,𝑊) ∶ 𝑇 תיכרע־דח־דחהניא .ℒ(𝑉,𝑊)לשבחרמ־תתוניא{

dim𝑉םייקתמויפוסדמממםיבחרמ𝑊־ו𝑉־שחיננ8 ≥ dim𝑊 ≥ יכוארה.2

{𝑇 ∈ ℒ(𝑉,𝑊) ∶ 𝑇 לעהניא .ℒ(𝑉,𝑊)לשבחרמ־תתוניא{

𝑇־שחיננ9 ∈ ℒ(𝑉,𝑊)־ותיכרע־דח־דח𝑣1,… , 𝑣𝑛־בתיראינילהיולתיתלב𝑉.
…,𝑇𝑣1יכוחיכוה ,𝑇𝑣𝑛־בתיראינילהיולתיתלב𝑊.

…,𝑣1־שחיננ10 , 𝑣𝑛תאתסרופ𝑉־ו𝑇 ∈ ℒ(𝑉,𝑊).־שוארה𝑇𝑣1,… ,𝑇𝑣𝑛
.range𝑇תאתסרופ

𝑇־ויפוסדמממבחרמ𝑉־שחיננ11 ∈ ℒ(𝑉,𝑊).בחרמ־תתםייקיכוחיכוה𝑈
םייקתמשךכ𝑉לש

𝑈 ∩ null𝑇 = {0} םגו range𝑇 = {𝑇𝑢 ∶ 𝑢 ∈ 𝑈}.

־שךכ𝐅2לא𝐅4־מתיראינילהקתעה𝑇־שחיננ12

null𝑇 = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ∈ 𝐅4 ∶ 𝑥1 = 5𝑥2 and 𝑥3 = 7𝑥4}.
.לע𝑇יכוחיכוה

𝐑5לא𝐑8־מתיראינילהקתעה𝑇־ו𝐑8לשידממ־תלתבחרמ־תת𝑈־שחיננ13

null𝑇־שךכ = 𝑈.יכוחיכוה𝑇לע.

הלשספאהבחרמשוזכ𝐅2לא𝐅5־מתיראינילהקתעהתמייקאליכוחיכוה14

,𝑥1)}־להווש 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5) ∈ 𝐅5 ∶ 𝑥1 = 3𝑥2 םגו 𝑥3 = 𝑥4 = 𝑥5}.

םהינשחווטהוהלשספאהבחרמש𝑉לעמתיראינילהקתעהתמייקשחיננ15

.יפוסדמממ𝑉יכוחיכוה.יפוסדמממםיבחרמ
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תיראינילהקתעהתמייקיכוחיכוה.יפוסדמממםהינש𝑊־ו𝑉־שחיננ16

dim𝑉םא־קרו־םא𝑊לא𝑉־מתיכרע־דח־דח ≤ dim𝑊.

־מלעָתיראינילהקתעהתמייקיכוחיכוה.יפוסדמממםהינש𝑊־ו𝑉־שחיננ17

𝑉־ל𝑊םא־קרו־םאdim𝑉 ≥ dim𝑊.

וחיכוה.𝑉לשבחרמ־תתאוה𝑈־ו,יפוסדמממםיבחרמ𝑊־ו𝑉־שחיננ18

𝑇הקתעהתמייקיכ ∈ ℒ(𝑉,𝑊)־שךכnull𝑇 = 𝑈םא־קרו־םאdim𝑈 ≥
dim𝑉 − dim𝑊.

𝑇־ויפוסדמממ𝑊־שחיננ19 ∈ ℒ(𝑉,𝑊).יכוחיכוה𝑇תיכרע־דח־דחאיה

𝑆תמייקםא־קרו־םא ∈ ℒ(𝑊,𝑉)־שךכ𝑆𝑇לעמתוהזהרוטרפואאוה𝑉.

𝑇־ויפוסדמממ𝑊־שחיננ20 ∈ ℒ(𝑉,𝑊).יכוחיכוה𝑇ָתמייקםא־קרו־םאלע

𝑆 ∈ ℒ(𝑊,𝑉)־שךכ𝑇𝑆לעמתוהזהרוטרפואאוה𝑊.

𝑇,יפוסדמממ𝑉־שחיננ21 ∈ ℒ(𝑉,𝑊),־ו𝑈לשבחרמ־תת𝑊.יכוחיכוה

{𝑣 ∈ 𝑉 ∶ 𝑇𝑣 ∈ 𝑈}לשבחרמ־תת𝑉םגו
dim{𝑣 ∈ 𝑉 ∶ 𝑇𝑣 ∈ 𝑈} = dim null𝑇 + dim(𝑈 ∩ range𝑇).

𝑆־ויפוסדמממםיירוטקוםיבחרמ𝑉־ו𝑈־שחיננ22 ∈ ℒ(𝑉,𝑊)־ו𝑇 ∈ ℒ(𝑈,𝑉).

יכוחיכוה

dim null 𝑆𝑇 ≤ dim null 𝑆 + dim null𝑇.

𝑆־ויפוסדמממםיירוטקוםיבחרמ𝑉־ו𝑈־שחיננ23 ∈ ℒ(𝑉,𝑊)־ו𝑇 ∈ ℒ(𝑈,𝑉).

יכוחיכוה

dim range 𝑆𝑇 ≤ min{dim range 𝑆, dim range𝑇}.

dim𝑉־שחיננ.א24 = 𝑆,𝑇־ו5 ∈ ℒ(𝑉)־שךכ𝑆𝑇 = יכוחיכוה.0

dim range𝑇𝑆 ≤ 2.

𝑆,𝑇לשהמגודואיבה.ב ∈ ℒ(𝐅5)רשאכ𝑆𝑇 = dim־ו0 range𝑇𝑆 = 2.

𝑆,𝑇־ויפוסדמממ𝑊־שחיננ25 ∈ ℒ(𝑉,𝑊).יכוחיכוהnull 𝑆 ⊆ null𝑇
𝐸תמייקםא־קרו־םא ∈ ℒ(𝑊)־שךכ𝑇 = 𝐸𝑆.

𝑆,𝑇־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ26 ∈ ℒ(𝑉,𝑊).יכוחיכוהrange 𝑆 ⊆ range𝑇
𝐸הקתעהתמייקםא־קרו־םא ∈ ℒ(𝑉)־שךכ𝑆 = 𝑇𝐸.

𝑃־שחיננ27 ∈ ℒ(𝑉)־ו𝑃2 = 𝑃.יכוחיכוה𝑉 = null𝑃 ⊕ range𝑃.

𝐷־שחיננ28 ∈ ℒ(𝒫(𝐑))־שךכהקתעהdeg𝐷𝑝 = (deg 𝑝) − םונילופלכל1

𝑝עובקוניאש ∈ 𝒫(𝐑).־שוחיכוה𝐷לע.

𝑝םונילופהתאתחלושההריזגהתקתעהתאםכלריכזהלדעונ𝐷ןומיסבשומישה
.′𝑝לא
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𝑝־שחיננ29 ∈ 𝒫(𝐑).םונילופםייקיכוחיכוה𝑞 ∈ 𝒫(𝐑)5־שךכ𝑞″ + 3𝑞′ = 𝑝.

ליבויתיראינילהרבגלאבשומיש,תיראינילהרבגלאאללהזליגרתרותפלןתינשףא

.רתויהנהמןורתפל

𝜑־שחיננ30 ∈ ℒ(𝑉, 𝐅)םגו𝜑 ≠ 𝑢־שחיננ,ףסונב.0 ∈ 𝑉םגו𝑢 ∉ null𝜑.

יכוחיכוה

𝑉 = null𝜑 ⊕ {𝑎𝑢 ∶ 𝑎 ∈ 𝐅}.
לשיפוסדמממבחרמ־תת𝑌־ו,𝑉לשבחרמ־תת𝑋,יפוסדמממ𝑉־שחיננ31

𝑊.תמייקיכוחיכוה𝑇 ∈ ℒ(𝑉,𝑊)־שךכnull𝑇 = 𝑋־וrange𝑇 = 𝑌
dim𝑋םא־קרו־םא + dim𝑌 = dim𝑉.

dim𝑉םייקתמורובעשיפוסדמממ𝑉־שחיננ32 > 𝜑םאשוארה.1 ∶ ℒ(𝑉)→ 𝐅
𝜑(𝑆𝑇)־שךכתיראינילהקתעהאיה = 𝜑(𝑆)𝜑(𝑇)לכל𝑆,𝑇 ∈ ℒ(𝑉),יזא

𝜑 = 0.

לוכי1גהדיחיב17ליגרתבןתינשℒ(𝑉)לשםיידדצ־ודםילאידיאלשרואיתה:זמר

.ןורתפבעייסל

𝑇םגוםיישממםיירוטקוםיבחרמ𝑊־ו𝑉־שחיננ33 ∈ ℒ(𝑉,𝑊).ורידגה

𝑇𝐂 ∶ 𝑉𝐂 → 𝑊𝐂ידילע

𝑇𝐂(𝑢 + 𝑖𝑣) = 𝑇𝑢 + 𝑖𝑇𝑣
,𝑢לכל 𝑣 ∈ 𝑉.

.𝑊𝐂לא𝑉𝐂־מתבכורמתיראינילהקתעה𝑇𝐂יכוארה.א

.תיכרע־דח־דח𝑇םא־קרו־םאתיכרע־דח־דח𝑇𝐂יכוארה.ב

range𝑇𝐂יכוארה.ג = 𝑊𝐂םא־קרו־םאrange𝑇 = 𝑊.

תארקנ𝑇𝐂תיראינילההקתעהה.𝑉𝐂בוכרימהתרדגהל2אהדיחיב8ליגרתואר

.𝑇תיראינילההקתעההלשבוכרימה
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תוצירטמ3ג

הצירטמתועצמאבתיראינילהקתעהגוציי

…,𝑣1םאשםיעדוירבכונא , 𝑣𝑛לשסיסב𝑉־ו𝑇 ∶ 𝑉 → 𝑊לשםיכרעהיזא,תיראיניל

𝑇𝑣1,… ,𝑇𝑣𝑛יכרעתאםיעבוק𝑇־בםייתורירשםירוטקולעמ𝑉—הקתעההתמַּלֶואר

𝑇𝑣𝑘יכרעםושירלהליעיהטישתוקפסמתוצירטמ,דיימהארנשיפכ.)3.4(תיראינילה
.𝑊לשסיסביחנומב

𝐴𝑗,𝑘,הצירטמ:הרדגה3.29

𝑚לדוגבהצירטמ.םיילילש־יאםימלשםירפסמ𝑛־ו𝑚־שחיננ × 𝑛־בןמסנש

𝐴־בםירביאלשינבלמךרעמאיה𝐅םע𝑚־ותורוש𝑛תודומע:

𝐴 =
⎛⎜⎜⎜
⎝

𝐴1,1 ⋯ 𝐴1,𝑛
⋮ ⋮

𝐴𝑚,1 ⋯ 𝐴𝑚,𝑛

⎞⎟⎟⎟
⎠
.

.𝐴לש𝑘הדומעב,𝑗הרושברביאהתאןמסמ𝐴𝑗,𝑘ןומיסה

𝐴לש𝑘הדומע,𝑗הרושברביאהאוה𝐴𝑗,𝑘:המגוד3.30

ןושארהסקדניאה,תוצירטמבםינדונאשכ

ינשהסקדניאה;הרושהרפסמלסחייתמ

.הדומעהרפסמלסחייתמ

𝐴־שחיננ = ⎛
⎝

8 4 5 − 3𝑖
1 9 7

⎞
⎠

.

,היינשההרושברביאלסחייתמ𝐴2,3ךכיפל

רבדהתועמשמו,𝐴לשתישילשההדומעב

𝐴2,3־שאיה = 7.

.וזהדיחיבדוסיתרדגהלםיעיגמונאתעכ

ℳ(𝑇),תיראינילהקתעהלשהצירטמ:הרדגה3.31

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉,𝑊)־ו𝑣1,… , 𝑣𝑛לשסיסב𝑉־ו𝑤1,… ,𝑤𝑚לשסיסב𝑊.
𝑚הצירטמℳ(𝑇)איהולאםיסיסבלסחיב𝑇לשהצירטמה × 𝑛הירביאש𝐴𝑗,𝑘
ידילעםירדגומ

𝑇𝑣𝑘 = 𝐴1,𝑘𝑤1 + ⋯ + 𝐴𝑚,𝑘𝑤𝑚.
…,𝑣1םיסיסבהםא , 𝑣𝑛־ו𝑤1,… ,𝑤𝑚שומישהשעניזא,רשקההמםירורבםניא

,ℳ(𝑇ןומיסב (𝑣1,… , 𝑣𝑛), (𝑤1,… ,𝑤𝑚)).

𝑇תיראינילההקתעההלשℳ(𝑇)הצירטמה ∈ ℒ(𝑉,𝑊)סיסבבהיולת𝑣1,… , 𝑣𝑛
…,𝑤1סיסבבו𝑉לש ,𝑤𝑚לש𝑊,־בףסונבו𝑇.ןיבהלםירומאונארשקההמ,םלוא

.ןומיסבםיסיסבהתאלולכנאלבורלךכיפלו,םיסיסבהתרדגהתא

הצירטמהשארבבותכלוצרתשןכתיי,𝑇ךותמתינֵבְנִℳ(𝑇)ךיארוכזלידכ

…,𝑣1סיסבהירוטקותאהכרואל , 𝑣𝑛ירוטקותאילאמשההדיצךרואלוםוחתהרובע

…,𝑤1סיסבה ,𝑤𝑚וילאשירוטקווהבחרמהרובע𝑇אבהןפואב,הקיתעמ:
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𝑣1 ⋯ 𝑣𝑘 ⋯ 𝑣𝑛

𝑤1
ℳ(𝑇) = ⋮

𝑤𝑚

⎛⎜⎜⎜
⎝

𝐴1,𝑘
⋮

𝐴𝑚,𝑘

⎞⎟⎟⎟
⎠
.

תבכרומℳ(𝑇)לש𝑘th־ההדומעה

𝑇𝑣𝑘תאאטבלםישרדנהםירלקסהמ
…,𝑤1לשיראינילףוריצכ ,𝑤𝑚:

𝑇𝑣𝑘 =
𝑚
∑
𝑗=1

𝐴𝑗,𝑘𝑤𝑗.

הדומעהתאקרונגצהליעלהצירטמב

רביאלכלשינשהסקדניאהךכיפל.𝑘th־ה

ריכזהלרומאליעלטוטרשה.𝑘אוהגצומש

ℳ(𝑇)ךותמ𝑇𝑣𝑘תאבשחלןתינשונל
𝑤𝑗־ב𝑘th־ההדומעברביאלכתלפכהב
לשרוביחזאו,תילאמשההדומעהמםאותה

.האצותהירוטקו

ירוטקובחרממתיראינילהקתעה𝑇םא

𝑛ירוטקובחרמלאידממ־𝑚יזא,ידממ־

ℳ(𝑇)הצירטמאיה𝑚 × 𝑛.

𝐅𝑛־מתיראינילהקתעה𝑇םא

ונילע,תרחאןיוצאלםאיזא,𝐅𝑚לא

םיסיסבהםהםינודנהםיסיסבהיכחינהל

־הסיסבהרוטקווברשאכ(םייטרדנטסה

𝑘th־הביכרבךרעה𝑘th־בםירביאלעובשחתםא.)0םיביכרהראשלכבו1אוה𝐅𝑚

𝑇רשאכהאצותהאיהℳ(𝑇)לש𝑘th־ההדומעהיזא,םירפסמ𝑚םעתודומעכ
.יטרדנטסהסיסבב𝑘th־הרוטקווהלעתלעפומ

𝐅3לא𝐅2־מתיראינילההקתעההתצירטמ:המגוד3.32

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝐅2, 𝐅3)ידילעתרדגומ

𝑇(𝑥, 𝑦) = (𝑥 + 3𝑦, 2𝑥 + 5𝑦, 7𝑥 + 9𝑦).
,𝑇(1־שרחאמ 0) = (1, 2, ,𝑇(0־ו(7 1) = (3, 5, םיסיסבלסחיב𝑇לשהצירטמה,(9

3הצירטמהאיהםייטרדנטסה × :ןלהל2

ℳ(𝑇) =
⎛⎜⎜⎜
⎝

1 3
2 5
7 9

⎞⎟⎟⎟
⎠
.

,1יטרדנטסהסיסבבהיהישומישה,𝒫𝑚(𝐅)םעהדובעב 𝑥, 𝑥2,… , 𝑥𝑚ןכםאאלא

.רשקההמתרחאהלוע

𝒫2(𝐑)לא𝒫3(𝐑)־מהריזגהתקתעהלשהצירטמה:המגוד3.33

𝐷־שחיננ ∈ ℒ(𝒫3(𝐑), 𝒫2(𝐑))ידילעתרדגומההריזגהתקתעה𝐷𝑝 = 𝑝′.

′(𝑥𝑛)־שרחאמ = 𝑛𝑥𝑛−1,לשהצירטמה𝐷הצירטמאיהםייטרדנטסהםיסיסבלסחיב

3 × :ןלהלדכ4

ℳ(𝐷) =
⎛⎜⎜⎜
⎝

0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3

⎞⎟⎟⎟
⎠
.
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תוצירטמלשרלקסבלפכורוביח

,𝑈־שוחינה,וזהדיחיףוסלדעךליאוןאכמ 𝑉,־ו𝑊ףסונבויפוסדמממםיבחרמ

־ל𝑉־מתיראינילהקתעהלכרובע,ךכיפל.ולאםיבחרמרובעםיסיסברבכורחבנש

𝑊,ורחבנשםיסיסבלסחיב(הלשהצירטמבןודללכונ(.

יתשלשתוצירטמהםוכסלהוושתויראינילתוקתעהיתשלשםוכסהתצירטמםאה

םוכסונרדגהרבכשףאשםושמ,תועמשמןיידעןיאוזהלאשלהזבלשב?תוקתעהה

הרדגהל,ונלזמל.תוצירטמלשםוכסונרדגהאלןיידע,תויראינילתוקתעהיתשלש

:ןלהלדכרידגנ,טרפב.תומיאתמהתונוכתהתאשיתוצירטמיתשםוכסלשתיעבטה

תוצירטמרוביח:הרדגה3.34

רוביחתועצמאבתלבקתמההצירטמהאוהלדוגהותואמתוצירטמיתשלשםוכסה

:תוצירטמהןיבםימאותםירביא

⎛⎜⎜⎜
⎝

𝐴1,1 ⋯ 𝐴1,𝑛
⋮ ⋮

𝐴𝑚,1 ⋯ 𝐴𝑚,𝑛

⎞⎟⎟⎟
⎠

+
⎛⎜⎜⎜
⎝

𝐶1,1 ⋯ 𝐶1,𝑛
⋮ ⋮

𝐶𝑚,1 ⋯ 𝐶𝑚,𝑛

⎞⎟⎟⎟
⎠

=
⎛⎜⎜⎜
⎝

𝐴1,1 + 𝐶1,1 ⋯ 𝐴1,𝑛 + 𝐶1,𝑛
⋮ ⋮

𝐴𝑚,1 + 𝐶𝑚,1 ⋯ 𝐴𝑚,𝑛 + 𝐶𝑚,𝑛

⎞⎟⎟⎟
⎠
.

שולשלכרובעםיסיסבםתואבשומישהשענשאיההחנהה,האבההנקסמב

,𝑆תוקתעהה 𝑆 + 𝑇,־ו𝑇.

תויראינילתוקתעהםוכסלשהצירטמה3.35

𝑆,𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉,𝑊).יזאℳ(𝑆 + 𝑇) = ℳ(𝑆) + ℳ(𝑇).

.םיארוקהידיבראשומתורדגההמתעבונליעלהנקסמהשאודיווה

םאה:האבההלאשהתאלאשנ,םיסיסבורדגוהשהדובעהתחנהתחתןיידע

?הקתעההלשהצירטמברלקסהתלפכמלהוושרלקסבתלפכומההקתעהלשהצירטמה

הצירטמלפכונרדגהאלןיידעשםושמ,תועמשמןיידעןיאוזהלאשלהזבלשב,בושו

.תומיאתמהתונוכתהתאשיתיעבטההרדגהל,ונלזמל.רלקסב

הצירטמברלקסלפכ:הרדגה3.36

הצירטמברביאלכתלפכהבתלבקתמשהצירטמהאיההצירטמברלקסתלפכמ

:רלקסב

𝜆
⎛⎜⎜⎜
⎝

𝐴1,1 ⋯ 𝐴1,𝑛
⋮ ⋮

𝐴𝑚,1 ⋯ 𝐴𝑚,𝑛

⎞⎟⎟⎟
⎠

=
⎛⎜⎜⎜
⎝

𝜆𝐴1,1 ⋯ 𝜆𝐴1,𝑛
⋮ ⋮

𝜆𝐴𝑚,1 ⋯ 𝜆𝐴𝑚,𝑛

⎞⎟⎟⎟
⎠
.
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תוצירטמלשרלקסבלפכורוביח:המגוד3.37

2⎛
⎝

3 1
−1 5

⎞
⎠

+ ⎛
⎝

4 2
1 6

⎞
⎠

= ⎛
⎝

6 2
−2 10

⎞
⎠

+ ⎛
⎝

4 2
1 6

⎞
⎠

= ⎛
⎝

10 4
−1 16

⎞
⎠

תוקתעההיתשרובעםיסיסבםתואבשומישהשעניכאיההחנהה,האבההנקסמב

.𝑇־ו𝜆𝑇תויראינילה

תיראינילהקתעהברלקסתלפכמלשהצירטמה3.38

𝜆־שחיננ ∈ 𝐅־ו𝑇 ∈ ℒ(𝑉,𝑊).יזאℳ(𝜆𝑇) = 𝜆ℳ(𝑇).

.םיארוקהידיבראשומליעלהנקסמהאודיוםג

בחרמעיפומשועתפותלא,תוצירטמרובעםירדגומרלקסבלפכורוביחשכ,תעכ

אצמנזאו,םשהיהיהזהירוטקווהבחרמלשךכםינומיסרפסמריכנהליחת.ירוטקו

.ודממתא

𝐅𝑚,𝑛:ןומיס3.39

𝑚תוצירטמהלכתצובק,םייבויחםימלשםירפסמ𝑛־ו𝑚רובע × 𝑛םירביאםע

.𝐅𝑚,𝑛־בתנמוסמ𝐅־ב

3.40dim 𝐅𝑚,𝑛 = 𝑚𝑛

יפכרלקסבלפכהורוביחהתולועפםע.םייבויחםימלשםירפסמ𝑛־ו𝑚־שחיננ

.𝑚𝑛דמממירוטקובחרמ𝐅𝑚,𝑛,ליעלורדגוהש

בלםישנ.םיארוקהידיבתראשומירוטקובחרמאוה𝐅𝑚,𝑛־שךכלהחכוהההחכוה

𝑚הצירטמאוה𝐅𝑚,𝑛לשרוביחלתוהזהרביאיכ × 𝑛0הירביאלכש.
𝑚תוצירטמהלשהמישרהשףסונבאדוולםכילע × 𝑛ןהירביאלכש,וזמוזתונושה

לשדממהןכלוהלאכשתוצירטמ𝑚𝑛שי.𝐅𝑚,𝑛לשסיסבאיה,דחארביאב1טעמל0

𝐅𝑚,𝑛אוה𝑚𝑛.

תוצירטמלפכ

…,𝑣1־ש,ןכלםדוקומכ,חיננ , 𝑣𝑛לשסיסב𝑉־ו𝑤1,… ,𝑤𝑚לשסיסב𝑊.חיננ

…,𝑢1־שףסונב , 𝑢𝑝לשסיסב𝑈.
𝑇תויראינילתוקתעהבןנובתנ ∶ 𝑈 → 𝑉־ו𝑆 ∶ 𝑉 → 𝑊.הבכרהה𝑆𝑇הקתעהאיה

ןיידעןיאוזהלאשל?ℳ(𝑆)ℳ(𝑇)־להוושℳ(𝑆𝑇)םאה.𝑊־ל𝑈־מתיראיניל

לפכתרדגהרחבנונא.תוצירטמיתשתלפכמונרדגהאלןיידעשםושמ,תועמשמ

.הכאלמלשגינהבה.תיבויחהיהתוזהלאשלהבושתהשוזכתוצירטמ
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ℳ(𝑆)־שחיננ = 𝐴־וℳ(𝑇) = 𝐵.1רובע ≤ 𝑘 ≤ 𝑝,לבקנ

(𝑆𝑇)𝑢𝑘 = 𝑆(
𝑛
∑
𝑟=1

𝐵𝑟,𝑘𝑣𝑟)

=
𝑛
∑
𝑟=1

𝐵𝑟,𝑘𝑆𝑣𝑟

=
𝑛
∑
𝑟=1

𝐵𝑟,𝑘

𝑚
∑
𝑗=1

𝐴𝑗,𝑟𝑤𝑗

=
𝑚
∑
𝑗=1

(
𝑛
∑
𝑟=1

𝐴𝑗,𝑟𝐵𝑟,𝑘)𝑤𝑗.

𝑚הצירטמאיהℳ(𝑆𝑇)ךכיפל × 𝑝הרושבהלשרביאהש𝑗,הדומע𝑘,־להווש
𝑛
∑
𝑟=1

𝐴𝑗,𝑟𝐵𝑟,𝑘.

ℳ(𝑆𝑇)האוושמהשךכתוצירטמלפכרידגהלךיאהארנתעכ = ℳ(𝑆)ℳ(𝑇)
.םייקתת

תוצירטמלפכ:הרדגה3.41

𝑚הצירטמ𝐴־שחיננ × 𝑛־ו𝐵הצירטמ𝑛 × 𝑝.יזא𝐴𝐵הצירטמכתרדגומ

𝑚 × 𝑝הרושבהירביאש𝑗,הדומע𝑘,האוושמהידילעםינותנ

(𝐴𝐵)𝑗,𝑘 =
𝑛
∑
𝑟=1

𝐴𝑗,𝑟𝐵𝑟,𝑘.

𝑗הרושתאםיחקולובשןפואבבשוחמ𝐴𝐵לש,𝑘הדומע,𝑗הרושברביאה,ךכיפל
.םימכוסזאו,םימאותםירביאםילפוכ,𝐵לש𝑘הדומעתאו𝐴לש

תוצירטמלפכלעםתדמלרבכשדואמןכתיי

םתפשחנאלשםגןכתייךא,םדוקסרוקב

.הזןפואבלפכהתרדגהדוסיבשהיצביטומל

תלפכמםירידגמונאיכבלומיש

תודומעהרפסמרשאכקרתוצירטמיתש

תורושהרפסמלהוושהנושארההצירטמב

.היינשההצירטמב

תוצירטמלפכ:המגוד3.42

3הצירטמםילפוכונאןאכ × 2הצירטמב2 × 3הצירטמםילבקמו,4 × 4:

⎛⎜⎜⎜
⎝

1 2
3 4
5 6

⎞⎟⎟⎟
⎠
⎛
⎝

6 5 4 3
2 1 0 −1

⎞
⎠

=
⎛⎜⎜⎜
⎝

10 7 4 1
26 19 12 5
42 31 20 9

⎞⎟⎟⎟
⎠
.

יתשםאםג𝐵𝐴־להוושחרכהבהניא𝐴𝐵—תיביטטומוקהלועפוניאתוצירטמלפכ

יביטאיצוסאויביטובירטסידאוהתוצירטמלפכ.)10ליגרתואר(תורדגומתולפכמה

.)12־ו11םיליגרתואר(
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םיננובתמונאשכ𝑉לשסיסבותואבשומישהשעניכםיחינמונא,האבההנקסמב

𝑇־ב ∈ ℒ(𝑈,𝑉)־ו𝑆 ∈ ℒ(𝑉,𝑊),לשסיסבותואבשומישו𝑊־בםיננובתמונאשכ

𝑆 ∈ ℒ(𝑉,𝑊)־ו𝑆𝑇 ∈ ℒ(𝑈,𝑊),לשסיסבותואבשומישו𝑈־בםיננובתמונאשכ

𝑇 ∈ ℒ(𝑈,𝑉)־ו𝑆𝑇 ∈ ℒ(𝑈,𝑊).

תויראינילתוקתעהתלפכמתצירטמ3.43

𝑇םא ∈ ℒ(𝑈,𝑉)־ו𝑆 ∈ ℒ(𝑉,𝑊),יזאℳ(𝑆𝑇) = ℳ(𝑆)ℳ(𝑇).

לפכלשהרדגההםרטהיצביטומכונעציבשבושיחהאיהליעלהנקסמהתחכוה

.תוצירטמ

ינשהוהרושלסחייתמןושארהסקדניאה,ונלגרהכ,יכבלומיש,אבהןומיסהעטקב

.םוקמ־תאלממכתשמשמהתיכנאתזכרוממהדוקנםע,הדומעל

⋅,𝐴𝑗:ןומיס3.44 , 𝐴⋅,𝑘

𝑚הצירטמ𝐴־שחיננ × 𝑛.

1םא• ≤ 𝑗 ≤ 𝑚,יזא𝐴𝑗,⋅1הצירטמלןומיסהאוה × 𝑛הרושמתבכרומה𝑗לש

𝐴.

1םא• ≤ 𝑘 ≤ 𝑛,יזא𝐴⋅,𝑘הצירטמלןומיסהאוה𝑚 × 𝑘הדומעמתבכרומה1
.𝐴לש

𝐴לש𝑘th־ההדומעלהווש𝐴⋅,𝑘־ו𝐴לש𝑗th־ההרושלהווש⋅,𝐴𝑗:המגוד3.45

היינשההדומעהתאגציימ𝐴⋅,2־ו𝐴לשהיינשההרושהתאגציימ⋅,𝐴2ןומיסה

𝐴םא,ךכיפל.𝐴לש = ⎛
⎝

8 4 5
1 9 7

⎞
⎠

יזא,

𝐴2,⋅ = ( 1 9 7 ) םגו 𝐴⋅,2 = ⎛
⎝

4
9

⎞
⎠
.

1הצירטמתלפכמ × 𝑛הצירטמב𝑛 × 1הצירטמאיה1 × םיתיעל,םלוא.1

1הצירטמלאסחייתנתובורק × ,המגודל.הלשרביאהלאכ1

( 3 4 )⎛
⎝

6
2

⎞
⎠

= ( 26 )

3־שרחאמ ⋅ 6 + 4 ⋅ 2 = )־לסחייתהלםילוכיונא,תאזםע.26 26 ךכ,26־כ(

)בותכנש 3 4 )⎛
⎝

6
2

⎞
⎠

= 26.

לפכלעבושחלידכליעלהקספבהראותשהמכסומבתשמתשמהאבההנקסמה

ליעלהקספבבושיחהםעבולישבהאבההנקסמה,המגודל.רחאןפואבתוצירטמ

.26הווש3.42המגודבהלפכמהלש,1הדומע,2הרושברביאהעודמהריבסמ
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הדומעבהרושלפכלהוושתוצירטמתלפכמברביא3.46

𝑚הצירטמאיה𝐴־שחיננ × 𝑛־ו𝐵הצירטמ𝑛 × 𝑝.יזא
(𝐴𝐵)𝑗,𝑘 = 𝐴𝑗,⋅ 𝐵⋅,𝑘

1רובע ≤ 𝑗 ≤ 𝑚1־ו ≤ 𝑘 ≤ 𝑝.הרושברביאה,תורחאםילימב𝑗,הדומע𝑘,לש

𝐴𝐵הרוש(־להווש𝑗לש𝐴(לופכ)הדומע𝑘לש𝐵(.

1־שחיננהחכוה ≤ 𝑗 ≤ 𝑚1־ו ≤ 𝑘 ≤ 𝑝.־שתעבוקתוצירטמלפכתרדגה

3.47 (𝐴𝐵)𝑗,𝑘 = 𝐴𝑗,1𝐵1,𝑘 + ⋯ + 𝐴𝑗,𝑛𝐵𝑛,𝑘.
𝐴𝑗,⋅1הצירטמהתלפכמשףסונבתעבוקתוצירטמלפכתרדגה × 𝑛הצירטמהו

𝐵⋅,𝑘𝑛 × 1הצירטמאיה1 × האוושמהלשינמיהףגאברפסמהאוההרביאש1

הדומע(לופכ)𝐴לש𝑗הרוש(־להווש𝐴𝐵לש,𝑘הדומע,𝑗הרושברביאה,ךכיפל.ליעל

𝑘לש𝐵(.

הנקסמב.תוצירטמלפכלעתפסונטבמתדוקנונלהקינעמהאבההנקסמה

𝑚הצירטמ𝐴𝐵לש𝑘הדומעאיה𝑘,⋅(𝐴𝐵),ןלהל × 𝑝.ךכיפל(𝐴𝐵)⋅,𝑘הצירטמאיה

𝑚 × 𝑚הצירטמאיה𝐴𝐵⋅,𝑘,ףסונב.1 × 𝑚הצירטמלשהלפכמאיהשרחאמ.1 × 𝑛
𝑛הצירטמב × רעשלריבסו,הוושהאוושמהיפגאינשבתוצירטמהלדוגךכיפל.1

.תוושףאןהש

הדומעלופכהצירטמלהוושתוצירטמתלפכמתדומע3.48

𝑚הצירטמ𝐴־שחיננ × 𝑛־ו𝐵הצירטמ𝑛 × 𝑝.יזא

(𝐴𝐵)⋅,𝑘 = 𝐴𝐵⋅,𝑘

1רובע ≤ 𝑘 ≤ 𝑝.הדומע,רמולכ𝑘לש𝐴𝐵־להווש𝐴הדומעלופכ𝑘לש𝐵.

𝑚תוצירטמןהיתש𝐴𝐵⋅,𝑘־ו𝑘,⋅(𝐴𝐵),ליעלונרמאשיפכהחכוה × 1םא.1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚,

לש𝑗הרושברביאהו3.47לשילאמשהףגאהאוה𝑘,⋅(𝐴𝐵)לש𝑗הרושברביאהיזא

𝐴𝐵⋅,𝑘ךכיפל.3.47לשינמיהףגאהאוה(𝐴𝐵)⋅,𝑘 = 𝐴𝐵⋅,𝑘.

𝑚הצירטמתלפכמלעתפסונטבמתדוקנהקינעמהאבההנקסמה × 𝑛הצירטמב

𝑛 × .האבההמגודבהארנךכלהיצביטומהתאשכ,1

3הצירטמתלפכמ:המגוד3.49 × 2הצירטמב2 × 1

ןכאשאדוולידכםייסיסבהןובשחהיללכבוונלשתורדגהבושמתשה

⎛⎜⎜⎜
⎝

1 2
3 4
5 6

⎞⎟⎟⎟
⎠
⎛
⎝

5
1

⎞
⎠

=
⎛⎜⎜⎜
⎝

7
19
31

⎞⎟⎟⎟
⎠

= 5
⎛⎜⎜⎜
⎝

1
3
5

⎞⎟⎟⎟
⎠

+ 1
⎛⎜⎜⎜
⎝

2
4
6

⎞⎟⎟⎟
⎠
.

3הצירטמתלפכמ,וזהמגודבךכיפל × 2הצירטמב2 × לשיראינילףוריצאיה1

3הצירטמהתודומע × םיעיגמתודומעהתאםיליפכמה)1־ו5(םירלקסהרשאכ,2

2הצירטמהמ × 1.
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.ליעלהמגודהתאהלילכמהאבההנקסמה

תודומעלשיראינילףוריצ3.50

𝑚הצירטמ𝐴־שחיננ × 𝑛־ו𝑏 =
⎛⎜⎜⎜
⎝

𝑏1
⋮
𝑏𝑛

⎞⎟⎟⎟
⎠

𝑛הצירטמ × יזא.1

𝐴𝑏 = 𝑏1𝐴⋅,1 + ⋯ + 𝑏𝑛 𝐴⋅,𝑛.
םיליפכמהםירלקסהרשאכ,𝐴תודומעלשיראינילףוריצאיה𝐴𝑏,תורחאםילימב

.𝑏־מםיעיגמתודומעהתא

𝑘םאהחכוה ∈ {1,… ,𝑚},הרושברביאהשתררוגתוצירטמלפכתרדגהיזא𝑘לש

𝐴𝑏𝑚הצירטמה × אוה1

𝐴𝑘,1𝑏1 + ⋯ + 𝐴𝑘,𝑛𝑏𝑛.
𝑏1𝐴⋅,1לש𝑘הרושברביאה + ⋯ + 𝑏𝑛 𝐴⋅,𝑛ליעלגצומהרפסמלהוושאוהםג.

𝑏1𝐴⋅,1+⋯+𝑏𝑛־לו𝐴𝑏־לשרחאמ 𝐴⋅,𝑛הרושברביאותואשי𝑘לכל𝑘 ∈ {1,… ,𝑚},

𝐴𝑏־שםיקיסמונא = 𝑏1𝐴⋅,1 + ⋯ + 𝑏𝑛 𝐴⋅,𝑛.

תומודתונקסמ.הצירטמהתודומעבודקמתהונלשתונורחאהתונקסמהיתש

החכוהלםינתינש,9־ו8םיליגרתואר,טרפב.הצירטמהתורושרובעםגתומייקתמ

.3.50־ו3.48לשתוחכוהבעצבנשםימיאתמםייונישתועצמאב

קוריפתחכוהלהאבההדיחיה־תתבונתואשמשישירקיעהילכהאיההאבההנקסמה

תורושהתגרדלהוושהצירטמהלשתודומעהתגרדיכהחכוהלו)3.56(הרוש־הדומע

,הרוש־הדומעקוריפבבורלשמתשנםהבשםינומיסהתויבקעלערומשלידכ.)3.57(

־ו𝐴םוקמב𝑅־ו𝐶הנארקיתהאבההנקסמבתוצירטמה,האבההדיחיה־תתבללוכ
𝐵.

תורושואתודומעלשיראינילףוריצכתוצירטמלפכ3.51

𝑚הצירטמ𝐶־שחיננ × 𝑐־ו𝑅הצירטמ𝑐 × 𝑛.

𝑘םא.א ∈ {1,… , 𝑛},הדומעיזא𝑘לש𝐶𝑅תודומעלשיראינילףוריצאיה𝐶,
.𝑅לש𝑘הדומעמםיעיגמףוריצהימדקמרשאכ

𝑗םא.ב ∈ {1,… ,𝑚},הרושיזא𝑗לש𝐶𝑅תורושלשיראינילףוריצאיה𝑅,רשאכ

.𝐶לש𝑗הרושמםיעיגמףוריצהימדקמ

𝑘־שחיננהחכוה ∈ {1,… , 𝑛}.הדומעיזא𝑘לש𝐶𝑅־להווש𝐶𝑅⋅,𝑘)3.48יפל(,

ךכיפל.)3.50יפל(𝑅⋅,𝑘־מםיעיגמהםימדקמםע𝐶תודומעלשיראינילהףוריצלהוושה

.םייקתמ)א(

ושמתשהותורושבתודומעופילחה,)א(לשהחכוההתינבתבושמתשה,)ב(תחכוהל

.3.50־ו3.48םוקמב9־ו8םיליגרתב
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הצירטמתגרדוהרוש־הדומעקוריפ

.הצירטמלכלםיכיושמהםיילילש־יאםימלשםירפסמינשתרדגהבחתפנ

תורושתגרד,תודומעתגרד:הרדגה3.52

𝑚הצירטמ𝐴־שחיננ × 𝑛־בםירביאםע𝐅.

.𝐅𝑚,1־ב𝐴תודומעלשהסירפהדממאיה𝐴לשתודומעהתגרד•

.𝐅1,𝑛־ב𝐴תורושלשהסירפהדממאיה𝐴לשתורושהתגרד•

𝑚הצירטמ𝐴םא × 𝑛,לשתודומעהתגרדיזא𝐴רתויהלכלאיה𝑛)שיןכש𝑛
dimןכש(𝑚רתויהלכלםגאיה𝐴לשתודומעהתגרדו)𝐴־בתודומע 𝐅𝑚,1 = 𝑚(.

,min{𝑚רתויהלכלאיה𝐴לשתורושהתגרד,ןפואהותואב 𝑛}.

2הצירטמלשתורושתגרדותודומעתגרד:המגוד3.53 × 4

־שחיננ

𝐴 = ⎛
⎝

4 7 1 8
3 5 2 9

⎞
⎠
.

לשדממהאיה𝐴לשתודומעהתגרד

span⎛⎜⎜
⎝
⎛
⎝

4
3

⎞
⎠

,⎛
⎝

7
5

⎞
⎠

,⎛
⎝

1
2

⎞
⎠

,⎛
⎝

8
9

⎞
⎠
⎞⎟⎟
⎠

תלופכוניא𝐅2,1־בליעלהמישרבםינושארהםירוטקווהינשמדחאףא.𝐅2,1־ב

.םיינשתוחפלאוהעבראךרואבוזהמישרלשהסירפהדממךכיפל.רחאהלשרלקס

־שרחאמםיינשמלודגתויהללוכיוניא𝐅2,1־בוזםירוטקותמישרלשהסירפהדממ

dim 𝐅2,1= יכאיהרבדהתועמשמו,םיינשאוהוזהמישרלשהסירפהדממ,ךכיפל.2

.םייתשאיה𝐴לשתודומעהתגרד

לשדממהאיה𝐴לשתורושהתגרד

span(( 4 7 1 8 ) , ( 3 5 2 9 ))
.רחאהלשרלקסתלופכוניא𝐅1,4־בליעלהמישרבםירוטקווהינשמדחאףא.𝐅1,4־ב

תורושהתגרדןכלו,םיינשאוהםירוטקוינשתבוזהמישרלשהסירפהדממ,ךכיפל

.םייתשאיה𝐴לש

.תפלחושמהצירטמרידגנתעכ

𝐴t,תפלחושמהצירטמ:הרדגה3.54

לע𝐴־מתלבקתמההצירטמהאיה,𝐴t־בתנמוסמה,𝐴לשתפלחושמההצירטמה

𝑚הצירטמ𝐴םא,קוידרתיל.)ףולחש(הדומעלהרושלכתכיפהידי × 𝑛,יזא𝐴t

𝑛הצירטמאיה × 𝑚האוושמהידילעםינותנהירביאש

(𝐴t)𝑘,𝑗 = 𝐴𝑗,𝑘.
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תפלחושמהצירטמ:המגוד3.55

𝐴םא =
⎛⎜⎜⎜
⎝

5 −7
3 8
−4 2

⎞⎟⎟⎟
⎠

𝐴tיזא, = ⎛
⎝

5 3 −4
−7 8 2

⎞
⎠

.

3הצירטמ𝐴ןאכשבלומיש × 2הצירטמ𝐴t־ו2 × 3.

t(𝐴+𝐵):תודמחנתוירבגלאתונוכתתפלחושמההצירטמל = 𝐴t+𝐵 t, (𝜆𝐴)t = 𝜆𝐴t,

t(𝐴𝐶)־ו = 𝐶 t𝐴tלכל𝐴,𝐵תוצירטמ𝑚 × 𝑛,לכל𝜆 ∈ 𝐅,לכלו𝐶הצירטמ𝑛 × 𝑝
תגרדשהנעטהתחכוהלירקיעהילככשמשתהאבההנקסמה.)15־ו14םיליגרתואר(

.)3.57ואר(תורושהתגרדלהוושתודומעה

הרוש־הדומעקוריפ3.56

𝑚הצירטמ𝐴־שחיננ × 𝑛־בםירביאםע𝐅תודומעהתגרדו𝑐 ≥ תומייק,יזא.1

𝐶הצירטמ𝑚 × 𝑐־ו𝑅הצירטמ𝑐 × 𝑛,־בםירביאםעןהיתש𝐅,־שךכ𝐴 = 𝐶𝑅.

𝑚הצירטמאיה𝐴לשהדומעלכהחכוה × …,𝐴⋅,1תודומעהתמישר.1 ,𝐴⋅,𝑛לש

𝐴לשתודומעהתסירפלשסיסבלםצמטצהלהלוכי𝐴)סיסבלשוכרוא.)2.30יפל

ידכלהזסיסבבתודומעה𝑐תאףרצללכונ.תודומעהתגרדתרדגהיפל,𝑐אוההז

𝑚הצירטמ × 𝑐־בןמסנש𝐶.
𝑘םא ∈ {1,… , 𝑛},הדומעיזא𝑘לש𝐴תודומעלשיראינילףוריצאיה𝐶.תא

𝑐הצירטמלש𝑘הדומעכביצניראינילהףוריצהימדקמ × 𝑛־בןמסנהתואש𝑅
𝐴לבקנו = 𝐶𝑅א(3.51־מעבונשיפכ(.

האבההנקסמה.וזלוזתוושתורושהתגרדותודומעהתגרדשונלביק,3.53המגודב

.תוצירטמהלכבםייקתמהזןויווששתעבוק

תורושהתגרדלהוושתודומעהתגרד3.57

𝐴־שחיננ ∈ 𝐅𝑚,𝑛.לשתודומעהתגרדיזא𝐴לשתורושהתגרדלהווש𝐴.

𝑐םא.𝐴לשתודומעהתגרדתא𝑐־בןמסנהחכוה = 𝐴יזא,0 = תגרדםגןכלו0

𝑐־שחינהלםילוכיונאךכיפל.0־להווש𝐴לשתורושה ≥ 1.

𝐴־בןמסנ = 𝐶𝑅לשהרוש־הדומעקוריפתא𝐴רשאכ,3.56ידילעןתינש𝐶איה

𝑚הצירטמ × 𝑐־ו𝑅הצירטמאיה𝑐 × 𝑛.לשהרושלכשלבקנ)ב(3.51־מיזא𝐴
תגרדשקיסנ,𝑐אוה𝑅לשתורושהרפסמשרחאמ.𝑅תורושלשיראינילףוריצאיה

.𝐴לש𝑐תודומעהתגרדלהוושואהנטקאיה𝐴לשתורושה
לבקנו𝐴tלעתמדוקההקספהתאליעפנ,ינשהןוויכבןויוושהיאתחכוהל

𝐴t לשתורושהתגרד = 𝐴 לשתודומעהתגרד

𝐴t לשתודומעהתגרד ≥
.𝐴 לשתורושהתגרד =

.𝐴לשתורושהתגרדלהווש𝐴לשתודומעהתגרדךכיפל
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ונלתרשפאמהנורחאההנקסמה,תורושהתגרדלהוושתודומעהתגרדשרחאמ

טושפהחנומבשמתשהלו״תורושהתגרד״ו״תודומעהתגרד״םיחנומבשומישהמלודחל

.״הגרד״רתוי

הגרד:הרדגה3.58

𝐴הצירטמהתגרד ∈ 𝐅𝑚,𝑛לשתודומעהתגרדאיה𝐴.

הוושתודומעהתגרדשךכלתויפולחתוחכוהל1זהדיחיב8ליגרתו3.133ואר

.תורושהתגרדל

3גםיליגרת

𝑇־שחיננ1 ∈ ℒ(𝑉,𝑊).רובעםיסיסבלשהריחבלכלסחיביכוארה𝑉־ו𝑊,
dimתוחפהלכלשי𝑇לשהצירטמל range𝑇ספאםניאשםירביא.

𝑇־שחיננ2 ∈ ℒ(𝑉,𝑊),רשאכ𝑉־ו𝑊יכוחיכוה.ספאמםינושויפוסדמממ

dim range𝑇 = סחיבשךכ𝑊לשסיסבו𝑉לשסיסבםימייקםא־קרו־םא1

.1םיוושℳ(𝑇)לשםירביאהלכ,ולאםיסיסבל

…,𝑣1־שחיננ3 , 𝑣𝑛לשסיסב𝑉־ו𝑤1,… ,𝑤𝑚לשסיסב𝑊.

𝑆,𝑇םאשוארה.א ∈ ℒ(𝑉,𝑊),יזאℳ(𝑆 + 𝑇) = ℳ(𝑆) + ℳ(𝑇).

𝜆םאשוארה.ב ∈ 𝐅־ו𝑇 ∈ ℒ(𝑉,𝑊),יזאℳ(𝜆𝑇) = 𝜆ℳ(𝑇).

.3.38תאו3.35תאאדוולםכמשקבמהזליגרת

𝐷־שחיננ4 ∈ ℒ(𝒫3(𝐑), 𝒫2(𝐑))ידילעתרדגומההריזגהתקתעהאיה𝐷𝑝 = 𝑝′.

םיסיסבלסחיב𝐷לשהצירטמהשךכ𝒫2(𝐑)לשסיסבו𝒫3(𝐑)לשסיסבואצמ

איהולא

⎛⎜⎜⎜
⎝

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

⎞⎟⎟⎟
⎠
.

.הזליגרתלילכמאבהליגרתה.3.33המגודםעוושה

𝑇־ויפוסדמממ𝑊־ו𝑉־שחיננ5 ∈ ℒ(𝑉,𝑊).לשסיסבםימייקשוחיכוה

𝑉לשסיסבו𝑊ירביאלכ,ולאםיסיסבלסחיבשךכℳ(𝑇)ולאדבלמ0םה

1םא1םיוושה,𝑘הדומע,𝑘הרושבש ≤ 𝑘 ≤ dim range𝑇.

…,𝑣1־שחיננ6 , 𝑣𝑚לשסיסב𝑉־ו𝑊־שחיננ.יפוסדמממ𝑇 ∈ ℒ(𝑉,𝑊).

…,𝑤1סיסבםייקשוחיכוה ,𝑤𝑛לש𝑊לשהנושארההדומעהירביאלכשךכ

ℳ(𝑇)]םיסיסבלסחיב𝑣1,… , 𝑣𝑚־ו𝑤1,… ,𝑤𝑛[וכרעשרביאילואטעמל,0םה

.הנושארההדומעב,הנושארההרושב1

תורשפאהםוקמב𝑉לשןותנסיסבםילבקמםתא,5ליגרתמהנושב,הזליגרתב

.𝑉רובעסיסברוחבל
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…,𝑤1־שחיננ7 ,𝑤𝑛לשסיסב𝑊־ו𝑉־שחיננ.יפוסדמממ𝑇 ∈ ℒ(𝑉,𝑊).

…,𝑣1סיסבםייקשוחיכוה , 𝑣𝑚לש𝑉לשהנושארההרושבםירביאהלכשךכ

ℳ(𝑇)]םיסיסבלסחיב𝑣1,… , 𝑣𝑚־ו𝑤1,… ,𝑤𝑛[וכרעשרביאילואטעמל,0םה

.הנושארההדומעב,הנושארההרושב1

תורשפאהםוקמב𝑊לשןותנסיסבםילבקמםתא,5ליגרתמהנושב,הזליגרתב

.𝑊רובעסיסברוחבל

𝑚הצירטמ𝐴־שחיננ8 × 𝑛־ו𝐵הצירטמ𝑛 × 𝑝.־שוחיכוה

(𝐴𝐵)𝑗,⋅ = 𝐴𝑗,⋅ 𝐵
1לכל ≤ 𝑗 ≤ 𝑚.הרוששוארה,רמולכ𝑗לש𝐴𝐵הרוש(־להווש𝑗לש𝐴(לופכ𝐵.

.3.48לשהרושהתסרגאוההזליגרת

𝑎־שחיננ9 = ( 𝑎1 ⋯ 𝑎𝑛 1הצירטמ( × 𝑛־ו𝐵הצירטמ𝑛 × 𝑝.וחיכוה

־ש

𝑎𝐵 = 𝑎1𝐵1,⋅ + ⋯ + 𝑎𝑛𝐵𝑛,⋅ .
םיליפכמהםירלקסהרשאכ,𝐵תורושלשיראינילףוריצאיה𝑎𝐵־שוארה,רמולכ

.𝑎־מםיעיגמתורושהתא
.3.50לשהרושהתסרגאוההזליגרת

2תוצירטמ,𝐵־ו𝐴־להמגודואיבה10 × 𝐴𝐵־שךכ,2 ≠ 𝐵𝐴.

םילימב.תוצירטמלפכורוביחרובעתמייקתמתויביטובירטסידהתנוכתשוחיכוה11

,𝐴־שחיננ,תורחא 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐸,־ו𝐹־שהזכןלדוגשתוצירטמ𝐴(𝐵 + 𝐶)־ו

(𝐷+𝐸)𝐹עודמוריבסה.תורדגומ𝐴𝐵+𝐴𝐶־ו𝐷𝐹+𝐸𝐹ףסונבותורדגומןהיתש

יכוחיכוה

𝐴(𝐵 + 𝐶) = 𝐴𝐵 + 𝐴𝐶 םגו (𝐷 + 𝐸)𝐹 = 𝐷𝐹 + 𝐸𝐹.
,𝐴־שחיננ,תורחאםילימב.יביטאיצוסאאוהתוצירטמלפכשוחיכוה12 𝐵,־ו

𝐶־שהזכןלדוגשתוצירטמ(𝐴𝐵)𝐶עודמוריבסה.תרדגומ𝐴(𝐵𝐶)תרדגומ

יכוחיכוהו

(𝐴𝐵)𝐶 = 𝐴(𝐵𝐶).
,ינויסינמ״:ןיטראלימאלשאבהטוטיצהתאהשיחממהתיטנגלאהחכוהאוצמלוסנ

תוצירטמהתאםיכילשמםא50%־בתוצירטמבתוקסועהתוחכוהרצקלןתינ

״.הצוחה

𝑛הצירטמ𝐴־שחיננ13 × 𝑛1־ו ≤ 𝑗, 𝑘 ≤ 𝑛.הרושברביאהשוארה𝑗,הדומע𝑘,
אוה)𝐴𝐴𝐴־כתרדגומה(𝐴3לש

𝑛
∑
𝑝=1

𝑛
∑
𝑟=1

𝐴𝑗,𝑝 𝐴𝑝,𝑟 𝐴𝑟,𝑘.

𝐴היצקנופהשוחיכוה.םייבויחםימלשםירפסמ𝑛־ו𝑚־שחיננ14 ↦ 𝐴tאיה

.𝐅𝑛,𝑚לא𝐅𝑚,𝑛־מתיראינילהקתעה

רלסקאןודלש:רבחמ,תיעיברהרודהמ,רשיהךרדבתיראינילהרבגלא
Linear Algebra Done Right, fourth edition, by Sheldon Axler



81תוצירטמ3ג

𝑚הצירטמ𝐴םאשוחיכוה15 × 𝑛־ו𝐶הצירטמ𝑛 × 𝑝,יזא

(𝐴𝐶)t = 𝐶 t𝐴t.
תופלחושמהתלפכמאיהתוצירטמיתשתלפכמלשתפלחושמהשהארמהזליגרת

.ךופהרדסב

𝑚הצירטמ𝐴־שחיננ16 × 𝑛־ו𝐴 ≠ םא־קרו־םא1איה𝐴תגרדשוחיכוה.0

…,𝑐1)םימייק , 𝑐𝑚) ∈ 𝐅𝑚־ו(𝑑1,… , 𝑑𝑛) ∈ 𝐅𝑛־שךכ𝐴𝑗,𝑘 = 𝑐𝑗𝑑𝑘לכל

𝑗 = 1,… ,𝑚לכלו𝑘 = 1,… , 𝑛.

𝑇־שחיננ17 ∈ ℒ(𝑉),־ו𝑢1,… , 𝑢𝑛־ו𝑣1,… , 𝑣𝑛לשםיסיסב𝑉.םיאנתהשוחיכוה

.םילוקשםיאבה

.תיכרע־דח־דח𝑇.א

.𝐅𝑛,1־בתיראינילתויולתיתלבℳ(𝑇)תודומע.ב

.𝐅𝑛,1תאתוסרופℳ(𝑇)תודומע.ג

.𝐅1,𝑛תאתוסרופℳ(𝑇)תורוש.ד

.𝐅1,𝑛־בתיראינילתויולתיתלבℳ(𝑇)תורוש.ה

,ℳ(𝑇ותועמשמןאכℳ(𝑇)ןומיסה (𝑢1,… , 𝑢𝑛), (𝑣1,… , 𝑣𝑛)).
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תוֹכיפִהֲתויראינילתוקתעה

תוקתעהלשרשקהבתוֹיכִפְוֹהותוֹכיפִהֲלשתונויערהתרדגהבוזהדיחיםיחתופונא

.תויראיניל

תיכִפְוֹה,הכָיפִהֲ:הרדגה3.59

𝑇תיראינילהקתעה• ∈ ℒ(𝑉,𝑊)תיראינילהקתעהתמייקםאהכָיפִהֲתארקנ

𝑆 ∈ ℒ(𝑊,𝑉)־שךכ𝑆𝑇לעמתוהזהרוטרפואלהווש𝑉־ו𝑇𝑆רוטרפואלהווש

.𝑊לעמתוהזה

𝑆תיראינילהקתעה• ∈ ℒ(𝑊,𝑉)תמייקמה𝑆𝑇 = 𝐼־ו𝑇𝑆 = 𝐼תיכִפְוֹהתארקנ

ינשה𝐼־הוליאו𝑉לעמתוהזהרוטרפואאוהןושארה𝐼־היכבלומיש(𝑇לש

.)𝑊לעמתוהזהרוטרפואאוה

תונשללכונ,האבההנקסמבהארנשהמיפלךא.״תיכפוה״תנייצמליעלהרדגהה

.״תיכפוהה״לחונימהתא

הדיחיאיהתיכפוה3.60

.הדיחיתיכפוהשיהכיפהתיראינילהקתעהל

𝑇־שחיננהחכוה ∈ ℒ(𝑉,𝑊)־והכיפה𝑆1־ו𝑆2לשתויכפוה𝑇.יזא

𝑆1 = 𝑆1𝐼 = 𝑆1(𝑇𝑆2) = (𝑆1𝑇)𝑆2 = 𝐼𝑆2 = 𝑆2.
𝑆1ךכיפל = 𝑆2.

.ןומיסהלקינעהללכונהדיחיתיכפוההשםיעדויונאשכתעכ

𝑇−1:ןומיס3.61

םא,תורחאםילימב.𝑇−1־בתנמוסמהלשתיכפוההיזא,הכיפה𝑇םא

𝑇 ∈ ℒ(𝑉,𝑊)יזא,הכיפה𝑇−1לשדיחיהרביאהאיהℒ(𝑊,𝑉)־שךכ𝑇−1𝑇 = 𝐼
𝑇𝑇−1־ו = 𝐼.

𝐑3־ל𝐑3־מתיראינילהקתעהלשתיכפוה:המגוד3.62

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝐑3)ידילעתרדגומ𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (−𝑦, 𝑥, 4𝑧).ךכיפל,𝑇איה

.𝑧־הריצןוויכב4יפהחיתמו𝑥𝑦רושימבןועשהןוויכדגנ∘90לשבוביס
𝑇−1תיכפוהההקתעהה,ןכל ∈ ℒ(𝐑3)רושימבןועשהןוויכב∘90לשבוביסאיה

𝑥𝑦יפהחיתמו
1
:𝑧־הריצןוויכב4

𝑇−1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑦,−𝑥, 1
4𝑧).
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הקתעהאיהםא־קרו־םאהכיפהאיהתיראינילהקתעהיכהארמהאבההנקסמה

.לעותיכרע־דח־דח

לעהתנוכתותויכרע־דח־דח⟺תוּכיפִה3.63ֲ

.לעותיכרע־דח־דחאיהםא־קרו־םאהכיפהאיהתיראינילהקתעה

𝑇־שחיננהחכוה ∈ ℒ(𝑉,𝑊).־שתוארהלונילע𝑇איהםא־קרו־םאהכיפה

.לעותיכרע־דח־דח

,𝑢־שחיננ,תיכרע־דח־דח𝑇־שתוארהלידכ.הכיפה𝑇יכחיננתישאר 𝑣 ∈ 𝑉־ו

𝑇𝑢 = 𝑇𝑣.יזא

𝑢 = 𝑇−1(𝑇𝑢) = 𝑇−1(𝑇𝑣) = 𝑣,
𝑢־שןאכמו = 𝑣.ןכל𝑇תיכרע־דח־דח.

יהי,ךכךרוצל.לע𝑇־שחיכוהלתעכהצרנ.הכיפה𝑇־שםיחינמןיידעונא

𝑤 ∈ 𝑊.יזא𝑤 = 𝑇(𝑇−1𝑤),־שהארמשהמ𝑤לשחווטב𝑇.ךכיפלrange𝑇 = 𝑊.

.החכוההלשהזןוויכונמלשהךכבולע𝑇ןכל

𝑤לכל.הכיפה𝑇יכחיכוהלוננוצרב.לעותיכרע־דח־דח𝑇־שחיננתעכ ∈ 𝑊,

𝑇(𝑆(𝑤))־שךכ𝑉לשדיחיהרביאכ𝑆(𝑤)תארידגנ = 𝑤)רביאלשותודיחיוומויק

𝑇־שקיסנ𝑆תרדגהמ.)תיכרע־דח־דחולע𝑇תויהלשהרישיהאצותםההז ∘ 𝑆הווש

.𝑊לעמתוהזהרוטרפואל
𝑆־שחיכוהלידכ ∘ 𝑇לעמתוהזהרוטרפואלהווש𝑉,יהי𝑣 ∈ 𝑉.יזא

𝑇((𝑆 ∘ 𝑇)𝑣) = (𝑇 ∘ 𝑆)(𝑇𝑣) = 𝐼(𝑇𝑣) = 𝑇𝑣.
𝑆)יכתררוגוזהאוושמ ∘ 𝑇)𝑣 = 𝑣)־שרחאמ𝑇ךכיפל.)תיכרע־דח־דח𝑆 ∘ 𝑇הווש

.𝑉לעמתוהזהרוטרפואל
,𝑤1יכחיננ,ךכםשל.תיראיניל𝑆־שתוארהלונילע,החכוההתמלשהל 𝑤2 ∈ 𝑊.

יזא

𝑇(𝑆(𝑤1) + 𝑆(𝑤2)) = 𝑇(𝑆(𝑤1)) + 𝑇(𝑆(𝑤2)) = 𝑤1 + 𝑤2.
𝑆(𝑤1)ךכיפל + 𝑆(𝑤2)לשדיחיהרביאהאוה𝑉ותואש𝑇־להקיתעמ𝑤1 + 𝑤2.

𝑆(𝑤1־שקיסנ𝑆תרדגהמ + 𝑤2) = 𝑆(𝑤1) + 𝑆(𝑤2).ןכל𝑆תויביטידאהתאתמייקמ

.תויראיניללתשרדנה

𝑤םא,קוידרתיל.המודאיהתוינגומוהלהחכוהה ∈ 𝑊־ו𝜆 ∈ 𝐅,יזא

𝑇(𝜆𝑆(𝑤)) = 𝜆𝑇(𝑆(𝑤)) = 𝜆𝑤.
,𝑆תרדגהיפל.𝜆𝑤־להקיתעמ𝑇ותואש𝑉לשדיחיהרביאהאוה𝜆𝑆(𝑤)ךכיפל
𝑆(𝜆𝑤)־שקיסנןאכמ = 𝜆𝑆(𝑤).ןכל𝑆חיכוהלוניצרשיפכתיראיניל.

תויכרע־דח־דחםאהוהתתשןכתיי,ומצעלירוטקובחרממתיראינילהקתעהרובע

דמממירוטקובחרמלעמ.הכיפההקתעההשעובקלידכהקיפסמ,דבלבלעוא,דבלב

,האבההמגודבהארנשיפכ,תוכיפהקיסהללכונאלםיאנתהמדחאםויקמ,יפוסניא

.3.3המגודמתוֹרכָּמֻתוקתעהיתשבתשמתשמה

רלסקאןודלש:רבחמ,תיעיברהרודהמ,רשיהךרדבתיראינילהרבגלא
Linear Algebra Done Right, fourth edition, by Sheldon Axler



תויראינילתוקתעהגקרפ84

תוּכיפהתררוגהניאלעואתויכרע־דח־דח:המגוד3.64

איה)3.3ואר(𝒫(𝐑)לא𝒫(𝐑)־מ𝑥2־בהלפכההלשתיראינילההקתעהה•

.)חווטבוניא1םונילופה(לעהניאשרחאמ,הכיפההניאךאתיכרע־דח־דח

ךאלעאיה)3.3ואר(∞𝐅־ל∞𝐅־מרוחאלהטסההלשתיראינילההקתעהה•

,1)רוטקווה[תיכרע־דח־דחהניאשרחאמ,הכיפההניא 0, 0, בחרמבאצמנ(…,0

.]ספאה

תיראינילהקתעהליכתעבוקאיה—ןויצלהיוארהאבההנקסמה,ליעלהמגודהרואל

—תונוכתהתחאםויקביד,דממהותואמירוטקובחרמליפוסדמממירוטקובחרממ

־שןלהלהחנההיכבלםישנ.תרחאהםויקתאקיסהלידכ—לעואתויכרע־דח־דח

dim𝑉 = dim𝑊ובשבושחהודחוימההרקמביטמוטואןפואבתמייקתמ𝑉דמממ

𝑊־ויפוס = 𝑉.

dim𝑉םא(לעלהלוקשתויכרע־דח־דח3.65 = dim𝑊 < ∞(

dim𝑉,יפוסדמממםיירוטקוםיבחרמ𝑊־ו𝑉־שחיננ = dim𝑊,־ו𝑇 ∈ ℒ(𝑉,𝑊).

.לע𝑇םא־קרו־םאתיכרע־דח־דח𝑇םא־קרו־םאהכיפה𝑇יזא

יכעבוק)3.21(תויראינילהתוקתעההלשידוסיהטפשמההחכוה

3.66 dim𝑉 = dim null𝑇 + dim range𝑇.

dim־שךכללוקש3.15יפלשהמ(תיכרע־דח־דח𝑇םא null𝑇 = האוושמהמיזא,)0

־שקיסנליעל

dim range𝑇 = dim𝑉 − dim null𝑇 = dim𝑉 = dim𝑊,
.)2.39יפל(לע𝑇יכררוגשהמ

־שקיסנ3.66יפליזא,לע𝑇םא,ךופההןוויכב

dim null𝑇 = dim𝑉 − dim range𝑇 = dim𝑉 − dim𝑊 = 0,
.תיכרע־דח־דח𝑇יכררוגשהמ

תיכרע־דח־דח𝑇םאךכיפל.לע𝑇םא־קרו־םאתיכרע־דח־דח𝑇־שוניארהךכיפל

־שהנקסמלליבומשהמ,לעותיכרע־דח־דח,תונוכתהיתשתאתמייקמ𝑇יזא,לעוא

𝑇ןכל.הכיפה𝑇םא־קרו־םאהכיפה𝑇םא־קרו־םאתיכרע־דח־דח𝑇לע.

תאחיכוהלןתינםנמא.תמדוקההנקסמהתמצועתאהשיחממהאבההמגודה

תשמתשמההחכוההךא,תיראינילהרבגלאבשומישאללןלהלהמגודבשהאצותה

.רתויהטושפותיטנגלאאיהתיראינילהרבגלאב
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𝑥2))־שךכ𝑝םונילופםייק:המגוד3.67 + 5𝑥 + 7)𝑝)″ = 𝑞

תיראינילההקתעהה

𝑝 ↦ ((𝑥2 + 5𝑥 + 7)𝑝)″

התפתנ,ךכיפל.תוארהלםילוכיםתאשיפכ,תיכרע־דח־דחאיהומצעל𝒫(𝐑)־מ

םסקהשהארמ3.64המגודםלוא.לעאיהוזהקתעהשתוארהלידכ3.65־בשמתשהל

ףוקענוזהלבגמתא.𝒫(𝐑)יפוסניאדמממירוטקווהבחרמהלעלחוניא3.65לש

.𝒫𝑚(𝐑)יפוסדמממירוטקווהבחרמבדקמתנשךכב

𝑞־שחיננ ∈ 𝒫(𝐑).ילילש־יאםלשרפסמםייק𝑚־שךכ𝑞 ∈ 𝒫𝑚(𝐑).רידגנ

𝑇 ∶ 𝒫𝑚(𝐑) → 𝒫𝑚(𝐑)ידילע

𝑇𝑝 = ((𝑥2 + 5𝑥 + 7)𝑝)″.
𝑥2)־בספאהםונילופמהנושהםונילופתלפכה + 5𝑥 + ,2־בהלעמהתאהלידגמ(7
תיראינילהקתעהטלחהבאיה𝑇ךכיפל.2־בהלעמהתאתמצמצמהלופכהריזגזאו

.ומצעל𝒫𝑚(𝐑)־מ

𝑎𝑥הרוצהמאוה0איההיינשהותרזגנשםונילופלכ + 𝑏,רשאכ𝑎, 𝑏 ∈ 𝐑.ךכיפל

null𝑇 = .תיכרע־דח־דח𝑇ןכל.{0}

𝑝םונילופםייק,רמולכ,)3.65יפל(לעהקתעהאיה𝑇ךכיפל ∈ 𝒫𝑚(𝐑)־שךכ

((𝑥2 + 5𝑥 + 7)𝑝)″ = 𝑞,המגודהתרתוכבןעטנשיפכ.

.3.65־בשומישלשרתויהביהרמךאהמודהמגודןתונ1והדיחיב35ליגרת

dim𝑉־שןלהלהנקסמבהחנהה = dim𝑊ובשבושחהודחוימההרקמבתמייקתמ

𝑉־ויפוסדמממ𝑊 = 𝑉.האוושמה,הזהרקמבךכיפל𝑆𝑇 = 𝐼יכהנקסמלהליבומ

𝑆𝑇 = 𝑇𝑆,תויראינילתוקתעהבתמייקתמהניאלפכהלשתויביטטומוקהתנוכתשףא

.𝑉לא𝑉־מתויתורירש

3.68𝑆𝑇 = 𝐼םא־קרו־םא𝑇𝑆 = 𝐼)דממהותואמםיירוטקוםיבחרמלעמ(

𝑆,דממהותואמויפוסדמממםיירוטקוםיבחרמ𝑊־ו𝑉־שחיננ ∈ ℒ(𝑊,𝑉),־ו

𝑇 ∈ ℒ(𝑉,𝑊).יזא𝑆𝑇 = 𝐼םא־קרו־םא𝑇𝑆 = 𝐼.

𝑆𝑇־שחיננהליחתהחכוה = 𝐼.םא𝑣 ∈ 𝑉־ו𝑇𝑣 = יזא,0

𝑣 = 𝐼𝑣 = (𝑆𝑇)𝑣 = 𝑆(𝑇𝑣) = 𝑆(0) = 0.
הכיפה𝑇־שקיסנ,םיהז𝑊־ו𝑉ידממשרחאמ.)3.15יפל(תיכרע־דח־דח𝑇ךכיפל

.)3.65יפל(

𝑆𝑇האוושמהיפגאינשתאליפכנתעכ = 𝐼־ב𝑇−1לבקנוןימימ

𝑆 = 𝑇−1.
𝑇𝑆ךכיפל = 𝑇𝑇−1 = 𝐼,שרדנכ.

)𝑊־ו𝑉־ו(𝑇־ו𝑆ידיקפתתאךופהנטושפ,ךופההןוויכבהאצותהתחכוהל
𝑇𝑆םאשהארנךכבו,ונחכוהרבכשןוויכב = 𝐼יזא𝑆𝑇 = 𝐼.
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םייפרומוזיאםיירוטקוםיבחרמ

,םתוהמבםיהזםהשםיירוטקוםיבחרמינשלשןויערהתאתדכולהאבההרדגהה

.םהירביאתומשבינושהדבלמ

יפִרְוֹמוֹזיאִ,םזְיפִרְוֹמוֹזיאִ:הרדגה3.69

.הכיפהתיראינילהקתעהאוהםזְיפִרְוֹמוֹזיאִ•

ירוטקובחרממםזְיפִרְוֹמוֹזיאִםייקםאםייִּפִרְוֹמוֹזיאִםיארקנםיירוטקוםיבחרמינש•

.רחאהלעדחא

𝑇םזיפרומוזיאלעבושחנ ∶ 𝑉 → 𝑊לששדחמגויתלעכ𝑣 ∈ 𝑉־כ𝑇𝑣 ∈ 𝑊.

תונוכתןתואשיםייפרומוזיאםיירוטקוםיבחרמינשלעודמהריבסמוזטבמתדוקנ

.ההזםתועמשמ״הכיפהתיראינילהקתעה״חנומהו״םזיפרומוזיא״חנומה.ירוטקובחרמ

םתוהמבםהםיבחרמהינששהדבועהתאשיגדהלהצרנשכ״םזיפרומוזיא״בשמתשנ

.בחרמותוא

םיבחרמואתורובחןוגכ(םייטמתמםינבמינשםאהעובקלהשקתויהליושע

,תאזלכבו.אשונהתוצובקירביאתומשבקרםינושו,םתוהמבםיוושםה)םייגולופוט

ינשםאהעובקלידכ)דממה(דחארפסמקרןוחבלונילעשהארנהאבההנקסמב

.םייפרומוזיאםהםיירוטקוםיבחרמ

םייפרומוזיאםהםיירוטקוםיבחרמינשםאההרומדממה3.70

םהינשלםא־קרו־םאםייפרומוזיאםה𝐅לעמיפוסדמממםיירוטקוםיבחרמינש

.דממותוא

ךכיפל.יפוסדמממםייפרומוזיאםיירוטקוםיבחרמ𝑊־ו𝑉־שחיננתישארהחכוה

null𝑇םייקתמ,הכיפה𝑇־שרחאמ.𝑊לע𝑉־מ𝑇םזיפרומוזיאםייק = םגו{0}

range𝑇 = 𝑊.ךכיפל

dim null𝑇 = 0 םגו dim range𝑇 = dim𝑊.
החסונה

dim𝑉 = dim null𝑇 + dim range𝑇
האוושמלאופאתכפוה)3.21־בעיפומהתויראינילהתוקתעההלשידוסיהטפשמה(

dim𝑉 = dim𝑊,דחאןוויכבהחכוההתאונמלשהךכבו.

יהי.ההזיפוסדמממםיירוטקוםיבחרמ𝑊־ו𝑉־שחיננ,ינשהןוויכהתחכוהל

𝑣1,… , 𝑣𝑛לשסיסב𝑉־ו𝑤1,… ,𝑤𝑛לשסיסב𝑊.אהת𝑇 ∈ ℒ(𝑉,𝑊)לעתרדגומה

ידי

𝑇(𝑐1𝑣1 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑣𝑛) = 𝑐1𝑤1 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑤𝑛.
…,𝑣1ןכשבטיהתרדגומתיראינילהקתעהאיה𝑇יזא , 𝑣𝑛לשסיסב𝑉.ףסונב,𝑇
…,𝑤1־שרחאמ,לע ,𝑤𝑛תאתסרופ𝑊.ןכלערתי,null𝑇 = …,𝑤1ןכש{0} ,𝑤𝑛
איה,לעותיכרע־דח־דח𝑇־שןוויכמ.תיכרע־דח־דח𝑇ךכיפל.תיראינילהיולתיתלב

.םייפרומוזיא𝑊־ו𝑉ןכל.)3.63ואר(םזיפרומוזיא
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אוהיפוסדמממירוטקובחרמלכ

אלשעודמ,ךכיפל.והשלכ𝐅𝑛־ליפרומוזיא

םיירוטקוםיבחרמבםוקמב𝐅𝑛־בדקמתנ

ריכזנ,וזהלאשלהבושתכ?רתויםייללכ

םיבחרמלונתואליבוי𝐅𝑛־בקוסיעהש

רהמעיגנ,המגודל.םירחאםיירוטקו

לשחווטבוספאהבחרמבקוסעלדואמ

ולאםיבחרמםנמא.תויראינילתוקתעה

קוסעלךא,םהשלכ𝐅𝑚־לםייפרומוזיאםה

ילבמתובכרומףיסוי,בורל,הלאככםהב

.תושדחתונבותקפסל

בחרמלכשקיסנתמדוקההנקסמהמ

,𝐅𝑛־ליפרומוזיאאוה𝑉יפוסדמממירוטקו

𝑛רשאכ = dim𝑉.םא,המגודל𝑚רפסמ

־ליפרומוזיא𝒫𝑚(𝐅)יזא,ילילש־יאםלש

𝐅𝑚+1.

תאןמסמ𝐅𝑚,𝑛ןומיסהיכריכזנ

𝑚תוצירטמלשירוטקווהבחרמה × 𝑛
…,𝑣1םא.𝐅־בםירביאםע , 𝑣𝑛סיסב

…,𝑤1־ו𝑉לש ,𝑤𝑚לשסיסב𝑊,יזא

𝑇לכל ∈ ℒ(𝑉,𝑊),הצירטמונלשי

ℳ(𝑇) ∈ 𝐅𝑚,𝑛.םיסיסבועבקנשמךכיפל

תכפוה𝑀הצירטמה,𝑊־ו𝑉רובע

הקתעהℳ־שםיארמ3.38־ו3.35יכבלומיש.𝐅𝑚,𝑛לאℒ(𝑉,𝑊)־מהיצקנופל

.תעכהארנשיפכ,םזיפרומוזיאהשעמלאיהוזתיראינילהקתעה.תיראיניל

3.71ℒ(𝑉,𝑊)־ו𝐅𝑚,𝑛םייפרומוזיא

…,𝑣1־שחיננ , 𝑣𝑛לשסיסב𝑉־ו𝑤1,… ,𝑤𝑚לשסיסב𝑊.יזאℳםזיפרומוזיאאיה

.𝐅𝑚,𝑛־לℒ(𝑉,𝑊)ןיב

תיכרע־דח־דחℳ־שחיכוהלונילע.תיראינילℳ־שהדבועהתאונייצרבכהחכוה

.לעו

𝑇םא.תויכרע־דח־דחבליחתנ ∈ ℒ(𝑉,𝑊)־וℳ(𝑇) = 𝑇𝑣𝑘יזא,0 = לכל0

𝑘 = 1,… , 𝑛.־שרחאמ𝑣1,… , 𝑣𝑛לשסיסב𝑉,־שקיסנןאכמ𝑇 = ℳךכיפל.0
.)3.15יפל(תיכרע־דח־דח

𝐴־שחיננ,לעℳ־שהחכוהל ∈ 𝐅𝑚,𝑛.תמייק,)3.4(תיראינילההקתעההתמליפל

𝑇 ∈ ℒ(𝑉,𝑊)־שךכ

𝑇𝑣𝑘 =
𝑚
∑
𝑗=1

𝐴𝑗,𝑘𝑤𝑗

𝑘לכל = 1,… , 𝑛.־שרחאמℳ(𝑇)־להווש𝐴,לשחווטהℳ־להווש𝐅𝑚,𝑛,יפכ

.חיכוהלוניצרש

בחרממתויראינילתוקתעהלשירוטקווהבחרמהדממתאעובקלונתלוכיבתעכ

.רחאלדחאיפוסדמממירוטקו

3.72dim ℒ(𝑉,𝑊) = (dim𝑉)(dim𝑊)

םייקתמו,יפוסדמממאוהℒ(𝑉,𝑊)יזא.יפוסדמממ𝑊־ו𝑉־שחיננ

dim ℒ(𝑉,𝑊) = (dim𝑉)(dim𝑊).

.3.40־ו,3.71,3.70־מתעבונהיוצרההנקסמההחכוה
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תוצירטמלפככתויראינילתוקתעה

.רוטקולשהצירטמרידגנתעכ.תיראינילהקתעהלשהצירטמהתאליעלונרדגה

ℳ(𝑣),רוטקולשהצירטמ:הרדגה3.73

𝑣־שחיננ ∈ 𝑉־ו𝑣1,… , 𝑣𝑛לשסיסב𝑉.לשהצירטמה𝑣איההזסיסבלסחיב

𝑛הצירטמה × 1

ℳ(𝑣) =
⎛⎜⎜⎜
⎝

𝑏1
⋮
𝑏𝑛

⎞⎟⎟⎟
⎠

,

…,𝑏1רשאכ , 𝑏𝑛־שךכםירלקסהםה

𝑣 = 𝑏1𝑣1 + ⋯ + 𝑏𝑛𝑣𝑛.

𝑣רוטקולשℳ(𝑣)הצירטמה ∈ 𝑉סיסבבהיולת𝑣1,… , 𝑣𝑛לש𝑉־בםגו𝑣.םע

.ןומיסבללכנוניאךכיפלו,רשקההמעודיתויהלרומאסיסבה,תאז

רוטקולשהצירטמ:המגוד3.74

−2םונילופהלשהצירטמה• 7𝑥+ 5𝑥3 + 𝑥4לשיטרדנטסהסיסבלסחיב𝒫4(𝐑)איה

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

2
−7
0
5
1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

𝑥רוטקולשהצירטמה• ∈ 𝐅𝑛תביתכתועצמאבתגשומיטרדנטסהסיסבלסחיב

𝑛הצירטמבםירביאכ𝑥לשתוטנידרואוקה × 𝑥םא,רמולכ.1 = (𝑥1,… , 𝑥𝑛) ∈ 𝐅𝑛,

יזא

ℳ(𝑥) =
⎛⎜⎜⎜
⎝

𝑥1
⋮
𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟
⎠
.

𝑛תוצירטמכשדחמםיגיותמכ𝑉לשםירביאלעבושחלהצרנםיתיעל × רחבנשמ.1

…,𝑣1סיסב , 𝑣𝑛,היצקנופהℳהקיתעמה𝑣 ∈ 𝑉לאℳ(𝑣)לשםזיפרומוזיאאיה𝑉
.הזגויתתשמממה𝐅𝑛,1לע

𝑚הצירטמאיה𝐴םאשריכזנ × 𝑛,יזא𝐴⋅,𝑘־ההדומעהתאתנמסמ𝑘thלש𝐴,
𝑚הצירטמכהילעםיבשוחונאשכ × סחיבתבשוחמℳ(𝑇𝑣𝑘),האבההנקסמב.1

…,𝑤1סיסבל ,𝑤𝑚לש𝑊.
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3.75ℳ(𝑇)⋅,𝑘 = ℳ(𝑇𝑣𝑘)

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉,𝑊)־ו𝑣1,… , 𝑣𝑛לשסיסב𝑉־ו𝑤1,… ,𝑤𝑚לשסיסב𝑊.יהי
1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛.־ההדומעהיזא𝑘thהצירטמהלשℳ(𝑇),ידילעתנמוסמהℳ(𝑇)⋅,𝑘,

.ℳ(𝑇𝑣𝑘)־להווש

.ℳ(𝑇𝑣𝑘)־וℳ(𝑇)לשתורדגההמידיימןפואבתעבונהיוצרההנקסמההחכוה

הצירטמה,תיראינילהקתעהלשהצירטמהלשםיגשומהדציכהארמהאבההנקסמה

.דחיםיבלתשמתוצירטמלפכורוטקולש

תוצירטמלפכומכתולעופתויראינילתוקתעה3.76

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉,𝑊)־ו𝑣 ∈ 𝑉.־שחיננ𝑣1,… , 𝑣𝑛לשסיסב𝑉־ו𝑤1,… ,𝑤𝑚
יזא.𝑊לשסיסב

ℳ(𝑇𝑣) = ℳ(𝑇)ℳ(𝑣).

𝑣־שחיננהחכוה = 𝑏1𝑣1 + ⋯ + 𝑏𝑛𝑣𝑛,רשאכ𝑏1,… , 𝑏𝑛 ∈ 𝐅.ךכיפל

3.77 𝑇𝑣 = 𝑏1𝑇𝑣1 + ⋯ + 𝑏𝑛𝑇𝑣𝑛.
ןכלו

ℳ(𝑇𝑣) = 𝑏1ℳ(𝑇𝑣1) + ⋯ + 𝑏𝑛ℳ(𝑇𝑣𝑛)
= 𝑏1ℳ(𝑇)⋅,1 + ⋯ + 𝑏𝑛ℳ(𝑇)⋅,𝑛

= ℳ(𝑇)ℳ(𝑣),
ינשהןויוושה,ℳלשתויראינילהמו3.77־מםיקיסמונאןושארהןויוושהתארשאכ

.3.50־מעבונןורחאהןויוושהו,3.75־מעבונ

𝑚הצירטמ,𝐴לכ × 𝑛,־מתיראינילהקתעההרשמ𝐅𝑛,1לא𝐅𝑚,1,תייצקנופ,רמולכ

𝑥הקיתעמהתוצירטמהלפכ ∈ 𝐅𝑛,1לא𝐴𝑥 ∈ 𝐅𝑚,1.ליעלהנקסמבשמתשהללכונ

בחרמלאיפוסדמממירוטקובחרממ(תיראינילהקתעהלכלעשדחמבושחלידכ

תועצמאבםיאתמשדחמגויתירחאתוצירטמלפכתקתעהכ)יפוסדמממירוטקו

𝑇םא,טרפב.ℳידילעםינותנהםימזיפרומוזיאה ∈ ℒ(𝑉,𝑊)תאההזנונאו𝑣 ∈ 𝑉
ℳ(𝑣)םע ∈ 𝐅𝑛,1,תאתוהזללכונ,ליעלהנקסמהיפליזא𝑇𝑣םעℳ(𝑇)ℳ(𝑣).

לכלעבושחל)םימזיפרומוזיאתועצמאב(ונלתרשפאמליעלהנקסמהשרחאמ

תמיוסמההצירטמהיכרוכזלונילע,יהשלכ𝐴הצירטמב𝐅𝑛,1לעלפככתיראינילהקתעה

𝐴תוברברזוחהאשונ.םיסיסבהתריחבבםגםאיכהקתעההתרדגהבקראלהיולת

הצירטמהתאךופהישסיסבתריחבהיהיםיאבהםיקרפברתויבתובושחהתונקסמהמ

𝐴רשפאהלככהטושפל.

,םלוא.תוצירטמברשאמרתוי,תויראינילתוקתעהברקיעבםידקמתמונאהזרפסב

קינעת)תויראינילתוקתעהכתוצירטמו(תוצירטמכתויראינילתוקתעהתסיפת,םיתיעל

.תוישומישותובושחתונבותונל
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ℳ(𝑇)־שףא.ללכםירכזומםניאםיסיסבןלהלהנקסמהחוסינביכבלומיש
תגרדיכהארמוזהנקסמ,𝑊־ו𝑉לשםיסיסבהתריחבבהיולתהאבההנקסמב

תריחבביולתוניאrange𝑇ןכש(םיסיסבלשהריחבלכבההזאיהℳ(𝑇)לשתודומעה

.)םיסיסב

ℳ(𝑇)לשתודומעהתגרדלהוושrange𝑇דממ3.78

𝑇־ויפוסדמממ𝑊־ו𝑉־שחיננ ∈ ℒ(𝑉,𝑊).יזאdim range𝑇תגרדלהווש

.ℳ(𝑇)לשתודומעה

…,𝑣1־שחיננהחכוה , 𝑣𝑛לשסיסב𝑉־ו𝑤1,… ,𝑤𝑚לשסיסב𝑊.הקתעהה

𝑤תאהקיתעמהתיראינילה ∈ 𝑊לאℳ(𝑤)־מםזיפרומוזיאאיה𝑊בחרמהלע

𝐅𝑚,1הדומעירוטקולש𝑚 × ־להוושה[range𝑇־להזםזיפרומוזיאםוצמצ.1

span(𝑇𝑣1,… ,𝑇𝑣𝑛)־מםזיפרומוזיאאוה]2גהדיחיב10ליגרתיפלrange𝑇לע

span(ℳ(𝑇𝑣1),… , ℳ(𝑇𝑣𝑛)).לכל𝑘 ∈ {1,… , 𝑛},הצירטמה𝑚 × 1ℳ(𝑇𝑣𝑘)
ךכיפל.ℳ(𝑇)לש𝑘הדומעלהווש

dim range𝑇=לשתודומעהתגרדℳ(𝑇),

.שרדנכ

סיסביוניש

הצירטמהתאונרדגה3גהדיחיב

ℳ(𝑇, (𝑣1,… , 𝑣𝑛), (𝑤1,… ,𝑤𝑚))
…,𝑣1רשאכ,𝑊רחאואההזירוטקובחרמלא𝑉־מ𝑇תיראינילההקתעההלש , 𝑣𝑛
…,𝑤1־ו𝑉לשסיסב ,𝑤𝑚לשסיסב𝑊.ירוטקובחרממתיראינילהקתעהלשהרקמב

רובעוםוחתהלשירוטקווהבחרמהרובעסיסבהותואבשמתשנללכךרדב,ומצעל

בורל,םידיקפתהינשבדיחיסיסבבםישמתשמונאשכ.דעיהלשירוטקווהבחרמה

𝑇םא,רמולכ.דבלבתחאםעפסיסבהתאןייצנ ∈ ℒ(𝑉)־ו𝑣1,… , 𝑣𝑛לשסיסב𝑉,
,ℳ(𝑇ןומיסהיזא (𝑣1,… , 𝑣𝑛))האוושמהידילערדגומ

ℳ(𝑇, (𝑣1,… , 𝑣𝑛)) = ℳ(𝑇, (𝑣1,… , 𝑣𝑛), (𝑣1,… , 𝑣𝑛)).
…,𝑣1סיסבהםא , 𝑣𝑛קרםושרללכונ,רשקההמרורבℳ(𝑇).

I,)הדיחיה(תוהזהתצירטמ:הרדגה3.79

𝑛הצירטמה.יבויחםלשרפסמ𝑛־שחיננ × 𝑛

⎛⎜⎜⎜
⎝

1 0
⋱

0 1

⎞⎟⎟⎟
⎠

םיספאו)םיוושהדומעהרפסמוהרושהרפסמםרובעשםירביאה(ןוסכלאבםי־1םע

.𝐼־בתנמוסמותוהזהתצירטמתארקנםירחאהםירביאהלכב

רלסקאןודלש:רבחמ,תיעיברהרודהמ,רשיהךרדבתיראינילהרבגלא
Linear Algebra Done Right, fourth edition, by Sheldon Axler



91םימזיפרומוזיאותוּכיפִה4ֲג

םירביאהלכשךכלעעיבצמהנותחתהתילאמשההניפב0־ה,ליעלהרדגהב

לעמםירביאהלכשךכלעעיבצמהנוילעהתינמיההניפב0־הו,0םהןוסכלאהתחת

.0םהןוסכלאה
𝐼תוהזהרוטרפואלשהצירטמה,𝑉לשסיסבלכלסחיב ∈ ℒ(𝑉)תצירטמאיה

תצירטמלשןהותוהזהרוטרפואלשןהןומיסלשמשמ𝐼ןומיסהשבלומיש.𝐼תוהזה

האבההאוושמהתאחקינ,המגודל.םינווכתמונא𝐼הזיאלרורברשקההןמ.תוהזה

ℳ(𝐼) = 𝐼;ילאמשהףגאב𝐼ינמיהףגאבו,תוהזהרוטרפואתאןמסמ𝐼תאןמסמ

.תוהזהתצירטמ

לדוגהותואבו)םיוושהיתודומעוהיתורושרפסמרמולכ(תיעובירהצירטמ𝐴םא

𝐴𝐼יזא,𝐼לשכ = 𝐼𝐴 = 𝐴,אדוולםכילעשיפכ.

𝐴−1,תיכפוה,הכיפה:הרדגה3.80

לדוגהותואב𝐵תיעובירהצירטמתמייקםאהכיפהתארקנ𝐴תיעובירהצירטמ

𝐴𝐵םייקתמשךכ = 𝐵𝐴 = 𝐼;־לםיארוקונא𝐵לשתיכפוהה𝐴־בהתואםינמסמו

𝐴−1.

םיחנומבםישמתשמהםיאקיטמתמםנשי

םתועמשמש,תירלוגניס־ותירלוגניס־יא

.הכיפהיתלבלוהכיפהלההז

3.60־בונשמתשההבשהחכוההתוא

,הכיפהתיעובירהצירטמ𝐴םאשהארמ

םייקתמשךכ𝐵הדיחיהצירטמתמייקיזא

𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 = 𝐼)ןומיסהךכיפלו𝐵 = 𝐴−1

.)קדצומ

1−(𝐴−1)יזא,הכיפההצירטמ𝐴םא = 𝐴־שרחאמ

𝐴−1𝐴 = 𝐴𝐴−1 = 𝐼.
םגוהכיפה𝐴𝐶יזא,לדוגהותואבתוכיפהתויעובירתוצירטמ𝐶־ו𝐴םא,ףסונב

(𝐴𝐶)−1 = 𝐶−1𝐴−1־שרחאמ

(𝐴𝐶)(𝐶−1𝐴−1) = 𝐴(𝐶𝐶−1)𝐴−1

= 𝐴𝐼𝐴−1

= 𝐴𝐴−1

= 𝐼,
(𝐴𝐶)(𝐶−1𝐴−1)ןכומכ = 𝐼.

האצותלעיגנשךכרדגוהוןנכותתוצירטמלפכשרחאמתמייקתמהאבההנקסמה

םירושקהםיסיסבלשרופמבםיסחייתמטושפונאתעכ.ולםדקשרמוחהו3.43ואר—וז

.תוקתעהל

תויראינילתוקתעהתלפכמתצירטמ3.81

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑈,𝑉)־ו𝑆 ∈ ℒ(𝑉,𝑊).םא𝑢1,… , 𝑢𝑚לשסיסב𝑈,־ו𝑣1,… , 𝑣𝑛
…,𝑤1־ו,𝑉לשסיסב ,𝑤𝑝לשסיסב𝑊,יזא

ℳ(𝑆𝑇, (𝑢1,… , 𝑢𝑚), (𝑤1,… ,𝑤𝑝)) =
ℳ(𝑆, (𝑣1,… , 𝑣𝑛), (𝑤1,… ,𝑤𝑝))ℳ(𝑇, (𝑢1,… , 𝑢𝑚), (𝑣1,… , 𝑣𝑛)).
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.םינושםיסיסבינשלסחיב𝐼תוהזהרוטרפואלשהצירטמבתקסועהאבההנקסמה

,ℳ(𝐼לש𝑘th־ההדומעהיכבלומיש (𝑢1,… , 𝑢𝑛), (𝑣1,… , 𝑣𝑛))םירלקסהמתבכרומ

…,𝑣1סיסבהלשיראינילףוריצכ𝑢𝑘תביתכלםישרדנה , 𝑣𝑛.

𝐼,החכוהב.𝑉לא𝑉־מתוהזהרוטרפואתאןמסמ𝐼,האבההנקסמהחוסינב
𝑛תוהזהתצירטמתאםגןמסמ × 𝑛.

םיסיסבינשלסחיבתוהזהרוטרפואלשהצירטמה3.82

…,𝑢1־שחיננ , 𝑢𝑛־ו𝑣1,… , 𝑣𝑛לשםיסיסב𝑉.תוצירטמהיזא

ℳ(𝐼, (𝑢1,… , 𝑢𝑛), (𝑣1,… , 𝑣𝑛)) םגו ℳ(𝐼, (𝑣1,… , 𝑣𝑛), (𝑢1,… , 𝑢𝑛))
.תרחאהלשתיכפוההאיהתחאלכו,תוכיפה

לבקנו,𝐼־ב𝑇־ו𝑆ףילחנו,𝑢𝑘־ב𝑤𝑘ףילחנ,3.81־בהחכוה
𝐼 = ℳ(𝐼, (𝑣1,… , 𝑣𝑛), (𝑢1,… , 𝑢𝑛))ℳ(𝐼, (𝑢1,… , 𝑢𝑛), (𝑣1,… , 𝑣𝑛)).

לבקנו,םי־𝑣־הלשוםי־𝑢־הלשםידיקפתהןיבףילחנתעכ
𝐼 = ℳ(𝐼, (𝑢1,… , 𝑢𝑛), (𝑣1,… , 𝑣𝑛))ℳ(𝐼, (𝑣1,… , 𝑣𝑛), (𝑢1,… , 𝑢𝑛)).

.תשרדנההאצותהתאתוקפסמולאתואוושמיתש

םיסיסבינשלסחיב𝐅2לעמתוהזהרוטרפואלשהצירטמ:המגוד3.83

,4)םיסיסבהתאחקינ 2), (5, ,1)־ו(3 0), (0, ,𝐼(4־שרחאמ.𝐅2לש(1 2) =
4(1, 0) + 2(0, ,𝐼(5־ו(1 3) = 5(1, 0) + 3(0, לבקנ,(1

ℳ(𝐼, ((4, 2), (5, 3)), ((1, 0), (0, 1))) = ⎛
⎝

4 5
2 3

⎞
⎠
.

איהליעלהצירטמהלשתיכפוהה

⎛⎜
⎝

3
2 − 5

2
−1 2

⎞⎟
⎠

,

־שקיסנ3.82־מ,ךכיפל.אדוולםכילעשיפכ

ℳ(𝐼, ((1, 0), (0, 1)), ((4, 2), (5, 3))) = ⎛⎜
⎝

3
2 − 5

2
−1 2

⎞⎟
⎠
.

.םיסיסבםינשמונארשאכהנתשמ𝑇לשהצירטמהדציכהארמהאבההנקסמה

בחרמרובעסיסבכשמשמםהמדחאלכ,𝑉לשםיסיסבינשונלשי,האבההנקסמב

תאגיצהלונלרשפאמשרצוקמהןומיסהתאורכז.דעיהבחרמרובעסיסבכוםוחתה

:םיבחרמהינשלשמשמסיסבהרשאכדבלבתחאםעפסיסבה

ℳ(𝑇, (𝑢1,… , 𝑢𝑛)) = ℳ(𝑇, (𝑢1,… , 𝑢𝑛), (𝑢1,… , 𝑢𝑛)).
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סיסביונישתחסונ3.84

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉).־שחיננ𝑢1,… , 𝑢𝑛־ו𝑣1,… , 𝑣𝑛לשםיסיסב𝑉.הנייהת

𝐴 = ℳ(𝑇, (𝑢1,… , 𝑢𝑛)) םגו 𝐵 = ℳ(𝑇, (𝑣1,… , 𝑣𝑛))
𝐶־ו = ℳ(𝐼, (𝑢1,… , 𝑢𝑛), (𝑣1,… , 𝑣𝑛)).יזא

𝐴 = 𝐶−1𝐵𝐶.

לבקנו,𝐼־ב𝑆ףילחנו𝑢𝑘־ב𝑤𝑘ףילחנ,3.81־בהחכוה
3.85 𝐴 = 𝐶−1ℳ(𝑇, (𝑢1,… , 𝑢𝑛), (𝑣1,… , 𝑣𝑛)),

.3.82־בונשמתשהרשאכ

,𝑇־ב𝑆ףילחנו𝐼־ב𝑇ףילחנףסונב.𝑣𝑘־ב𝑤𝑘ףילחנםעפה,3.81־בשמתשנבוש
לבקנו

ℳ(𝑇, (𝑢1,… , 𝑢𝑛), (𝑣1,… , 𝑣𝑛)) = 𝐵𝐶.
𝐴האוושמהתאלבקנו3.85־בליעלהאוושמהתאביצנ = 𝐶−1𝐵𝐶.

.ליגרתכםיארוקלתראשומהאבההנקסמלהחכוהה

הצירטמהלשתיכפוהלהוושתיכפוההלשהצירטמה3.86

…,𝑣1־שחיננ , 𝑣𝑛לשסיסב𝑉־ו𝑇 ∈ ℒ(𝑉)יזא.הכיפהℳ(𝑇−1) = (ℳ(𝑇))−1
,

…,𝑣1סיסבלסחיבתורדגומתוצירטמהיתשרשאכ , 𝑣𝑛.

4גםיליגרת

𝑇־שחיננ1 ∈ ℒ(𝑉,𝑊)־שוארה.הכיפה𝑇−1םגוהכיפה

(𝑇−1)−1 = 𝑇.

𝑇־שחיננ2 ∈ ℒ(𝑈,𝑉)־ו𝑆 ∈ ℒ(𝑉,𝑊)תוכיפהתויראינילתוקתעהןהיתש.

𝑆𝑇־שוחיכוה ∈ ℒ(𝑈,𝑊)־שוהכיפה(𝑆𝑇)−1 = 𝑇−1𝑆−1.

𝑇־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ3 ∈ ℒ(𝑉).םילוקשםיאבהםיאנתהשוחיכוה.

.הכיפה𝑇.א

…,𝑇𝑣1.ב ,𝑇𝑣𝑛לשסיסב𝑉סיסבלכל𝑣1,… , 𝑣𝑛לש𝑉.

…,𝑇𝑣1.ג ,𝑇𝑣𝑛לשסיסב𝑉סיסברובע𝑣1,… , 𝑣𝑛לשוהשלכ𝑉.

dim𝑉־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ4 > תויראינילהתוקתעההתצובקשוחיכוה.1

.ℒ(𝑉)לשבחרמ־תתהניאומצעל𝑉־מתוכיפה־יתלבה
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𝑆־ו,𝑉לשבחרמ־תת𝑈,יפוסדמממ𝑉־שחיננ5 ∈ ℒ(𝑈,𝑉).תמייקשוחיכוה

𝑇𝑢־שךכומצעל𝑉־מ𝑇הכיפהתיראינילהקתעה = 𝑆𝑢לכל𝑢 ∈ 𝑈םא־קרו־םא

𝑆תיכרע־דח־דח.

𝑆,𝑇־ויפוסדמממ𝑊־שחיננ6 ∈ ℒ(𝑉,𝑊).־שוחיכוהnull 𝑆 = null𝑇
𝐸תמייקםא־קרו־םא ∈ ℒ(𝑊)־שךכ,הכיפה𝑆 = 𝐸𝑇.

𝑆,𝑇־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ7 ∈ ℒ(𝑉,𝑊).־שוחיכוהrange 𝑆 = range𝑇
𝐸תמייקםא־קרו־םא ∈ ℒ(𝑉)־שךכהכיפה𝑆 = 𝑇𝐸.

𝑆,𝑇־ויפוסדמממ𝑊־ו𝑉־שחיננ8 ∈ ℒ(𝑉,𝑊).תוקתעהתומייקשוחיכוה

𝐸1תוכיפה ∈ ℒ(𝑉)־ו𝐸2 ∈ ℒ(𝑊)־שךכ𝑆 = 𝐸2𝑇𝐸1םא־קרו־םא

dim null 𝑆 = dim null𝑇.

𝑇־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ9 ∶ 𝑉 → 𝑊־מתיראינילהקתעה𝑉לע𝑊.וחיכוה

.𝑊לע𝑈לשםזיפרומוזיאאיה𝑇|𝑈־שךכ𝑉לש𝑈בחרמ־תתםייקש
המוחתשהיצקנופהאיה𝑇|𝑈ךכיפל.𝑈־לתמצמוצמ𝑇היצקנופהאיה𝑇|𝑈ןאכ

𝑈,רשאכ𝑇|𝑈ידילעתרדגומ𝑇|𝑈(𝑢) = 𝑇𝑢לכל𝑢 ∈ 𝑈.

יהי.𝑉לשבחרמ־תת𝑈־ויפוסדמממ𝑊־ו𝑉־שחיננ10
ℰ = {𝑇 ∈ ℒ(𝑉,𝑊) ∶ 𝑈 ⊆ null𝑇}.

.ℒ(𝑉,𝑊)לשבחרמ־תתℰ־שוארה.א

dimרובעהחסונואצמ.ב ℰלשםיחנומבdim𝑉, dim𝑊,־וdim𝑈.

Φורידגה:זמר ∶ ℒ(𝑉,𝑊) → ℒ(𝑈,𝑊)ידילעΦ(𝑇) = 𝑇|𝑈.והמnullΦ?והמ

rangeΦ?

𝑆,𝑇־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ11 ∈ ℒ(𝑉).־שוחיכוה

𝑆𝑇הכיפה𝑆 .תוכיפה𝑇־ו⟺

𝑆,𝑇,𝑈־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ12 ∈ ℒ(𝑉)־ו𝑆𝑇𝑈 = 𝐼.־שוארה𝑇הכיפה

𝑇−1־שםגו = 𝑈𝑆.

דמממ𝑉־שהחנההאללחרכהבתמייקתמהניא12ליגרתבהנקסמהשוארה13

.יפוס

,𝑅־ויפוסדמממירוטקובחרמ𝑉םא:תידגנהמגודואיבהואוחיכוה14 𝑆,𝑇 ∈
ℒ(𝑉)־שךכ𝑅𝑆𝑇יזא,לע𝑆תיכרע־דח־דח.

𝑇־שחיננ15 ∈ ℒ(𝑉)־ו𝑣1,… , 𝑣𝑚־בהמישר𝑉־שךכ𝑇𝑣1,… ,𝑇𝑣𝑚תסרופ

…,𝑣1־שוחיכוה.𝑉תא , 𝑣𝑚תאתסרופ𝑉.

.תוצירטמלפכידילעהנותנ𝐅𝑚,1לא𝐅𝑛,1־מתיראינילהקתעהלכשוחיכוה16

𝑇םאשוחיכוה,רמולכ ∈ ℒ(𝐅𝑛,1, 𝐅𝑚,1),תמייקיזא𝐴הצירטמ𝑚 × 𝑛־שךכ

𝑇𝑥 = 𝐴𝑥לכל𝑥 ∈ 𝐅𝑛,1.
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𝑆־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ17 ∈ ℒ(𝑉).ורידגה𝒜 ∈ ℒ(ℒ(𝑉))ידילע

𝒜(𝑇) = 𝑆𝑇
𝑇לכל ∈ ℒ(𝑉).

dim־שוארה.א null 𝒜 = (dim𝑉)(dim null 𝑆).

dim־שוארה.ב range 𝒜 = (dim𝑉)(dim range 𝑆).

.םייפרומוזיאםיירוטקוםיבחרמℒ(𝐅,𝑉)־ו𝑉־שוארה18

𝑇־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ19 ∈ ℒ(𝑉).־לשישוחיכוה𝑇סחיבהצירטמהתוא

.תוהזהרוטרפואלשרלקסתלופכ𝑇םא־קרו־םא𝑉לשסיסבלכל

𝑞־שחיננ20 ∈ 𝒫(𝐑).םונילופםייקשוחיכוה𝑝 ∈ 𝒫(𝐑)־שךכ

𝑞(𝑥) = (𝑥2 + 𝑥)𝑝″(𝑥) + 2𝑥𝑝′(𝑥) + 𝑝(3)
𝑥לכל ∈ 𝐑.

𝐴𝑗,𝑘־ויבויחםלשרפסמ𝑛־שחיננ21 ∈ 𝐅לכל𝑗, 𝑘 = 1,… , 𝑛.םיאנתהשוחיכוה

רפסמלהוושתואוושמהרפסמ,ןלהלםיקלחהינשביכבלומיש(םילוקשםיאבה

.)םינתשמה

𝑥1ילאיווירטהןורתפה.א = ⋯ = 𝑥𝑛 = תכרעמלדיחיהןורתפהאוה0

תויראינילהתואוושמהלשתינגומוהה
𝑛
∑
𝑘=1

𝐴1,𝑘 𝑥𝑘 = 0

⋮
𝑛
∑
𝑘=1

𝐴𝑛,𝑘 𝑥𝑘 = 0.

…,𝑐1לכל.ב , 𝑐𝑛 ∈ 𝐅,תואוושמהתכרעמלןורתפםייק
𝑛
∑
𝑘=1

𝐴1,𝑘 𝑥𝑘 = 𝑐1

⋮
𝑛
∑
𝑘=1

𝐴𝑛,𝑘 𝑥𝑘 = 𝑐𝑛.

𝑇־שחיננ22 ∈ ℒ(𝑉)־ו𝑣1,… , 𝑣𝑛לשסיסב𝑉.־שוחיכוה

ℳ(𝑇, (𝑣1,… , 𝑣𝑛))הכיפה𝑇 .הכיפה⟺

…,𝑢1־שחיננ23 , 𝑢𝑛־ו𝑣1,… , 𝑣𝑛לשםיסיסב𝑉.יהת𝑇 ∈ ℒ(𝑉)־שךכהקתעה

𝑇𝑣𝑘 = 𝑢𝑘לכל𝑘 = 1,… , 𝑛.־שוחיכוה

ℳ(𝑇, (𝑣1,… , 𝑣𝑛)) = ℳ(𝐼, (𝑢1,… , 𝑢𝑛), (𝑣1,… , 𝑣𝑛)).
𝐴𝐵־וההזלדוגבתויעובירתוצירטמ𝐵־ו𝐴־שחיננ24 = 𝐼.־שוחיכוה𝐵𝐴 = 𝐼.

רלסקאןודלש:רבחמ,תיעיברהרודהמ,רשיהךרדבתיראינילהרבגלא
Linear Algebra Done Right, fourth edition, by Sheldon Axler



תויראינילתוקתעהגקרפ96

םיירוטקוםיבחרמלשתונמותולפכמ5ג

םיירוטקוםיבחרמלשתולפכמ

םהבשםיירוטקווהםיבחרמהלכ,דחאירוטקובחרממרתויבםיקסוערשאכ,ונלגרהכ

.הדשותואלעמתויהלםיכירצקוסענ

םיירוטקוםיבחרמתלפכמ:הרדגה3.87

…,𝑉1־שחיננ ,𝑉𝑚לעמםיירוטקוםיבחרמ𝐅.

𝑉1הלפכמה• × ⋯ × 𝑉𝑚ידילעתרדגומ

𝑉1 × ⋯ × 𝑉𝑚 = {(𝑣1,… , 𝑣𝑚) ∶ 𝑣1 ∈ 𝑉1,… , 𝑣𝑚 ∈ 𝑉𝑚}.

𝑉1לעמרוביחהתלועפ• × ⋯ × 𝑉𝑚ידילעתרדגומ

(𝑢1,… , 𝑢𝑚) + (𝑣1,… , 𝑣𝑚) = (𝑢1 + 𝑣1,… , 𝑢𝑚 + 𝑣𝑚).

𝑉1לעמרלקסבלפכ• × ⋯ × 𝑉𝑚ידילערדגומ

𝜆(𝑣1,… , 𝑣𝑚) = (𝜆𝑣1,… , 𝜆𝑣𝑚).

𝐑3־ו𝒫5(𝐑)םיירוטקווהםיבחרמהתלפכמ:המגוד3.88

𝒫5(𝐑)ירביא × 𝐑3המישרבןושארהרביאהרשאכ,םירביאינשתונבתומישרםה

.𝐑3־ברביאאוההמישרבינשהרביאהו𝒫5(𝐑)־ברביאאוה

,5−6𝑥+4𝑥2),המגודל (3, 8, ,𝑥+9𝑥5)־ו((7 (2, 2, .𝒫5(𝐑)×𝐑3לשםירביאםה((2

ידילערדגומםמוכס

(5 − 6𝑥 + 4𝑥2, (3, 8, 7)) + (𝑥 + 9𝑥5, (2, 2, 2))

= (5 − 5𝑥 + 4𝑥2 + 9𝑥5, (5, 10, 9)).
5)2,ףסונב − 6𝑥 + 4𝑥2, (3, 8, 7)) = (10 − 12𝑥 + 8𝑥2, (6, 16, 14)).

תולועפףוריצבםיירוטקוםיבחרמתלפכמ:ךכשרפלשיהאבההנקסמהתא

.ירוטקובחרמאיה,3.87־בורדגוהשיפכרלקסבלפכהורוביחה

ירוטקובחרמאיהםיירוטקוםיבחרמתלפכמ3.89

…,𝑉1־שחיננ ,𝑉𝑚לעמםיירוטקוםיבחרמ𝐅.יזא𝑉1 × ⋯ × 𝑉𝑚ירוטקובחרמ

.𝐅לעמ

לשרוביחלתוהזהרביאיכבלומיש.םיארוקלתראשומליעלהנקסמלהחכוהה

𝑉1 × ⋯ × 𝑉𝑚0)אוה,… , רוביחלתוהזהרביאאוה𝑘th־הביכרב0־הרשאכ,(0

…,𝑣1)לשרוביחלידגנהרביאה.𝑉𝑘לש , 𝑣𝑚) ∈ 𝑉1 × ⋯ × 𝑉𝑚אוה(−𝑣1,… ,−𝑣𝑚).
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𝐑2:המגוד3.90 × 𝐑3 ≠ 𝐑5םלוא𝐑2 × 𝐑3־ליפרומוזיא𝐑5

𝐑2ירוטקווהבחרמהירביא × 𝐑3תומישרםה

((𝑥1, 𝑥2), (𝑥3, 𝑥4, 𝑥5)),
,𝑥1רשאכ 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5 ∈ 𝐑.לשםירביאה𝐑5תומישרםה

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5),
,𝑥1רשאכ 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5 ∈ 𝐑.

𝐑2ירביאןיבןוימדהתורמל ×𝐑3ירביאל𝐑5,םיסופיטמםיטקייבואםהםירביאה

𝐑2ירביא.םינוש × 𝐑3אוהןושארהרביאהרשאכ(םירביאינשתונבתומישרםה

וליאו,)םירביאהשולשתבהמישראוהינשהרביאהוםירביאינשתבהמישרומצע

𝐑2ךכיפל.םירביאהשימחתונבתומישרםה𝐑5־בםירביאה × 𝐑3־להוושוניא𝐑5.

לכונשיעבטהכאוההזםזיפרומוזיא

םירמואהשי.שדחמגויתכוילעבושחל

𝐑2יכימשריתלבןפואב × 𝐑3־להווש

𝐑5,לבא,תינכטהנוכנהניאשהרימא

לשםירבדהחורתאשיחמהלידכהבשי

.שדחמגויתתועצמאביוהיזה

תיראינילההקתעהה

((𝑥1, 𝑥2), (𝑥3, 𝑥4, 𝑥5)) ↦ (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5)
ירוטקווהבחרמהלשםזיפרומוזיאאיה

𝐑2 × 𝐑3ירוטקווהבחרמהלע𝐑5.ךכיפל

,םייפרומוזיאםהולאםיירוטקוםיבחרמינש

.םיוושםניאשףא

.3.92תחכוהבשמתשנובשןויערהתאהשיחממהאבההמגודה

𝒫2(𝐑)לשסיסב:המגוד3.91 × 𝐑2

𝒫2(𝐑)לשםירביאהשימחתבוזהמישרבןנובתנ × 𝐑2:

(1, (0, 0)), (𝑥, (0, 0)), (𝑥2, (0, 0)), (0, (1, 0)), (0, (0, 1)).
𝒫2(𝐑)תאתסרופותיראינילהיולתיתלבוזהמישר × 𝐑2.לשסיסבאיהךכיפל

𝒫2(𝐑) × 𝐑2.

םידממהםוכסאוההלפכמהדממ3.92

…,𝑉1־שחיננ ,𝑉𝑚יזא.יפוסדמממםיירוטקוםיבחרמ𝑉1 ×⋯ × 𝑉𝑚יפוסדמממ

־ו

dim(𝑉1 × ⋯ × 𝑉𝑚) = dim𝑉1 + ⋯ + dim𝑉𝑚.

לשרביאבןנובתנ,𝑉𝑘לכלשסיסברוטקולכרובע.𝑉𝑘לכלסיסברחבנהחכוה

𝑉1 × ⋯ × 𝑉𝑚־הביכרבסיסבהרוטקוולהוושה𝑘thלכתמישר.םיביכרהראשב0־ו

𝑉1תאתסרופותיראינילהיולתיתלבוללהםירוטקווה ×⋯×𝑉𝑚.לשסיסבאיהךכיפל

𝑉1 × ⋯ × 𝑉𝑚.אוההזסיסבלשוכרואdim𝑉1 + ⋯ + dim𝑉𝑚,חיכוהלוניצרשיפכ.
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𝑉1תרדגהיפל,לעאיהΓהקתעהה,האבההנקסמב + ⋯ + 𝑉𝑚.ףוסב,ךכיפל

.״הכיפה״ב״תיכרע־דח־דח״יוטיבהתאףילחהללכונןלהלהנקסמה

םירשיםימוכסותולפכמ3.93

…,𝑉1־שחיננ ,𝑉𝑚לשבחרמ־יתת𝑉.תיראינילהקתעהרידגנ

Γ ∶ 𝑉1 × ⋯ × 𝑉𝑚 → 𝑉1 + ⋯ + 𝑉𝑚ידילע

Γ(𝑣1,… , 𝑣𝑚) = 𝑣1 + ⋯ + 𝑣𝑚.
𝑉1יזא + ⋯ + 𝑉𝑚םא־קרו־םארשיםוכסΓתיכרע־דח־דח.

0אטבלןתינובשדיחיהןפואהםא־קרו־םאתיכרע־דח־דחΓ,3.15יפלהחכוה
𝑣1םוכסכ + ⋯ + 𝑣𝑚,לכרשאכ𝑣𝑘־ב𝑉𝑘,לכשאוה𝑣𝑘לבקנ1.45יפל,ךכיפל.0הווש

𝑉1םא־קרו־םאתיכרע־דח־דחΓ־ש + ⋯ + 𝑉𝑚וניצרשיפכ,רשיםוכסאוה.

םימכתסמםידממהםא־קרו־םארשיםוכסאוהםוכס3.94

…,𝑉1־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ ,𝑉𝑚לשבחרמ־יתת𝑉.יזא𝑉1 + ⋯ + 𝑉𝑚אוה

םא־קרו־םארשיםוכס

dim(𝑉1 + ⋯ + 𝑉𝑚) = dim𝑉1 + ⋯ + dim𝑉𝑚.

תוקתעההלשידוסיהטפשמהיפל,ךכיפל.לעאיה3.93־בΓהקתעהההחכוה

םא־קרו־םאתיכרע־דח־דחΓ,)3.21(תויראינילה

dim(𝑉1 + ⋯ + 𝑉𝑚) = dim(𝑉1 × ⋯ × 𝑉𝑚).
𝑉1־שםילבקמונא3.92םע3.93בולישב + ⋯ + 𝑉𝑚םא־קרו־םארשיםוכס

dim(𝑉1 + ⋯ + 𝑉𝑚) = dim𝑉1 + ⋯ + dim𝑉𝑚,
.וניצרשיפכ

𝑚יטרפההרקמהרובע = 𝑉1־שךכלתיפולחהחכוהקיפהלןתינ,2 + 𝑉2םוכס

dim(𝑉1םא־קרו־םארשי + 𝑉2) = dim𝑉1 + dim𝑉22.43־ו1.46בולישידילע.

הנמיבחרמ

.הצובק־תתורוטקולשםוכסתרדגהבחתפנ,הנמיבחרמבקוסעלונאובב

𝑣:ןומיס3.95 + 𝑈

𝑣־שחיננ ∈ 𝑉־ו𝑈 ⊆ 𝑉.יזא𝑣 + 𝑈לשהצובק־תתהאיה𝑉ידילעתרדגומה

𝑣 + 𝑈 = {𝑣 + 𝑢 ∶ 𝑢 ∈ 𝑈}.
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𝐑2לשידממ־דחבחרמ־תתורוטקולשםוכס:המגוד3.96

(17, 20) + 𝑈ליבקמ

.𝑈בחרמ־תתל

־שחיננ

𝑈 = {(𝑥, 2𝑥) ∈ 𝐑2 ∶ 𝑥 ∈ 𝐑}.
ועופיששתישארהךרדרבועה𝐑2־ברשיהאוה𝑈ןכל

ךכיפל.2

(17, 20) + 𝑈
,17)הדוקנהתאליכמה𝐑2־ברשיהאוה ועופישו(20

2.
־שרחאמ

(10, 20) ∈ 𝑈 םגו (17, 20) ∈ (17, 20) + 𝑈,
,17)־שםיאורונא 20) + 𝑈תזזהתועצמאבגשומ𝑈
.ןימילתודיחי7־ב

הזזה:הרדגה3.97

𝑣רובע ∈ 𝑉־ו𝑈לשהצובק־תת𝑉,הצובקה𝑣 + 𝑈לשהזזהתארקנ𝑈.

תוזזה:המגוד3.98

𝑈ידילערדגומה𝐑2־ברשיהאוה𝑈םא• = {(𝑥, 2𝑥) ∈ 𝐑2 ∶ 𝑥 ∈ 𝐑},לכיזא

𝑈לשטוטרשלליעל3.96המגודואר.𝑈לשתוזזהםה2םעופישש𝐑2־בםירשיה
.ולשתוזזההמתחאו

לכתצובקאיה𝑈לשתוזזההלכתצובק,יזא,𝐑2־ברשיאוה𝑈םא,יללכןפואבו•

.𝑈־לםיליבקמה𝐑2־בםירשיה

𝑈םא• = {(𝑥, 𝑦, 0) ∈ 𝐑3 ∶ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐑},לשתוזזהה,יזא𝑈־בםירושימהןה𝐑3

.𝑥𝑦־הרושימ,𝑈־לםיליבקמה

תצובקאיה𝑈לשתוזזההלכתצובק,יזא,𝐑3־ברושימאוה𝑈םא,יללכןפואבו•

.)7ליגרת,המגודל,ואר(𝑈־לםיליבקמה𝐑3־בםירושימהלכ

𝑉/𝑈,הנמבחרמ:הרדגה3.99

.𝑈לשתוזזההלכתצובקאוה𝑉/𝑈הנמהבחרמיזא.𝑉לשבחרמ־תת𝑈־שחיננ
ךכיפל

𝑉/𝑈 = {𝑣 + 𝑈 ∶ 𝑣 ∈ 𝑉}.
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הנמיבחרמ:המגוד3.100

𝑈םא• = {(𝑥, 2𝑥) ∈ 𝐑2 ∶ 𝑥 ∈ 𝐑},יזא𝐑2/𝑈־בםירשיהלכתצובקאוה𝐑2

.2םעופישש

־בםירשיהלכתצובקאוה𝐑3/𝑈יזא,תישארהךרדרבועה𝐑3־ברשיאוה𝑈םא•

𝐑3־לםיליבקמה𝑈.

םירושימהלכתצובקאוה𝐑3/𝑈יזא,תישארהךרדרבועה𝐑3־ברושימאוה𝑈םא•

.𝑈־לםיליבקמה𝐑3־ב

.האבההנקסמלקקדזנ,ךכםשל.ירוטקובחרמל𝑉/𝑈תאךופהלאוהאבהונדעי

תורזואתוושןהבחרמ־תתלשתוזזהיתש3.101

𝑣,𝑤־ו𝑉לשבחרמ־תת𝑈־שחיננ ∈ 𝑉.יזא

𝑣 − 𝑤 ∈ 𝑈 ⟺ 𝑣 + 𝑈 = 𝑤 + 𝑈 ⟺ (𝑣 + 𝑈) ∩ (𝑤 + 𝑈) ≠ ∅.

𝑣־שחיננהליחתהחכוה − 𝑤 ∈ 𝑈.םא𝑢 ∈ 𝑈,יזא

𝑣 + 𝑢 = 𝑤 + ((𝑣 − 𝑤) + 𝑢) ∈ 𝑤 + 𝑈.
𝑣,ךכיפל + 𝑈 ⊆ 𝑤 + 𝑈.המודןפואב,𝑤 + 𝑈 ⊆ 𝑣 + 𝑈.ךכיפל𝑣 + 𝑈 = 𝑤 + 𝑈,ךכבו

𝑣־שהחכוההתאונמלשה − 𝑤 ∈ 𝑈־שררוג𝑣 + 𝑈 = 𝑤 + 𝑈.

𝑣האוושמהמ + 𝑈 = 𝑤 + 𝑈־שעבונ(𝑣 + 𝑈) ∩ (𝑤 + 𝑈) ≠ ∅.

𝑣)־שחיננתעכ + 𝑈) ∩ (𝑤 + 𝑈) ≠ ,𝑢1םימייקךכיפל.∅ 𝑢2 ∈ 𝑈־שךכ

𝑣 + 𝑢1 = 𝑤 + 𝑢2.
𝑣−𝑤,ךכיפל = 𝑢2 −𝑢1.ןכל𝑣−𝑤 ∈ 𝑈,־שוניארהךכבו(𝑣+𝑈)∩ (𝑤+𝑈) ≠ ∅
𝑣־שררוג − 𝑤 ∈ 𝑈,החכוההתאונמלשהו.

.𝑉/𝑈לעמרלקסבלפכורוביחרידגהללכונתעכ

𝑉/𝑈לעמרלקסבלפכורוביח:הרדגה3.102

ידילע𝑉/𝑈לעמםירדגומרלקסבלפכורוביחיזא.𝑉לשבחרמ־תת𝑈־שחיננ

(𝑣 + 𝑈) + (𝑤 + 𝑈) = (𝑣 + 𝑤) + 𝑈
𝜆(𝑣 + 𝑈) = (𝜆𝑣) + 𝑈

𝑣,𝑤לכל ∈ 𝑉לכלו𝜆 ∈ 𝐅.

.תוינויגהליעלתורדגההשתוארהלךרטצנ,האבההנקסמהתחכוהמקלחכ
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ירוטקובחרמאוההנמבחרמ3.103

יפכרלקסבלפכהורוביחהתולועפףוריצב,𝑉/𝑈יזא.𝑉לשבחרמ־תת𝑈־שחיננ

.ירוטקובחרמ,ליעלורדגוהש

איה𝑉/𝑈לעמליעלרלקסבלפכהורוביחהתורדגהבתילאיצנטופההיעבההחכוה

,𝑣1־שחיננ,קוידרתיל.ידיחיגוצייןיא𝑈לשהזזהלש 𝑣2,𝑤1,𝑤2 ∈ 𝑉־שךכםה

𝑣1 + 𝑈 = 𝑣2 + 𝑈 םגו 𝑤1 + 𝑈 = 𝑤2 + 𝑈.
תוארהלונילע,תינויגהליעלהרדגוהשיפכ𝑉/𝑈לעמרוביחהתרדגהשתוארהלידכ

𝑣1)־ש + 𝑤1) + 𝑈 = (𝑣2 + 𝑤2) + 𝑈.

־שלבקנ,3.101־מ

𝑣1 − 𝑣2 ∈ 𝑈 םגו 𝑤1 − 𝑤2 ∈ 𝑈.
־שעבונןאכמ,רוביחהתלועפתחתרוגסךכיפלו𝑉לשבחרמ־תת𝑈־שרחאמ

(𝑣1 − 𝑣2) + (𝑤1 − 𝑤2) ∈ 𝑈.ךכיפל(𝑣1 + 𝑤1) − (𝑣2 + 𝑤2) ∈ 𝑈.־ברזוחשומיש

־שהארמ3.101

(𝑣1 + 𝑤1) + 𝑈 = (𝑣2 + 𝑤2) + 𝑈,
.תינויגה𝑉/𝑈לעמרוביחהתרדגה,ךכיפל.וניצרשיפכ

𝜆־שחיננ,המודןפואב ∈ 𝐅.־שהחנההתחתןיידעונא𝑣1 + 𝑈 = 𝑣2 + 𝑈.

־שלבקנ,רלקסבלפכתלועפתחתרוגסךכיפלו𝑉לשבחרמ־תת𝑈־שרחאמ

𝜆(𝑣1 − 𝑣2) ∈ 𝑈.ךכיפל𝜆𝑣1 − 𝜆𝑣2 ∈ 𝑈.־שררוג3.101ןכל

(𝜆𝑣1) + 𝑈 = (𝜆𝑣2) + 𝑈.
.תינויגה𝑉/𝑈לעמרלקסבלפכהתלועפלשהרדגההךכיפל

ולאתולועפשאודיווה,𝑉/𝑈לעמרלקסבלפכהורוביחהתולועפורדגוהשמתעכ

רביאשבלומיש.םיארוקלראשומו,טושפאוהירוטקובחרמל𝑉/𝑈תאתוכפוהןכא

0אוה𝑉/𝑈לשרוביחלתוהזה + 𝑈)־להוושה𝑈(לשרוביחלידגנהרביאהו𝑣 + 𝑈
(𝑣−)אוה + 𝑈.

.𝑉/𝑈לשדממהבושיחןפואלונתואליבויאבהןויערה

𝜋,הנמתקתעה:הרדגה3.104

𝜋הנמהתקתעה.𝑉לשבחרמ־תת𝑈־שחיננ ∶ 𝑉 → 𝑉/𝑈תיראינילההקתעההאיה

ידילעתרדגומה

𝜋(𝑣) = 𝑣 + 𝑈
𝑣לכל ∈ 𝑉.

ומכ𝑈־בהיולת𝜋־שףא.תיראינילהקתעהןכאאיה𝜋יכאדוולםיארוקהלע

.רשקההךותמהרורבםתוהזשרחאמ,ןומיסבםיללכנםניאולאםיבחרמ,𝑉־בםג
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הנמבחרמדממ3.105

יזא.𝑉לשבחרמ־תת𝑈־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ

dim𝑉/𝑈 = dim𝑉 − dim𝑈.

𝑣םא.𝑉/𝑈־ל𝑉־מהנמהתקתעה𝜋אהתהחכוה ∈ 𝑉,יזא𝑣 + 𝑈 = 0 + 𝑈
𝑣םא־קרו־םא ∈ 𝑈)יכקיסנךכמו,)3.101יפלnull𝜋 = 𝑈.תרדגהמ𝜋־שעבונ

range𝜋 = 𝑉/𝑈.יכתעכקיסנ)3.21(תויראינילהתוקתעההלשידוסיהטפשמהיפל

dim𝑉 = dim𝑈 + dim𝑉/𝑈,תשקובמההאצותהתאונלביקךכבו.

יפל,𝑉/(null𝑇)לעמ𝑇̃תיראינילהקתעההרשמ𝑉לעמ𝑇תיראינילהקתעהלכ

.ןלהלהרדגהה

𝑇̃:ןומיס3.106

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉,𝑊).רידגנ𝑇̃ ∶ 𝑉/(null𝑇) → 𝑊ידילע
𝑇̃(𝑣 + null𝑇) = 𝑇𝑣.

,𝑢יכחיננ,תינויגה𝑇̃תרדגהשתוארהלידכ 𝑣 ∈ 𝑉־שךכ𝑢+ null𝑇 = 𝑣+ null𝑇.

𝑢־שקיסנ,3.101יפל − 𝑣 ∈ null𝑇.ךכיפל𝑇(𝑢 − 𝑣) = 𝑇𝑢ןכל.0 = 𝑇𝑣.ךכיפל

𝑉/(null𝑇)־מתיראינילהקתעה𝑇̃־שיתרגשהאודיווה.תינויגהטלחהב𝑇̃תרדגה
.םיארוקלראשומ𝑊לא

םוחתבתלעופה,𝑇לשתמאתומהסרגכ𝑇̃לעבושחלןתיניכהארנהאבההנקסמב

.תיכרע־דח־דחהקתעהקיפמה

𝑇̃לשחווטהוספאהבחרמ3.107

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉,𝑊).יזא

𝑇̃.א ∘ 𝜋 = 𝑇,רשאכ𝜋־מהנמהתקתעה𝑉לע𝑉/(null𝑇)

תיכרע־דח־דח𝑇̃.ב

range.ג 𝑇̃ = range𝑇

.םייפרומוזיאםיירוטקוםיבחרמrange𝑇־ו𝑉/(null𝑇).ד

החכוה

𝑣םא.א ∈ 𝑉,יזא(𝑇̃ ∘ 𝜋)(𝑣) = 𝑇̃(𝜋(𝑣)) = 𝑇̃(𝑣 + null𝑇) = 𝑇𝑣,וניצרשיפכ.

𝑣־שחיננ.ב ∈ 𝑉םגו𝑇̃(𝑣 + null𝑇) = 𝑇𝑣יזא.0 = 𝑣ךכיפל.0 ∈ null𝑇.ןכל

𝑣־שררוג3.101 + null𝑇 = 0 + null𝑇.־שעבונןאכמnull 𝑇̃ = {0 + null𝑇}.

.וניצרשיפכ,תיכרע־דח־דח𝑇̃ןכל

range־שעבונ𝑇̃תרדגהמ.ג 𝑇̃ = range𝑇.

־שלבקנ,range𝑇לאהקתעהכ𝑇̃לעבושחנםאש)ג(־ו)ב(־מקיסהללכונתעכ.ד

𝑇̃־מםזיפרומוזיאאיה𝑉/(null𝑇)לעrange𝑇.
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5גםיליגרת

×𝑉לשהצובק־תתהאוה𝑇לשףרגה.𝑊לא𝑉־מהיצקנופ𝑇־שחיננ1 𝑊
ידילעתרדגומה

לשףרגה 𝑇 = {(𝑣,𝑇𝑣) ∈ 𝑉× 𝑊 ∶ 𝑣 ∈ 𝑉}.
לשבחרמ־תתאוה𝑇לשףרגהםא־קרו־םאתיראינילהקתעה𝑇־שוחיכוה

𝑉× 𝑊.

×𝑉לש𝑇הצובק־תתאיה𝑊לא𝑉־מ𝑇היצקנופ,ילמרופןפואב 𝑊לכלשךכ

𝑣 ∈ 𝑉,דיחירביאםייק(𝑣,𝑤) ∈ 𝑇.לשתילמרופההרדגהה,תורחאםילימב

תויצקנופלעםיבשוחונניאללכךרדב.הלשףרגכליעלונרדגהשהמאיההיצקנופ

ןפואבהזליגרתחסנללכונ,תילמרופההרדגההרואל,תאזלכב.ילמרופהטביהב

𝑇םא־קרו־םאתיראינילהקתעהאיה𝑊לא𝑉־מ𝑇היצקנופשוחיכוה:אבה
×𝑉לשבחרמ־תת 𝑊.

…,𝑉1־שחיננ2 ,𝑉𝑚־שךכםיירוטקוםיבחרמ𝑉1 ×⋯×𝑉𝑚וחיכוה.יפוסדמממ

𝑘לכליפוסדמממ𝑉𝑘־ש = 1,… ,𝑚.

…,𝑉1־שחיננ3 ,𝑉𝑚־שוחיכוה.םיירוטקוםיבחרמℒ(𝑉1 × ⋯ × 𝑉𝑚,𝑊)־ו

ℒ(𝑉1,𝑊) × ⋯ × ℒ(𝑉𝑚,𝑊)םייפרומוזיאםיירוטקוםיבחרמ.

דמממםיירוטקווהםיבחרמהשםיאבהםיליגרתהינשבואליעלליגרתבהחנהןיא

.יפוס

…,𝑊1־שחיננ4 ,𝑊𝑚־שוחיכוה.םיירוטקוםיבחרמℒ(𝑉,𝑊1 × ⋯ × 𝑊𝑚)־ו

ℒ(𝑉,𝑊1) × ⋯ × ℒ(𝑉,𝑊𝑚)םייפרומוזיאםיירוטקוםיבחרמ.

ידילע𝑉𝑚ורידגה,יבויחםלשרפסמ𝑚רובע5

𝑉𝑚 = 𝑉× ⋯ × 𝑉⏟
םימעפ 𝑚

.

.םייפרומוזיאםיירוטקוםיבחרמℒ(𝐅𝑚,𝑉)־ו𝑉𝑚־שוחיכוה

,𝑣־שחיננ6 𝑥־בםירוטקו𝑉־ו𝑈,𝑊לשבחרמ־יתת𝑉־שךכ𝑣 + 𝑈 = 𝑥 + 𝑊.

𝑈־שוחיכוה = 𝑊.

𝑈יהי7 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐑3 ∶ 2𝑥 + 3𝑦 + 5𝑧 = 𝐴־שחיננ.{0 ⊆ 𝐑3.־שוחיכוה𝐴
𝑐םייקםא־קרו־םא𝑈לשהזזה ∈ 𝐑־שךכ

𝐴 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐑3 ∶ 2𝑥 + 3𝑦 + 5𝑧 = 𝑐}.
𝑇־שחיננ.א8 ∈ ℒ(𝑉,𝑊)־ו𝑐 ∈ 𝑊.־שוחיכוה{𝑥 ∈ 𝑉 ∶ 𝑇𝑥 = 𝑐}ואאיה

.null𝑇לשהזזהואהקירההצובקה

־בשוזומכתויראינילתואוושמתכרעמלשתונורתפהתצובקעודמוריבסה.ב

.𝐅𝑛לשוהשלכבחרמ־תתלשהזזהואהקירההצובקהואאיה3.27

לשוהשלכבחרמ־תתלשהזזהאיה𝑉לש𝐴הקירהניאשהצובק־תתשוחיכוה9

𝑉םא־קרו־םא𝜆𝑣 + (1 − 𝜆)𝑤 ∈ 𝐴לכל𝑣,𝑤 ∈ 𝐴לכלו𝜆 ∈ 𝐅.

𝐴1־שחיננ10 = 𝑣 + 𝑈1־ו𝐴2 = 𝑤 + 𝑈2רובע𝑣,𝑤 ∈ 𝑉־וםהשלכ𝑈1,𝑈2
𝐴1ךותיחהשוחיכוה.𝑉לשםהשלכבחרמ־יתת ∩𝐴2בחרמ־תתלשהזזהואאוה

.הקירההצובקהוא𝑉לשוהשלכ
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,𝑥1)תורדסהלכתצובקאיה𝑈־שחיננ11 𝑥2,…) ∈ 𝐅∞תומייקמה𝑥𝑘 ≠ קר0

.𝑘יכרעלשיפוסרפסמרובע
.∞𝐅לשבחרמ־תת𝑈־שוארה.א

.יפוסניאדמממ𝐅∞/𝑈־שוחיכוה.ב

…,𝑣1־שחיננ12 , 𝑣𝑚 ∈ 𝑉.יהי

𝐴 = {𝜆1𝑣1 + ⋯ + 𝜆𝑚𝑣𝑚 ∶ 𝜆1,… , 𝜆𝑚 ∈ 𝐅 םגו 𝜆1 + ⋯ + 𝜆𝑚 = 1}.
.𝑉לשוהשלכבחרמ־תתלשהזזה𝐴־שוחיכוה.א
…,𝑣1}־ו𝑉לשוהשלכבחרמ־תתלשהזזה𝐵םאשוחיכוה.ב , 𝑣𝑚} ⊆ 𝐵,יזא

𝐴 ⊆ 𝐵.

.𝑚־מןטקדמממ𝑉לשוהשלכבחרמ־תתלשהזזה𝐴־שוחיכוה.ג

יפרומוזיא𝑉־שוחיכוה.יפוסדמממ𝑉/𝑈־שךכ𝑉לשבחרמ־תת𝑈־שחיננ13

𝑈־ל × (𝑉/𝑈).

𝑉־ו𝑉לשבחרמ־יתת𝑊־ו𝑈־שחיננ14 = 𝑈 ⊕ 𝑊.־שחיננ𝑤1,… ,𝑤𝑚סיסב

𝑤1־שוחיכוה.𝑊לש + 𝑈,… ,𝑤𝑚 + 𝑈לשסיסב𝑉/𝑈.

𝑣1־ו𝑉לשבחרמ־תת𝑈־שחיננ15 +𝑈,… , 𝑣𝑚 +𝑈לשסיסב𝑉/𝑈־ו𝑢1,… , 𝑢𝑛
…,𝑣1־שוחיכוה.𝑈לשסיסב , 𝑣𝑚, 𝑢1,… , 𝑢𝑛לשסיסב𝑉.

𝜑־שחיננ16 ∈ ℒ(𝑉, 𝐅)־ו𝜑 ≠ dim𝑉/(null𝜑)־שוחיכוה.0 = 1.

dim𝑉/𝑈־שךכ𝑉לשבחרמ־תת𝑈־שחיננ17 = 𝜑םייקשוחיכוה.1 ∈ ℒ(𝑉, 𝐅)
null𝜑־שךכ = 𝑈.

.יפוסדמממ𝑉/𝑈־שךכ𝑉לשבחרמ־תת𝑈־שחיננ18

𝑉־ו𝑉לשיפוסדמממבחרמ־תת𝑊םאשוארה.א = 𝑈 + 𝑊,יזאdim𝑊 ≥
dim𝑉/𝑈.

dim𝑊־שךכ𝑉לש𝑊יפוסדמממבחרמ־תתםייקשוחיכוה.ב = dim𝑉/𝑈
𝑉םגו = 𝑈 ⊕ 𝑊.

𝑇־שחיננ19 ∈ ℒ(𝑉,𝑊)־ו𝑈לשבחרמ־תת𝑉.יהת𝜋־מהנמהתקתעה𝑉
𝑆םייקשוחיכוה.𝑉/𝑈לע ∈ ℒ(𝑉/𝑈,𝑊)־שךכ𝑇 = 𝑆 ∘ 𝜋םא־קרו־םא

𝑈 ⊆ null𝑇.
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תילאודהקתעהוילאודבחרמ

ךכיפלו,תיראינילהרבגלאבדחוימדיקפת𝐅םירלקסההדשלאתויראינילתוקתעהל

.דחוימםשןהלקנעומ

יראיניללנויצקנופ:הרדגה3.108

,תורחאםילימב.𝐅לא𝑉־מתיראינילהקתעהאוה𝑉לעמיראיניללנויצקנופ

,ℒ(𝑉לשרביאאוהיראיניללנויצקנופ 𝐅).

םייראינילםילנויצקנופ:המגוד3.109

𝜑רידגנ• ∶ 𝐑3 → 𝐑ידילע𝜑(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 4𝑥−5𝑦+ 2𝑧.יזא𝜑יראיניללנויצקנופאוה

.𝐑3לעמ

…,𝑐1)עבקנ• , 𝑐𝑛) ∈ 𝐅𝑛.רידגנ𝜑 ∶ 𝐅𝑛 → 𝐅ידילע𝜑(𝑥1,… , 𝑥𝑛) = 𝑐1𝑥1+⋯+𝑐𝑛 𝑥𝑛.

.𝐅𝑛לעמיראיניללנויצקנופאוה𝜑יזא

𝜑רידגנ• ∶ 𝒫(𝐑) → 𝐑ידילע

𝜑(𝑝) = 3𝑝″(5) + 7𝑝(4).
.𝒫(𝐑)לעמיראיניללנויצקנופאוה𝜑יזא

𝜑רידגנ• ∶ 𝒫(𝐑) → 𝐑ידילע

𝜑(𝑝) = ∫
1

0
𝑝

𝑝לכל ∈ 𝒫(𝐑).יזא𝜑לעמיראיניללנויצקנופאוה𝒫(𝐑).

,ℒ(𝑉ירוטקווהבחרמה 𝐅)םידחוימןומיסוםשלבקמאוהםג.

′𝑉,ילאודבחרמ:הרדגה3.110

םילנויצקנופהלכלשירוטקווהבחרמהאוה,′𝑉־בןמוסמה,𝑉לשילאודהבחרמה

′𝑉,תורחאםילימב.𝑉לעמםייראינילה = ℒ(𝑉, 𝐅).

3.111dim𝑉′ = dim𝑉

־ויפוסדמממאוהםג′𝑉יזא.יפוסדמממ𝑉־שחיננ

dim𝑉′ = dim𝑉.

םייקתמ3.72יפלהחכוה

dim𝑉′ = dim ℒ(𝑉, 𝐅) = (dim𝑉)(dim 𝐅) = dim𝑉,
.וניצרשיפכ

רלסקאןודלש:רבחמ,תיעיברהרודהמ,רשיהךרדבתיראינילהרבגלא
Linear Algebra Done Right, fourth edition, by Sheldon Axler



תויראינילתוקתעהגקרפ106

.בטיהרדגומ𝜑𝑗לכ,ןלהלהרדגהביכעבונ)3.4(תיראינילההקתעההתמלמ

ילאודסיסב:הרדגה3.112

…,𝑣1םא , 𝑣𝑛לשסיסב𝑉,לשילאודהסיסבהיזא𝑣1,… , 𝑣𝑛המישרהאוה

𝜑1,… ,𝜑𝑛ירביאלש𝑉′,לכרשאכ𝜑𝑗לעמיראינילהלנויצקנופהאוה𝑉ךכ

־ש

𝜑𝑗(𝑣𝑘) =
⎧{
⎨{⎩

1 if 𝑘 = 𝑗,
0 if 𝑘 ≠ 𝑗.

𝐅𝑛לשיטרדנטסהסיסבהלשילאודהסיסבה:המגוד3.113

1רובע.יבויחםלשרפסמ𝑛־שחיננ ≤ 𝑗 ≤ 𝑛,תארידגנ𝜑𝑗יראינילהלנויצקנופכ

ךכיפל.𝐅𝑛־ברוטקולש𝑗th־ההטנידרואוקהתארחובה𝐅𝑛לעמ

𝜑𝑗(𝑥1,… , 𝑥𝑛) = 𝑥𝑗

…,𝑥1)לכל , 𝑥𝑛) ∈ 𝐅𝑛.

…,𝑒1ויהי , 𝑒𝑛לשיטרדנטסהסיסבה𝐅𝑛.יזא

𝜑𝑗(𝑒𝑘) =
⎧{
⎨{⎩

1 if 𝑘 = 𝑗,
0 if 𝑘 ≠ 𝑗.

…,𝜑1ךכיפל ,𝜑𝑛יטרדנטסהסיסבהלשילאודהסיסבהאוה𝑒1,… , 𝑒𝑛לש𝐅𝑛.

םילנויצקנופהמבכרומ𝑉לשסיסבלשילאודסיסביכהארמהאבההנקסמה

לשיראינילףוריצכ𝑉־ברוטקויוטיבלםימדקמהתאםיקפסמה𝑉לעמםייראינילה

.סיסבהירוטקו

יראינילףוריצרובעםימדקמקפסמילאודסיסב3.114

…,𝑣1־שחיננ , 𝑣𝑛לשסיסב𝑉־ו𝜑1,… ,𝜑𝑛יזא.ילאודהסיסבהאוה

𝑣 = 𝜑1(𝑣)𝑣1 + ⋯ + 𝜑𝑛(𝑣)𝑣𝑛

𝑣לכל ∈ 𝑉.

𝑣־שחיננהחכוה ∈ 𝑉.םימייקיזא𝑐1,… , 𝑐𝑛 ∈ 𝐅־שךכ

3.115 𝑣 = 𝑐1𝑣1 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑣𝑛.
𝑗םא ∈ {1,… , 𝑛},תלעפהיזא𝜑𝑗תנתונליעלהאוושמהיפגאינשלע

𝜑𝑗(𝑣) = 𝑐𝑗.
…,𝑐1לשםיכרעהתאביצנ , 𝑐𝑛־שלבקנו3.115ךותבליעלהאוושמהמונלביקש

𝑣 = 𝜑1(𝑣)𝑣1 + ⋯ + 𝜑𝑛(𝑣)𝑣𝑛.
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ךכיפל.ילאודהבחרמלסיסבןכאאוהילאודהסיסבהיכהארמהאבההנקסמה

.קדצומ״ילאודסיסב״חנומה

ילאודהבחרמהלשסיסבאוהילאודסיסב3.116

.′𝑉לשסיסבאוה𝑉לשסיסבלשילאודהסיסבהיזא.יפוסדמממ𝑉־שחיננ

…,𝑣1־שחיננהחכוה , 𝑣𝑛לשסיסב𝑉.־בןמסנ𝜑1,… ,𝜑𝑛ילאודהסיסבהתא.

…,𝜑1־שתוארהלידכ ,𝜑𝑛לשםירביאתמישראיה𝑉′חיננ,תיראינילהיולתיתלב

…,𝑎1־ש , 𝑎𝑛 ∈ 𝐅־שךכ

3.117 𝑎1𝜑1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝜑𝑛 = 0.

תעכ

(𝑎1𝜑1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝜑𝑛)(𝑣𝑘) = 𝑎𝑘

𝑘לכל = 1,… , 𝑛.־שונלהארמ3.117ךכיפל𝑎1 = ⋯ = 𝑎𝑛 = …,𝜑1ןכל.0 ,𝜑𝑛
.תיראינילהיולתיתלב

…,𝜑1־שרחאמ ,𝜑𝑛־בתיראינילהיולתיתלבהמישר𝑉′־להוושהכרואשdim𝑉′

…,𝜑1יכםיקיסמונא,)3.111יפל( ,𝜑𝑛לשסיסב𝑉′)2.38ואר(.

הקתעה′𝑇יזא𝑊לא𝑉־מתיראינילהקתעה𝑇םא,האבההרדגהביכבלםישנ

.′𝑉לא′𝑊־מתיראיניל

′𝑇,תילאודהקתעה:הרדגה3.118

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉,𝑊).לשתילאודההקתעהה𝑇תיראינילההקתעההאיה

𝑇′ ∈ ℒ(𝑊′,𝑉′)לכלתרדגומה𝜑 ∈ 𝑊′ידילע

𝑇′(𝜑) = 𝜑 ∘ 𝑇.

𝑇םא ∈ ℒ(𝑉,𝑊)־ו𝜑 ∈ 𝑊′,יזא𝑇′(𝜑)תוקתעההלשהבכרהכליעלתרדגומ

םילימב;𝐅לא𝑉־מתיראינילהקתעהןכאאיה𝑇′(𝜑)ךכיפל.𝑇־ו𝜑תויראינילה

𝑇′(𝜑),תורחא ∈ 𝑉′.

.′𝑉לא′𝑊־מתיראינילהקתעה′𝑇יכתוארמתואבהתודוקנהיתש

𝜑,𝜓םא• ∈ 𝑊′,יזא

𝑇′(𝜑 + 𝜓) = (𝜑 + 𝜓) ∘ 𝑇 = 𝜑 ∘ 𝑇 + 𝜓 ∘ 𝑇 = 𝑇′(𝜑) + 𝑇′(𝜓).

𝜆םא• ∈ 𝐅־ו𝜑 ∈ 𝑊′,יזא

𝑇′(𝜆𝜑) = (𝜆𝜑) ∘ 𝑇 = 𝜆(𝜑 ∘ 𝑇) = 𝜆𝑇′(𝜑).

′𝐷:תורושקיתלבתויועמשמיתשבהאבההמגודבעיפומגתתועצמאבןומיסה

תרזגנהתאןמסמ′𝑝וליאו,𝐷תיראינילההקתעההלשתילאודההקתעההתאןמסמ

.𝑝םונילופהלש
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הריזגהתקתעהלשתילאודהקתעה:המגוד3.119

𝐷רידגנ ∶ 𝒫(𝐑) → 𝒫(𝐑)ידילע𝐷𝑝 = 𝑝′.

𝜑(𝑝)ידילערדגומה𝒫(𝐑)לעמיראינילהלנויצקנופהאוה𝜑־שחיננ• = 𝑝(3).יזא

𝐷′(𝜑)לעמיראינילהלנויצקנופהאוה𝒫(𝐑)ידילעןותנה

(𝐷′(𝜑))(𝑝) = (𝜑 ∘ 𝐷)(𝑝) = 𝜑(𝐷𝑝) = 𝜑(𝑝′) = 𝑝′(3).
.𝑝′(3)לא𝑝תאקיתעמה𝒫(𝐑)לעמיראינילהלנויצקנופהאוה𝐷′(𝜑)ךכיפל

𝜑(𝑝)ידילערדגומה𝒫(𝐑)לעמיראינילהלנויצקנופהאוה𝜑־שחיננ• = ∫1
0 𝑝.יזא

𝐷′(𝜑)לעמיראינילהלנויצקנופהאוה𝒫(𝐑)ידילעןותנה

(𝐷′(𝜑))(𝑝) = (𝜑 ∘ 𝐷)(𝑝)
= 𝜑(𝐷𝑝)
= 𝜑(𝑝′)

= ∫
1

0
𝑝′

= 𝑝(1) − 𝑝(0).
−𝑝(1)לא𝑝תאקיתעמה𝒫(𝐑)לעמיראינילהלנויצקנופהאוה𝐷′(𝜑)ךכיפל 𝑝(0).

′𝑇לא𝑇תאהקיתעמההיצקנופהיכעבונ)ב(־ו)א(םיפיעסמהאבההנקסמב

.ℒ(𝑊′,𝑉′)לאℒ(𝑉,𝑊)־מתיראינילהקתעהאיה

.ינמיהףגאב′𝑇′𝑆־לילאמשהףגאב𝑆𝑇־מ)ג(ףיעסברדסהךופיהלבלומיש

תוילאודתוקתעהלשתוירבגלאתונוכת3.120

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉,𝑊).יזא

𝑆).א + 𝑇)′ = 𝑆′ + 𝑇′לכל𝑆 ∈ ℒ(𝑉,𝑊)

′(𝜆𝑇).ב = 𝜆𝑇′לכל𝜆 ∈ 𝐅

′(𝑆𝑇).ג = 𝑇′𝑆′לכל𝑆 ∈ ℒ(𝑊,𝑈).

.םיארוקלתוראשומ)ב(־ו)א(תוחכוההחכוה

𝜑־שחיננ,)ג(תחכוהל ∈ 𝑈′.יזא

(𝑆𝑇)′(𝜑) = 𝜑 ∘ (𝑆𝑇) = (𝜑 ∘ 𝑆) ∘ 𝑇 = 𝑇′(𝜑 ∘ 𝑆) = 𝑇′(𝑆′(𝜑)) = (𝑇′𝑆′)(𝜑),

∗𝑉־בתנמוסמתוילאודםירפסהמקלחב

רפסב,םלוא.′𝑇־ו′𝑉םוקמב∗𝑇־ו

הדומצההקתעהלרומש∗𝑇ןומיסההז

לעמתוקתעהלעדמלנשכריכנהתואש

.זקרפבתימינפהלפכמיבחרמ

,ישילשה,ןושארהתונויוושהרשאכ

תרדגהרואלםימייקתמליעליעיברהו

םייקתמינשהןויוושה,תילאודההקתעהה

איהתויצקנופתבכרהתלועפשרחאמ

עבונןורחאהןויוושהו,תיביטאיצוסא

.הבכרההתרדגהמ

(𝜑)′(𝑆𝑇)יכהארמליעלהאוושמה = (𝑇′𝑆′)(𝜑)לכל𝜑 ∈ 𝑈′.ךכיפל(𝑆𝑇)′ =
𝑇′𝑆′.
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תילאודהקתעהלשחווטהוספאהבחרמ

־וrange𝑇לשםיחנומב′range𝑇־ו′null𝑇תאראתלאיהוזהדיחי־תתבונתרטמ

null𝑇.האבההרדגהלקקדזנךכךרוצל.

𝑈0,ספֵּאַמְ:הרדגה3.121

𝑈רובע ⊆ 𝑉,ַלשספֵּאַמְה𝑈,־בןמוסמה𝑈0,ידילערדגומ

𝑈0 = {𝜑 ∈ 𝑉′ ∶ 𝜑(𝑢) = 0 לכל 𝑢 ∈ 𝑈}.

ספאמברביא:המגוד3.122

אוה𝜑םא.𝑥2לשתוימונילופתולופכמבכרומה𝒫(𝐑)לשבחרמ־תתה𝑈־שחיננ

𝜑(𝑝)ידילערדגומה𝒫(𝐑)לעמיראינילהלנויצקנופה = 𝑝′(0),יזא𝜑 ∈ 𝑈0.

𝑈רובע ⊆ 𝑉,ַספֵּאַמְה𝑈0ילאודהבחרמהלשהצובק־תתאוה𝑉′.ךכיפל𝑈0יולת

𝑈0ןוגכןומיסןכלו,𝑈תאליכמהירוטקווהבחרמב
𝑉רחאמ,םלוא.רתויקיודמהיהי

טושפהןומיסבשמתשנונא,רשקההמרורבהיהידימתליכמהירוטקווהבחרמהש

.𝑈0רתוי

𝐑5לשידממ־ודבחרמ־תתלשספאמה:המגוד3.123

,𝑒1־בןמסנ 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5לשיטרדנטסהסיסבהתא𝐑5;ויהי𝜑1,𝜑2,𝜑3,𝜑4,𝜑5 ∈
(𝐑5)′

,𝑒1לשילאודהסיסבה 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5.־שחיננ

𝑈 = span(𝑒1, 𝑒2) = {(𝑥1, 𝑥2, 0, 0, 0) ∈ 𝐑5 ∶ 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐑}.
𝑈0יכתוארהלוננוצרב = span(𝜑3,𝜑4,𝜑5).

הטנידרואוקהתארחובה𝐑5לעמיראינילהלנויצקנופהאוה𝜑𝑗יכ)3.113ואר(ריכזנ

,𝜑𝑗(𝑥1:אבהןפואב𝑗th־ה 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5) = 𝑥𝑗.

𝜑־שחיננהליחת ∈ span(𝜑3,𝜑4,𝜑5).םימייקיזא𝑐3, 𝑐4, 𝑐5 ∈ 𝐑־שךכ

𝜑 = 𝑐3𝜑3 + 𝑐4𝜑4 + 𝑐5𝜑5.םא(𝑥1, 𝑥2, 0, 0, 0) ∈ 𝑈,יזא

𝜑(𝑥1, 𝑥2, 0, 0, 0) = (𝑐3𝜑3 + 𝑐4𝜑4 + 𝑐5𝜑5)(𝑥1, 𝑥2, 0, 0, 0) = 0.
𝜑ךכיפל ∈ 𝑈0.יכוניארהןכלspan(𝜑3,𝜑4,𝜑5) ⊆ 𝑈0.

.ךופההןוויכבהלכההתאהארנתעכ

𝜑יכחיננ ∈ 𝑈0.לשסיסבאוהילאודהסיסבהשרחאמ(𝐑5)′
םירלקסםימייק,

𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, 𝑐4, 𝑐5 ∈ 𝐑־שךכ𝜑 = 𝑐1𝜑1 + 𝑐2𝜑2 + 𝑐3𝜑3 + 𝑐4𝜑4 + 𝑐5𝜑5.־שרחאמ

𝑒1 ∈ 𝑈־ו𝜑 ∈ 𝑈0,לבקנ

0 = 𝜑(𝑒1) = (𝑐1𝜑1 + 𝑐2𝜑2 + 𝑐3𝜑3 + 𝑐4𝜑4 + 𝑐5𝜑5)(𝑒1) = 𝑐1.
𝑒2,המודןפואב ∈ 𝑈ךכיפלו𝑐2 = 𝜑ןכל.0 = 𝑐3𝜑3 + 𝑐4𝜑4 + 𝑐5𝜑5.ךכיפל

𝜑 ∈ span(𝜑3,𝜑4,𝜑5),יכהארמשהמ𝑈0 ⊆ span(𝜑3,𝜑4,𝜑5).

𝑈0ךכיפל = span(𝜑3,𝜑4,𝜑5).
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בחרמ־תתאוהספאמה3.124

𝑈־שחיננ ⊆ 𝑉.יזא𝑈0לשבחרמ־תת𝑉′.

0יכבלםישנהחכוה ∈ 𝑈0)לעמספאהיראינילהלנויצקנופהאוה0־הןאכ𝑉(
0התאצות𝑈־ברוטקולכלעספאהלנויצקנופתלעפהשרחאמ ∈ 𝐅.

𝜑,𝜓־שחיננ ∈ 𝑈0.ךכיפל𝜑,𝜓 ∈ 𝑉′־ו𝜑(𝑢) = 𝜓(𝑢) = 𝑢לכל0 ∈ 𝑈.םא

𝑢 ∈ 𝑈,יזא

(𝜑 + 𝜓)(𝑢) = 𝜑(𝑢) + 𝜓(𝑢) = 0 + 0 = 0.
𝜑ךכיפל + 𝜓 ∈ 𝑈0.

בחרמ־תת𝑈0־שררוג1.34ךכיפל.רלקסבלפכתלועפתחתרוגס𝑈0,המודןפואב

.′𝑉לש

,המגודל.dim𝑈־לdim𝑉ןיבשרפההאוהdim𝑈0־שהארנהאבההנקסמב

ידממ־תלתבחרמ־תת𝑈0יזא,𝐑5לשידממ־ודבחרמ־תת𝑈םאיכונלהארמהנקסמה

′(𝐑5)לש
.3.123המגודבוניארשיפכ,

רחבנ:3.123המגודבהחכוההתובקעבךלנםאחיכוהלרשפאהאבההנקסמהתא

…,𝑢1סיסב , 𝑢𝑚לש𝑈,סיסבלםילשנ𝑢1,… , 𝑢𝑚,… , 𝑢𝑛לש𝑉,יהי𝜑1,… ,𝜑𝑚,… ,𝜑𝑛
…,𝜑𝑚+1־שתוארהללכונוזהדוקנבו,′𝑉לשילאודהסיסבה ,𝜑𝑛לשסיסב𝑈0,המ

ונאשףאתאז,ראותשהוותמבהחכוההתאתונבלםכילע.היוצרההאצותהלאליבויש

.רתויתיטנגלאהחכוהןלהלםיגיצמ

ספאמהדממ3.125

יזא.𝑉לשבחרמ־תת𝑈־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ

dim𝑈0 = dim𝑉 − dim𝑈.

𝑖יהתהחכוה ∈ ℒ(𝑈,𝑉)ידילעתרדגומההלכההתקתעה𝑖(𝑢) = 𝑢לכל𝑢 ∈ 𝑈.

תוקתעההלשידוסיהטפשמהתאליעפנ.′𝑈לא′𝑉־מתיראינילהקתעה′𝑖ךכיפל

לבקנו′𝑖לע)3.21(תויראינילה

dim range 𝑖′ + dim null 𝑖′ = dim𝑉′.
nullםלוא 𝑖′ = 𝑈0)־ו)תורדגההתאםינחובשכתוארלןתינשיפכdim𝑉′ = dim𝑉
אבהןפואבליעלהאוושמהתאשדחמבותכללכונשךכ,)3.111יפל(

3.126 dim range 𝑖′ + dim𝑈0 = dim𝑉.

𝜑םא ∈ 𝑈′,תרדגהתאביחרהללכוניזא𝜑יראיניללנויצקנופל𝜓לעמ𝑉)ואר,
𝑖′(𝜓)יכעבונ′𝑖תרדגהמ.)1גהדיחיב13ליגרת,המגודל = 𝜑.ךכיפל𝜑 ∈ range 𝑖′,

rangeיכהנקסמלליבומשהמ 𝑖′ = 𝑈′.ןכל

dim range 𝑖′ = dim𝑈′ = dim𝑈,
dim𝑈האוושמלתכפוה3.126הזבלשב + dim𝑈0 = dim𝑉,וניצרשיפכ.
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בחרמ־תתלשולדוגשתוארהלןתינותועצמאבשילככשמשלהלוכיהאבההנקסמה

.)ב(ואר—ילמינימבחרמ־תתלשולדוגשתוארהלוא—)א(ואר—ילמיסקמ

ולוכבחרמלוא{0}־להוושספאמהשךכליאנת3.127

יזא.𝑉לשבחרמ־תת𝑈־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ

𝑈0.א = 𝑈םא־קרו־םא{0} = 𝑉

𝑈0.ב = 𝑉′םא־קרו־םא𝑈 = {0}.

םייקתמ,)א(תחכוהלהחכוה

𝑈0 = {0} ⟺ dim𝑈0 = 0
⟺ dim𝑈 = dim𝑉
⟺ 𝑈 = 𝑉,

.2.39־מתעבונתישילשהתוליקשהו3.125־מתעבונהיינשהתוליקשהרשאכ

םייקתמ)ב(תחכוהל,המודןפואב

𝑈0 = 𝑉′ ⟺ dim𝑈0 = dim𝑉′

⟺ dim𝑈0 = dim𝑉

⟺ dim𝑈 = 0

⟺ 𝑈 = {0},
־מתעבונהיינשהתוליקשה,2.39־מעבונהנושארהתוליקשהלשדחאןוויכרשאכ

.3.125־מתעבונתישילשהתוליקשהו,3.111

.יפוסדמממ𝑊־ו𝑉־שהחנהבתשמתשמהניאהאבההנקסמב)א(לשהחכוהה

′𝑇לשספאהבחרמ3.128

𝑇־ויפוסדמממ𝑊־ו𝑉־שחיננ ∈ ℒ(𝑉,𝑊).יזא

′null𝑇.א = (range𝑇)0

dim.ב null𝑇′ = dim null𝑇 + dim𝑊 − dim𝑉.

החכוה

𝜑יכחיננתישאר.א ∈ null𝑇′.0ךכיפל = 𝑇′(𝜑) = 𝜑 ∘ 𝑇.ןכל

0 = (𝜑 ∘ 𝑇)(𝑣) = 𝜑(𝑇𝑣) לכל 𝑣 ∈ 𝑉.
𝜑ךכיפל ∈ (range𝑇)0.־שעבונןאכמnull𝑇′ ⊆ (range𝑇)0.

𝜑־שתעכחיננ,ךופההןוויכבהלכההתחכוהל ∈ (range𝑇)0.ךכיפל𝜑(𝑇𝑣) = 0
𝑣רוטקולכל ∈ 𝑉.0ןכל = 𝜑 ∘ 𝑇 = 𝑇′(𝜑).תורחאםילימב,𝜑 ∈ null𝑇′,המ

0(range𝑇)יכונלהארמש ⊆ null𝑇′,א(תחכוהתאונמלשהתאזבו(.
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םייקתמ.ב

dim null𝑇′ = dim(range𝑇)0

= dim𝑊 − dim range𝑇

= dim𝑊 − (dim𝑉 − dim null𝑇)

= dim null𝑇 + dim𝑊 − dim𝑉,
ישילשהןויוושהו,3.125־מעבונינשהןויוושה,)א(־מעבונןושארהןויוושהרשאכ

.)3.21(תויראינילהתוקתעההלשידוסיהטפשמהמעבונ

′𝑇־שתוארהלרתוילקםיתיעלןכשתישומישתויהלהלוכיהאבההנקסמה

.לע𝑇־שתורישיתוארהלרשאמתיכרע־דח־דח

3.129𝑇־ללוקשלע𝑇′תיכרע־דח־דח

𝑇־ויפוסדמממ𝑊־ו𝑉־שחיננ ∈ ℒ(𝑉,𝑊).יזא

𝑇לע𝑇′ .תיכרע־דח־דח⟺

םייקתמהחכוה

range𝑇 = 𝑊 ⟺ לע 𝑇 ∈ ℒ(𝑉,𝑊)
(range𝑇)0 = {0} ⟺

null𝑇′ = {0} ⟺
,תיכרע־דח־דח 𝑇′ ⟺

.)א(3.128־מתעבונתישילשהתוליקשהו)א(3.127־מתעבונהיינשהתוליקשהרשאכ

′𝑇לשחווטה3.130

𝑇־ויפוסדמממ𝑊־ו𝑉־שחיננ ∈ ℒ(𝑉,𝑊).יזא

dim.א range𝑇′ = dim range𝑇

′range𝑇.ב = (null𝑇)0.

החכוה

םייקתמ.א

dim range𝑇′ = dim𝑊′ − dim null𝑇′

= dim𝑊 − dim(range𝑇)0

= dim range𝑇,
,)א(3.128־ו3.111־מעבונינשהןויוושה,3.21־מעבונןושארהןויוושהרשאכ

.3.125־מעבונישילשהןויוושהו
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𝜑־שהליחתחיננ.ב ∈ range𝑇′.םייקךכיפל𝜓 ∈ 𝑊′־שךכ𝜑 = 𝑇′(𝜓).םא

𝑣 ∈ null𝑇,יזא

𝜑(𝑣) = (𝑇′(𝜓))𝑣 = (𝜓 ∘ 𝑇)(𝑣) = 𝜓(𝑇𝑣) = 𝜓(0) = 0.
𝜑ןכל ∈ (null𝑇)0.־שעבונןאכמrange𝑇′ ⊆ (null𝑇)0.

.םיהז0(null𝑇)־ו′range𝑇לשםידממהיכהארנשךכבהחכוההתאםילשנ

יכןייצנ,ךכךרוצל

dim range𝑇′ = dim range𝑇
= dim𝑉 − dim null𝑇
= dim(null𝑇)0,

ישילשהןויוושהו,3.21־מעבונינשהןויוושה,)א(־מעבונןושארהןויוושהרשאכ

.3.125־מעבונ

.3.129־לתוושהלשיהאבההנקסמהתא

3.131𝑇־ללוקשתיכרע־דח־דח𝑇′לע

𝑇־ויפוסדמממ𝑊־ו𝑉־שחיננ ∈ ℒ(𝑉,𝑊).יזא

𝑇תיכרע־דח־דח𝑇′ .לע⟺

םייקתמהחכוה

null𝑇 = {0} ⟺ תיכרע־דח־דח 𝑇
(null𝑇)0 = 𝑉′ ⟺
, range𝑇′ = 𝑉′ ⟺

.)ב(3.130־מתעבונתישילשהתוליקשהו)ב(3.127־מתעבונהיינשהתוליקשהרשאכ

תילאודהקתעהלשהצירטמ

…,𝑣1סיסבונלשישהחנההאיההאבההנקסמהרובעתרגסמה , 𝑣𝑛לש𝑉,םעדחי

…,𝜑1ולשילאודהסיסבה ,𝜑𝑛לש𝑉′.סיסבונלשיףסונב𝑤1,… ,𝑤𝑚לש𝑊,םעדחי

…,𝜓1ולשילאודהסיסבה ,𝜓𝑚לש𝑊′.ךכיפלℳ(𝑇)לשםיסיסבלסחיבתבשוחמ𝑉
םתואשםיילאודהםיסיסבלסחיבתבשוחמℳ(𝑇′)וליאו,התעהזונייצםתואש𝑊־ו

.האבההפיההנקסמהלאליבויולאםיסיסבבשומיש.′𝑉־ו′𝑊לשהתעהזונייצ

𝑇לשתפלחושמההצירטמהאיה′𝑇תצירטמ3.132

𝑇־ויפוסדמממ𝑊־ו𝑉־שחיננ ∈ ℒ(𝑉,𝑊).יזא

ℳ(𝑇′) = (ℳ(𝑇))t.
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𝐴הנייהתהחכוה = ℳ(𝑇)־ו𝐶 = ℳ(𝑇′).1־שחיננ ≤ 𝑗 ≤ 𝑚1־ו ≤ 𝑘 ≤ 𝑛.

לבקנℳ(𝑇′)תרדגהמ

𝑇′(𝜓𝑗) =
𝑛
∑
𝑟=1

𝐶𝑟,𝑗𝜑𝑟.

𝜓𝑗־להוושליעלהאוושמהלשילאמשהףגאה ∘ 𝑇.האוושמהיפגאינשתלעפהךכיפל

תנתונ𝑣𝑘לעליעל

(𝜓𝑗 ∘ 𝑇)(𝑣𝑘) =
𝑛
∑
𝑟=1

𝐶𝑟,𝑗𝜑𝑟(𝑣𝑘)

= 𝐶𝑘,𝑗.
םייקתמ,ףסונב

(𝜓𝑗 ∘ 𝑇)(𝑣𝑘) = 𝜓𝑗(𝑇𝑣𝑘)

= 𝜓𝑗(
𝑚
∑
𝑟=1

𝐴𝑟,𝑘𝑤𝑟)

=
𝑚
∑
𝑟=1

𝐴𝑟,𝑘𝜓𝑗(𝑤𝑟)

= 𝐴𝑗,𝑘.
םילבקמונא,תואוושמהתוצובקיתשמתחאלכלשהנורחאההרושהתאוושהב

𝐶𝑘,𝑗 = 𝐴𝑗,𝑘.ךכיפל𝐶 = 𝐴t.תורחאםילימב,ℳ(𝑇′) = (ℳ(𝑇))t,וניצרשיפכ.

לשתודומעהתגרדשךכלתיפולחהחכוהקפסלידכתוילאודבםישמתשמונאתעכ

םיעצמאבליעלונחכוהוזהנקסמתא.הצירטמהלשתורושהתגרדלהוושהצירטמ

.3.57ואר—םירחא

תורושהתגרדלהוושתודומעהתגרד3.133

𝐴־שחיננ ∈ 𝐅𝑚,𝑛.לשתודומעהתגרדיזא𝐴לשתורושהתגרדלהווש𝐴.

𝑇רידגנהחכוה ∶ 𝐅𝑛,1 → 𝐅𝑚,1ידילע𝑇𝑥 = 𝐴𝑥.ךכיפלℳ(𝑇) = 𝐴,רשאכℳ(𝑇)
תעכלבקנ.𝐅𝑚,1־ו𝐅𝑛,1לשםייטרדנטסהםיסיסבלסחיבתבשוחמ

ℳ(𝑇) לשתודומעהתגרד = 𝐴 לשתודומעהתגרד

dim range𝑇 =
dim range𝑇′ =

ℳ(𝑇′) לשתודומעהתגרד =
𝐴t לשתודומעהתגרד =
,𝐴 לשתורושהתגרד =

יעיברהןויוושה,)א(3.130־מעבונישילשהןויוושה,3.78־מעבונינשהןויוושהרשאכ

לשתורדגההמעבונןורחאהןויוושהו,3.132־מעבונישימחהןויוושה,3.78־מעבונ

.תודומעהותורושהתוגרד

.ליעלהנקסמלתפסונתיפולחהחכוהל1זהדיחיב8ליגרתואר
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6גםיליגרת

.ספאהתקתעהואלעָואאוהיראיניללנויצקנופלכעודמוריבסה1

.𝐑[0,1]לעמםייראינילםילנויצקנופלשתונושתואמגודשולשואיבה2

𝑣־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ3 ∈ 𝑉םע𝑣 ≠ 𝜑םייקשוחיכוה.0 ∈ 𝑉′־שךכ

𝜑(𝑣) = 1.

𝑈־שךכ𝑉לשבחרמ־תת𝑈־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ4 ≠ 𝑉.םייקשוחיכוה

𝜑 ∈ 𝑉′־שךכ𝜑(𝑢) = 𝑢לכל0 ∈ 𝑈לבא𝜑 ≠ 0.

𝑇־שחיננ5 ∈ ℒ(𝑉,𝑊)־ו𝑤1,… ,𝑤𝑚לשסיסבrange𝑇.לכלןכל𝑣 ∈ 𝑉,

…,𝜑1(𝑣)םידיחיםירפסמםימייק ,𝜑𝑚(𝑣)־שךכ

𝑇𝑣 = 𝜑1(𝑣)𝑤1 + ⋯ + 𝜑𝑚(𝑣)𝑤𝑚,
…,𝜑1תויצקנופתורדגומךכבו ,𝜑𝑚־מ𝑉־ל𝐅.תויצקנופהמתחאלכשוארה

𝜑1,… ,𝜑𝑚לעמיראיניללנויצקנופאיה𝑉.

,𝜑־שחיננ6 𝛽 ∈ 𝑉′.־שוחיכוהnull𝜑 ⊆ null 𝛽םייקםא־קרו־םא𝑐 ∈ 𝐅־שךכ

𝛽 = 𝑐𝜑.

…,𝑉1־שחיננ7 ,𝑉𝑚־שוחיכוה.םיירוטקוםיבחרמ(𝑉1×⋯×𝑉𝑚)′־ו𝑉1
′×⋯×𝑉𝑚

′

.םייפרומוזיאםיירוטקוםיבחרמ

…,𝑣1־שחיננ8 , 𝑣𝑛לשסיסב𝑉־ו𝜑1,… ,𝜑𝑛לשילאודהסיסבה𝑉′.ורידגה

Γ ∶ 𝑉 → 𝐅𝑛־וΛ ∶ 𝐅𝑛 → 𝑉ידילע

Γ(𝑣) = (𝜑1(𝑣),… ,𝜑𝑛(𝑣)) םגו Λ(𝑎1,… , 𝑎𝑛) = 𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑣𝑛.
.וזלשוזתויכפוהΛ־וΓעודמוריבסה

,1סיסבהלשילאודהסיסבהשוארה.יבויחםלשרפסמ𝑚־שחיננ9 𝑥,… , 𝑥𝑚

…,𝜑0,𝜑1אוה𝒫𝑚(𝐑)לש ,𝜑𝑚,רשאכ

𝜑𝑘(𝑝) =
𝑝(𝑘)(0)

𝑘!
.

איה𝑝לש0th־התרזגנהיכהנבהךות,𝑝לש𝑘th־התרזגנהתאןמסמ𝑝(𝑘)ןאכ

𝑝.

.יבויחםלשרפסמ𝑚־שחיננ10

,1־שוארה.א 𝑥 − 5,… , (𝑥 − 5)𝑚לשסיסב𝒫𝑚(𝐑).

?)א(־בסיסבהלשילאודהסיסבהוהמ.ב

…,𝑣1־שחיננ11 , 𝑣𝑛לשסיסב𝑉־ו𝜑1,… ,𝜑𝑛לשםיאתמהילאודהסיסבה𝑉′.

𝜓־שחיננ ∈ 𝑉′.־שוחיכוה

𝜓 = 𝜓(𝑣1)𝜑1 + ⋯ + 𝜓(𝑣𝑛)𝜑𝑛.
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𝑆,𝑇־שחיננ12 ∈ ℒ(𝑉,𝑊).

𝑆)־שוחיכוה.א + 𝑇)′ = 𝑆′ + 𝑇′.

′(𝜆𝑇)־שוחיכוה.ב = 𝜆𝑇′לכל𝜆 ∈ 𝐅.

.3.120־ב)ב(־ו)א(תאאדוולםכמשקבמהזליגרת

תוהזהרוטרפואאיה𝑉לעמתוהזהרוטרפואלשתילאודההקתעההשוארה13

.′𝑉לעמ

𝑇רידגנ14 ∶ 𝐑3 → 𝐑2ידילע

𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (4𝑥 + 5𝑦 + 6𝑧, 7𝑥 + 8𝑦 + 9𝑧).
־ו𝐑2לשיטרדנטסהסיסבהלשילאודהסיסבהתאםינמסמ𝜑1,𝜑2־שחיננ

𝜓1,𝜓2,𝜓3לשיטרדנטסהסיסבהלשילאודהסיסבהתאםינמסמ𝐑3.

.𝑇′(𝜑2)־ו𝑇′(𝜑1)םייראינילהםילנויצקנופהתאוראת.א

.𝜓1,𝜓2,𝜓3לשיראינילףוריצכ𝑇′(𝜑2)־ו𝑇′(𝜑1)תאובתכ.ב

𝑇רידגנ15 ∶ 𝒫(𝐑) → 𝒫(𝐑)ידילע

(𝑇𝑝)(𝑥) = 𝑥2𝑝(𝑥) + 𝑝″(𝑥)
𝑥לכל ∈ 𝐑.

𝜑־שחיננ.א ∈ 𝒫(𝐑)′ידילערדגומ𝜑(𝑝) = 𝑝′(4).לנויצקנופהתאוראת

.𝒫(𝐑)לעמ𝑇′(𝜑)יראינילה

𝜑־שחיננ.ב ∈ 𝒫(𝐑)′ידילערדגומ𝜑(𝑝) = ∫1
0 𝑝.ובשח(𝑇′(𝜑))(𝑥3).

𝑇־ויפוסדמממ𝑊־שחיננ16 ∈ ℒ(𝑉,𝑊).־שוחיכוה

𝑇′ = 0 ⟺ 𝑇 = 0.

𝑇־ויפוסדמממ𝑊־ו𝑉־שחיננ17 ∈ ℒ(𝑉,𝑊).־שוחיכוה𝑇םא־קרו־םאהכיפה

𝑇′ ∈ ℒ(𝑊′,𝑉′)הכיפה.

𝑇הקיתעמההקתעההשוחיכוה.יפוסדמממ𝑊־ו𝑉־שחיננ18 ∈ ℒ(𝑉,𝑊)לא

𝑇′ ∈ ℒ(𝑊′,𝑉′)לשםזיפרומוזיאאיהℒ(𝑉,𝑊)לעℒ(𝑊′,𝑉′).

𝑈־שחיננ19 ⊆ 𝑉.עודמוריבסה

𝑈0 = {𝜑 ∈ 𝑉′ ∶ 𝑈 ⊆ null𝜑}.

־שוארה.𝑉לשבחרמ־תת𝑈־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ20

𝑈 = {𝑣 ∈ 𝑉 ∶ 𝜑(𝑣) = 0 לכל 𝜑 ∈ 𝑈0}.

.𝑉לשבחרמ־יתת𝑊־ו𝑈־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ21

𝑊0־שוחיכוה.א ⊆ 𝑈0םא־קרו־םא𝑈 ⊆ 𝑊.

𝑊0־שוחיכוה.ב = 𝑈0םא־קרו־םא𝑈 = 𝑊.
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.𝑉לשבחרמ־יתת𝑊־ו𝑈־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ22
𝑈)־שוארה.א + 𝑊)0 = 𝑈0 ∩ 𝑊0.

𝑈)־שוארה.ב ∩ 𝑊)0 = 𝑈0 + 𝑊0.

…,𝜑1־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ23 ,𝜑𝑚 ∈ 𝑉′.תואבהתוצובקהשולששוחיכוה

.וזלוזתווש

…,span(𝜑1.א ,𝜑𝑚)
(null𝜑1)).ב ∩ ⋯ ∩ (null𝜑𝑚))0

𝜑}.ג ∈ 𝑉′ ∶ (null𝜑1) ∩ ⋯ ∩ (null𝜑𝑚) ⊆ null𝜑}

…,𝑣1־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ24 , 𝑣𝑚 ∈ 𝑉.תיראינילהקתעהורידגהΓ ∶ 𝑉′ → 𝐅𝑚

Γ(𝜑)ידילע = (𝜑(𝑣1),… ,𝜑(𝑣𝑚)).

…,𝑣1־שוחיכוה.א , 𝑣𝑚תאתסרופ𝑉םא־קרו־םאΓתיכרע־דח־דח.

…,𝑣1־שוחיכוה.ב , 𝑣𝑚םא־קרו־םאתיראינילהיולתיתלבΓלע.

…,𝜑1־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ25 ,𝜑𝑚 ∈ 𝑉′.תיראינילהקתעהורידגהΓ ∶ 𝑉 →
𝐅𝑚ידילעΓ(𝑣) = (𝜑1(𝑣),… ,𝜑𝑚(𝑣)).

…,𝜑1־שוחיכוה.א ,𝜑𝑚תאתסרופ𝑉′םא־קרו־םאΓתיכרע־דח־דח.

…,𝜑1־שוחיכוה.ב ,𝜑𝑚םא־קרו־םאתיראינילהיולתיתלבΓלע.

־שוחיכוה.′𝑉לשבחרמ־תתΩ־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ26

Ω = {𝑣 ∈ 𝑉 ∶ 𝜑(𝑣) = 0 לכל 𝜑 ∈ Ω}0.
𝑇־שחיננ27 ∈ ℒ(𝒫5(𝐑))־וnull𝑇′ = span(𝜑),רשאכ𝜑יראינילהלנויצקנופה

𝜑(𝑝)ידילערדגומה𝒫5(𝐑)לעמ = 𝑝(8).־שוחיכוה

range𝑇 = {𝑝 ∈ 𝒫5(𝐑) ∶ 𝑝(8) = 0}.
…,𝜑1־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ28 ,𝜑𝑚־בתיראינילהיולתיתלבהמישר𝑉′.וחיכוה

־ש

dim((null𝜑1) ∩ ⋯ ∩ (null𝜑𝑚)) = (dim𝑉) − 𝑚.
𝑇־ויפוסדמממ𝑊־ו𝑉־שחיננ29 ∈ ℒ(𝑉,𝑊).

𝜑םאשוחיכוה.א ∈ 𝑊′־וnull𝑇′ = span(𝜑),יזאrange𝑇 = null𝜑.

𝜓םאשוחיכוה.ב ∈ 𝑉′־וrange𝑇′ = span(𝜓),יזאnull𝑇 = null𝜓.

…,𝜑1־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ30 ,𝜑𝑛לשסיסב𝑉′.לשסיסבםייקשוארה𝑉
…,𝜑1אוהילאודהוסיסבש ,𝜑𝑛.

𝑖יהת.𝑉לשבחרמ־תת𝑈־שחיננ31 ∶ 𝑈 → 𝑉ידילעתרדגומההלכההתקתעה

𝑖(𝑢) = 𝑢.ךכיפל𝑖′ ∈ ℒ(𝑉′,𝑈′).

null־שוארה.א 𝑖′ = 𝑈0.

rangeיזא,יפוסדמממ𝑉םאשוחיכוה.ב 𝑖′ = 𝑈′.

.′𝑈לע𝑉′/𝑈0־מםזיפרומוזיא′𝑖̃יזא,יפוסדמממ𝑉םאשוחיכוה.ג

דחאףאלשסיסבתריחבביולתוניאשןבומביעבטאוה)ג(־בםזיפרומוזיאה

.םיירוטקווהםיבחרמהמ
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.′𝑉לשילאודהבחרמכרדגומ,″𝑉־בןמוסמה,𝑉לשלופכהילאודהבחרמה32

″𝑉,תורחאםילימב = (𝑉′)′
Λורידגה. ∶ 𝑉 → 𝑉″אבהןפואב

(Λ𝑣)(𝜑) = 𝜑(𝑣)
𝑣לכל ∈ 𝑉לכלו𝜑 ∈ 𝑉′.

.″𝑉לא𝑉־מתיראינילהקתעהΛ־שוארה.א

𝑇םאשוארה.ב ∈ ℒ(𝑉),יזא𝑇″ ∘ Λ = Λ ∘ 𝑇,רשאכ𝑇″ = (𝑇′)′
.

.″𝑉לע𝑉־מםזיפרומוזיאΛיזא,יפוסדמממ𝑉םאשוארה.ג

ATOM-03-748

𝑉־מםזיפרומוזיאתאיצמךא,םייפרומוזיא′𝑉־ו𝑉יזא.יפוסדמממ𝑉־שחיננ
𝑉־מΛםזיפרומוזיאה,ךכלדוגינב.𝑉לשסיסבתריחבתשרודללכךרדב′𝑉לע
.רתוייעבטלבשחנךכיפלוסיסבתריחבשרודוניא″𝑉לע

𝜋יהת.𝑉לשבחרמ־תת𝑈־שחיננ33 ∶ 𝑉 → 𝑉/𝑈ךכיפל.הליגרההנמהתקתעה

𝜋′ ∈ ℒ((𝑉/𝑈)′,𝑉′).

.תיכרע־דח־דח′𝜋־שוארה.א

′range𝜋־שוארה.ב = 𝑈0.

.𝑈0לע′(𝑉/𝑈)־מםזיפרומוזיא′𝜋יכוקיסה.ג

דחאףאלשסיסבתריחבביולתוניאשןבומביעבטאוה)ג(־בםזיפרומוזיאה

םיירוטקווהםיבחרמהמדחאשהחנהןאכןיא,השעמל.םיירוטקווהםיבחרמהמ

.יפוסדמממוללה
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דקרפ

םימונילופ

בחרממתויראינילתוקתעהבקוסענשכולקקדזנשםימונילופלערמוחליכמהזקרפ

,םירחאםיסרוקמםכלתורכומרבכהזקרפבתונקסמהמתוברשףא.ומצעלירוטקו

.תומלשהןעמלןאכוללכוהןה

וילערובעליושעסרוקההחנמ,תיראינילהרבגלאבקסועוניאהזקרפשרחאמ

לכלשואדו,תאזםע.תוחכוההלכתאקמועלחתנלושרדיתאלשןכתייו,תוזירזב

םיקרפבשומישבהנייהתןה—קרפבתונקסמהלכיחוסינתאםתנבהוםתארקתוחפה

.םיאבה

.םיבכורמהםירפסמהלשםיירבגלאהםינייפאמהלשהרצקהריקסבחתפנקרפה

רתויהלכלאוהעובקוניאשםונילופלשםישרושהרפסמיכםיחיכומונאןכמרחאל

םתירוגלאלתיראינילהרבגלאלעתססובמההחכוהםיקפסמונאףסונב.ותלעמ

הניאשהחכוהםכלתרכומרבכםאםגהתואאורקליאדכש,םימונילופלשהקולחה

.תיראינילהרבגלאבתשמתשמ

םונילופלכלשקוריפלונתואליבויהרבגלאהלשידוסיהטפשמה,הארנשיפכ

לכלהיינשהלעממםימרוגלוא,𝐂אוהםירלקסההדשםאהנושארהלעממםימרוגל

.𝐑אוהםירלקסההדשםארתויה

הזקרפלאצומהתוחנה

•𝐅גציימ𝐑וא𝐂.

A
lireza

Javah
eri

C
C
B
Y

1070תנשבבתכשהרבגלאהרפסבש,)1131–1048(םאי’חרמועררושמהויאקיטמתמהלשולספ

.תישילשהלעממםימונילופלשקימעמרקחהנושארלעיפומ
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טעמדומללונילע,םיישממואםיבכורמםימדקמםעםימונילופבקוסענםרטב

.םיבכורמהםירפסמהלערתוי

Re,ישממקלח:הרדגה4.1 𝑧,המודמקלח,Im 𝑧

𝑧־שחיננ = 𝑎 + 𝑏𝑖,רשאכ𝑎־ו𝑏םיישממםירפסמ.

Re־בןמוסמה,𝑧לשישממהקלחה• 𝑧,ידילערדגומRe 𝑧 = 𝑎.

Im־בןמוסמה,𝑧לשהמודמהקלחה• 𝑧,ידילערדגומIm 𝑧 = 𝑏.

לבקנ,𝑧בכורמרפסמלכרובע,ךכיפל
𝑧 = Re 𝑧 + (Im 𝑧)𝑖.

|𝑧|,טלחומךרע,𝑧,בכורמדומצ:הרדגה4.2

𝑧־שחיננ ∈ 𝐂.

𝑧לשבכורמהדומצה• ∈ 𝐂,־בןמוסמה𝑧,ידילערדגומ

𝑧 = Re 𝑧 − (Im 𝑧)𝑖.

ידילערדגומ,|𝑧|־בןמוסמה,𝑧בכורמרפסמלשטלחומהךרעה•

|𝑧| = √(Re 𝑧)2 + (Im 𝑧)2.

טלחומךרע,בכורמדומצ,המודמוישממקלח:המגוד4.3

𝑧־שחיננ = 3 + 2𝑖.יזא

•Re 𝑧 = Im־ו3 𝑧 = 2

•𝑧 = 3 − 2𝑖

•|𝑧| = √32 + 22 = √13.

𝑧בכורמרפסמיוהיז ∈ 𝐂רודסהגוזהםע(Re 𝑧, Im 𝑧) ∈ 𝐑2תאההזמ𝐂םע

𝐑2.יכבלםישנ𝐂לעבושחללכונןיידעךא,ידממ־דחבכורמירוטקובחרמאוה𝐂
.ידממ־ודישממירוטקובחרמכ)𝐑2םעההוזמה(

𝑧םא,קוידרתיל.ילילש־יארפסמאוהבכורמרפסמלכלשטלחומהךרעה ∈ 𝐂,

Re)הדוקנל𝐑2־בתישארהמקחרמלהווש|𝑧|יזא 𝑧, Im 𝑧) ∈ 𝐑2.

𝑧־שאדוולםכילע = 𝑧םא־קרו־םא𝑧
.ישממרפסמ

דומצה,המודמהוישממהםיקלחה

תאםימייקמטלחומהךרעהובכורמה

.ןלהלםיפיעסהתבורמהנקסמבתונוכתה
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םיבכורמםירפסמתונוכת4.4

,𝑤־שחיננ 𝑧 ∈ 𝐂.םיאבהתונויווש־יאהותונויוושהםימייקתמיזא.

𝑧־ו𝑧םוכס
𝑧 + 𝑧 = 2Re 𝑧.

𝑧־ו𝑧שרפה
𝑧 − 𝑧 = 2(Im 𝑧)𝑖.

𝑧־ו𝑧תלפכמ
𝑧𝑧 = |𝑧|2.

בכורמדומצלשתוילפכותויביטידא

𝑤 + 𝑧 = 𝑤 + 𝑧 ־ו 𝑤𝑧 = 𝑤 𝑧.

בכורמלשהלופכהדמצה

𝑧 = 𝑧.

|𝑧|ידילעםימוחתהמודמהוישממהםיקלחה
|Re 𝑧| ≤ |𝑧| ־ו | Im 𝑧| ≤ |𝑧|.

בכורמדומצלשטלחומךרע

∣𝑧∣ = |𝑧|.

טלחומךרעתוילפכ

|𝑤𝑧| = |𝑤| |𝑧|.

שלושמהןויווש־יא

|𝑤 + 𝑧| ≤ |𝑤| + |𝑧|.

:שלושמהןויווש־יאלתירטמואגתונשרפ

הוושואןטקאוהשלושמבעלצלכךרוא

.תורחאהתועלצהיתשלשןכרואםוכסל

תוחכוהה,ןורחאהףיעסהדבלמהחכוה

.םיארוקלתוראשומליעלתונעטלתויתרגשה

םייקתמ.שלושמהןויווש־יאתאתעכחיכונ

|𝑤 + 𝑧|2 = (𝑤 + 𝑧)(𝑤 + 𝑧)
= 𝑤𝑤 + 𝑧𝑧 + 𝑤𝑧 + 𝑧𝑤
= |𝑤|2 + |𝑧|2 + 𝑤𝑧 + 𝑤𝑧
= |𝑤|2 + |𝑧|2 + 2Re(𝑤𝑧)
≤ |𝑤|2 + |𝑧|2 + 2∣𝑤𝑧∣
= |𝑤|2 + |𝑧|2 + 2|𝑤| |𝑧|
= (|𝑤| + |𝑧|)2.

.ךופההשלושמהןויווש־יאל2ליגרתואר
ןויווש־יאהתאתנתונתעכשרושתאצוה

𝑤|יוצרה + 𝑧| ≤ |𝑤| + |𝑧|.
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םימונילופישרוש

𝑝היצקנופיכריכזנ ∶ 𝐅 → 𝐅הלעממםונילופתארקנ𝑚םימייקםא𝑎0,… , 𝑎𝑚 ∈ 𝐅־ו

𝑎𝑚 ≠ ־שךכ0

𝑝(𝑧) = 𝑎0 + 𝑎1𝑧 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑧𝑚

𝑧לכל ∈ 𝐅.לשוגוצייםא𝑝תויהלהלוכיהתייה,דיחיהיהאלליעלראותשןפואב

.וזתורשפאלולשלאיההנושארהונתמישמ.תחאהלעממרתויםונילופל

𝑝(𝑧)האוושמהתונורתפל = 𝑝םונילופהרקחביזכרמדיקפת0 ∈ 𝒫(𝐅).ךכיפל

.דחוימםשקנעוהולאתונורתפל

םונילופשרוש:הרדגה4.5

𝜆רפסמ ∈ 𝐅םונילופלששרושארקנ𝑝 ∈ 𝒫(𝐅)םא

𝑝(𝜆) = 0.

.הדיחיםונילופהתלעמיכחיכוהלונאובביזכרמהילככתשמשמהאבההנקסמה

הנושארהלעממםרוגלםיאתמםונילופשרושלכ4.6

𝑝־ויבויחםלשרפסמ𝑚־שחיננ ∈ 𝒫(𝐅)הלעממםונילופ𝑚.־שחיננ𝜆 ∈ 𝐅.

𝑝(𝜆)יזא = 𝑞םונילופםייקםא־קרו־םא0 ∈ 𝒫(𝐅)הלעממ𝑚 − ־שךכ1

𝑝(𝑧) = (𝑧 − 𝜆)𝑞(𝑧)
𝑧לכל ∈ 𝐅.

𝑝(𝜆)־שחיננתישארהחכוה = ,𝑎0ויהי.0 𝑎1,… , 𝑎𝑚 ∈ 𝐅־שךכ

𝑝(𝑧) = 𝑎0 + 𝑎1𝑧 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑧𝑚

𝑧לכל ∈ 𝐅.יזא

4.7 𝑝(𝑧) = 𝑝(𝑧) − 𝑝(𝜆) = 𝑎1(𝑧 − 𝜆) + ⋯ + 𝑎𝑚(𝑧𝑚 − 𝜆𝑚)
𝑧לכל ∈ 𝐅.לכרובע𝑘 ∈ {1,… ,𝑚},האוושמה

𝑧𝑘 − 𝜆𝑘 = (𝑧 − 𝜆)
𝑘
∑
𝑗=1

𝜆𝑗−1𝑧𝑘−𝑗

𝑧𝑘־שהארמ − 𝜆𝑘־להווש𝑧 − 𝜆הלעממוהשלכםונילופלופכ𝑘 − ,4.7יפלךכיפל.1

𝑝־להווש𝑧 − 𝜆הלעממוהשלכםונילופלופכ𝑚 − .וניצרשיפכ,1

𝑞םונילופםייקשתעכחיננ,ךופההןוויכבהחכוהל ∈ 𝒫(𝐅)־שךכ𝑝(𝑧) =
(𝑧 − 𝜆)𝑞(𝑧)לכל𝑧 ∈ 𝐅.יזא𝑝(𝜆) = (𝜆 − 𝜆)𝑞(𝜆) = .וניצרשיפכ,0

רלסקאןודלש:רבחמ,תיעיברהרודהמ,רשיהךרדבתיראינילהרבגלא
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.לבגומםישרושרפסמםימונילופלשחיכוהלונתורשפאבתעכ

רתויהלכלםישרוש𝑚התועמשמ𝑚הלעמ4.8

𝑝־ויבויחםלשרפסמ𝑚־שחיננ ∈ 𝒫(𝐅)הלעממםונילופ𝑚.־ליזא𝑝לכלשי

.𝐅־בםישרוש𝑚רתויה

𝑚םא.𝑚לעהיצקודניאתועצמאבחיכונהחכוה = םאירהש,תמייקתמהנקסמה1

𝑎1 ≠ 𝑎0םונילופליזא0 + 𝑎1𝑧־להוושה(דבלבדחאשרוש−𝑎0/𝑎1(.־שחיננךכיפל

𝑚 > 𝑚רובעתמייקתמהנקסמהו1 − 1.

ךכיפל.המייתסההחכוההותמייקתמהנקסמהיזא,𝐅־בםישרושןיא𝑝־לםא

𝜆שרוש𝑝־לשישחיננ ∈ 𝐅.םונילופםייק,4.6יפל𝑞 ∈ 𝒫(𝐅)הלעממ𝑚 − ךכ1

םייקתמש

𝑝(𝑧) = (𝑧 − 𝜆)𝑞(𝑧)
𝑧לכל ∈ 𝐅.־ל,היצקודניאהתחנהיפל𝑞רתויהלכלשי𝑚−1־בםישרוש𝐅.האוושמה

לכלשי𝑝־לךכיפל.𝜆ףוריצב𝐅־ב𝑞ישרושקוידבםה𝐅־ב𝑝ישרוששהארמליעל

.𝐅־בםישרוש𝑚רתויה

םונילופלםאירהש(דיחיןפואבםיעבקנםונילופהימדקמשתררוגליעלהנקסמה

םונילופהתייהרחאהמדחאגוציירוסיחתאצות,םימדקמלשתונושתוצובקיתשויה

םונילופהתלעמ,טרפב.)םישרושףוסניאלעבךאספאמםינושוימדקממקלחש

.דיחיןפואבתרדגומ

ךכ∞−הלעמההרדגוהספאהםונילופל

תוריבסתונקסמרובעתוגרחהושרדייאלש

deg(𝑝𝑞)ןוגכתונוש = deg 𝑝 + deg 𝑞.

תרדגומספאהםונילופתלעמיכריכזנ

בושיחהתאעצבנךרוצהתעב.∞−־כ

∞−,המגודל.∞−םעיופצה < 𝑚־ו

−∞ + 𝑚 = .𝑚םלשרפסמלכל∞−

םימונילופתקולחםתירוגלא

𝑠־ו,םיילילש־יאםימלשםירפסמ𝑠־ו𝑝םא ≠ םימלשםירפסמםימייקיזא,0

־שךכ𝑟־ו𝑞םיילילש־יא

𝑝 = 𝑠𝑞 + 𝑟
𝑟םגו < 𝑠.םיקלחמובשךילהתלעובשח𝑝־ב𝑠,הנמםילבקמו𝑞תיראשםע𝑟.
איה,תובורקםיתיעל,ךכיפל.םימונילופלתיגולנאהאצותתנתונהאבההנקסמה

םתירוגלאהזןיא,ןאכהחסונהבשהרוצבשףא,םימונילופתקולחלםתירוגלאהתארקנ

.תישומישהאצותםאיכשממלש

םימונילופתקולחלםתירוגלאהלעובשח

𝑟תיראשםונילופקפומובשךילהתכ
.𝑠םונילופב𝑝םונילופהקוליחמהאצותכ

ןתינםימונילופתקולחלםתירוגלאהתא

.ללכתיראינילהרבגלאבשומישאללחיכוהל

,תיראינילהרבגלאדומילרפסלהאיכ,םלוא

תוקינכטבתשמתשמשהחכוהןאכגיצנ

ירוטקווהבחרמהאוהש,𝒫𝑛(𝐅)לשסיסבבהאנשומישהשועףאותיראינילהרבגלא

𝑛)־ה + .רתויהלכל𝑛הלעממ𝐅־מםימדקמםעםימונילופלשידממ־(1
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םימונילופתקולחםתירוגלא4.9

,𝑝־שחיננ 𝑠 ∈ 𝒫(𝐅),־ו𝑠 ≠ ,𝑞םידיחיםימונילופםימייקיזא.0 𝑟 ∈ 𝒫(𝐅)־שךכ

𝑝 = 𝑠𝑞 + 𝑟
degרשאכ 𝑟 < deg 𝑠.

𝑛רידגנהחכוה = deg 𝑝־ו𝑚 = deg 𝑠.םא𝑛 < 𝑚,חקיניזא𝑞 = 𝑟־ו0 = 𝑝לבקנו

𝑝האוושמהתא = 𝑠𝑞 + 𝑟םעדחיdeg 𝑟 < deg 𝑠.־שתעכחיננךכיפל𝑛 ≥ 𝑚.

המישרה

4.10 1, 𝑧,… , 𝑧𝑚−1, 𝑠, 𝑧𝑠,… , 𝑧𝑛−𝑚𝑠

,ףסונב.הנושהלעמוזהמישרבםונילופלכלןכש𝒫𝑛(𝐅)־בתיראינילהיולתיתלב

𝑛אוה4.10המישרהךרוא + dim־להוושהרפסמ,1 𝒫𝑛(𝐅).לשסיסב4.10ןכל

𝒫𝑛(𝐅)]2.38יפל[.

𝑝־שרחאמ ∈ 𝒫𝑛(𝐅)לשסיסב4.10־ו𝒫𝑛(𝐅),םידיחיםיעובקםימייק

𝑎0, 𝑎1,… , 𝑎𝑚−1 ∈ 𝐅 ־ו 𝑏0, 𝑏1,… , 𝑏𝑛−𝑚 ∈ 𝐅
־שךכ

𝑝 = 𝑎0 + 𝑎1𝑧 + ⋯ + 𝑎𝑚−1𝑧𝑚−1 + 𝑏0𝑠 + 𝑏1𝑧𝑠 + ⋯ + 𝑏𝑛−𝑚𝑧𝑛−𝑚𝑠4.11

= 𝑎0 + 𝑎1𝑧 + ⋯ + 𝑎𝑚−1𝑧𝑚−1⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑟

+ 𝑠(𝑏0 + 𝑏1𝑧 + ⋯ + 𝑏𝑛−𝑚𝑧𝑛−𝑚⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑞

).

𝑝־כ𝑝תאאטבלןתיניכםיאורונא,ליעלורדגוהשיפכ𝑞־ו𝑟ןתניהב = 𝑠𝑞+ 𝑟רשאכ

deg 𝑟 < deg 𝑠,וניצרשיפכ.

,𝑞לשםתודיחי 𝑟 ∈ 𝒫(𝐅)םיעובקהלשםתודיחימתעבונולאםיאנתםימייקמה

𝑎0, 𝑎1,… , 𝑎𝑚−1 ∈ 𝐅־ו𝑏0, 𝑏1,… , 𝑏𝑛−𝑚 ∈ 𝐅4.11תאםימייקמה.

𝐂לעמםימונילופלשםימרוגלקוריפ

טפשמאוההרבגלאהלשידוסיהטפשמה

הניאותחכוה.םישרושלשםמויקלע

םישרושהתחסונ.םתאיצמלהטישלהליבומ

שרופמבתאצומתיעובירהאוושמןורתפל

.2הלעממםימונילופרובעםישרושהתא
תומייקרתויתובכרומךאתומודתואחסונ

תומייקאל.4־ו3הלעממםימונילופרובע

5הלעממםימונילופרובעולאכתואחסונ
.רבעמו

םימדקמםעםימונילופבהכדעונקסע

םיישממםימדקמםעםימונילופבוםיבכורמ

הארנתעכ.𝐂וא𝐑גציימ𝐅־שכ,ליבקמב

קוסענהליחת.ולאםירקמינשןיבםילדבה

רחאל.םיבכורמםימדקמםעםימונילופב

תונקסמחיכוהלולאתונקסמבשמתשנ,ןכמ

םימדקמםעםימונילופרובעתומאות

.םיישממ

לשידוסיהטפשמלאיבנשהחכוהה

טפשמבעלבומשומישהשועהרבגלאה

ךרעתלבקמ𝐑2־ברוגסלוגיעלעמתרדגומההפיצרתישממהיצקנופיכעבוקה

לשידוסיהטפשמלתופסונתוחכוהרפסמלםכתאליבוהליושעתשרבשופיח.םומינימ

.הרבגלאה
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םעחונבםישחםתאםאדחוימבהפיליבִוּילִטפשמבשומישהשועההחכוהה

תושעלתובייחהרבגלאהלשידוסיהטפשמהלשתוחכוההלכ.תויטילנאתויצקנופ

תצובקב,המגודל,ףלחומ𝐂םאהנוכנהניאהאצותהשרחאמ,הזילנאבםיוסמשומיש

𝑐הרוצהמםירפסמה + 𝑑𝑖רשאכ𝑐, 𝑑םיילנויצר.

הנושארהסרג,הרבגלאהלשידוסיהטפשמה4.12

.𝐂־בשרוששיםיבכורמםימדקמםעעובקוניאשםונילופלכל

רובערוביחהתואחסונבו𝑘לעהיצקודניאבהחכוהלןתינה,רבאומ־הדטפשמהחכוה

𝜃־ו,יבויחםלשרפסמ𝑘םאיכעבוק,סוניסוקוסוניסתויצקנופה ∈ 𝐑,יזא

(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)𝑘 = cos 𝑘𝜃 + 𝑖 sin 𝑘𝜃.

𝑤־שחיננ ∈ 𝐂־ו𝑘ונא,תויבטוקתוטנידרואוקבשומישב.יבויחםלשרפסמ

𝑟םימייקיכםיעדוי ≥ 𝜃־ו0 ∈ 𝐑־שךכ

𝑟(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) = 𝑤.
האוושמהתעבונרבאומ־הדטפשממ

(𝑟1/𝑘(cos 𝜃
𝑘 + 𝑖 sin 𝜃

𝑘))
𝑘
= 𝑤.

.בורקבשומישהשענהבשהדבוע,𝑘רדסמשרוששיבכורמרפסמלכלךכיפל

ספאמהנושהורביאש,םיבכורמםימדקמםעעובקוניאשםונילופ𝑝־שחיננ

|𝑝(𝑧)|,יזא.𝑐𝑚𝑧𝑚אוהרתויבהובגהרדסהמ → |𝑧|רשאכ∞ → ־שרחאמ(∞

|𝑝(𝑧)|/∣𝑧𝑚∣ → |𝑐𝑚|רשאכ|𝑧| → 𝑧הפיצרההיצקנופל,ךכיפל.)∞ ↦ |𝑝(𝑧)|םומינימשי

𝜁יהשלכהדוקנבילבולג ∈ 𝐂.־שתוארהלידכ𝑝(𝜁) = 𝑝(𝜁)־שחיננ,0 ≠ 0.

ידילע𝑞שדחםונילופרידגנ

𝑞(𝑧) =
𝑝(𝑧 + 𝜁)
𝑝(𝜁)

.

𝑧היצקנופהלשילבולגהםומינימהתדוקנבךרעה ↦ |𝑞(𝑧)|רובע1אוה𝑧 = בותכנ.0

𝑞(𝑧) = 1 + 𝑎𝑘𝑧𝑘 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑧𝑚,
םילימב;ספאמהנוש𝑧𝑘לשםדקמהשךכרתויבןטקהיבויחהםלשהרפסמה𝑘רשאכ

𝑎𝑘,תורחא ≠ 0.

𝛽יהי ∈ 𝐂־שךכ𝛽𝑘 = −
1
𝑎𝑘

𝑐עובקםייק. > 𝑡םאשךכ1 ∈ (0, יזא,(1

|𝑞(𝑡𝛽)| ≤ ∣1 + 𝑎𝑘𝑡𝑘𝛽𝑘∣ + 𝑡𝑘+1𝑐
= 1 − 𝑡𝑘(1 − 𝑡𝑐).

𝑡ביצנםאךכיפל = 1/(2𝑐)לבקנ,ליעלןויוושה־יאב|𝑞(𝑡𝛽)| < החנהלהריתסב,1

𝑧לשילבולגהםומינימהש ↦ |𝑞(𝑧)|־שעבונוזהריתסמ.1אוה𝑝(𝜁) = ךכבו,0

.וניצרשיפכ,שרוששי𝑝־ליכוניארה
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םיבוריקאוצמללכונתומכחותמתוירמונתוטישתלעפהךותבשחמבשומישב

.םיקיודמהםישרושהתאאוצמלןתינאלרשאכםג,םונילופלכלשםישרושלםיבוט

ידילערדגומה𝑝םונילופהלששרושלתקיודמהחסונקפסללכויאלשיא,המגודל

𝑝(𝑥) = 𝑥5 − 5𝑥4 − 6𝑥3 + 17𝑥2 + 4𝑥 − 7.
םירפסמהתשמחבוריקבםה𝑝לשםישרושהשאוצמללכונבשחמתועצמאב,םלוא

−1.87, −0.74, 0.62, 1.47, 5.51.

אבהםימרוגלקוריפלליבומהנושארהותסרגבהרבגלאהלשידוסיהטפשמה

𝑝ישרוש,הזםימרוגלקוריפביכבלומיש.םיבכורמםימדקמםעםימונילופרובע
…,𝜆1םירפסמהםה , 𝜆𝑚,יכרעםהש𝑧האוושמהלשינמיהףגאהםרובעשםידיחיה

.0הוושןלהלהנקסמב

היינשהסרג,הרבגלאהלשידוסיהטפשמה4.13

𝑝םא ∈ 𝒫(𝐂)־ליזא,עובקוניאשםונילופ𝑝רדסידכדע(דיחיםימרוגלקוריפ

הרוצהמ)םתעפוה

𝑝(𝑧) = 𝑐(𝑧 − 𝜆1)⋯ (𝑧 − 𝜆𝑚),
,𝑐רשאכ 𝜆1,… , 𝜆𝑚 ∈ 𝐂.

𝑝יהיהחכוה ∈ 𝒫(𝐂)יהיו𝑚 = deg 𝑝.לעהיצקודניאתועצמאבחיכונ𝑚.םא

𝑚 = 𝑚־שחיננןכל.וניצרשיפכדיחיאוהוםייקםימרוגלקוריפהיזא,1 > קוריפהו1

𝑚הלעממםימונילופהלכלדיחיןפואבםייקיוצרהםימרוגל − 1.

הרבגלאהלשידוסיהטפשמהיפל.𝑝לשםימרוגהלשםמויקתאהארנהליחת

𝜆שרוששי𝑝םונילופל,)4.12(הנושארהותסרגב ∈ 𝐂.םונילופםייק,4.6יפל𝑞הלעממ

𝑚 − ־שךכ1

𝑝(𝑧) = (𝑧 − 𝜆)𝑞(𝑧)
𝑧לכל ∈ 𝐂.רובעשתררוגונלשהיצקודניאהתחנה𝑞םייקוניצרשםימרוגלקוריפה,

.𝑝רובעוניצרשםימרוגלקוריפהתאלבקנ,ליעלהאוושמבותואביצנרשאכו
.𝑝־ב𝑧𝑚לשםדקמכדיחיןפואבעבקנ𝑐רפסמה.תודיחיהתלאשלהנפנתעכ

דבלבתחאתורשפאשי,םימרוגהתעפוהרדסדבלמשאוהתוארהלונילעשלכןכל

…,𝜆1תריחבל , 𝜆𝑚.םא

(𝑧 − 𝜆1)⋯ (𝑧 − 𝜆𝑚) = (𝑧 − 𝜏1)⋯ (𝑧 − 𝜏𝑚)
𝑧לכל ∈ 𝐂,רשאכ0הוושליעלהאוושמהלשילאמשהףגאהשרחאמ,יזא𝑧 = 𝜆1,

יכחינהללכונ,שדחמןומיסב.𝜆1־להוושהאוושמהלשינמיהףגאבםי־𝜏־הדחא

𝜏1 = 𝜆1.םאתעכ𝑧 ≠ 𝜆1,־בליעלהאוושמהיפגאינשתאקלחללכונ𝑧− 𝜆1,לבקנו

(𝑧 − 𝜆2)⋯ (𝑧 − 𝜆𝑚) = (𝑧 − 𝜏2)⋯ (𝑧 − 𝜏𝑚)
𝑧לכל ∈ 𝐂רובעילואדבלמ𝑧 = 𝜆1.לכלתמייקתמליעלהאוושמההשעמל𝑧 ∈ 𝐂,

ספאמהנושהםונילופלבקנ,ילאמשהףגאהמינמיהףגאהתארסחנםא,תרחאןכש

דבלמשהנקסמהתעבונהיצקודניאהתחנהמוליעלהאוושמהמ.םישרושףוסניאלעב

.תודיחיהתחכוההמלשוהךכבו,𝜏־היכרעלםיהז𝜆־היכרע,םימרוגהתעפוהרדס
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𝐑לעמםימונילופלשםימרוגלקוריפ

לשידוסיהטפשמהלשופקותרדעיה

ןיבםילדבההתאריבסמ𝐑רובעהרבגלאה

םיירוטקוםיבחרמלעמתיראינילהרבגלא

יקרפבהארנשיפכ,םיבכורמוםיישממ

.ךשמהה

אלשןכתיי,םיישממםימדקמםעםונילופל

םונילופל,המגודל.םיישממםישרושויהי

1 + 𝑥2םיישממםישרושןיא.

,𝐑לעמםימרוגלקוריפטפשמתגשהל
לעמםימרוגלקוריפלונלשטפשמבשמתשנ

𝐂.ןלהלהנקסמבליחתנ.

תוגוזבםיאבםיישממםימדקמםעםימונילופלשםיישממ־אלהםישרושה4.14

𝑝־שחיננ ∈ 𝒫(𝐂)םא.םיישממםימדקמםעםונילופאוה𝜆 ∈ 𝐂לששרוש𝑝,
.𝑝לששרוש𝜆םגיזא

יהיהחכוה

𝑝(𝑧) = 𝑎0 + 𝑎1𝑧 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑧𝑚,
…,𝑎0רשאכ , 𝑎𝑚־שחיננ.םיישממםירפסמ𝜆 ∈ 𝐂לששרוש𝑝.יזא

𝑎0 + 𝑎1𝜆 + ⋯ + 𝑎𝑚𝜆𝑚 = 0.
לבקנךכמהאצותכו,האוושמהיפגאינשלשבכורמהדומצהתאחקינ

𝑎0 + 𝑎1𝜆 + ⋯ + 𝑎𝑚𝜆𝑚 = 0,
ליעלהאוושמה.)4.4ואר(בכורמהדומצהלשתויסיסבהתונוכתבונשמתשהרשאכ

.𝑝לששרוש𝜆־שהארמ

האוושמןורתפלםישרושהתחסונלעובשח

.האבההנקסמלרשקבתיעוביר

םימרוגלקוריפלטפשמבםיניינועמונא

חתפנ.םיישממםימדקמםעםימונילופרובע

.האבההנקסמבןכםא

היינשהלעממםונילופלשםימרוגלקוריפ4.15

,𝑏־שחיננ 𝑐 ∈ 𝐑.הרוצהמםונילופהלשםימרוגלקוריפםייקיזא

𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = (𝑥 − 𝜆1)(𝑥 − 𝜆2)
,𝜆1רשאכ 𝜆2 ∈ 𝐑םא־קרו־םא𝑏2 ≥ 4𝑐.

יכבלםישנהחכוה

𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = (𝑥 +
𝑏
2
)

2
+ (𝑐 −

𝑏2

4
).

הקינכטלסיסבהאיהליעלהאוושמה

.עובירלהמלשהתארקנה

𝑏2־שהליחתחיננ < 4𝑐.ףגאהיזא

𝑥לכליבויחהאוושמהלשינמיה ∈ 𝐑.ןכל

𝑥2םונילופל + 𝑏𝑥 + 𝑐םיישממםישרושןיא,

𝑥)הרוצהמםימרוגלותואקרפללכונאלךכיפלו − 𝜆1)(𝑥 − 𝜆2)רשאכ𝜆1, 𝜆2 ∈ 𝐑.
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𝑏2־שחיננתעכ,ךופההןוויכב ≥ 4𝑐.ישממרפסמםייק,יזא𝑑־שךכ𝑑2 = 𝑏2

4 −𝑐.

לבקנ,ליעלונגצהשהאוושמהמ

𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = (𝑥 +
𝑏
2
)

2
− 𝑑2

= (𝑥 +
𝑏
2

+ 𝑑)(𝑥 +
𝑏
2
− 𝑑),

.וניצרשםימרוגלקוריפהתאונלביקתאזבו

שמתשהלאוההחכוהבןויערה.𝐑לעמםימרוגלקוריפהתאלבקנהאבההנקסמהמ

םימרוגלקוריפהלבקתמונממש,)4.13(היינשהותסרגבהרבגלאהלשידוסיהטפשמב

םיאב𝑝לשםיישממ־אלהםיבכורמהםישרושה.םיבכורמםימדקמםעםונילופכ𝑝לש

םרוגליכמ𝒫(𝐂)־ברביאכ𝑝לשםימרוגלקוריפהםא,ךכיפל.4.14ואר;תוגוזב

𝑥)הרוצהמ − 𝜆)רשאכ𝜆יזא,ישממוניאשבכורמרפסמ(𝑥 − 𝜆)םרוגאוהםג

לבקנ,הזבהזולאםימרוגינשתלפכהב.םימרוגלקוריפב

(𝑥2 − 2(Re 𝜆)𝑥 + |𝜆|2),
.תשרדנההרוצביעוביריוטיבאוהש

קוריפהלשומויקלהחכוההתאקפסמטעמכליעלהקספבונטטרששןויערה

בכורמרפסמאוה𝜆־שחיננ.תחאהדוקנברהזיהלונילעךא.שקובמהםימרוגל

𝑥)־וישממוניאש − 𝜆)לשםימרוגלקוריפבםרוגאוה𝑝לשרביאכ𝒫(𝐂). 4.14

𝑥)־שהחיטבמ − 𝜆)תעבוקהניא4.14ךא,םימרוגלקוריפבםרוגכאוהםגעיפומ

,םלוא.דובעיליעלןויערהשידכשרדנשהמ,ההזולאםימרוגינשלשםיעפומהרפסמש

.וזהדוקנתפקועהחכוההלעופב

…,𝜆1םירפסמה.0הווש𝑀וא𝑚־שןכתייהאבההנקסמב , 𝜆𝑚קיודמבםה

םרובעש𝑥לשםידיחיהםיישממהםיכרעהםהשרחאמ,𝑝לשםיישממהםישרושה

.0הוושהאבההנקסמבהאוושמהלשינמיהףגאה

𝐑לעמםונילופלשםימרוגלקוריפ4.16

𝑝־שחיננ ∈ 𝒫(𝐑)־ליזא.עובקוניאשםונילופאוה𝑝דיחיםימרוגלקוריפשי

הרוצהמ)םתעפוהרדסידכדע(

𝑝(𝑥) = 𝑐(𝑥 − 𝜆1)⋯ (𝑥 − 𝜆𝑚)(𝑥2 + 𝑏1𝑥 + 𝑐1)⋯ (𝑥2 + 𝑏𝑀𝑥 + 𝑐𝑀),
,𝑐רשאכ 𝜆1,… , 𝜆𝑚, 𝑏1,… , 𝑏𝑀, 𝑐1,… , 𝑐𝑀 ∈ 𝐑םייקתמו𝑏𝑘

2 < 4𝑐𝑘לכל𝑘.

אוהשחיכונןכמרחאלו,םייקןכאשקובמהםימרוגלקוריפהשחיכונהליחתהחכוה

.דיחי

,םיישממםה𝑝לש)םיבכורמה(םישרושהלכםא.𝒫(𝐂)־ברביאלעכ𝑝לעבושחנ

שרוששי𝑝םונילופלשתעכחיננ,ךכיפל.4.13יפליוצרהםימרוגלקוריפהתאונלביק

𝜆 ∈ 𝐂רשאכ𝜆 ∉ 𝐑.4.14יפל,𝜆לששרושאוהםג𝑝.בותכללכונךכיפל
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𝑝(𝑥) = (𝑥 − 𝜆)(𝑥 − 𝜆)𝑞(𝑥)
= (𝑥2 − 2(Re 𝜆)𝑥 + |𝜆|2)𝑞(𝑥)

𝑞םונילופרובע ∈ 𝒫(𝐂)תלעממםייתשבהתוחפההלעממוהשלכ𝑝.ונתלוכיבםא

תאםילשי𝑝תלעמלעהיצקודניאבשומישיזא,םיישממםימדקמ𝑞־ליכחיכוהל

.וזהנקסמלשםויקהתחכוהלשקלחה

𝑞רובעליעלהאוושמהתארותפנ,םיישממםימדקמ𝑞םונילופלשחיכוהלידכ
לבקנו

𝑞(𝑥) =
𝑝(𝑥)

𝑥2 − 2(Re 𝜆)𝑥 + |𝜆|2
𝑥לכל ∈ 𝐑.יכעבונליעלהאוושמהמ𝑞(𝑥) ∈ 𝐑לכל𝑥 ∈ 𝐑.תביתכב

𝑞(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + ⋯ + 𝑎𝑛−2𝑥𝑛−2,
𝑛רשאכ = deg 𝑝־ו𝑎0,… , 𝑎𝑛−2 ∈ 𝐂,םייקתמךכיפל

0 = Im 𝑞(𝑥) = (Im 𝑎0) + (Im 𝑎1)𝑥 + ⋯ + (Im 𝑎𝑛−2)𝑥𝑛−2

𝑥לכל ∈ 𝐑.־שעבונןאכמIm 𝑎0,… , Im 𝑎𝑛−2לכךכיפל.)4.8יפל(0םיוושםלוכ

.םייקשקובמהםימרוגלקוריפהןכל.וניצרשיפכ,םיישממ𝑞ימדקמ

𝑥2הרוצהמ𝑝לשםרוג.םימרוגלקוריפהלשתודיחיהתלאשלרובענתעכ +𝑏𝑘𝑥+𝑐𝑘
𝑏𝑘רשאכ

2 < 4𝑐𝑘הרוצבדיחיןפואבאטבלןתינ(𝑥 − 𝜆𝑘)(𝑥 − 𝜆𝑘)רובע𝜆𝑘 ∈ 𝐂.

ינשלוליבוי𝒫(𝐑)־ברביאכ𝑝לשםימרוגלםיקוריפינששהארנהבשחמטעמב

.4.13־להריתסב,𝒫(𝐂)־ברביאכ𝑝לשםימרוגלםיקוריפ

דםיליגרת

,𝑤־שחיננ1 𝑧 ∈ 𝐂.םיאבהתונויווש־יאהותונויוושהתאואדו.

𝑧.א + 𝑧 = 2Re 𝑧

𝑧.ב − 𝑧 = 2(Im 𝑧)𝑖

𝑧𝑧.ג = |𝑧|2

𝑤.ד + 𝑧 = 𝑤 + 𝑧־ו𝑤𝑧 = 𝑤 𝑧

𝑧.ה = 𝑧

Re|.ו 𝑧| ≤ |𝑧|־ו| Im 𝑧| ≤ |𝑧|

∣𝑧∣.ז = |𝑧|

|𝑤𝑧|.ח = |𝑤| |𝑧|

.םיארוקלוראשוהש4.4־בםיקלחהןהליעלתואצותה

,𝑤םאשוחיכוה2 𝑧 ∈ 𝐂,יזא∣ |𝑤| − |𝑧| ∣ ≤ |𝑤 − 𝑧|.

.ךופההשלושמהןויווש־יאארקנהזןויווש־יא
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𝜑־ובכורמירוטקובחרמ𝑉־שחיננ3 ∈ 𝑉′.ורידגה𝜎 ∶ 𝑉 → 𝐑ידילע

𝜎(𝑣) = Re𝜑(𝑣)לכל𝑣 ∈ 𝑉.־שוארה

𝜑(𝑣) = 𝜎(𝑣) − 𝑖𝜎(𝑖𝑣)
𝑣לכל ∈ 𝑉.

הצובקהםאה.יבויחםלשרפסמ𝑚־שחיננ4

{0} ∪ {𝑝 ∈ 𝒫(𝐅) ∶ deg 𝑝 = 𝑚}
?𝒫(𝐅)לשבחרמ־תת

הצובקהםאה5

{0} ∪ {𝑝 ∈ 𝒫(𝐅) ∶ deg 𝑝 יגוז }
?𝒫(𝐅)לשבחרמ־תת

𝑚־וםייבויחםימלשםירפסמ𝑛־ו𝑚־שחיננ6 ≤ 𝑛,־שחיננו𝜆1,… , 𝜆𝑚 ∈ 𝐅.

𝑝םונילופםייקשוחיכוה ∈ 𝒫(𝐅)םעdeg 𝑝 = 𝑛0־שךכ = 𝑝(𝜆1) = ⋯ =
𝑝(𝜆𝑚)־לםירחאםישרושןיאשךכו𝑝.

…,𝑧1,ילילש־יאםלשרפסמ𝑚־שחיננ7 , 𝑧𝑚+1לשםירביא𝐅־ו,הזמהזםינושה

𝑤1,… ,𝑤𝑚+1 ∈ 𝐅.דיחיםונילופםייקשוחיכוה𝑝 ∈ 𝒫𝑚(𝐅)־שךכ

𝑝(𝑧𝑘) = 𝑤𝑘

𝑘לכל = 1,… ,𝑚 + 1.

תאאוצמלוסנ,תיראינילהרבגלאבשומישאללוזהנקסמחיכוהלןתינשףא

.תיראינילהרבגלאבשומישהשועהרתויהרצקהוהרורבההחכוהה

𝑝־שחיננ8 ∈ 𝒫(𝐂)הלעממ𝑚.־ליכוחיכוה𝑝שי𝑚םא־קרו־םאםינושםישרוש

.םיפתושמםישרוש′𝑝ותרזגנו𝑝־לןיא

.ישממשרוששיםיישממםימדקמםעתיגוז־יאהלעממםונילופלכליכוחיכוה9

𝑝רובע10 ∈ 𝒫(𝐑),רידגנ𝑇𝑝 ∶ 𝐑 → 𝐑ידילע

(𝑇𝑝)(𝑥) =
⎧{{
⎨{{⎩

𝑝(𝑥) − 𝑝(3)
𝑥 − 3

if 𝑥 ≠ 3,

𝑝′(3) if 𝑥 = 3
𝑥לכל ∈ 𝐑.־שוארה𝑇𝑝 ∈ 𝒫(𝐑)םונילופלכל𝑝 ∈ 𝒫(𝐑)יכוארה,ףסונבו

𝑇 ∶ 𝒫(𝐑) → 𝒫(𝐑)תיראינילהקתעה.

𝑝־שחיננ11 ∈ 𝒫(𝐂).רידגנ𝑞 ∶ 𝐂 → 𝐂ידילע

𝑞(𝑧) = 𝑝(𝑧) 𝑝(𝑧).
.םיישממםימדקמםעםונילופ𝑞יכוחיכוה
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𝑝־וילילש־יאםלשרפסמ𝑚־שחיננ12 ∈ 𝒫𝑚(𝐂)םיישממםירפסמםימייקשךכ

,𝑥0םינוש 𝑥1,… , 𝑥𝑚םימייקמה𝑝(𝑥𝑘) ∈ 𝐑לכל𝑘 = 0, 1,… ,𝑚.לכשוחיכוה

.םיישממ𝑝ימדקמ

𝑝־שחיננ13 ∈ 𝒫(𝐅)רשאכ𝑝 ≠ 𝑈יהי.0 = {𝑝𝑞 ∶ 𝑞 ∈ 𝒫(𝐅)}.

dim־שוארה.א 𝒫(𝐅)/𝑈 = deg 𝑝.

.𝒫(𝐅)/𝑈לשסיסבואצמ.ב

,𝑝־שחיננ14 𝑞 ∈ 𝒫(𝐂)יהי.םיפתושמםישרושאלל,םיעובקםניאשםימונילופ

𝑚 = deg 𝑝־ו𝑛 = deg 𝑞.םיפיעסבטרופמכתיראינילהרבגלאבושמתשה

𝑟םימייקיכחיכוהלידכןלהל)ג(–)א( ∈ 𝒫𝑛−1(𝐂)־ו𝑠 ∈ 𝒫𝑚−1(𝐂)־שךכ

𝑟𝑝 + 𝑠𝑞 = 1.
𝑇ורידגה.א ∶ 𝒫𝑛−1(𝐂) × 𝒫𝑚−1(𝐂) → 𝒫𝑚+𝑛−1(𝐂)ידילע

𝑇(𝑟, 𝑠) = 𝑟𝑝 + 𝑠𝑞.
.תיכרע־דח־דח𝑇תיראינילההקתעההשוארה

.לעָאיה)א(ףיעסב𝑇תיראינילההקתעההשוארה.ב

𝑟םימייקיכקיסהלידכ)ב(ףיעסבושמתשה.ג ∈ 𝒫𝑛−1(𝐂)־ו𝑠 ∈ 𝒫𝑚−1(𝐂)
𝑟𝑝־שךכ + 𝑠𝑞 = 1.
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םיימצעםירוטקווםיימצעםיכרע

םתואשםיטקייבואהויהרחאירוטקובחרמלדחאירוטקובחרממתויראינילתוקתעה

תויראינילתוקתעהםהש—םירוטרפוארקחבקוסעלםיליחתמונאתעכ.גקרפבונדמל

.תיראינילהרבגלאברתויבבושחהקלחהתאהווהמםרקחמ.ומצעלירוטקובחרממ

יכהשירדה.רתויןטקבחרמ־תתלותואםצמצלהסננ,רוטרפואלעדומללידכ

לכ.םירומשבחרמ־יתתגשומלונתואליבותרוטרפואראשייאוההזםוצמצתחת

תירלקסהלופכלאקיתעמרוטרפואהותואשרוטקוומרצונידממ־דחרומשבחרמ־תת

.םיימצעםיכרעוםיימצעםירוטקולאונתואליבויהזביתנ.ולש

לכל:תיראינילהרבגלאברתויבתובושחהתונקסמהתחאתאחיכונןכמרחאל

הנקסמ.ימצעךרעשי,ספאמהנושהיפוסדמממבכורמירוטקובחרמלעמרוטרפוא

םייק,יפוסדמממבכורמירוטקובחרמלעמרוטרפואלכליכתוארהלונלרשפאתוז

רוטרפואהתצירטמירביאמתיצחמטעמכתוחפל,וילאסחיברשא,בחרמלסיסב

.0םיווש

הזקרפלאצומהתוחנה

•𝐅ןמסמ𝐑וא𝐂.
•𝑉לעמירוטקובחרמןמסמ𝐅.

H
an
s-P

eter
P
o
stel

C
C
B
Y

21ליגרת.י׳צִאנַוֹבּיפִםשבםגעודיה,)םירעושמםיכיראת,1250–1170(הזיפמודרנואללשולספ

תרדסלשתשרופמההחסונהתאיצמלתיראינילהרבגלאבשמתשהלןתינךיאהארמ4ההדיחיב

.רפסהתפיטעלעהעיפומהי׳צאנוביפ
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133םירומשבחרמ־יתת1ה

םירומשבחרמ־יתת1ה

םיימצעםיכרע

רוטרפוא:הרדגה5.1

.רוטרפואתארקנומצעלירוטקובחרממתיראינילהקתעה

ℒ(𝑉)ןומיסהתאונרדגהשורכז
.ℒ(𝑉,𝑉)ותועמשמש

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉).םא𝑚 ≥ ־ו2

𝑉 = 𝑉1 ⊕ ⋯ ⊕ 𝑉𝑚 ,
תאןיבנשיד𝑇תוגהנתהתנבהליזא,𝑉לשספאמהנושהבחרמ־תתאוה𝑉𝑘לכרשאכ

𝑇|𝑉𝑘לכתוגהנתה
𝑇|𝑉𝑘ןאכ;

𝑇|𝑉𝑘־בקוסיעה.𝑉𝑘רתויןטקםוחתל𝑇םוצמצןמסמ
.𝑉־מרתויןטקירוטקובחרמ𝑉𝑘־שרחאמ𝑇־בקוסיעהמרתוילקתויהלרומא

,)הקזחבהאלעהתמגוד(םיישומישםילכליעפנםירוטרפואהרקחךלהמבםא,םלוא

𝑇|𝑉𝑘־שןכתיי:היעבבלקתיניזא
ןכתיי,תורחאםילימבו;ומצעל𝑉𝑘תאקיתעתאל

𝑇|𝑉𝑘־ש
הרוצהמ𝑉לשםיקוריפבקרקוסעלרחבנךכיפל.𝑉𝑘לעמרוטרפואהיהיאל

𝑉לשבחרמ־יתתלםשקינענןכל.ומצעל𝑉𝑘לכתאהקיתעמ𝑇םהבשולאכ,ליעל
.𝑇ידילעםמצעלםיקתעומה

רומשבחרמ־תת:הרדגה5.2

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉).בחרמ־תת𝑈לש𝑉תחתרומשארקנ𝑇םא𝑇𝑢 ∈ 𝑈לכל

𝑢 ∈ 𝑈.

.𝑈לעמרוטרפוא𝑇|𝑈םא𝑇תחתרומש𝑈ךכיפל

הריזגרוטרפואתחתרומשבחרמ־תת:המגוד5.3

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝒫(𝐑))ידילערדגומ𝑇𝑝 = 𝑝′.יזא𝒫4(𝐑),לשבחרמ־תתאוהש

𝒫(𝐑),תחתרומש𝑇לשותלעמםאשרחאמ𝑝 ∈ 𝒫(𝐑)םגיזא,4רתויהלכלאיה

.4רתויהלכלאיה′𝑝לשותלעמ

םינושחרכהבםניאשםירומשבחרמ־יתתהעברא:המגוד5.4

𝑇םא ∈ ℒ(𝑉),לשבחרמה־יתתיזא𝑉תחתםירומשםלוכ,ןלהל𝑇.

𝑢םאשרחאמ𝑇תחתרומש{0}בחרמ־תתה{0} ∈ 𝑢יזא,{0} = ןכלו0

𝑇𝑢 = 0 ∈ {0}.

𝑉בחרמ־תתה𝑉תחתרומש𝑇םאשרחאמ𝑢 ∈ 𝑉,יזא𝑇𝑢 ∈ 𝑉.

null𝑇בחרמ־תתהnull𝑇תחתרומש𝑇םאשרחאמ𝑢 ∈ null𝑇,יזא𝑇𝑢 = 0,

𝑇𝑢ןכלו ∈ null𝑇.

range𝑇בחרמ־תתהrange𝑇תחתרומש𝑇םאשרחאמ𝑢 ∈ range𝑇,יזא𝑇𝑢 ∈
range𝑇.
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𝑇רוטרפואלחרכהבםאה ∈ ℒ(𝑉){0}דבלמםירומשבחרמ־יתתולאיאשי
dim𝑉־ויפוסדמממ𝑉םאתיבויחהבושתוזהלאשלשהארנךשמהב?𝑉־ו > 1
𝐅רובע( = 𝐂(ואdim𝑉 > 𝐅רובע(2 = 𝐑(;2ההדיחיב29ליגרתו5.19ואר.

בחרמ־יתתםלוא.𝑇תחתםירומשrange𝑇־וnull𝑇־שהנייצתמדוקההמגודה

בחרמ־יתתלשםמויקלעגונבליעלהלאשלתובושתתולקבםיקפסמחרכהבםניאולא

הוושrange𝑇־ו{0}־להוושnull𝑇־שןכתיישרחאמ,𝑉־ו{0}־מםינושהםירומש

.)ךיפה𝑇רשאכהרוקהז(𝑉־ל

הנפנהתעתעל.םירומשבחרמ־יתתלשרתויקימעמרקחלרוזחנךשמהב

םירומשבחרמ־יתת—רתויבםיטושפהםיילאיווירט־אלהםירומשהבחרמה־יתתתריקחל

.םיידממ־דח

𝑣חקינ ∈ 𝑉םעוהשלכ𝑣 ≠ :𝑣לשרלקסבתולופכהלכתצובקלהווש𝑈יהיו0
𝑈 = {𝜆𝑣 ∶ 𝜆 ∈ 𝐅} = span(𝑣).

וזההרוצהמאוה𝑉לשידממ־דחבחרמ־תתלכךכו(𝑉לשידממ־דחבחרמ־תת𝑈יזא

𝑇רוטרפואתחתרומש𝑈םא.)𝑣לשהמיאתמהריחברובע ∈ ℒ(𝑉),יזא𝑇𝑣 ∈ 𝑈,

𝜆רלקסםייקןכלו ∈ 𝐅־שךכ

𝑇𝑣 = 𝜆𝑣.
𝑇𝑣םא,ךפיהלו = 𝜆𝑣רובע𝜆 ∈ 𝐅יזא,והשלכspan(𝑣)לשידממ־דחבחרמ־תתאוה

𝑉תחתרומשה𝑇.

𝑇𝑣האוושמה = 𝜆𝑣,םיידממ־דחבחרמ־יתתלקודהןפואבהרושקהתעהזוניארש

וקנעוההתואםימייקמה𝑣םירוטקוולו𝜆םירלקסלשךכלכהברהתובישח,םירומש

.םידחוימתומש

ימצעךרע:הרדגה5.5

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉).רפסמ𝜆 ∈ 𝐅לשימצעךרעארקנ𝑇םייקםא𝑣 ∈ 𝑉־שךכ

𝑣 ≠ 𝑇𝑣םגו0 = 𝜆𝑣.

,eigenvalueארקנתילגנאבימצעךרע

.תילגנאהתיצחמותינמרגהתיצחמשהלימ

התועמשמeigenתינמרגהתמודיקה

.ימינפיתוהמןויפאלשןבומב״ימצע״

𝑣־שונשרדליעלהרדגהב ≠ רחאמ0

𝜆רלקסלכש ∈ 𝐅םייקמ𝑇0 = 𝜆0.

𝑉־ליכםידמלונאליעלתורעההמ
𝑇תחתרומשידממ־דחבחרמ־תתשי
.ימצעךרע𝑇־לשיםא־קרו־םא

ימצעךרע:המגוד5.6

𝑇רוטרפוארידגנ ∈ ℒ(𝐅3)ידילע

𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (7𝑥 + 3𝑧, 3𝑥 + 6𝑦 + 9𝑧,−6𝑦)
,𝑥)רובע 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐅3.יזא𝑇(3, 1,−1) = (18, 6,−6) = 6(3, ךרע6ךכיפל.(1−,1

.𝑇לשימצע
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הרבגלאבתוברתוקומעתונקסמםעדחי,ןלהלהנקסמבםילוקשהםיאנתה

.יפוסדמממםיירוטקוםיבחרמלשרשקהבקרםיפקת,תיראיניל

ימצעךרעותויהלםילוקשםיאנת5.7

𝐼:תרוכזת ∈ ℒ(𝑉)רוטרפואאוה

𝐼𝑣ךכיפל.תוהזה = 𝑣לכל𝑣 ∈ 𝑉.

𝑇,יפוסדמממ𝑉־שחיננ ∈ ℒ(𝑉),־ו

𝜆 ∈ 𝐅.םילוקשםיאבהםיאנתהיזא.

.𝑇לשימצעךרעאוה𝜆.א

𝑇.ב − 𝜆𝐼יכרע־דח־דחוניא.

𝑇.ג − 𝜆𝐼לעוניא.

𝑇.ד − 𝜆𝐼ךיפהוניא.

𝑇𝑣האוושמהשרחאמ,םילוקש)ב(־ו)א(םיאנתההחכוה = 𝜆𝑣האוושמלהלוקש

(𝑇 − 𝜆𝐼)𝑣 = .3.65יפלםילוקש)ד(־ו,)ג(,)ב(םיאנתה.0

ימצערוטקו:הרדגה5.8

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉)־ו𝜆 ∈ 𝐅לשימצעךרע𝑇.רוטקו𝑣 ∈ 𝑉ימצערוטקוארקנ

𝑣םא𝜆־לךיישה𝑇לש ≠ 𝑇𝑣םגו0 = 𝜆𝑣.

𝑣רוטקו,תורחאםילימב ∈ 𝑉רוטרפואהלשימצערוטקואוהספאמהנושה

𝑇 ∈ ℒ(𝑉)םא־קרו־םא𝑇𝑣לשרלקסתלופכאוה𝑣.־שרחאמ𝑇𝑣 = 𝜆𝑣םא־קרו־םא

(𝑇 − 𝜆𝐼)𝑣 = 𝑣רוטקו,0 ∈ 𝑉רשאכ𝑣 ≠ 𝜆־לךיישה𝑇לשימצערוטקואוה0
𝑣םא־קרו־םא ∈ null(𝑇 − 𝜆𝐼).

םיימצעםירוטקווםיימצעםיכרע:המגוד5.9

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝐅2)ידילערדגומ𝑇(𝑤, 𝑧) = (−𝑧,𝑤).

𝐅ובשהרקמהתאןחבנהליחת.א = 𝐑.יזא𝑇90לשןועשהןוויכדגנבוביסאוה∘

רוטקוםייקםא־קרו־םאימצעךרעשירוטרפואל.𝐑2־בםיריצהתישארביבס

בוביס.ומצעלשרלקסתלופכלרוטרפואהידילעחלשנה,ומוחתבספאמהנושה

הלופכלהוושתויהללוכיוניא𝐑2־בספאמהנושהרוטקולשןועשהןוויכדגנ∘90

𝐅םא:הנקסמ.ומצעלשרלקסב = 𝐑,־ליזא𝑇םגךכיפלו(םיימצעםיכרעןיא

.)םיימצעםירוטקואל

𝐅ובשהרקמהתאןחבנתעכ.ב = 𝐂.לשםיימצעםיכרעאוצמלידכ𝑇,אוצמלונילע

,𝑇(𝑤רובעשךכ𝜆םירלקס 𝑧) = 𝜆(𝑤, 𝑧)־מםינושהתונורתפשי𝑤 = 𝑧 = 0.

,𝑇(𝑤האוושמה 𝑧) = 𝜆(𝑤, 𝑧)תואוושמהדמצלהלוקש

5.10 −𝑧 = 𝜆𝑤, 𝑤 = 𝜆𝑧.
לבקנ,הנושארההאוושמבהיינשההאוושמהידילעןותנה𝑤לשוכרעתבצהב

−𝑧 = 𝜆2𝑧.
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𝑤־שררוג5.10תרחא[0הוושתויהללוכיוניא𝑧תעכ = םישפחמונאו;0

,𝑤)־שךכ5.10רובעתונורתפ 𝑧)הליבומליעלהאוושמהןכלו,]ספאהרוטקווניא

האבההאוושמלונתוא

−1 = 𝜆2.
𝜆םהוזההאוושמהרובעתונורתפה = 𝑖־ו𝜆 = −𝑖.

םיכיישהםיימצעהםירוטקווה,ןכא.𝑇לשםיימצעםיכרע𝑖−־ו𝑖־שאדוולולכות

𝑤רשאכ,(𝑤,−𝑤𝑖)הרוצהמםירוטקווהםה𝑖ימצעהךרעל ∈ 𝐂־ו𝑤 ≠ 0.

הרוצהמםירוטקווהםה𝑖−ימצעהךרעלםיכיישהםיימצעהםירוטקווה,ףסונב

(𝑤,𝑤𝑖),רשאכ𝑤 ∈ 𝐂־ו𝑤 ≠ 0.

לוקשהיאנתבשומישבושהשענ,האבההחכוהב

𝑇𝑣 = 𝜆𝑣 ⟺ (𝑇 − 𝜆𝐼)𝑣 = 0.

תיראינילםייולתיתלבםיימצעםירוטקו5.11

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉).לשםיימצעםירוטקותמישרלכיזא𝑇םיכרעלםיכיישה

.תיראינילהיולתיתלב𝑇לשםינושםיימצע

רתויבןטקה𝑚יבויחםלשרפסמםייקיזא.הנוכנהניאהנקסמהשחיננהחכוה

…,𝑣1תיראינילהיולתהמישרתמייקשךכ , 𝑣𝑚לשםיימצעםירוטקולש𝑇םיכיישה

𝑚יכבלםישנ(𝑇לשםינושםיימצעםיכרעל ≥ הנוש,הרדגהב,ימצערוטקוושרחאמ2

…,𝑎1םימייקךכיפל.)ספאמ , 𝑎𝑚 ∈ 𝐅,לשתוילמינימהרואל(0וניאםהמדחאףאש

𝑚(,־שךכ

𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑣𝑚 = 0.
𝑇הקתעההתאליעפנ − 𝜆𝑚𝐼לבקנו,ליעלהאוושמהיפגאינשלע

𝑎1(𝜆1 − 𝜆𝑚)𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑚−1(𝜆𝑚−1 − 𝜆𝑚)𝑣𝑚−1 = 0.
…,𝜆1םיימצעהםיכרעהשרחאמ , 𝜆𝑚הוושוניאםימדקמהמדחאףא,הזמהזםינוש

…,𝑣1המישרהךכיפל.0 , 𝑣𝑚−1הליכמהתיראינילהיולתהמישראיה𝑚 − םירוטקו1

וזהריתס.𝑚לשתוילמינימלהריתסב,םינושםיימצעםיכרעלםיכיישה𝑇לשםיימצע

.החכוההתאהמילשמ

ןוילעםסחתעבוקרשא,ןלהלהנקסמלהרצקהחכוהלהליבומליעלהנקסמה

.רוטרפואלתויהלםילוכישםינושהםיימצעהםיכרעהרפסמל

ירוטקווהבחרמהדממלעהלעיאלרוטרפואלשםיימצעהםיכרעהרפסמ5.12

םיכרעdim𝑉רתויהלכלשי𝑉לעמרוטרפואלכליזא.יפוסדמממ𝑉־שחיננ

.םינושםיימצע

𝑇יהיהחכוה ∈ ℒ(𝑉).־שחיננ𝜆1,… , 𝜆𝑚לשםינושםיימצעםיכרע𝑇.ויהי

𝑣1,… , 𝑣𝑚המישרהשתררוג5.11יזא.ולאםיימצעםיכרעלםיכיישהםיימצעםירוטקו

𝑣1,… , 𝑣𝑚ךכיפל.תיראינילהיולתיתלב𝑚 ≤ dim𝑉)וניצרשיפכ,)2.22ואר.
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םירוטרפואלעםימונילופםושיי

םיקיתעמה(םירוטרפוארובערתויהרישעהירואתתמייקשךכלתירקיעההביסה

ןתינשאיה,רתויתויללכתויראינילתוקתעהרובעתמייקהוזמ)ומצעלאירוטקובחרמ

םונילופתלעפהןויערתאוהזגשומרידגנוזהדיחי־תתב.הקזחבםירוטרפואתולעהל

יכחיכונרשאכ,האבההדיחיבשמתשנובשיזכרמהילכההיהיהזןויער.רוטרפואלע

ךרעםייק,ספאהבחרמוניאשיפוסדמממבכורמירוטקובחרמלעמרוטרפואלכל

.ימצע

רוטרפוא,𝑇־להמודב,אוהםגו,)3.7ואר(𝑇𝑇־לתועמשמשייזא,רוטרפוא𝑇םא

הנותנ,רתוייללכןפואב.𝑇𝑇םוקמב𝑇2םושרנללכךרדב.ירוטקובחרמותואלעמ

.𝑇𝑚רובעהרדגההןלהל

𝑇𝑚:ןומיס5.13

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉)־ו𝑚יבויחםלשרפסמ.

•𝑇𝑚 ∈ ℒ(𝑉)ידילערדגומ𝑇𝑚 = 𝑇⋯𝑇⏟
םימעפ 𝑚

.

•𝑇0תוהזהרוטרפואכרדגומ𝐼לעמ𝑉.

𝑇−𝑚יזא,𝑇−1אוהולשיכפוההוךיפה𝑇םא• ∈ ℒ(𝑉)ידילערדגומ

𝑇−𝑚 = (𝑇−1)𝑚.

יזא,רוטרפוא𝑇םאשאדוולםכילע

𝑇𝑚𝑇𝑛 = 𝑇𝑚+𝑛 םגו (𝑇𝑚)𝑛 = 𝑇𝑚𝑛,
םיילילש־יאםימלשםירפסמוךיפה𝑇םאםייתורירשםימלשםירפסמ𝑛־ו𝑚רשאכ

.ךיפהוניא𝑇םא

םונילופתלעפהתועמשמתארידגהלתעכלכונ,םירוטרפוארובעתוקזחונרדגהשמ

.רוטרפואלע

𝑝(𝑇):ןומיס5.14

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉)־ו𝑝 ∈ 𝒫(𝐅)ידילעןותנהםונילופ

𝑝(𝑧) = 𝑎0 + 𝑎1𝑧 + 𝑎2𝑧2 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑧𝑚

𝑧לכל ∈ 𝐅.יזא𝑝(𝑇)לעמרוטרפואאוה𝑉ידילערדגומה

𝑝(𝑇) = 𝑎0𝐼 + 𝑎1𝑇 + 𝑎2𝑇2 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑇𝑚.

לעקראל,םירוטרפואלע𝑝תאםיליעפמונאןכש𝑝ןומיסבשדחשומישוהז

𝑧תאםיפילחמטושפונא,𝑝(𝑇)תאבשחלידכשאוהןאכןויערה.𝐅־בםירביא
ךפוה𝑝(𝑧)־ב𝑎0עובקהרביאהיכבלםישנ.𝑝תאםירידגמונאובשיוטיבב𝑇־ב

𝑎0־שרחאמתינויגההריחבוזש(𝑎0𝐼רוטרפואל = 𝑎0𝑧0תאףילחהלונילעךכיפלו𝑎0
.)𝑎0𝐼־להוושה,𝑎0𝑇0־ב
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הריזגרוטרפואלעלעפומםונילופ:המגוד5.15

𝐷־שחיננ ∈ ℒ(𝒫(𝐑))ידילערדגומההריזגהרוטרפואאוה𝐷𝑞 = 𝑞′־ו𝑝
𝑝(𝑥)ידילערדגומהםונילופ = 7 − 3𝑥 + 5𝑥2.יזא𝑝(𝐷) = 7𝐼 − 3𝐷 + 5𝐷2.ךכיפל

(𝑝(𝐷))𝑞 = 7𝑞 − 3𝑞′ + 5𝑞″

𝑞לכל ∈ 𝒫(𝐑).

𝑇רוטרפואעַבֵּקַנְםא ∈ ℒ(𝑉),־מהיצקנופהיזא𝒫(𝐅)לאℒ(𝑉)ידילעהנותנה

𝑝 ↦ 𝑝(𝑇)אדוולםכילעשיפכ,תיראיניל.

םימונילופתלפכמ:הרדגה5.16

,𝑝םא 𝑞 ∈ 𝒫(𝐅),יזא𝑝𝑞 ∈ 𝒫(𝐅)ידילערדגומהםונילופהאוה

(𝑝𝑞)(𝑧) = 𝑝(𝑧)𝑞(𝑧)
𝑧לכל ∈ 𝐅.

הארנשיפכ,םימרוגהרדסלתובישחןיארוטרפואותואלשםימונילופםיליפכמשכ

.האבההנקסמב)ב(ףיעסב

הלפכמתונוכת5.17

םיירגוסחתפנםא:תימשריתלבהחכוה

תנוכתבשומישךותםימונילופתלפכמל

םאלדבההיהיאל,תויביטובירטסידה

.𝑇וא𝑧אוהלמסה

,𝑝־שחיננ 𝑞 ∈ 𝒫(𝐅)־ו𝑇 ∈ ℒ(𝑉).

יזא

(𝑇)(𝑝𝑞).א = 𝑝(𝑇)𝑞(𝑇)

𝑝(𝑇)𝑞(𝑇).ב = 𝑞(𝑇)𝑝(𝑇).

החכוה

𝑝(𝑧)־שחיננ.א =
𝑚
∑

𝑗 = 0
𝑎𝑗𝑧𝑗םגו𝑞(𝑧) =

𝑛
∑
𝑘=0

𝑏𝑘𝑧𝑘לכל𝑧 ∈ 𝐅.יזא

(𝑝𝑞)(𝑧) =
𝑚
∑

𝑗 = 0

𝑛
∑
𝑘=0

𝑎𝑗𝑏𝑘𝑧𝑗+𝑘.

ךכיפל

(𝑝𝑞)(𝑇) =
𝑚
∑

𝑗 = 0

𝑛
∑
𝑘=0

𝑎𝑗𝑏𝑘𝑇𝑗+𝑘

= (
𝑚
∑

𝑗 = 0
𝑎𝑗𝑇𝑗)(

𝑛
∑
𝑘=0

𝑏𝑘𝑇𝑘)

= 𝑝(𝑇)𝑞(𝑇).

𝑝(𝑇)𝑞(𝑇)לבקנ,םיימעפ)א(תלעפהב.ב = (𝑝𝑞)(𝑇) = (𝑞𝑝)(𝑇) = 𝑞(𝑇)𝑝(𝑇).

רלסקאןודלש:רבחמ,תיעיברהרודהמ,רשיהךרדבתיראינילהרבגלא
Linear Algebra Done Right, fourth edition, by Sheldon Axler



139םירומשבחרמ־יתת1ה

𝑇םאשוניאררתויםדקומ ∈ ℒ(𝑉),בחרמה־יתתיזאnull𝑇־וrange𝑇םירומש

םהםג𝑇לשםונילופלכלשחווטהוספאהבחרמשהארנתעכ.)5.4ואר(𝑇תחת

.𝑇תחתםירומש

𝑇תחתםירומש𝑝(𝑇)לשחווטהוספאהבחרמ5.18

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉)םגו𝑝 ∈ 𝒫(𝐅).יזאnull 𝑝(𝑇)־וrange 𝑝(𝑇)תחתםירומש

𝑇.

𝑢־שחיננהחכוה ∈ null 𝑝(𝑇).יזא𝑝(𝑇)𝑢 = ךכיפל.0

(𝑝(𝑇))(𝑇𝑢) = (𝑝(𝑇) 𝑇)(𝑢) = (𝑇 𝑝(𝑇))(𝑢) = 𝑇(𝑝(𝑇)𝑢) = 𝑇(0) = 0.
𝑇𝑢ןכל ∈ null 𝑝(𝑇).ךכיפלnull 𝑝(𝑇)תחתרומש𝑇,וניצרשיפכ.

𝑢־שחיננ ∈ range 𝑝(𝑇).םייקיזא𝑣 ∈ 𝑉־שךכ𝑢 = 𝑝(𝑇)𝑣.ךכיפל

𝑇𝑢 = 𝑇(𝑝(𝑇)𝑣) = 𝑝(𝑇)(𝑇𝑣).
𝑇𝑢ןכל ∈ range 𝑝(𝑇).ךכיפלrange 𝑝(𝑇)תחתרומש𝑇,וניצרשיפכ.

1הםיליגרת

𝑇־שחיננ1 ∈ ℒ(𝑉)־ו𝑈לשבחרמ־תת𝑉.

𝑈םאשוחיכוה.א ⊆ null𝑇,יזא𝑈תחתרומש𝑇.
range𝑇םאשוחיכוה.ב ⊆ 𝑈,יזא𝑈תחתרומש𝑇.

𝑇־שחיננ2 ∈ ℒ(𝑉)םגו𝑉1,… ,𝑉𝑚לשבחרמ־יתת𝑉תחתםירומשה𝑇.וחיכוה

𝑉1־ש + ⋯ + 𝑉𝑚תחתרומש𝑇.

𝑇־שחיננ3 ∈ ℒ(𝑉).לשבחרמ־יתתףסואלכלשךותיחהשוחיכוה𝑉םירומשה

.𝑇תחתרומש𝑇תחת

רומשה𝑉לשבחרמ־תת𝑈־ויפוסדמממ𝑉םא:תידגנהמגודואיבהואוחיכוה4

𝑈יזא,𝑉לעמרוטרפואלכתחת = 𝑈וא{0} = 𝑉.

𝑇־שחיננ5 ∈ ℒ(𝐑2)ידילערדגומ𝑇(𝑥, 𝑦) = (−3𝑦, 𝑥).םיכרעהתאואצמ

.𝑇לשםיימצעה

𝑇ורידגה6 ∈ ℒ(𝐅2)ידילע𝑇(𝑤, 𝑧) = (𝑧,𝑤).םיימצעהםיכרעהלכתאואצמ

.𝑇לשםיימצעהםירוטקווהו

𝑇ורידגה7 ∈ ℒ(𝐅3)ידילע𝑇(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3) = (2𝑧2, 0, 5𝑧3).םיכרעהלכתאואצמ

.𝑇לשםיימצעהםירוטקווהוםיימצעה

𝑃־שחיננ8 ∈ ℒ(𝑉)־שךכאוה𝑃2 = 𝑃.םאשוחיכוה𝜆לשימצעךרע𝑃,יזא

𝜆 = 𝜆וא0 = 1.
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𝑇ורידגה9 ∶ 𝒫(𝐑) → 𝒫(𝐑)ידילע𝑇𝑝 = 𝑝′.םיימצעהםיכרעהלכתאואצמ

.𝑇לשםיימצעהםירוטקווהו

𝑇ורידגה10 ∈ ℒ(𝒫4(𝐑))ידילע(𝑇𝑝)(𝑥) = 𝑥𝑝′(𝑥)לכל𝑥 ∈ 𝐑.לכתאואצמ

.𝑇לשםיימצעהםירוטקווהוםיימצעהםיכרעה

𝑇,יפוסדמממ𝑉־שחיננ11 ∈ ℒ(𝑉),־ו𝛼 ∈ 𝐅.םייקשוחיכוה𝛿 > ־שךכ0

𝑇 − 𝜆𝐼לכלךיפה𝜆 ∈ 𝐅0־שךכ < |𝛼 − 𝜆| < 𝛿.

𝑉־שחיננ12 = 𝑈 ⊕ 𝑊,רשאכ𝑈־ו𝑊לשבחרמ־יתת𝑉ורידגה.ספאמםינושה

𝑃 ∈ ℒ(𝑉)ידילע𝑃(𝑢 + 𝑤) = 𝑢לכל𝑢 ∈ 𝑈לכלו𝑤 ∈ 𝑊.לכתאואצמ

.𝑃לשםיימצעהםירוטקווהוםיימצעהםיכרעה

𝑇־שחיננ13 ∈ ℒ(𝑉).־שחיננ𝑆 ∈ ℒ(𝑉)ךיפה.

.םיימצעםיכרעםתוא𝑆−1𝑇𝑆־לו𝑇רוטרפואלשוחיכוה.א

?𝑆−1𝑇𝑆לשםיימצעהםירוטקוול𝑇לשםיימצעהםירוטקווהןיברשקההמ.ב

.)םיישממ(םיימצעםיכרעולןיאש𝐑4לעמרוטרפואלהמגודואיבה14

𝑇,יפוסדמממ𝑉־שחיננ15 ∈ ℒ(𝑉),־ו𝜆 ∈ 𝐅.־שוארה𝜆לשימצעךרע𝑇
′𝑇ילאודהרוטרפואהלשימצעךרע𝜆םא־קרו־םא ∈ ℒ(𝑉′).

…,𝑣1־שחיננ16 , 𝑣𝑛לשסיסב𝑉־ו𝑇 ∈ ℒ(𝑉).םאשוחיכוה𝜆לשימצעךרע𝑇,
יזא

|𝜆| ≤ 𝑛max{∣ℳ(𝑇)𝑗,𝑘∣ ∶ 1 ≤ 𝑗, 𝑘 ≤ 𝑛},
סחיב𝑇לשהצירטמהלש𝑘הדומע,𝑗הרושברביאהתאןמסמℳ(𝑇)𝑗,𝑘רשאכ

…,𝑣1סיסבל , 𝑣𝑛.

.|𝜆|לעהנושםסחל1והדיחיב19ליגרתואר

𝐅־שחיננ17 = 𝐑, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉),־ו𝜆 ∈ 𝐑.־שוחיכוה𝜆לשימצעךרע𝑇
.𝑇𝐂בוכרימהלשימצעךרע𝜆םא־קרו־םא

.𝑇𝐂תרדגהל2גהדיחיב33ליגרתואר

𝐅־שחיננ18 = 𝐑, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉),־ו𝜆 ∈ 𝐂.־שוחיכוה𝜆בוכרימהלשימצעךרע

𝑇𝐂םא־קרו־םא𝜆לשימצעךרע𝑇𝐂.

𝑇םינפלהטסההרוטרפואלשוארה19 ∈ ℒ(𝐅∞)ידילערדגומה

𝑇(𝑧1, 𝑧2,…) = (0, 𝑧1, 𝑧2,…)
.םיימצעםיכרעןיא

𝑆רוחאלהטסההרוטרפואתאורידגה20 ∈ ℒ(𝐅∞)ידילע

𝑆(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3,…) = (𝑧2, 𝑧3,…).

.𝑆לשימצעךרעאוה𝐅לשרביאלכשוארה.א
.𝑆לשםיימצעהםירוטקווהלכתאואצמ.ב
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𝑇־שחיננ21 ∈ ℒ(𝑉)ךיפה.

𝜆־שחיננ.א ∈ 𝐅־ו𝜆 ≠ םא־קרו־םא𝑇לשימצעךרע𝜆־שוחיכוה.0
1
𝜆

.𝑇−1לשימצעךרע

.םיימצעםירוטקוםתואשי𝑇−1־ו𝑇םירוטרפואלשוחיכוה.ב

𝑇־שחיננ22 ∈ ℒ(𝑉)ספאמםינושהםירוטקוםימייקשו𝑢־ו𝑤־ב𝑉־שךכ

𝑇𝑢 = 3𝑤 םגו 𝑇𝑤 = 3𝑢.
.𝑇לשימצעךרע3−וא3־שוחיכוה

𝑆,𝑇־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ23 ∈ ℒ(𝑉).םירוטרפואלשוחיכוה𝑆𝑇־ו𝑇𝑆שי

.םיימצעםיכרעםתוא

𝑛הצירטמ𝐴־שחיננ24 × 𝑛־בםירביאםע𝐅.ורידגה𝑇 ∈ ℒ(𝐅𝑛)ידילע

𝑇𝑥 = 𝐴𝑥,־בםירביאלעםיבשוחונארשאכ𝐅𝑛הדומעירוטקווכ𝑛 × 1.

לשימצעךרע1־שוחיכוה.1הווש𝐴לשהרושלכבםירביאהםוכסשחיננ.א

𝑇.
ימצעךרע1־שוחיכוה.1הווש𝐴לשהדומעלכבםירביאהםוכסשחיננ.ב

.𝑇לש

𝑇־שחיננ25 ∈ ℒ(𝑉)־ו𝑢,𝑤לשםיימצעםירוטקו𝑇־שךכ𝑢 + 𝑤רוטקואוהםג

.ימצעךרעותואלםיכיישה𝑇לשםיימצעםירוטקו𝑤־ו𝑢־שוחיכוה.𝑇לשימצע

𝑇־שחיננ26 ∈ ℒ(𝑉)־בספאמהנושהרוטקולכשךכ𝑉לשימצערוטקואוה𝑇.
.תוהזהרוטרפואלשרלקסתלופכ𝑇־שוחיכוה

𝑘־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ27 ∈ {1,… , dim𝑉 − 𝑇־שחיננ.{1 ∈ ℒ(𝑉)ךכ

לשרלקסתלופכ𝑇־שוחיכוה.𝑇תחתרומש𝑘דמממ𝑉לשבחרמ־תתלכש

.תוהזהרוטרפוא

𝑇־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ28 ∈ ℒ(𝑉).םיימצעהםיכרעהרפסמיכוחיכוה

1רתויהלכלאוה𝑇לשםינושה + dim range𝑇.

𝑇־שחיננ29 ∈ ℒ(𝐑3)4−־ו, םייקיכוחיכוה.𝑇לשםיימצעםיכרע7√־ו,5

𝑥 ∈ 𝐑3־שךכ𝑇𝑥 − 9𝑥 = (−4, 5, √7).

𝑇־שחיננ30 ∈ ℒ(𝑉)־ו(𝑇 − 2𝐼)(𝑇 − 3𝐼)(𝑇 − 4𝐼) = ימצעךרע𝜆־שחיננ.0

𝜆־שוחיכוה.𝑇לש = 𝜆וא2 = 𝜆וא3 = 4.

𝑇־להמגודואיבה31 ∈ ℒ(𝐑2)־שךכ𝑇4 = −𝐼.

𝑇רוטרפואלשחיננ32 ∈ ℒ(𝑉)םגוםיימצעםיכרעןיא𝑇4 = 𝐼.־שוחיכוה

𝑇2 = −𝐼.

𝑇־שחיננ33 ∈ ℒ(𝑉)־ו𝑚יבויחםלשרפסמ.

.יכרע־דח־דח𝑇𝑚םא־קרו־םאיכרע־דח־דח𝑇־שוחיכוה.א

.לע𝑇𝑚םא־קרו־םאלע𝑇־שוחיכוה.ב
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…,𝑣1־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ34 , 𝑣𝑚 ∈ 𝑉.־שוחיכוה𝑣1,… , 𝑣𝑚יתלבהמישר

𝑇םייקםא־קרו־םאתיראינילהיולת ∈ ℒ(𝑉)־שךכ𝑣1,… , 𝑣𝑚םיימצעםירוטקו

.םינושםיימצעםיכרעלםיכיישה𝑇לש

…,𝜆1־שחיננ35 , 𝜆𝑛־שוחיכוה.םינושםיישממםירפסמתמישר𝑒𝜆1𝑥,… , 𝑒𝜆𝑛𝑥

.𝐑לעמתוישממהתויצקנופהלשירוטקווהבחרמבתיראינילהיולתיתלבהמישר
𝑉יהי:זמר = span(𝑒𝜆1𝑥,… , 𝑒𝜆𝑛𝑥),רוטרפואורידגהו𝐷 ∈ ℒ(𝑉)ידילע

𝐷 𝑓 = 𝑓 .𝐷לשםיימצעהםירוטקווהוםיימצעהםיכרעהתאואצמ.′

…,𝜆1־שחיננ36 , 𝜆𝑛המישרהיכוחיכוה.םינושםייבויחםירפסמלשהמישראיה

cos(𝜆1𝑥),… , cos(𝜆𝑛𝑥)תויצקנופהלשירוטקווהבחרמבתיראינילהיולתיתלב

.𝐑לעמתוישממה

𝑇־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ37 ∈ ℒ(𝑉).ורידגה𝒜 ∈ ℒ(ℒ(𝑉))ידילע

𝒜(𝑆) = 𝑇𝑆
𝑆לכל ∈ ℒ(𝑉).לשםיימצעהםיכרעהתצובקיכוחיכוה𝑇םיכרעהתצובקלהווש

.𝒜לשםיימצעה

𝑇,יפוסדמממ𝑉־שחיננ38 ∈ ℒ(𝑉),־ו𝑈לשבחרמ־תת𝑉תחתרומש𝑇.
𝑇/𝑈הנמהרוטרפוא ∈ ℒ(𝑉/𝑈)ידילערדגומ

(𝑇/𝑈)(𝑣 + 𝑈) = 𝑇𝑣 + 𝑈
𝑣לכל ∈ 𝑉.

תחתרומש𝑈־שיאנתבשומיששרודהרבד(תינויגה𝑇/𝑈תרדגהשוארה.א

𝑇(־שוארהו𝑇/𝑈לעמרוטרפוא𝑉/𝑈.

.𝑇לשימצעךרעאוה𝑇/𝑈לשימצעךרעלכשוארה.ב

𝑇־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ39 ∈ ℒ(𝑉).רוטרפואלשוחיכוה𝑇ימצעךרעשי

dim𝑉ודמממש𝑉לשבחרמ־תתםייקםא־קרו־םא − .𝑇תחתרומשו1

𝑆,𝑇־שחיננ40 ∈ ℒ(𝑉)־ו𝑆־שחיננ.ךיפה𝑝 ∈ 𝒫(𝐅)־שוחיכוה.םונילופ

𝑝(𝑆𝑇𝑆−1) = 𝑆𝑝(𝑇)𝑆−1.
𝑇־שחיננ41 ∈ ℒ(𝑉)־ו𝑈לשבחרמ־תת𝑉תחתרומשה𝑇.־שוחיכוה𝑈רומש

𝑝םונילופלכל𝑝(𝑇)תחת ∈ 𝒫(𝐅).

𝑇ורידגה42 ∈ ℒ(𝐅𝑛)ידילע𝑇(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3,… , 𝑥𝑛) = (𝑥1, 2𝑥2, 3𝑥3,… , 𝑛𝑥𝑛).

.𝑇לשםיימצעהםירוטקווהוםיימצעהםיכרעהלכתאואצמ.א
.𝑇תחתםירומשה𝐅𝑛לשבחרמה־יתתלכתאואצמ.ב

dim𝑉,יפוסדמממ𝑉־שחיננ43 > 𝑇־ו,1 ∈ ℒ(𝑉).־שוחיכוה

{𝑝(𝑇) ∶ 𝑝 ∈ 𝒫(𝐅)} ≠ ℒ(𝑉).
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בכורמירוטקובחרמלעמםיימצעםיכרעלשםמויק

ירוטקובחרמלעמםירוטרפואיבגלתויזכרמהתונקסמהתחאלאםישגינונאתעכ

.יפוסדמממבכורמ

םיימצעםיכרעלשםמויק5.19

.ימצעךרעשיספאמהנושהיפוסדמממבכורמירוטקובחרמלעמרוטרפואלכל

𝑛ודממשיפוסדמממבכורמירוטקובחרמ𝑉־שחיננהחכוה > 𝑇־ו0 ∈ ℒ(𝑉).

𝑣רחבנ ∈ 𝑉םע𝑣 ≠ ־שלבקנ.0

𝑣,𝑇𝑣,𝑇2𝑣,… ,𝑇𝑛𝑣
𝑛וזהמישרבו𝑛אוה𝑉לשודממןכש,תיראינילהיולתיתלבהניא + ,ןכל.םירביא1

.0הוושליעלםירוטקווהלש)0םיוושםימדקמהלכאלרשאכ(והשלכיראינילףוריצ
־שךכרתויבהכומנההלעמהמ𝑝עובקוניאשםונילופםייקךכיפל

𝑝(𝑇)𝑣 = 0.

𝜆םייק,)4.12ואר(הנושארהותסרגבהרבגלאהלשידוסיהטפשמהיפל ∈ 𝐂ךכ

𝑝(𝜆)־ש = 𝑞םונילופםייקןכל.0 ∈ 𝒫(𝐂)־שךכ

𝑝(𝑧) = (𝑧 − 𝜆)𝑞(𝑧)
𝑧לכל ∈ 𝐂)־ש)5.17־בשומישךות(עבונןאכמ.)4.6ואר

0 = 𝑝(𝑇)𝑣 = (𝑇 − 𝜆𝐼)(𝑞(𝑇)𝑣).
𝑞(𝑇)𝑣־שםיעדויונא,𝑝לשוזמהכומנ𝑞תלעמשרחאמ ≠ ליעלהאוושמהמךכיפל.0

.𝑞(𝑇)𝑣ימצערוטקוםע𝑇לשימצעךרע𝜆־שעבונ

ירחאשהרעהה.הרבגלאהלשידוסיהטפשמביזכרמשומישהשועליעלהחכוהה

הנקסמלקודההכרשקהרבגלאהלשידוסיהטפשמלעודמןיבהלתעייסמ16ליגרת

.ליעל

𝐅יכליעלהנקסמבהחנההתא = 𝐂־שהחנהבףילחהלןתינאל𝐅 = 𝐑,יפכ

יפוסדמממבחרמברבודמיכהחנההםגשהארנןלהלהמגודב.5.9המגודבוניארש

.תיחרכה

םיימצעםיכרעאללבכורמירוטקובחרמלעמרוטרפוא:המגוד5.20

𝑇רידגנ ∈ ℒ(𝒫(𝐂))ידילע(𝑇𝑝)(𝑧) = 𝑧𝑝(𝑧).םא𝑝 ∈ 𝒫(𝐂)הנושהםונילופ

תלופכלהוושתויהללוכיוניא𝑇𝑝ךכיפלו,𝑝תלעממתחאבהלודג𝑇𝑝תלעמיזא,ספאמ

.םיימצעםיכרעןיא𝑇־לןכל.𝑝לשרלקס

.ליעלהנקסמלהריתסבהניאוזהמגוד,יפוסניאדמממ𝒫(𝐂)־שרחאמ

רלסקאןודלש:רבחמ,תיעיברהרודהמ,רשיהךרדבתיראינילהרבגלא
Linear Algebra Done Right, fourth edition, by Sheldon Axler



םיימצעםירוטקווםיימצעםיכרעהקרפ144

ילמינימהםונילופהוםיימצעםיכרע

.האבההרדגהבחתפנ.רוטרפואלכלךיושמהבושחםונילופםיגיצמונאוזהדיחי־תתב

ןקותמםונילופ:הרדגה5.21

.1אוהובליבומהםדקמהךרעשםונילופאוהןקותמםונילופ

2םונילופה,המגודל + 9𝑧2 + 𝑧77ותלעמשןקותמםונילופאוה.

ילמינימםונילופתלעמו,תוּדיחִיְ,םויק5.22

𝑇־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ ∈ ℒ(𝑉).דיחיןקותמםונילופםייקיזא𝑝 ∈ 𝒫(𝐅)
𝑝(𝑇)־שךכרתויבהכומנההלעמהמ = deg,ףסונב.0 𝑝 ≤ dim𝑉.

dim𝑉םאהחכוה = 𝑝תארחבנךכיפלו𝑉לעמספאהרוטרפואאוה𝐼יזא,0
.1עובקהםונילופכ

dim𝑉־שחיננךכיפל.dim𝑉לעהיצקודניאבשמתשנתעכ > האצותהשחיננו0

יהי.רתויןטקדמממםיירוטקווהםיבחרמהלכלעמםירוטרפואהלכרובעתמייקתמ

𝑢 ∈ 𝑉־שךכ𝑢 ≠ …,𝑢,𝑇𝑢המישרהךרוא.0 ,𝑇dim 𝑉𝑢1אוה + dim𝑉,ךכיפלו

יבויחםלשרפסמםייק,)2.19(תיראינילהתולתהתמליפל.תיראינילהיולתאיה

𝑚 ≤ dim𝑉־שךכרתויבןטקה𝑇𝑚𝑢לשיראינילףוריצ𝑢,𝑇𝑢,… ,𝑇𝑚−1𝑢.ךכיפל

,𝑐0םירלקסםימייק 𝑐1, 𝑐2,… , 𝑐𝑚−1 ∈ 𝐅־שךכ

5.23 𝑐0𝑢 + 𝑐1𝑇𝑢 + ⋯ + 𝑐𝑚−1𝑇𝑚−1𝑢 + 𝑇𝑚𝑢 = 0.
𝑞ןקותמםונילופרידגנ ∈ 𝒫𝑚(𝐅)ידילע

𝑞(𝑧) = 𝑐0 + 𝑐1𝑧 + ⋯ + 𝑐𝑚−1𝑧𝑚−1 + 𝑧𝑚.
𝑞(𝑇)𝑢־שתררוג5.23יזא = 0.

יזא,ילילש־יאםלשרפסמ𝑘םא

𝑞(𝑇)(𝑇𝑘𝑢) = 𝑇𝑘(𝑞(𝑇)𝑢) = 𝑇𝑘(0) = 0.
…,𝑢,𝑇𝑢־שונלהארמ)2.19(תיראינילהתולתהתמל ,𝑇𝑚−1𝑢תיראינילהיולתיתלב.

dim־שתררוגליעלהאוושמהךכיפל null 𝑞(𝑇) ≥ 𝑚.ןכל

dim range 𝑞(𝑇) = dim𝑉 − dim null 𝑞(𝑇) ≤ dim𝑉 − 𝑚.
range־שרחאמ 𝑞(𝑇)תחתרומש𝑇)היצקודניאהתחנהתאליחהללכונ,)5.18יפל

𝑇|rangeרוטרפואהלעונלש 𝑞(𝑇)ירוטקווהבחרמהלעמrange 𝑞(𝑇).םונילופםייקךכיפל

𝑠ןקותמ ∈ 𝒫(𝐅)םע

deg 𝑠 ≤ dim𝑉 − 𝑚 םגו 𝑠(𝑇|range 𝑞(𝑇)) = 0.
𝑣לכל,ןכל ∈ 𝑉לבקנ

((𝑠𝑞)(𝑇))(𝑣) = 𝑠(𝑇)(𝑞(𝑇)𝑣) = 0
𝑞(𝑇)𝑣־שרחאמ ∈ range 𝑞(𝑇)־ו𝑠(𝑇)|range 𝑞(𝑇) = 𝑠(𝑇|range 𝑞(𝑇)) = 𝑠𝑞ךכיפל.0
deg־שךכןקותמםונילופ 𝑠𝑞 ≤ dim𝑉ףסונבו(𝑠𝑞)(𝑇) = 0.
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לעותלעפהורתויהלכלdim𝑉ותלעמשןקותמםונילופםייקשוניארליעלהקספב

𝑇רתויבהכומנההלעמהמןקותמםונילופםייקךכיפל.ספאהרוטרפואתאהקיפמ

.וזהנקסמלשםויקהקלחתחכוהתאונמלשהךכבו,וזהנוכתםע

𝑝יהי ∈ 𝒫(𝐅)־שךכרתויבהכומנההלעמהמןקותמםונילופ𝑝(𝑇) = תחכוהל.0

𝑟־שחיננ,הנקסמהלשתוּדיחִיְהקלח ∈ 𝒫(𝐅)לשוזלההזותלעמשןקותמםונילופ𝑝
𝑟(𝑇),ףסונבו = 𝑝)יזא.0 − 𝑟)(𝑇) = deg(𝑝ףסונבו0 − 𝑟) < deg 𝑝.םא𝑝 − 𝑟אל

𝑝תאקלחלםילוכיונייה,0הוושהיה − 𝑟לשליבומהםדקמב𝑝 − 𝑟םונילופלבקלידכ

.ספאהרוטרפואתאקיפמ𝑇לעלעפומרשאכש)𝑝לשוזמהכומנותלעמש(ןקותמ

𝑝ךכיפל − 𝑟 = .וניצרשיפכ,0

.ןלהלהרדגההתאהקידצמתמדוקההנקסמה

ילמינימםונילופ:הרדגה5.24

𝑇־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ ∈ ℒ(𝑉).לשילמינימהםונילופהיזא𝑇םונילופהאוה

𝑝דיחיהןקותמה ∈ 𝒫(𝐅)־שךכרתויבהכומנההלעמהמ𝑝(𝑇) = 0.

𝑇רוטרפואלשילמינימהםונילופהבושיחל ∈ ℒ(𝑉),רפסמהתאאוצמלונילע

האוושמלשךכ𝑚רתויבןטקהיבויחהםלשה

𝑐0𝐼 + 𝑐1𝑇 + ⋯ + 𝑐𝑚−1𝑇𝑚−1 = −𝑇𝑚

,𝑐0ןורתפשי 𝑐1,… , 𝑐𝑚−1 ∈ 𝐅.לשסיסברחבנםא𝑉תאףילחנו𝑇ליעלהאוושמב

תואוושמ2(dim𝑉)לשתכרעמכליעלהאוושמהלעבושחללכוניזא,𝑇לשהצירטמב

,𝑐0םימלענ𝑚םעתויראיניל 𝑐1,… , 𝑐𝑚−1 ∈ 𝐅.הטישלכואסואגלשץוליחהתטיש

םייקםאההלאשלהנעמתתללכותתויראינילתואוושמתכרעמןורתפלתרחאהריהמ

𝑚םיבקועםיכרעתקידבךות,ןורתפ = 1, םייק,5.22יפל.ןורתפתאיצמלדע…,2

𝑚רתויבןטקיבויחםלשרפסמ ≤ dim𝑉לשילמינימהםונילופה.ןורתפםייקורובעש

𝑇ןכםאאוה𝑐0 + 𝑐1𝑧 + ⋯ + 𝑐𝑚−1𝑧𝑚−1 + 𝑧𝑚.

𝑣רחבנ:)םירקמהבורב(רתויףאהריהמהטיש ∈ 𝑉־שךכ𝑣 ≠ ןנובתנו0

האוושמב

5.25 𝑐0𝑣 + 𝑐1𝑇𝑣 + ⋯ + 𝑐dim 𝑉−1𝑇dim 𝑉−1𝑣 = −𝑇dim 𝑉𝑣.

תויראינילתואוושמdim𝑉לשתכרעמלהאוושמהתרמהל𝑉לשסיסבבשמתשנ

,𝑐0םימלענdim𝑉םע 𝑐1,… , 𝑐dim 𝑉−1.דיחיןורתפשיוזתואוושמתכרעמלםא

𝑐0, 𝑐1,… , 𝑐dim 𝑉−1)םירלקסהיזא,)םירקמהבורבהרוקשיפכ𝑐0, 𝑐1,… , 𝑐dim 𝑉−1, 1
םונילופהתלעמשתעבוק5.22־שרחאמ(𝑇לשילמינימהםונילופהלשםימדקמהםה

.)dim𝑉רתויהלכלאיהילמינימה

ינוילימתקידבלעתוססובמולאתוכרעה

.תויארקאתוצירטמ

ונאשכ(𝐑4לעמםירוטרפואבןנובתנ

4תוצירטמכםהילעםיבשוח × סחיב4

𝑣תאחקינו,)יטרדנטסהסיסבל =
(1, 0, 0, ־מרתוירובעהחילצמליעלהראותשהריהמההטישה.ליעלהקספב(0

4תוצירטמהמ99.8% × ,10−]עטקבםימלשםירביאםע4 99.999%־מרתויבו[10

4תוצירטמהמ × ,100−]עטקבםימלשםירביאםע4 100].
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.ליעלהראותשהריהמההטישהתאהשיחממהאבההמגודה

𝐅5לעמרוטרפואלשילמינימםונילופ:המגוד5.26

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝐅5)־ו

ℳ(𝑇) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0 0 0 0 −3
1 0 0 0 6
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

,𝑒1יטרדנטסהסיסבלסחיב 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5.רחבנםא𝑣 = 𝑒1לבקנ,5.25רובע

𝑇𝑒1 = 𝑒2, 𝑇4𝑒1 = 𝑇(𝑇3𝑒1) = 𝑇𝑒4 = 𝑒5,
𝑇2𝑒1 = 𝑇(𝑇𝑒1) = 𝑇𝑒2 = 𝑒3, 𝑇5𝑒1 = 𝑇(𝑇4𝑒1) = 𝑇𝑒5 = −3𝑒1 + 6𝑒2.
𝑇3𝑒1 = 𝑇(𝑇2𝑒1) = 𝑇𝑒3 = 𝑒4,

3𝑒1ךכיפל − 6𝑇𝑒1 = −𝑇5𝑒1.המישרה𝑒1,𝑇𝑒1,𝑇2𝑒1,𝑇3𝑒1,𝑇4𝑒1,המישרלהוושה

𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5,וזהמישרלשרחאיראינילףוריצןיאשךכ,תיראינילהיולתיתלב

3אוה𝑇לשילמינימהםונילופהןכל.𝑇5𝑒1−־להוושה − 6𝑧 + 𝑧5.

םימונילופלשםישרושו𝑉לעמרוטרפואלשםיימצעםיכרע,הרדגההיפליכריכזנ

𝐅םא,טרפב.𝐅־בםירביאתויהלםיבייח𝒫(𝐅)־ב = 𝐑,םיימצעהםיכרעהיזא

.םיישממםירפסמתויהלםיבייחםישרושהו

ילמינימהםונילופהישרושםהםיימצעםיכרע5.27

𝑇־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ ∈ ℒ(𝑉).

.𝑇לשםיימצעהםיכרעהםה𝑇לשילמינימהםונילופהלשםישרושה.א

הרוצהמאוה𝑇לשילמינימהםונילופהיזא,בכורמירוטקובחרמ𝑉םא.ב

(𝑧 − 𝜆1)⋯ (𝑧 − 𝜆𝑚),
…,𝜆1רשאכ , 𝜆𝑚לשםיימצעהםיכרעהלכתמישראיה𝑇,תורשפאםע

.תורזחל

.𝑇לשילמינימהםונילופה𝑝יהיהחכוה

𝜆־שחיננתישאר.א ∈ 𝐅לששרוש𝑝.תאבותכללכוניזא𝑝אבהןפואב

𝑝(𝑧) = (𝑧 − 𝜆)𝑞(𝑧),
𝑝(𝑇)־שרחאמ.)4.6ואר(𝐅־בםימדקמםעןקותמםונילופ𝑞רשאכ = לבקנ,0

0 = (𝑇 − 𝜆𝐼)(𝑞(𝑇)𝑣)
𝑣לכל ∈ 𝑉.־שרחאמdeg 𝑞 = (deg 𝑝) − םייק,𝑇לשילמינימהםונילופה𝑝־ו1

𝑣דחארוטקותוחפל ∈ 𝑉־שךכ𝑞(𝑇)𝑣 ≠ ־שעבונליעלהאוושמהמךכיפל.0

𝜆לשימצעךרע𝑇,וניצרשיפכ.
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𝜆־שתעכחיננ,𝑝לששרושאוה𝑇לשימצעךרעלכשחיכוהלידכ ∈ 𝐅ךרע

𝑣םייקךכיפל.𝑇לשימצע ∈ 𝑉םע𝑣 ≠ 𝑇𝑣־שךכ0 = 𝜆𝑣.לשתורזוחתולעפה

𝑇־שתוארמהאוושמהיפגאינשלע𝑇𝑘𝑣 = 𝜆𝑘𝑣לכל𝑘ךכיפל.ילילש־יאםלש

𝑝(𝑇)𝑣 = 𝑝(𝜆)𝑣.
𝑝(𝑇)𝑣־שונלביק,𝑇לשילמינימהםונילופהאוה𝑝־שרחאמ = האוושמהמןכל.0

𝑝(𝜆)־שעבונליעל = .וניצרשיפכ,𝑝לששרוש𝜆ךכיפל.0

לשידוסיהטפשמהלשהיינשההסרגבו)א(־בשמתשנ,היוצרההאצותהתלבקל.ב

.)4.13ואר(הרבגלאה

ותלעמלהוושהםינושםישרושרפסמרתויהלכלשיספאהםונילופוניאשםונילופל

םונילופהתלעמשהנקסמהףוריצב,תמדוקההנקסמהלש)א(ףיעסךכיפל.)4.8ואר(

רובעתיפולחהחכוהקפסמ,dim𝑉רתויהלכלאיה𝑉לעמרוטרפואלשילמינימה

.םינושםיימצעםיכרעdim𝑉רתויהלכלשי𝑉לעמרוטרפואליכתעבוקה,5.12

ליגרתבםגדומשיפכ,והשלכרוטרפואלשילמינימםונילופאוהןקותמםונילופלכ

תוקיודמתואחסונתאיצמשונתואדמלמ)א(5.27ךכיפל.5.26המגודתאלילכמה,16

ישרושלתוקיודמתואחסונתאיצמתייעבלהלוקשםירוטרפואלשםיימצעםיכרערובע

.)םירוטרפואהמקלחרובעתירשפאיתלבךכיפלו(םונילופ

קיודמןפואבםיימצעםיכרעאוצמלןתינאלורובעשרוטרפוא:המגוד5.28

𝑇יהי ∈ ℒ(𝐂5)ידילערדגומהרוטרפואה

𝑇(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4, 𝑧5) = (−3𝑧5, 𝑧1 + 6𝑧5, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4).
5הצירטמהאיה𝐂5לשיטרדנטסהסיסבלסחיב𝑇לשהצירטמה × .5.26המגודב5

םונילופהאוה𝑇לשילמינימהםונילופה,איהההמגודבוניארהשיפכ

3 − 6𝑧 + 𝑧5.

,םיילנויצרםירפסמבשומישךותהזםונילופישרושמדחאףאאטבלןתינאל

גורחתךכלהחכוה(םיליגרההקיטמתיראהיללכו,םיילנויצרםירפסמלשםישרוש

םיכרעהםהליעלםונילופהישרוששרחאמ.)תיראינילהרבגלאלרבעמתיתועמשמ

דחאףאלשוכרעלקיודמיוטיבאוצמלונתלוכיבןיא,])א(5.27יפל[𝑇לשםיימצעה

.תרכומהרוצםושב𝑇לשםיימצעהםיכרעהמ

םיכרעהךכיפלו,ליעלםונילופהישרוששתוארמ,ןאכטרפנאלש,תוירמונתוקינכט

:בוריקבםיאבהםיבכורמהםירפסמהתשמחםה,𝑇לשםיימצעה

−1.67, 0.51, 1.40, −0.12 + 1.59𝑖, −0.12 − 1.59𝑖.
,הזלשהזםידומצםיבכורמםהםונילופהלשםיישממ־אלהםישרושהינשיכבלומיש

.)4.14ואר(םיישממםימדקמםעםונילופמםיפצמונאשיפכ
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ספאהרוטרפואתאםיקיפמהםימונילופהתאאלמןפואבתנייפאמהאבההנקסמה

.רוטרפואלעםילעפומםהרשאכ

5.29𝑞(𝑇) = ילמינימהםונילופהלשםונילופתלופכ𝑞םא־קרו־םא0

𝑇,יפוסדמממ𝑉־שחיננ ∈ ℒ(𝑉),־ו𝑞 ∈ 𝒫(𝐅).יזא𝑞(𝑇) = 𝑞םא־קרו־םא0
.𝑇לשילמינימהםונילופהלשםונילופתלופכאוה

.𝑇לשילמינימהםונילופה𝑝יהיהחכוה
𝑞(𝑇)־שחיננהליחת = םימייק,)4.9(םימונילופתקולחלםתירוגלאהיפל.0

,𝑠םימונילופ 𝑟 ∈ 𝒫(𝐅)־שךכ

5.30 𝑞 = 𝑝𝑠 + 𝑟

degףסונבו 𝑟 < deg 𝑝.ןכםאונלביק

0 = 𝑞(𝑇) = 𝑝(𝑇)𝑠(𝑇) + 𝑟(𝑇) = 𝑟(𝑇).
𝑟־שעבונוזהאוושממ = ןקותמםונילופקיפתליבומהםדקמב𝑟תקולח,תרחא(0

םונילופהלשוזמרתויהכומנהלעמהיהתהזםונילופל;0ןתיי𝑇לעלעפוירשאכש

𝑞האוושמלתכפוה5.30ךכיפל.)הרדגהלהריתסב,ילמינימה = 𝑝𝑠.ןכל𝑞תלופכ

.וניצרשיפכ,𝑝לשםונילופ

םונילופםייקךכיפל.𝑝לשםונילופתלופכ𝑞־שתעכחיננ,ינשהןוויכהתחכוהל

𝑠 ∈ 𝒫(𝐅)־שךכ𝑞 = 𝑝𝑠.ןכםאונלביק

𝑞(𝑇) = 𝑝(𝑇)𝑠(𝑇) = 0 𝑠(𝑇) = 0,
.וניצרשיפכ

.ליעלהנקסמהלשהדמחנהאצותאיההאבההנקסמה

םצמוצמרוטרפואלשילמינימםונילופ5.31

𝑇,יפוסדמממ𝑉־שחיננ ∈ ℒ(𝑉),־ו𝑈לשבחרמ־תת𝑉תחתרומש𝑇.יזא

.𝑇|𝑈לשילמינימהםונילופהלשםונילופתלופכאוה𝑇לשילמינימהםונילופה

𝑝(𝑇)𝑣ךכיפל.𝑇לשילמינימהםונילופה𝑝־שחיננהחכוה = 𝑣לכל0 ∈ 𝑉.טרפב,

𝑝(𝑇)𝑢 = 0 לכל 𝑢 ∈ 𝑈.
𝑝(𝑇|𝑈)ךכיפל = 𝑝־שררוג,𝑇לעםוקמב𝑇|𝑈רוטרפואהלעלעפומ,5.29תעכ.0
.𝑇|𝑈לשילמינימהםונילופהלשםונילופתלופכ

.וזהנקסמלתיגולנאההנמירוטרפואלתעגונההאצותל25ליגרתואר

עבוקרוטרפואלשילמינימהםונילופהלשעובקהרביאהשהארנהאבההנקסמב

.ךיפהרוטרפואהםאה
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5.32𝑇לשילמינימהםונילופהלשעובקהרביאהםא־קרו־םאךיפהוניא𝑇0אוה

𝑇־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ ∈ ℒ(𝑉).יזא𝑇עובקהרביאהםא־קרו־םאךיפהוניא

.0אוה𝑇לשילמינימהםונילופהלש

𝑇־שחיננהחכוה ∈ ℒ(𝑉)־ו𝑝לשילמינימהםונילופה𝑇.יזא

𝑇 לשימצעךרע 0 ⟺ ךיפהוניא 𝑇
𝑝 לששרוש 0 ⟺

, 0 אוה 𝑝 לשעובקהרביאה ⟺
,)א(5.27יפלתמייקתמהיינשהתוליקשה,5.7יפלתמייקתמהנושארהתוליקשהרשאכ

.𝑝(0)־להווש𝑝לשעובקהרביאהשרחאמתמייקתמהנורחאהתוליקשהו

יגוז־יאדמממםיישממםיירוטקוםיבחרמלעמםיימצעםיכרע

לעמרוטרפואלכליכהארנרשאכשמתשנובשיזכרמילככשמשתהאבההנקסמה

.ימצעךרעשייגוז־יאדמממישממירוטקובחרמ

יגוזדמממספאבחרמ5.33

𝐅־שחיננ = 𝐑־ו𝑉־שףסונבחיננ.יפוסדמממ𝑇 ∈ ℒ(𝑉)־ו𝑏, 𝑐 ∈ 𝐑רשאכ

𝑏2 < 4𝑐.יזאdim null(𝑇2 + 𝑏𝑇 + 𝑐𝐼)יגוזרפסמ.

null(𝑇2יכריכזנהחכוה + 𝑏𝑇 + 𝑐𝐼)תחתרומש𝑇)תפלחהב.)5.18יפל𝑉־ב

null(𝑇2 + 𝑏𝑇 + 𝑐𝐼)תפלחהבו𝑇־ב𝑇־לםצמוצמnull(𝑇2 + 𝑏𝑇 + 𝑐𝐼),חינהללכונ

𝑇2יכ + 𝑏𝑇 + 𝑐𝐼 = .יגוזרפסמdim𝑉יכחיכוהלונילעתעכ;0

𝜆־שחיננ ∈ 𝐑־ו𝑣 ∈ 𝑉־שךכ𝑇𝑣 = 𝜆𝑣.יזא

0 = (𝑇2 + 𝑏𝑇 + 𝑐𝐼)𝑣 = (𝜆2 + 𝑏𝜆 + 𝑐)𝑣 = ((𝜆 + 𝑏
2)

2
+ 𝑐 − 𝑏2

4 )𝑣.

𝑣־שעבונהאוושמהמךכיפל.יבויחרפסמאוהליעלםילודגהםיירגוסביוטיבה = 0.

.םיימצעםירוטקוןיא𝑇־לשוניארהןכל

בחרמה־יתתלכןיבמרתויבהובגהדממהמ𝑇תחתרומשה𝑉לשבחרמ־תת𝑈יהי

𝑈םא.יגוזרפסמםדמממו𝑇תחתםירומשה𝑉לש = 𝑉,חיננ,תרחא;ונמייסתאזב

𝑤םייקש ∈ 𝑉־שךכ𝑤 ∉ 𝑈.

𝑊יהי = span(𝑤,𝑇𝑤).יזא𝑊תחתרומש𝑇ןכש𝑇(𝑇𝑤) = −𝑏𝑇𝑤−𝑐𝑤.ףסונב,

dim𝑊 = לבקנתעכ.𝑇לשימצערוטקוהיה𝑤תרחאןכש2

dim(𝑈 + 𝑊) = dim𝑈 + dim𝑊 − dim(𝑈 ∩ 𝑊) = dim𝑈 + 2,
𝑈∩𝑊רשאכ = תחתרומשה𝑉לשידממ־דחבחרמ־תתהיה𝑈∩𝑊תרחאןכש{0}

𝑇)־לןיאשהדבועהרואלירשפאיתלברבד𝑇םיימצעםירוטקו(.

𝑈־שרחאמ + 𝑊תחתרומש𝑇,בחרמ־תתםייקיכםיאורונאליעלהאוושמהמ

𝑈־שהחנההךכיפל.dim𝑈־מלודגהיגוזדמממ𝑇תחתרומשה𝑉לש ≠ 𝑉התייה

.יגוזדמממ𝑉ןכל.היוגש
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ךרעשירוטרפואלכל,יגוז־יאדמממירוטקובחרמביכתעבוקהאבההנקסמה

אלל(יפוסדמממםיבכורמםיירוטקוםיבחרמרובערבכונלהעודיוזהנקסמ.ימצע

𝐅־שחיננ,ןלהלהחכוהב,ךכיפל.)יגוז־יאהדממהתחנה = 𝐑.

םיימצעםיכרעשייגוז־יאדמממירוטקובחרמלעמםירוטרפואל5.34

.ימצעךרעשייגוז־יאדמממירוטקובחרמלעמרוטרפואלכל

𝐅־שחיננהחכוה = 𝐑־ו𝑉יהי.יפוסדמממ𝑛 = dim𝑉,־שחיננו𝑛יגוז־יארפסמ.

𝑇יהי ∈ ℒ(𝑉).לעהיצקודניאבשמתשנ𝑛־ליכתוארהלידכםיינשלשםיגולידב𝑇
dim𝑉םאיכבלםישנ,תישאר.ימצעךרעשי = ןכש,תמייקתמהיוצרההאצותה1

.𝑇לשימצערוטקואוה𝑉־בספאמהנושהרוטקולכ,זא
𝑛־שחיננתעכ ≥ לכלעמםירוטרפואהלכרובעתמייקתמהיוצרההאצותהשו3

לשילמינימהםונילופה𝑝יהי.𝑛־מןטקםדממשיגוז־יאדמממםיירוטקווהםיבחרמה

𝑇.םא𝑝לשםונילופתלופכ𝑥 − 𝜆רובע𝜆 ∈ 𝐑יזא,והשלכ𝜆לשימצעךרע𝑇]יפל

,𝑏םימייקיכחינהללכונךכיפל.ונמייסתאזבו])א(5.27 𝑐 ∈ 𝐑־שךכ𝑏2 < 4𝑐־ו𝑝
𝑥2לשםונילופתלופכ + 𝑏𝑥 + 𝑐)4.16ואר(.

𝑞ןקותמםונילופםייק ∈ 𝒫(𝐑)־שךכ𝑝(𝑥) = 𝑞(𝑥)(𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)לכל𝑥 ∈ 𝐑.

לבקנתעכ

0 = 𝑝(𝑇) = (𝑞(𝑇))(𝑇2 + 𝑏𝑇 + 𝑐𝐼),
range(𝑇2לעמ0הווש𝑞(𝑇)־שאיהרבדהתועמשמ + 𝑏𝑇 + 𝑐𝐼).־שרחאמdeg 𝑞 <

deg 𝑝־ו𝑝לשילמינימהםונילופהאוה𝑇,־שעבונןאכמrange(𝑇2 + 𝑏𝑇 + 𝑐𝐼) ≠ 𝑉.

יכעבוק)3.21(תויראינילהתוקתעההלשידוסיהטפשמה

dim𝑉 = dim null(𝑇2 + 𝑏𝑇 + 𝑐𝐼) + dim range(𝑇2 + 𝑏𝑇 + 𝑐𝐼).
dim־ו)החנההיפל(יגוז־יאdim𝑉־שרחאמ null(𝑇2 + 𝑏𝑇 + 𝑐𝐼)5.33יפל(יגוז(,

dim־שהארמליעלהאוושמה range(𝑇2 + 𝑏𝑇 + 𝑐𝐼)יגוז־יא.

range(𝑇2ןכל + 𝑏𝑇 + 𝑐𝐼)לשבחרמ־תת𝑉תחתרומשה𝑇)ודממו)5.18יפל

־לםצמוצמאוהרשאכ𝑇רוטרפואל,היצקודניאהתחנהיפל.dim𝑉־מןטקהיגוז־יא

range(𝑇2 + 𝑏𝑇 + 𝑐𝐼)־לשייכאיהרבדהתועמשמו,ימצעךרעשי𝑇ימצעךרע.

.ליעלהנקסמלתויפולחתוחכוהל3טהדיחיב10ליגרתו2חהדיחיב23ליגרתואר

2הםיליגרת

𝑇־שחיננ1 ∈ ℒ(𝑉).לשימצעךרע9־שוחיכוה𝑇2ךרע3−וא3םא־קרו־םא

.𝑇לשימצע

𝑇־ובכורמירוטקובחרמ𝑉־שחיננ2 ∈ ℒ(𝑉)םיימצעםיכרעאללרוטרפוא.

.יפוסניאדמממוא{0}ואאוה𝑇תחתרומשה𝑉לשבחרמ־תתלכיכוחיכוה
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𝑛םעםלשרפסמ𝑛־שחיננ3 > 𝑇־ו1 ∈ ℒ(𝐅𝑛)ידילערדגומ

𝑇(𝑥1,… , 𝑥𝑛) = (𝑥1 + ⋯ + 𝑥𝑛,… , 𝑥1 + ⋯ + 𝑥𝑛).
.𝑇לשםיימצעהםירוטקווהוםיימצעהםיכרעהלכתאואצמ.א
.𝑇לשילמינימהםונילופהתאואצמ.ב

.םי־1םלוכהירביא𝐅𝑛לשיטרדנטסהסיסבלסחיב𝑇לשהצירטמה

𝑝־שחיננ4 ∈ 𝒫(𝐂), 𝑇 ∈ ℒ(𝑉), 𝐅 = 𝐂־ו,עובקוניאשםונילופ𝛼 ∈ 𝐂.וחיכוה

𝛼םא־קרו־םא𝑝(𝑇)לשימצעךרע𝛼־ש = 𝑝(𝜆)רובע𝜆והשלכימצעךרע

.𝑇לש

תמייקתמהניא4ליגרתבהאצותהיכהארמה𝐑2לעמרוטרפואלהמגודואיבה5

.𝐑־ב𝐂תאףילחנםא

𝑇־שחיננ6 ∈ ℒ(𝐅2)ידילערדגומ𝑇(𝑤, 𝑧) = (−𝑧,𝑤).םונילופהתאואצמ

.𝑇לשילמינימה

𝑆,𝑇לשהמגודואיבה.א7 ∈ ℒ(𝐅2)לשילמינימהםונילופהשךכ𝑆𝑇הוושוניא

.𝑇𝑆לשילמינימהםונילופל

𝑆,𝑇־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ.ב ∈ ℒ(𝑉).־מדחאתוחפלםאשוחיכוה𝑆,𝑇
.𝑇𝑆לשילמינימהםונילופלהווש𝑆𝑇לשילמינימהםונילופהיזא,ךיפה

𝑝־וךיפה𝑆םאשוארה:זמר ∈ 𝒫(𝐅),יזא𝑝(𝑇𝑆) = 𝑆−1𝑝(𝑆𝑇)𝑆.

𝑇־שחיננ8 ∈ ℒ(𝐑2)תאואצמ.∘1־בןועשהןוויכדגנבבוסמהרוטרפוא

.𝑇לשילמינימהםונילופה
dim𝐑2־שרחאמ = ךכיפל.2רתויהלכלאיה𝑇לשילמינימהםונילופהתלעמ,2

𝑥180וילעבושחלםיתפתמונייהשהזוניא𝑇לשילמינימהםונילופה + ־שףא,1

𝑇180 = −𝐼.

𝑇־שחיננ9 ∈ ℒ(𝑉)לשוהשלכסיסבלסחיבשךכ𝑉,לשהצירטמהירביאלכ𝑇
𝑇לשילמינימהםונילופהלשםימדקמהלכעודמוריבסה.םיילנויצרםירפסמ
.םיילנויצרםירפסמ

𝑇,יפוסדמממ𝑉־שחיננ10 ∈ ℒ(𝑉),־ו𝑣 ∈ 𝑉.־שוחיכוה

span(𝑣,𝑇𝑣,… ,𝑇𝑚𝑣) = span(𝑣,𝑇𝑣,… ,𝑇dim 𝑉−1𝑣)
𝑚םימלשהםירפסמהלכל ≥ dim𝑉 − 1.

𝑇,ידממ־ודירוטקובחרמ𝑉־שחיננ11 ∈ ℒ(𝑉),לשהצירטמהו𝑇סיסבלסחיב

⎛איה𝑉לשוהשלכ
⎝

𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

⎞
⎠

.

𝑇2־שוארה.א − (𝑎 + 𝑑)𝑇 + (𝑎𝑑 − 𝑏𝑐)𝐼 = 0.

־להווש𝑇לשילמינימהםונילופהשוארה.ב
⎧{
⎨{⎩

𝑧 − 𝑎 if 𝑏 = 𝑐 = 0 and 𝑎 = 𝑑,
𝑧2 − (𝑎 + 𝑑)𝑧 + (𝑎𝑑 − 𝑏𝑐) otherwise.
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𝑇ורידגה12 ∈ ℒ(𝐅𝑛)ידילע𝑇(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3,… , 𝑥𝑛) = (𝑥1, 2𝑥2, 3𝑥3,… , 𝑛𝑥𝑛).

.𝑇לשילמינימהםונילופהתאואצמ

𝑇,יפוסדמממ𝑉־שחיננ13 ∈ ℒ(𝑉),־ו𝑝 ∈ 𝒫(𝐅).דיחיםונילופםייקיכוחיכוה

𝑟 ∈ 𝒫(𝐅)־שךכ𝑝(𝑇) = 𝑟(𝑇)־וdeg 𝑟לשילמינימהםונילופהתלעממןטק𝑇.

𝑇לשילמינימהםונילופהויפוסדמממירוטקובחרמ𝑉־שחיננ14 ∈ ℒ(𝑉)אוה

4 + 5𝑧 − 6𝑧2 − 7𝑧3 + 2𝑧4 + 𝑧5.לשילמינימהםונילופהתאואצמ𝑇−1.

dim𝑉,יפוסדמממבכורמירוטקובחרמ𝑉־שחיננ15 > 𝑇־ו0 ∈ ℒ(𝑉).רידגנ

𝑓 ∶ 𝐂 → 𝐑ידילע

𝑓 (𝜆) = dim range(𝑇 − 𝜆𝐼).
.הפיצרהניאשהיצקנופ𝑓־שוחיכוה

…,𝑎0־שחיננ16 , 𝑎𝑛−1 ∈ 𝐅.יהי𝑇לעמרוטרפוא𝐅𝑛סיסבלסחיב(ולשהצירטמהש

איה)יטרדנטסה

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0 −𝑎0
1 0 −𝑎1

1 ⋱ −𝑎2
⋱ ⋮

0 −𝑎𝑛−2
1 −𝑎𝑛−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

ןוסכלאלתחתמשןוסכלאבםי־1־הלכדבלמ0םהםירביאהלכ,וזהצירטמב

םונילופהשוארה.)0םקלחשןכתייש(הנורחאההדומעבםירביאהוישארה

םונילופהאוה𝑇לשילמינימה

𝑎0 + 𝑎1𝑧 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝑧𝑛−1 + 𝑧𝑛.
לכשהארמהזליגרת.ליעלםונילופלהוולמהצירטמתארקנליעלהצירטמה

םתירוגלאואהחסונ,ןכל.והשלכרוטרפואלשילמינימםונילופאוהןקותמםונילופ

םילוכיויה𝐅𝑛לכלעמרוטרפואלכלםיימצעםיכרעקיודמןפואבאוצמלםילגוסמה

ואהחסונןיאךכיפל.])א(5.27יפל[םונילופלכרובעםישרושקיודמןפואבאוצמל

םילגוסמהתירמונהזילנאבםיליעיםימתירוגלאםימייק,תאזלכב.ולאכםתירוגלא

.רוטרפואלשםיימצעהםיכרעלדואמםיבוטםיבוריקאוצמל

𝑇,יפוסדמממ𝑉־שחיננ17 ∈ ℒ(𝑉),־ו𝑝לשילמינימהםונילופה𝑇.־שחיננ

𝜆 ∈ 𝐅.לשילמינימהםונילופהשוארה𝑇 − 𝜆𝐼םונילופהאוה𝑞ידילערדגומה

𝑞(𝑧) = 𝑝(𝑧 + 𝜆).

𝑇,יפוסדמממ𝑉־שחיננ18 ∈ ℒ(𝑉),־ו𝑝לשילמינימהםונילופהאוה𝑇.חיננ

𝜆־ש ∈ 𝐅\{0}.לשילמינימהםונילופהשוארה𝜆𝑇םונילופהאוה𝑞לערדגומה

𝑞(𝑧)ידי = 𝜆deg 𝑝 𝑝(
𝑧
𝜆
).
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𝑇־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ19 ∈ ℒ(𝑉).יהיℰלשבחרמ־תתהℒ(𝑉)לערדגומה

ידי

ℰ = {𝑞(𝑇) ∶ 𝑞 ∈ 𝒫(𝐅)}.
dim־שוחיכוה ℰלשילמינימהםונילופהתלעמלהווש𝑇.

𝑇־שחיננ20 ∈ ℒ(𝐅4)לשםיימצעהםיכרעהשךכאוה𝑇3םה, 5, ־שוחיכוה.8

(𝑇 − 3𝐼)2(𝑇 − 5𝐼)2(𝑇 − 8𝐼)2 = 0.

𝑇־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ21 ∈ ℒ(𝑉).לשילמינימהםונילופהתלעמשוחיכוה𝑇
1רתויהלכלאיה + dim range𝑇.

dimםא range𝑇 < dim𝑉 − הזמרתויבוטןוילעםסחןתונהזליגרתיזא,1

.𝑇לשילמינימהםונילופהתלעמל5.22־ברדגומה

𝑇־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ22 ∈ ℒ(𝑉).־שוחיכוה𝑇םא־קרו־םאךיפה

𝐼 ∈ span(𝑇,𝑇2,… ,𝑇dim 𝑉).

𝑇־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ23 ∈ ℒ(𝑉).יהי𝑛 = dim𝑉.םאשוחיכוה𝑣 ∈ 𝑉,יזא

span(𝑣,𝑇𝑣,… ,𝑇𝑛−1𝑣)תחתרומש𝑇.

𝑇־שחיננ.יפוסדמממבכורמירוטקובחרמ𝑉־שחיננ24 ∈ ℒ(𝑉)5־שךכ
יכוחיכוה.םיפסונםיימצעםיכרעןיא𝑇־ליכו𝑇לשםיימצעםיכרע6־ו

(𝑇 − 5𝐼)dim 𝑉−1(𝑇 − 6𝐼)dim 𝑉−1 = 0.

𝑇,יפוסדמממ𝑉־שחיננ25 ∈ ℒ(𝑉),־ו𝑈לשבחרמ־תת𝑉תחתרומשה𝑇.
ילמינימהםונילופהלשםונילופתלופכאוה𝑇לשילמינימהםונילופהשוחיכוה.א

.𝑇/𝑈הנמהרוטרפואלש

םונילופהאוה𝑝2־ו𝑇|𝑈לשילמינימהםונילופהאוה𝑝1םאיכוחיכוה.ב

לשילמינימהםונילופהלשםונילופתלופכאוה𝑝1𝑝2יזא,𝑇/𝑈לשילמינימה

𝑇.

.1ההדיחיב38ליגרתברדגוה𝑇/𝑈הנמהרוטרפוא

𝑇,יפוסדמממ𝑉־שחיננ26 ∈ ℒ(𝑉),־ו𝑈לשבחרמ־תת𝑉תחתרומשה

𝑇.לשםיימצעהםיכרעהתצובקשוחיכוה𝑇םיכרעהתצובקלשדוחיאלהווש

.𝑇/𝑈לשםיימצעהםיכרעהתצובקו𝑇|𝑈לשםיימצעה

𝐅־שחיננ27 = 𝐑, 𝑉־ו,יפוסדמממ𝑇 ∈ ℒ(𝑉).לשילמינימהםונילופהשוחיכוה

𝑇𝐂לשילמינימהםונילופלהווש𝑇.
.2גהדיחיב33ליגרתברדגוה𝑇𝐂בוכרימה

𝑇־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ28 ∈ ℒ(𝑉).לשילמינימהםונילופהשוחיכוה

𝑇′ ∈ ℒ(𝑉′)לשילמינימהםונילופלהווש𝑇.
.6גהדיחיבהרדגוה′𝑇תילאודההקתעהה

שיםיינשתוחפלודממשיפוסדמממירוטקובחרמלעמרוטרפואלכלשוארה29

.ידממ־ודרומשבחרמ־תת

𝐅רשאכהאצותהתארפשי3ההדיחיב6ליגרת = 𝐂.
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דחאיפוסדמממירוטקובחרממתיראינילההקתעההתצירטמתאונרדגהגקרפב

דחאלכרובעסיסבתריחבבהיולתוזהצירטמ.רחאיפוסדמממירוטקובחרמל

בחרמםיקיתעמהםירוטרפואלעםידמולונאשכתעכ.םיירוטקווהםיבחרמהינשמ

.דבלבדחאסיסבתריחבלעאוהשגדה,ומצעלירוטקו

ℳ(𝑇),רוטרפואתצירטמ:הרדגה5.35

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉).לשהצירטמה𝑇סיסבלסחיב𝑣1,… , 𝑣𝑛לש𝑉הצירטמהאיה

𝑛 × 𝑛

ℳ(𝑇) =
⎛⎜⎜⎜
⎝

𝐴1,1 ⋯ 𝐴1,𝑛
⋮ ⋮

𝐴𝑛,1 ⋯ 𝐴𝑛,𝑛

⎞⎟⎟⎟
⎠

ידילעםירדגומ𝐴𝑗,𝑘הירביאש

𝑇𝑣𝑘 = 𝐴1,𝑘𝑣1 + ⋯ + 𝐴𝑛,𝑘𝑣𝑛.
,ℳ(𝑇ןומיסבשמתשנ (𝑣1,… , 𝑣𝑛))רשקההמרורבוניאסיסבהרשאכ.

רפסמלהוושתורושהרפסמרמולכ(תויעובירתוצירטמןהםירוטרפואלשתוצירטמ

רובעןכלםדוקונרדגהןתואשרתויתויללכהתוינבלמהתוצירטמהמהנושב,)תודומעה

.תויראינילתוקתעה

תינבנℳ(𝑇)הצירטמהלש𝑘th־ההדומעה

תאאטבלידכונשמתשהםהבשםימדקמהמ

𝑇𝑣𝑘סיסבהלשיראינילףוריצכ𝑣1,… , 𝑣𝑛.

,סיסבןיוצאלו𝐅𝑛לעמרוטרפוא𝑇םא

סיסבהאוהרבודמהסיסבהיכוחינה

𝑘th־הסיסבהרוטקווברשאכ(יטרדנטסה
.)םיביכרהרתיב0־ו𝑘th־הביכרב1שי

רשאכ,𝑘th־הסיסבהרוטקולע𝑇תלעפהכℳ(𝑇)לש𝑘th־ההדומעהלעבושחלןתינ

𝑛הדומעירוטקוםיהזמונא × .𝐅𝑛־בםירביאםע1

יטרדנטסהסיסבלסחיברוטרפואלשהצירטמ:המגוד5.36

𝑇רידגנ ∈ ℒ(𝐅3)ידילע𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (2𝑥 + 𝑦, 5𝑦 + 3𝑧, 8𝑧).לשהצירטמהיזא

𝑇לשיטרדנטסהסיסבלסחיב𝐅3איה

ℳ(𝑇) =
⎛⎜⎜⎜
⎝

2 1 0
0 5 3
0 0 8

⎞⎟⎟⎟
⎠

,

.אדוולםכילעשיפכ

בחרמלעמ𝑇רוטרפואןתניהביכתוארהלאיהתיראינילהרבגלאבתיזכרמהרטמ

הטושפהצירטמשי𝑇־ל,וילאסחיברשא𝑉לשסיסבםייק,𝑉יפוסדמממירוטקו

סיסברוחבלתוסנללכונ,רתויטעמקיודמלהזלפרועמחוסינךופהלידכ.יסחיןפואב

.םיספאהברהויהיℳ(𝑇)הצירטמבשךכ𝑉לש
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יכתוארהלםילכקיפסמונידיבשייזא,יפוסדמממבכורמירוטקובחרמ𝑉םא

הדומעבםוקמלכבםיספאשי𝑇לשהצירטמלוילאסחיברשא𝑉לשסיסבםייק

סחיברשא𝑉לשסיסבםייק,תורחאםילימב.ןושארהרביאבילואדבלמ,הנושארה

ךכתיארנ𝑇לשהצירטמהוילא

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝜆
0 ∗
⋮
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

;

ידכ.הנושארההדומעהירביאדבלמהצירטמבםירביאהלכתאתגציימןאכ∗־ה

ךיישהימצערוטקו𝑣יהיו)דחאםייק5.19יפל(𝑇לשימצעךרע𝜆יהי,תאזחיכוהל

איההזסיסבלסחיב𝑇לשהצירטמהיזא.𝑉לשסיסבל𝑣תאביחרנ.הזימצעךרעל

סחיברשא𝑉לשסיסברוחבלםילוכיונאשהארנבורקב.ליעלהראותשהרוצהמ

.םיספארתוידועויהי𝑇לשהצירטמל,וילא

הצירטמהןוסכלא:הרדגה5.37

תילאמשההניפהמחתמנהוקהלעשםירביאהמבכרומתיעובירהצירטמלשןוסכלאה

.הנותחתהתינמיההניפהלאהנוילעה

הצירטמהןוסכלא,המגודל

ℳ(𝑇) =
⎛⎜⎜⎜
⎝

2 1 0
0 5 3
0 0 8

⎞⎟⎟⎟
⎠

,2םירביאהמבכרומ5.36המגודמ 5, .ליעלהצירטמבםודאבםיגצומה,8

הנוילעתישלושמהצירטמ:הרדגה5.38

ןוסכלאהתחתהירביאלכםאהנוילעתישלושמהצירטמתארקנתיעובירהצירטמ

.םיספא

3הצירטמה,המגודל × .הנוילעתישלושמאיהליעל3

האבההרוצבהנוילעתישלושמהצירטמגיצנ,םירקמהבורב

⎛⎜⎜⎜
⎝

𝜆1 ∗
⋱

0 𝜆𝑛

⎞⎟⎟⎟
⎠

;

ןמסל∗־בתובורקםיתעלםישמתשמונא

ואםהיבגלעדיונלןיאשהצירטמירביא

.ןוידלםייטנוולרםניאש

םירביאהלכיכןמסמליעלהצירטמב0־ה

𝑛הצירטמבןוסכלאהתחת × 𝑛םיספאוז.

תיסחיתובשחנתונוילעתוישלושמתוצירטמ

תוחפליזא,לודגרפסמ𝑛םא—תוטושפ

𝑛הצירטמירביאמתיצחמטעמכ × 𝑛םיספאםההנוילעתישלושמ.
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ןיבלתונוילעתוישלושמתוצירטמןיבישומישרשקתקפסמהאבההנקסמה

.םירומשבחרמ־יתת

הנוילעתישלושמהצירטמלםיאנת5.39

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉)־ו𝑣1,… , 𝑣𝑛לשסיסב𝑉.םילוקשםיאבהםיאנתהיזא.

…,𝑣1־לסחיב𝑇לשהצירטמה.א , 𝑣𝑛הנוילעתישלושמ.

…,span(𝑣1.ב , 𝑣𝑘)תחתרומש𝑇לכל𝑘 = 1,… , 𝑛.

𝑇𝑣𝑘.ג ∈ span(𝑣1,… , 𝑣𝑘)לכל𝑘 = 1,… , 𝑛.

𝑘־שחיננ,םייקתמ)ב(־שהחכוהל.םייקתמ)א(־שחיננתישארהחכוה ∈ {1,… , 𝑛}.

𝑗םא ∈ {1,… , 𝑛},יזא

𝑇𝑣𝑗 ∈ span(𝑣1,… , 𝑣𝑗)
…,𝑣1־לסחיב𝑇לשהצירטמהוליאוה , 𝑣𝑛ןכש.הנוילעתישלושמspan(𝑣1,… , 𝑣𝑗) ⊆

span(𝑣1,… , 𝑣𝑘)םא𝑗 ≤ 𝑘,יכםיאורונא

𝑇𝑣𝑗 ∈ span(𝑣1,… , 𝑣𝑘)
𝑗לכל ∈ {1,… , 𝑘}.ךכיפל,span(𝑣1,… , 𝑣𝑘)תחתרומש𝑇,החכוהההמלשוהתאזבו

.)ב(תאררוג)א(־ש

…,span(𝑣1יזא;םייקתמ)ב(־שחיננתעכ , 𝑣𝑘)תחתרומש𝑇לכל𝑘 = 1,… , 𝑛.

𝑇𝑣𝑘,טרפב ∈ span(𝑣1,… , 𝑣𝑘)לכל𝑘 = 1,… , 𝑛.ג(תאררוג)ב(ךכיפל(.

𝑇𝑣𝑘יזא;םייקתמ)ג(־שחיננתעכ ∈ span(𝑣1,… , 𝑣𝑘)לכל𝑘 = 1,… , 𝑛.תועמשמ

…,𝑣1סיסבהירוטקולשיראינילףוריצכ𝑇𝑣𝑘לכלשיוטיבביכאיהרבדה , 𝑣𝑛,ונא

…,𝑣1םירוטקוולקרםיקוקז , 𝑣𝑘.לשןוסכלאהתחתםירביאהלכןכלℳ(𝑇)םה

ררוג)ג(־שהחכוהההמלשוהתאזבו,הנוילעתישלושמהצירטמℳ(𝑇)ךכיפל.םיספא

.)א(תא

)ג(־ו,)ב(,)א(םיאנתהיכהארמשהמ,)א(⇐)ג(⇐)ב(⇐)א(יכוניארה

.םילוקש

𝑇םאיכתעבוקהאבההנקסמה ∈ ℒ(𝑉)לשוהשלכסיסבלסחיבו𝑉ונלשי

ℳ(𝑇) =
⎛⎜⎜⎜
⎝

𝜆1 ∗
⋱

0 𝜆𝑛

⎞⎟⎟⎟
⎠

,

…,𝜆1־בהיולתההטושפהאוושמםייקמ𝑇יזא , 𝜆𝑛.

םייקמהנוילעתישלושמהצירטמםערוטרפואשהאוושמ5.40

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉)־לו𝑉־לשיוילאסחיברשאסיסבשי𝑇תישלושמהצירטמ

…,𝜆1םהןוסכלאהירביאשהנוילע , 𝜆𝑛.יזא

(𝑇 − 𝜆1𝐼)⋯ (𝑇 − 𝜆𝑛𝐼) = 0.

רלסקאןודלש:רבחמ,תיעיברהרודהמ,רשיהךרדבתיראינילהרבגלא
Linear Algebra Done Right, fourth edition, by Sheldon Axler



157תונוילעתוישלושמתוצירטמ3ה

…,𝑣1יהיהחכוה , 𝑣𝑛לשסיסב𝑉־ל,וילאסחיברשא𝑇תישלושמהצירטמשי

…,𝜆1ןוסכלאירביאםעהנוילע , 𝜆𝑛.יזא𝑇𝑣1 = 𝜆1𝑣1,־שאיהרבדהתועמשמ

(𝑇 − 𝜆1𝐼)𝑣1 = 𝑇)־שעבונןאכמ,0 − 𝜆1𝐼)⋯ (𝑇 − 𝜆𝑚𝐼)𝑣1 = 𝑚רובע0 = 1,… , 𝑛
𝑇לכלשתיביטטומוקההנוכתהתלעפהךות( − 𝜆𝑗𝐼לכםע𝑇 − 𝜆𝑘𝐼(.

𝑇)יכבלםישנ − 𝜆2𝐼)𝑣2 ∈ span(𝑣1).ךכיפל(𝑇 − 𝜆1𝐼)(𝑇 − 𝜆2𝐼)𝑣2 = יפל(0

𝑇)־שעבונןאכמ,)תמדוקההקספה − 𝜆1𝐼)⋯ (𝑇 − 𝜆𝑚𝐼)𝑣2 = 𝑚רובע0 = 2,… , 𝑛
𝑇לכלשתיביטטומוקההנוכתהתלעפהךות( − 𝜆𝑗𝐼לכםע𝑇 − 𝜆𝑘𝐼(.

𝑇)יכבלםישנ − 𝜆3𝐼)𝑣3 ∈ span(𝑣1, 𝑣2).תמדוקההקספהיפל,ךכיפל,

(𝑇 − 𝜆1𝐼)(𝑇 − 𝜆2𝐼)(𝑇 − 𝜆3𝐼)𝑣3 = ⋯(𝑇−𝜆1𝐼)־שעבונןאכמ,0 (𝑇−𝜆𝑚𝐼)𝑣3 = 0
𝑚רובע = 3,… , 𝑛)לכלשתיביטטומוקההנוכתהתלעפהךות𝑇− 𝜆𝑗𝐼לכםע𝑇− 𝜆𝑘𝐼(.

−𝑇)־שהארנווזהתינבתהתאךישמנ 𝜆1𝐼)⋯ (𝑇− 𝜆𝑛𝐼)𝑣𝑘 = 𝑘לכל0 = 1,… , 𝑛.

𝑇)ךכיפל − 𝜆1𝐼)⋯ (𝑇 − 𝜆𝑛𝐼)רוטקולכלע0הוושאוהןכשספאהרוטרפואאוה

.𝑉לשסיסבב

לערוטרפואלשםיימצעםיכרעלשקיודמבושיחלהטישתמייקאלרעצההברמל

תצירטמוילאסחיברשאסיסבונאצמוונלזמלזמתהםא,תאזלכב.ולשהצירטמהיפ

רוטרפואהלשםיימצעהםיכרעהבושיחתייעביזא,הנוילעתישלושמאיהרוטרפואה

.האבההנקסמההארמשיפכ,תילאיווירטלתכפוה

הנוילעתישלושמהצירטמיפלעםיימצעםיכרעתעיבק5.41

𝑇־לשחיננ ∈ ℒ(𝑉)לשוהשלכסיסבלסחיבהנוילעתישלושמהצירטמשי𝑉.יזא

תישלושמהצירטמהתואלשןוסכלאהירביאקוידבםה𝑇לשםיימצעהםיכרעה

.הנוילע

…,𝑣1־שחיננהחכוה , 𝑣𝑛לשסיסב𝑉־לוילאסחיברשא𝑇תישלושמהצירטמשי

הנוילע

ℳ(𝑇) =
⎛⎜⎜⎜
⎝

𝜆1 ∗
⋱

0 𝜆𝑛

⎞⎟⎟⎟
⎠
.

𝑇𝑣1־שרחאמ = 𝜆1𝑣1,־שםיאורונא𝜆1לשימצעךרע𝑇.
𝑘־שחיננ ∈ {2,… , 𝑛}.יזא(𝑇 − 𝜆𝑘𝐼)𝑣𝑘 ∈ span(𝑣1,… , 𝑣𝑘−1).ךכיפל𝑇 − 𝜆𝑘𝐼

…,span(𝑣1תאקיתעמ , 𝑣𝑘)לאspan(𝑣1,… , 𝑣𝑘−1).־שרחאמ

dim span(𝑣1,… , 𝑣𝑘) = 𝑘 םגו dim span(𝑣1,… , 𝑣𝑘−1) = 𝑘 − 1,
𝑇־שעבונןאכמ − 𝜆𝑘𝐼־לםצמוצמspan(𝑣1,… , 𝑣𝑘)3.22יפל(יכרע־דח־דחוניא(.

𝑣םייק,ךכיפל ∈ span(𝑣1,… , 𝑣𝑘)־שךכ𝑣 ≠ 𝑇)־ו0 − 𝜆𝑘𝐼)𝑣 = ךרע𝜆𝑘ךכיפל.0

.𝑇לשימצעךרעאוהℳ(𝑇)הצירטמהןוסכלאברביאלכיכוניארהןכל.𝑇לשימצע
ידילערדגומהםונילופה𝑞יהי,םירחאםיימצעםיכרעןיא𝑇־ליכהחכוהל

𝑞(𝑧) = (𝑧 − 𝜆1)⋯ (𝑧 − 𝜆𝑛).ןכל𝑞(𝑇) = לשםונילופתלופכ𝑞ןכל.)5.40יפל(0

אוה𝑇לשילמינימהםונילופהלששרושלכךכיפל.)5.29יפל(𝑇לשילמינימהםונילופה

םיימצעהםיכרעהםה𝑇לשילמינימהםונילופהלשםישרושהשרחאמ.𝑞לששרוש

םיכרעהלכןכל.𝑞לששרושאוה𝑇לשימצעךרעלכשעבונןאכמ,)5.27יפל(𝑇לש

…,𝜆1המישרבםילולכ𝑇לשםיימצעה , 𝜆𝑛.
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הנוילעתישלושמהצירטמתועצמאבםיימצעםיכרע:המגוד5.42

𝑇רידגנ ∈ ℒ(𝐅3)ידילע𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (2𝑥 + 𝑦, 5𝑦 + 3𝑧, 8𝑧).לשהצירטמה𝑇
איהיטרדנטסהסיסבלסחיב

ℳ(𝑇) =
⎛⎜⎜⎜
⎝

2 1 0
0 5 3
0 0 8

⎞⎟⎟⎟
⎠
.

,2םה𝑇לשםיימצעהםיכרעהשעבונ5.41הנקסממ .8־ו,5

סחיבהנוילעתישלושמהצירטמשירוטרפואל:5.44תאהשיחממהאבההמגודה

םימונילופלשהלפכמאוהרוטרפואהלשילמינימהםונילופהםא־קרו־םאוהשלכסיסבל

.1הלעממ

𝐅־בהיולתתויהלהיושעהנוילעתישלושמהצירטמשי𝑇־לםאהלאשה:המגוד5.43

𝑇רידגנ ∈ ℒ(𝐅4)ידילע

𝑇(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4) = (−𝑧2, 𝑧1, 2𝑧1 + 3𝑧3, 𝑧3 + 3𝑧4).
איה𝑇לשהצירטמה,𝐅4לשיטרדנטסהסיסבלסחיב,ךכיפל

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0 −1 0 0
1 0 0 0
2 0 3 0
0 0 1 3

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

רדגומה𝑝םונילופהאוה𝑇לשילמינימהםונילופהשאדוולידכבשחמברזעיהלולכות

ידילע

𝑝(𝑧) = 9 − 6𝑧 + 10𝑧2 − 6𝑧3 + 𝑧4.

𝐅לשהרקמהתאלוקשנהליחת = 𝐑.םונילופהיזא𝑝ךכקרפתמ

𝑝(𝑧) = (𝑧2 + 1)(𝑧 − 3)(𝑧 − 3),
𝑧2תאדועקרפלתורשפאאלל + םימדקמםע1הלעממםימונילופינשלשהלפכמל1

שי𝑇־ל,וילאסחיברשא𝐑4לשסיסבםייקאלשתעבוק5.44ךכיפל.םיישממ
.הנוילעתישלושמהצירטמ

𝐅לשהרקמהתאלוקשנתעכ = 𝐂.םונילופהיזא𝑝ךכקרפתמ

𝑝(𝑧) = (𝑧 − 𝑖)(𝑧 + 𝑖)(𝑧 − 3)(𝑧 − 3),
𝑧הרוצהמםהליעלםימרוגהלכרשאכ − 𝜆𝑘.לשסיסבםייקיכתעבוק5.44ךכיפל

𝐂4־לשי,וילאסחיברשא𝑇סחיביכאדוולולכות,ןכא.הנוילעתישלושמהצירטמ

+4−3𝑖,−3−4𝑖,−3)סיסבל 𝑖, 1), (4+3𝑖,−3+4𝑖,−3−𝑖, 1), (0, 0, 0, 1), (0, 0, 1, 0)
הנוילעתישלושמהצירטמשי𝑇רוטרפואל,𝐂4לש

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑖 0 0 0
0 −𝑖 0 0
0 0 3 1
0 0 0 3

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.
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הנוילעתישלושמהצירטמלשהמויקלקיפסמויחרכהיאנת5.44

𝑇־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ ∈ ℒ(𝑉).־לשייזא𝑇הנוילעתישלושמהצירטמ

־להווש𝑇לשילמינימהםונילופהםא־קרו־םא𝑉לשוהשלכסיסבלסחיב

(𝑧 − 𝜆1)⋯ (𝑧 − 𝜆𝑚)רובע𝜆1,… , 𝜆𝑚 ∈ 𝐅םהשלכ.

.𝑉לשוהשלכסיסבלסחיבהנוילעתישלושמהצירטמ𝑇־לשייכחיננתישארהחכוה
…,𝛼1ויהי , 𝛼𝑛םונילופרידגנ.הצירטמהתואלשןוסכלאהירביא𝑞 ∈ 𝒫(𝐅)ידילע

𝑞(𝑧) = (𝑧 − 𝛼1)⋯ (𝑧 − 𝛼𝑛).
𝑞(𝑇)יזא = .5.29יפל,𝑇לשילמינימהםונילופהלשםונילופתלופכ𝑞ןכל.5.40יפל,0

𝑧)־להווש𝑇לשילמינימהםונילופהךכיפל − 𝜆1)⋯ (𝑧 − 𝜆𝑚)רובע𝜆1,… , 𝜆𝑚 ∈ 𝐅
…,𝜆1}םע,םהשלכ , 𝜆𝑚} ⊆ {𝛼1,… , 𝛼𝑛}.

הווש𝑇לשילמינימהםונילופהיכתעכחיננ,ינשהןוויכבהרירגהתאחיכוהלידכ

𝑧)־ל − 𝜆1)⋯ (𝑧 − 𝜆𝑚)רובע𝜆1,… , 𝜆𝑚 ∈ 𝐅.לעהיצקודניאבחיכונ𝑚.דעצכ

𝑚םא,ןושאר = 𝑧יזא1 − 𝜆1לשילמינימהםונילופהאוה𝑇,יכררוגשהמ𝑇 = 𝜆1𝐼,

.הנוילעתישלושמאיה)𝑉לשסיסבלכלסחיב(𝑇לשהצירטמהשןאכמו

𝑚־שחיננתעכ > ןטקהיבויחםלשרפסמלכרובעתמייקתמהיוצרההאצותהו1

יהי.𝑚־מ
𝑈 = range(𝑇 − 𝜆𝑚𝐼).

𝑝(𝑧)םע5.18לשדחוימהרקמוהז[𝑇תחתרומש𝑈יזא = 𝑧 − 𝜆𝑚[.ךכיפל𝑇|𝑈
.𝑈לעמרוטרפוא

𝑢םא ∈ 𝑈,יזא𝑢 = (𝑇 − 𝜆𝑚𝐼)𝑣רובע𝑣 ∈ 𝑉םגו,והשלכ

(𝑇 − 𝜆1𝐼)⋯ (𝑇 − 𝜆𝑚−1𝐼)𝑢 = (𝑇 − 𝜆1𝐼)⋯ (𝑇 − 𝜆𝑚𝐼)𝑣 = 0.
𝑧)ןכל − 𝜆1)⋯ (𝑧 − 𝜆𝑚−1)לשילמינימהםונילופהלשםונילופתלופכ𝑇|𝑈,5.29יפל.

𝑚רתויהלכללשהלפכמאוה𝑇|𝑈לשילמינימהםונילופהךכיפל − הרוצהמםימרוג1

𝑧 − 𝜆𝑘.

…,𝑢1סיסבםייק,היצקודניאהתחנהיפל , 𝑢𝑀לש𝑈־לשיוילאסחיברשא𝑇|𝑈
𝑘לכל,ךכיפל.הנוילעתישלושמהצירטמ ∈ {1,… ,𝑀},5.39־בשומישב(לבקנ(

5.45 𝑇𝑢𝑘 = (𝑇|𝑈)(𝑢𝑘) ∈ span(𝑢1,… , 𝑢𝑘).

…,𝑢1תאםילשנ , 𝑢𝑀סיסבידכל𝑢1,… , 𝑢𝑀, 𝑣1,… , 𝑣𝑁לש𝑉.םא𝑘 ∈ {1,… ,𝑁},

יזא

𝑇𝑣𝑘 = (𝑇 − 𝜆𝑚𝐼)𝑣𝑘 + 𝜆𝑚𝑣𝑘.
𝑇)יכםיקיסמונא𝑈לשהרדגההמ − 𝜆𝑚𝐼)𝑣𝑘 ∈ 𝑈 = span(𝑢1,… , 𝑢𝑀).ךכיפל

יכםיאורונאליעלהאוושמהמ

5.46 𝑇𝑣𝑘 ∈ span(𝑢1,… , 𝑢𝑀, 𝑣1,… , 𝑣𝑘).

הנוילעתישלושמהצירטמשי𝑇־ליכ)5.39־בשומישךות(קיסנ,5.46־ו5.45־מ

…,𝑢1סיסבלסחיב , 𝑢𝑀, 𝑣1,… , 𝑣𝑁לש𝑉,וניצרשיפכ.
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…,𝜆1}םירפסמהתצובק , 𝜆𝑚}םיימצעהםיכרעהתצובקלהוושליעלהנקסמהמ

םיכרעהתצובקלהווש𝑇לשילמינימהםונילופהלשםישרושהתצובקןכש(𝑇לש

…,𝜆1המישרבשןכתיישףא,)5.27יפל,𝑇לשםיימצעה , 𝜆𝑚שיתמדוקההנקסמב

;ןלהלהאלפנההנקסמהתאוליפארפשנונאחקרפב.םמצעלעםירזוחהםירביא

.8.46־ו8.37ואר

𝐅םא5.47 = 𝐂,לעמרוטרפואלכליזא𝑉הנוילעתישלושמהצירטמשי

𝑇־ויפוסדמממבכורמירוטקובחרמ𝑉־שחיננ ∈ ℒ(𝑉).־לשייזא𝑇הצירטמ

.𝑉לשוהשלכסיסבלסחיבהנוילעתישלושמ

טפשמהלשהיינשההסרגהמו5.44־מידיימןפואבתעבונהיוצרההאצותההחכוה

.)4.13ואר(הרבגלאהלשידוסיה

־שךכ𝑇־ו𝑆םירוטרפואינשרובעליעלהנקסמהתבחרהל

𝑆𝑇 = 𝑇𝑆,
.5ההדיחיב)ב(9ליגרתואר,םירוטרפואינשמרתוילהבחרהל,ףסונב.5.80ואר

𝑇רוטרפואלםא:תוּריהִזְ ∈ ℒ(𝑉)סיסבלסחיבהנוילעתישלושמהצירטמשי

𝑣1,… , 𝑣𝑛לשוהשלכ𝑉,לשםיימצעהםיכרעהיזא𝑇ןוסכלאבםירביאהקוידבםה

,םלוא.𝑇לשימצערוטקואוה𝑣1,ןכלערתיו,5.41־בוניארהשיפכ,ℳ(𝑇)הצירטמה

𝑣2,… , 𝑣𝑛לשםיימצעםירוטקוחרכהבםניא𝑇.סיסברוטקוןכא𝑣𝑘ימצערוטקואוה

ילואדבלמ,0םה𝑇לשהצירטמהלש𝑘th־ההדומעבםירביאהלכםא־קרו־םא𝑇לש

.𝑘th־הרביאה

תצירטמלעתוצירטמגורידתטישםושיי

םיכרעהתמישרתאונלביניאלרוטרפואה

,ךכלדוגינב.רוטרפואהלשםיימצעה

סיסבלסחיבהנוילעתישלושמהצירטמ

םיכרעהלכלשהמישרונלתקפסמוהשלכ

אל,תאזםע.רוטרפואהלשםיימצעה

הצירטמלשקיודמבושיחלהטישתמייק

5.47־שףאתאז,וזכשהנוילעתישלושמ

𝐅םאהמויקתאהחיטבמ = 𝐂.

יכםדוקסרוקמםירכוזםתאשןכתיי

הרוצבהצירטמליונישלתנתינהצירטמלכ

תולועפתועצמאבתוגרדמתרוצהיורקה

ליבומתיעובירהצירטמגוריד.תוירטנמלא

תאולבלבתלא.הנוילעתישלושמהצירטמל

הצירטמהםעוזהנוילעתישלושמהצירטמ

סחיברוטרפואלשהנוילעהתישלושמה

5.47החיטבמהמויקתאש,והשלכסיסבל

𝐅םא( = 𝐂(—תוצירטמןיברשקןיא

.ולאתונוילעתוישלושמ

3הםיליגרת

𝑇םא:תידגנהמגודואיבהואוחיכוה1 ∈ ℒ(𝑉)־לשיו𝑇2תישלושמהצירטמ

סחיבהנוילעתישלושמהצירטמ𝑇־לשייזא,𝑉לשוהשלכסיסבלסחיבהנוילע

.𝑉לשוהשלכסיסבל
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…,𝛼1םע,לדוגהותואמתונוילעתוישלושמתוצירטמ𝐵־ו𝐴־שחיננ2 , 𝛼𝑛
…,𝛽1־ו𝐴ןוסכלאב , 𝛽𝑛ןוסכלאב𝐵.

𝐴־שוארה.א + 𝐵םעהנוילעתישלושמהצירטמ𝛼1 + 𝛽1,… , 𝛼𝑛 + 𝛽𝑛ירביאכ

.ןוסכלאה

…,𝛼1𝛽1םעהנוילעתישלושמהצירטמ𝐴𝐵־שוארה.ב , 𝛼𝑛𝛽𝑛ןוסכלאהירביאכ.

.הזליגרתבתואצותבשומישהשענ5.81תחכוהב

𝑇־שחיננ3 ∈ ℒ(𝑉)־וךיפה𝑣1,… , 𝑣𝑛לשסיסב𝑉הצירטמהוילאסחיברשא

…,𝜆1םע,הנוילעתישלושמ𝑇לש , 𝜆𝑛לשהצירטמהשוארה.ןוסכלאהירביאכ

𝑇−1סיסבלסחיבהנוילעתישלושמאיהםג𝑣1,… , 𝑣𝑛,םע

1
𝜆1

,… ,
1
𝜆𝑛

.ןוסכלאהירביא

ןוסכלאבהליכמוהשלכסיסבלסחיבולשהצירטמהשרוטרפואלהמגודואיבה4

.ךיפהרוטרפואהךא,םיספאקר

תדוקניכהחנההאללהפקתהניא5.41הנקסמיכםיארמאבהליגרתהוהזליגרת

.הנוילעתישלושמהצירטמלשהמויקאיהאצומה

ןוסכלאבהליכמוהשלכסיסבלסחיבולשהצירטמהשרוטרפואלהמגודואיבה5

.ךיפהיתלברוטרפואהךא,םיספאםניאשםירביאקר

𝐅־שחיננ6 = 𝐂, 𝑉־ו,יפוסדמממ𝑇 ∈ ℒ(𝑉).םאשוחיכוה𝑘 ∈ {1,… , dim𝑉},

.𝑇תחתרומשהידממ־𝑘בחרמ־תת𝑉־לשייזא

𝑇,יפוסדמממ𝑉־שחיננ7 ∈ ℒ(𝑉),־ו𝑣 ∈ 𝑉.

־שךכרתויבהכומנההלעמהמ𝑝𝑣דיחיןקותמםונילופםייקיכוחיכוה.א

𝑝𝑣(𝑇)𝑣 = 0.

.𝑝𝑣לשםונילופתלופכאוה𝑇לשילמינימהםונילופהשוחיכוה.ב

𝑇,יפוסדמממ𝑉־שחיננ8 ∈ ℒ(𝑉),רוטקוםייקו𝑣 ∈ 𝑉־שךכ,ספאמהנושה

𝑇2𝑣 + 2𝑇𝑣 = −2𝑣.

𝐅םאשוחיכוה.א = 𝐑,לשסיסבםייקאליזא𝑉־לשיוילאסחיברשא𝑇
.הנוילעתישלושמהצירטמ

𝐅םאשוחיכוה.ב = 𝐂־ו𝐴לשהצירטמלהוושההנוילעתישלושמהצירטמ𝑇
1−יזא,𝑉לשוהשלכסיסבלסחיב + 𝑖1−וא − 𝑖לשהנוסכלאבעיפומ𝐴.

הצירטמתמייקשוחיכוה.םיבכורמםירביאםעתיעובירהצירטמ𝐵־שחיננ9

.הנוילעתישלושמהצירטמ𝐴−1𝐵𝐴־שךכםיבכורמםירביאםע𝐴הכיפהתיעוביר
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𝑇־שחיננ10 ∈ ℒ(𝑉)־ו𝑣1,… , 𝑣𝑛לשסיסב𝑉.םילוקשםיאבהםיאנתהשוארה.

…,𝑣1־לסחיב𝑇לשהצירטמה.א , 𝑣𝑛הנותחתתישלושמהצירטמאיה.

…,span(𝑣𝑘.ב , 𝑣𝑛)תחתרומש𝑇לכל𝑘 = 1,… , 𝑛.

𝑇𝑣𝑘.ג ∈ span(𝑣𝑘,… , 𝑣𝑛)לכל𝑘 = 1,… , 𝑛.

ןוסכלאהלעמהירביאלכםאהנותחתתישלושמהצירטמתארקנתיעובירהצירטמ

.0םה

𝐅־שחיננ11 = 𝐂־ו𝑉םאשוחיכוה.יפוסדמממ𝑇 ∈ ℒ(𝑉),לשסיסבםייקיזא

𝑉־לשיוילאסחיברשא𝑇הנותחתתישלושמהצירטמ.

𝑇־לשי,יפוסדמממ𝑉־שחיננ12 ∈ ℒ(𝑉)סחיבהנוילעתישלושמהצירטמ

.𝑇תחתרומשה𝑉לשבחרמ־תת𝑈־ו,𝑉לשוהשלכסיסבל
.𝑈לשוהשלכסיסבלסחיבהנוילעתישלושמהצירטמ𝑇|𝑈־לשישוחיכוה.א
סיסבלסחיבהנוילעתישלושמהצירטמ𝑇/𝑈הנמהרוטרפואלשישוחיכוה.ב

.𝑉/𝑈לשוהשלכ

.1ההדיחיב38ליגרתברדגוה𝑇/𝑈הנמהרוטרפוא

𝑇־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ13 ∈ ℒ(𝑉).בחרמ־תתםייקיכחיננ𝑈לש𝑉רומשה

𝑈לשוהשלכסיסבלסחיבהנוילעתישלושמהצירטמ𝑇|𝑈־לשישךכ𝑇תחת
.𝑉/𝑈לשוהשלכסיסבלסחיבהנוילעתישלושמהצירטמ𝑇/𝑈־לשי,ףסונבו

.𝑉לשוהשלכסיסבלסחיבהנוילעתישלושמהצירטמ𝑇־לשישוחיכוה

𝑇־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ14 ∈ ℒ(𝑉).־לשישוחיכוה𝑇תישלושמהצירטמ

הצירטמ′𝑇ילאודהרוטרפואלשיםא־קרו־םא𝑉לשוהשלכסיסבלסחיבהנוילע

.′𝑉ילאודהבחרמהלשוהשלכסיסבלסחיבהנוילעתישלושמ
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תוינוסכלאתוצירטמ

תינוסכלאהצירטמ:הרדגה5.48

.ןוסכלאבילואדבלמםיספאהירביאלכשתיעובירהצירטמאיהתינוסכלאהצירטמ

תינוסכלאהצירטמ:המגוד5.49

⎛⎜⎜⎜
⎝

8 0 0
0 5 0
0 0 5

⎞⎟⎟⎟
⎠

.תינוסכלאהצירטמאיה

תישלושמאיהתינוסכלאהצירטמלכ

ללכךרדבשיתוינוסכלאתוצירטמב.הנוילע

תוצירטמהבורברשאמםיספארתויהברה

.לדוגהותואבתונוילעהתוישלושמה

תינוסכלאהצירטמשירוטרפואלםא

ןוסכלאבםירביאהיזא,והשלכסיסבלסחיב

לשםיימצעהםיכרעהקוידבםההצירטמה

ןיפוליחל(5.41־מעבונרבדה;רוטרפואה

תוצירטמלרתויהלקהרישיהחכוהואצמ

.)תוינוסכלא

ןיסכל:הרדגה5.50

סיסבלסחיבתינוסכלאהצירטמשירוטרפואלםאןיסכלארקנ𝑉לעמרוטרפוא

.𝑉לשוהשלכ

רחאסיסבשורדיןוסכלשןכתיי:המגוד5.51

𝑇רידגנ ∈ ℒ(𝐑2)ידילע

𝑇(𝑥, 𝑦) = (41𝑥 + 7𝑦,−20𝑥 + 74𝑦).
איה𝐑2לשיטרדנטסהסיסבלסחיב𝑇לשהצירטמה

⎛
⎝

41 7
−20 74

⎞
⎠

,

סיסבלסחיב𝑇לשהצירטמה,קוידרתיל.ןיסכל𝑇,םלוא.תינוסכלאהצירטמהניאש

(1, 4), (7, איה(5

⎛
⎝

69 0
0 46

⎞
⎠

,𝑇(1־שרחאמ 4) = (69, 276) = 69(1, ,𝑇(7־ו(4 5) = (322, 230) = 46(7, 5).
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𝜆רובע ∈ 𝐅,רוטרפואהםתואשםירוטקווהתצובקלןומיסוםשתתלחונונלהיהי

𝑇לאקיתעמ𝜆רוטקווהלופכ.

𝐸(𝜆,𝑇),ימצעבחרמ:הרדגה5.52

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉)־ו𝜆 ∈ 𝐅.לשימצעהבחרמה𝑇־לךיישה𝜆בחרמ־תתהאוה

𝐸(𝜆,𝑇)לש𝑉ידילערדגומה

𝐸(𝜆,𝑇) = null(𝑇 − 𝜆𝐼) = {𝑣 ∈ 𝑉 ∶ 𝑇𝑣 = 𝜆𝑣}.
םעדחי,𝜆־לםיכיישה𝑇לשםיימצעהםירוטקווהלכתצובקאוה𝐸(𝜆,𝑇)ןכל

.0־הרוטקו

𝑇רובע ∈ ℒ(𝑉)־ו𝜆 ∈ 𝐅,הצובקה𝐸(𝜆,𝑇)לשבחרמ־תתאיה𝑉בחרמשרחאמ

𝜆־שעבונתורדגההמ.𝑉לשבחרמ־תתאוה𝑉לעמתיראינילהקתעהלכלשספאה
𝐸(𝜆,𝑇)םא־קרו־םא𝑇לשימצעךרע ≠ {0}.

רוטרפואלשםיימצעםיבחרמ:המגוד5.53

𝑇רוטרפואהתצירטמשחיננ ∈ ℒ(𝑉)סיסבלסחיב𝑣1, 𝑣2, 𝑣3לש𝑉הצירטמהאיה

יזא.5.49המגודב

𝐸(8,𝑇) = span(𝑣1), 𝐸(5,𝑇) = span(𝑣2, 𝑣3).

𝑇רוטרפואלשימצעךרע𝜆םא ∈ ℒ(𝑉),יזא𝑇־לםצמוצמ𝐸(𝜆,𝑇)טושפאוה

.𝜆־בהלפכהרוטרפוא

רשיםוכסאוהםיימצעםיבחרמםוכס5.54

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉)־ו𝜆1,… , 𝜆𝑚לשםינושםיימצעםיכרע𝑇.יזא

𝐸(𝜆1,𝑇) + ⋯ + 𝐸(𝜆𝑚,𝑇)
יזא,יפוסדמממ𝑉םא,ףסונב.רשיםוכסאוה

dim𝐸(𝜆1,𝑇) + ⋯ + dim𝐸(𝜆𝑚,𝑇) ≤ dim𝑉.

𝐸(𝜆1,𝑇)יכתוארהלידכהחכוה + ⋯ + 𝐸(𝜆𝑚,𝑇)־שחיננ,רשיםוכס

𝑣1 + ⋯ + 𝑣𝑚 = 0,
םינושםיימצעםיכרעלםיכיישהםיימצעםירוטקוושרחאמ.𝐸(𝜆𝑘,𝑇)־ב𝑣𝑘לכרשאכ

םיבחרמהםוכסךכיפל.0הווש𝑣𝑘לכשעבונןאכמ,)5.11יפל(תיראינילםייולתיתלב

𝐸(𝜆1,𝑇)םיימצעה + ⋯ + 𝐸(𝜆𝑚,𝑇)וניצרשיפכ,)1.45יפל(רשיםוכסאוה.

לבקנויפוסדמממ𝑉־שחיננתעכ

dim𝐸(𝜆1,𝑇) + ⋯ + dim𝐸(𝜆𝑚,𝑇) = dim(𝐸(𝜆1,𝑇) ⊕ ⋯ ⊕ 𝐸(𝜆𝑚,𝑇))

≤ dim𝑉,
.2.37־מהיינשההרושהו3.94־מתעבונהנושארההרושהרשאכ

רלסקאןודלש:רבחמ,תיעיברהרודהמ,רשיהךרדבתיראינילהרבגלא
Linear Algebra Done Right, fourth edition, by Sheldon Axler



165םיניסכלםירוטרפוא4ה

תוניסכללםיאנת

.םיישומישויהיןיסכלרוטרפואלשםיאבהםינייפאמה

תוניסכללםילוקשםיאנת5.55

𝑇־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ ∈ ℒ(𝑉).ויהי𝜆1,… , 𝜆𝑚םינושהםיימצעהםיכרעה

.םילוקשםיאבהםיאנתהיזא.𝑇לש

.ןיסכל𝑇.א

.𝑇לשםיימצעםירוטקוומבכרומהסיסב𝑉־לשי.ב

𝑉.ג = 𝐸(𝜆1,𝑇) ⊕ ⋯ ⊕ 𝐸(𝜆𝑚,𝑇).

dim𝑉.ד = dim𝐸(𝜆1,𝑇) + ⋯ + dim𝐸(𝜆𝑚,𝑇).

𝑇רוטרפואלהחכוה ∈ ℒ(𝑉)תינוסכלאהצירטמשי

⎛⎜⎜⎜
⎝

𝜆1 0
⋱

0 𝜆𝑛

⎞⎟⎟⎟
⎠

…,𝑣1סיסבלסחיב , 𝑣𝑛לש𝑉םא־קרו־םא𝑇𝑣𝑘 = 𝜆𝑘𝑣𝑘לכל𝑘.ב(־ו)א(ךכיפל(

.םילוקש

ןכל.𝑇לשםיימצעםירוטקוומבכרומהסיסב𝑉־לשיךכיפל;םייקתמ)ב(־שחיננ

יכעבונןאכמ,𝑇לשםיימצעםירוטקולשיראינילףוריצאוה𝑉־ברוטקולכ

𝑉 = 𝐸(𝜆1,𝑇) + ⋯ + 𝐸(𝜆𝑚,𝑇).
.)ב(־מררגנ)ג(־שךכלהחכוההוזו,םייקתמ)ג(־שהארמ5.54תעכ

.3.94־מתורישיםיקיסמונא)ד(תאררוג)ג(־שהזתא

ךכיפל;םייקתמ)ד(־שחיננ,ףוסבל

5.56 dim𝑉 = dim𝐸(𝜆1,𝑇) + ⋯ + dim𝐸(𝜆𝑚,𝑇).
תמישרתריצילדחיוללהםיסיסבהלכתאץבקנ;𝐸(𝜆𝑘,𝑇)לכלשסיסברחבנ

…,𝑣1םיימצעהםירוטקווה , 𝑣𝑛לש𝑇,רשאכ𝑛 = dim𝑉)תוארהלידכ.)5.56יפל

־שחיננ,תיראינילהיולתיתלבוזהמישרש

𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑣𝑛 = 0,
…,𝑎1רשאכ , 𝑎𝑛 ∈ 𝐅.לכל𝑘 = 1,… ,𝑚,יהי𝑢𝑘םירבוחמהלכםוכס𝑎𝑗𝑣𝑗־שךכ

𝑣𝑗 ∈ 𝐸(𝜆𝑘,𝑇).לכ,ךכיפל𝑢𝑘־באוה𝐸(𝜆𝑘,𝑇),םייקתמףסונבו

𝑢1 + ⋯ + 𝑢𝑚 = 0.
ואר(תיראינילםייולתיתלבםינושםיימצעםיכרעלםיכיישהםיימצעםירוטקוושרחאמ

רשאכ,𝑎𝑗𝑣𝑗םירבוחמהםוכסאוה𝑢𝑘לכשרחאמ.0הווש𝑢𝑘לכשעבונןאכמ,)5.11

ךכיפל.0םיוושםי־𝑎𝑗־הלכשעבונןאכמ,𝐸(𝜆𝑘,𝑇)לשסיסבכורחבנםי־𝑣𝑗־ה

𝑣1,… , 𝑣𝑛לשסיסבאיהןכלותיראינילהיולתיתלב𝑉)ררוג)ד(ךכיפל.)2.38יפל

.החכוההתאונמלשהךכבו,)ב(תא

ליגרת,וזהדיחיב15־ו5םיליגרת,5.62ואר,תוניסכללםילוקשהםיפסונםיאנתל

.1חהדיחיב15ליגרתו,2זהדיחיב24
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הנושהיפוסדמממבכורמירוטקובחרמלעמרוטרפואלכל,םיעדוירבכונאשיפכ

יפוסדמממבכורמירוטקובחרמלעמרוטרפואלכלאלךא.ימצעךרעשיספאמ

המגודבהארנשיפכ,ןיסכלהיהישידכםיימצעםירוטקוקיפסמשיספאמהנושה

.האבה

ןיסכלוניאשרוטרפוא:המגוד5.57

𝑇רוטרפוארידגנ ∈ ℒ(𝐅3)ידילע𝑇(𝑎, 𝑏, 𝑐) = (𝑏, 𝑐, סחיב𝑇לשהצירטמה.(0

איה𝐅3לשיטרדנטסהסיסבל

⎛⎜⎜⎜
⎝

0 1 0
0 0 1
0 0 0

⎞⎟⎟⎟
⎠

,

.תינוסכלאהצירטמהניאךאהנוילעתישלושמהצירטמאיהש

ףסונבו𝑇לשדיחיהימצעהךרעהאוה0,אדוולםכילעשיפכ
𝐸(0,𝑇) = {(𝑎, 0, 0) ∈ 𝐅3 ∶ 𝑎 ∈ 𝐅}.

םהםיאנתהשרחאמשןבומכ(םימייקתמםניא5.55לש)ד(־ו,)ג(,)ב(םיאנתהןכל

לש)א(יאנתךכיפל.)דבלבדחאיאנתלשותומייקתהיאתקידבבהיהיד,םילוקש

𝐅םאןיב,ןיסכלוניא𝑇ןכל.םייקתמוניאםג5.55 = 𝐑םאןיבו𝐅 = 𝐂.

הוושהםינושםיימצעםיכרערפסמשירוטרפואלםאשהארמהאבההנקסמה

.ןיסכלרוטרפואהיזא,םוחתהדממל

תוניסכלתררוגםיימצעםיכרעלשתקפסמתומכ5.58

𝑇לשםינושהםיימצעהםיכרעהרפסמויפוסדמממ𝑉־שחיננ ∈ ℒ(𝑉)אוה

dim𝑉.יזא𝑇ןיסכל.

…,𝜆1םינושםיימצעםיכרע𝑇־ליכחיננהחכוה , 𝜆dim 𝑉.לכרובע𝑘,יהי𝑣𝑘 ∈ 𝑉
םיימצעםיכרעלםיכיישהםיימצעםירוטקוושרחאמ.𝜆𝑘ימצעהךרעלךיישהימצערוטקו

…,𝑣1,)5.11ואר(תיראינילםייולתיתלבםהםינוש , 𝑣dim 𝑉תיראינילהיולתיתלב.

;)2.38ואר(𝑉לשסיסבאיה𝑉־בםירוטקוdim𝑉לשתיראינילהיולתיתלבהמישר

…,𝑣1ךכיפל , 𝑣dim 𝑉לשסיסב𝑉.־לשי,םיימצעםירוטקוומבכרומההזסיסבלסחיב

𝑇תינוסכלאהצירטמ.

.םיניסכלםימיוסמםירוטרפואיכםיררוגהםיפסונםיאנתריכנךשמההיקרפב

ילרטקפסהקוריפהטפשמו)7.29(ישממהילרטקפסהקוריפהטפשמוארהמגודל

.)7.31(בכורמה

הזיאנתםלוא.ןיסכלהיהירוטרפואשךכלקיפסמיאנתהגיצמליעלהנקסמה

,𝑇(𝑥ידילערדגומה𝐅3לעמ𝑇רוטרפואל,המגודל.יחרכהוניא 𝑦, 𝑧) = (6𝑥, 6𝑦, 7𝑧)
dim־ו)7־ו6(םיימצעםיכרעינשקרשי 𝐅3 = סיסבהיפל(ןיסכל𝑇תאזלכבו,3

.)𝐅3לשיטרדנטסה
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ואר,ולאתוקינכטלשביהרמםושייל

שמתשהלןתינךיאהארמה,21ליגרת

תקיודמההחסונהתאאוצמלידכןוסכלב

.י׳צאנוביפתרדסלש𝑛th־הרביאהרובע

ותובישחתאהשיחממהאבההמגודה

בושיחלשמתשהלןתינובש,ןוסכלהלש

ךות,םירוטרפואלשהובגרדסמתוקזח

𝑇𝑘𝑣האוושמבשומיש = 𝜆𝑘𝑣םא𝑣רוטקו
.𝜆ימצעהךרעלךיישה𝑇לשימצע

𝑇100בושיחלןוסכלבשומיש:המגוד5.59

𝑇רידגנ ∈ ℒ(𝐅3)ידילע𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (2𝑥 + 𝑦, 5𝑦 + 3𝑧, 8𝑧).סיסבלסחיב

איה𝑇לשהצירטמה,יטרדנטסה

⎛⎜⎜⎜
⎝

2 1 0
0 5 3
0 0 8

⎞⎟⎟⎟
⎠
.

,5.41יפל.תינוסכלאהצירטמהניאךאהנוילעתישלושמהצירטמאיהוזהצירטמ

,2םה𝑇לשםיימצעהםיכרעה ירוטקובחרמלעמרוטרפוא𝑇־שרחאמ.8־ו,5

לשסיסבםייקיכונלחיטבמ5.58,םינושםיימצעםיכרעהשולש𝑇־לשיוידממ־תלת

𝐅3־לשיוילאסחיברשא𝑇תינוסכלאהצירטמ.

.ימצעךרעלכלימצערוטקואוצמלאוהתושעלונילעשלכ,הזסיסבאוצמלידכ

האוושמלספאמהנושהןורתפאוצמלונילע,תורחאםילימב

𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜆(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝜆רובע = 𝜆רובעךכ־רחא,2 = 𝜆רובעזאו,5 = ולאתוטושפתואוושמןורתפ.8

𝜆רובעיכהארמ = ,1)ימצערוטקוונלשי2 0, 𝜆רובע,(0 = ימצערוטקוונלשי5

(1, 3, 𝜆רובעו,(0 = ,1)ימצערוטקוונלשי8 6, 6).

,1)ךכיפל 0, 0), (1, 3, 0), (1, 6, לשםיימצעהםירוטקווהמבכרומה𝐅3לשסיסב(6

𝑇,לשהצירטמה,הזסיסבלסחיבו𝑇תינוסכלאההצירטמהאיה

⎛⎜⎜⎜
⎝

2 0 0
0 5 0
0 0 8

⎞⎟⎟⎟
⎠
.

,𝑇100(0בושיחל 0, ,0)תאבותכנ,המגודל,(1 0, סיסבלשיראינילףוריצכ(1

:ונלשםיימצעהםירוטקווה

(0, 0, 1) = 1
6(1, 0, 0) − 1

3(1, 3, 0) + 1
6(1, 6, 6).

לבקנו,האוושמהיפגאינשלע𝑇100תאליעפנתעכ

𝑇100(0, 0, 1) = 1
6(𝑇

100(1, 0, 0)) − 1
3(𝑇

100(1, 3, 0)) + 1
6(𝑇

100(1, 6, 6))

= 1
6(2

100(1, 0, 0) − 2 ⋅ 5100(1, 3, 0) + 8100(1, 6, 6))

= 1
6(2

100 − 2 ⋅ 5100 + 8100, 6 ⋅ 8100 − 6 ⋅ 5100, 6 ⋅ 8100).
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תישלושמהצירטמשי𝑉יפוסדמממירוטקובחרמלעמ𝑇רוטרפואליכליעלוניאר

־להווש𝑇לשילמינימהםונילופהםא־קרו־םא𝑉לשוהשלכסיסבלסחיבהנוילע

(𝑧− 𝜆1)⋯ (𝑧− 𝜆𝑚)רובע𝜆1,… , 𝜆𝑚 ∈ 𝐅ואר(םדוקןיוצשיפכ.)5.44ואר(םהשלכ

𝐅םאםייקתמדימתהזיאנת,)5.47 = 𝐂.

𝑇רוטרפואליכתעבוק5.62האבהונתנקסמ ∈ ℒ(𝑉)סחיבתינוסכלאהצירטמשי

⋯(𝑧−𝜆1)־להווש𝑇לשילמינימהםונילופהםא־קרו־םא𝑉לשוהשלכסיסבל (𝑧−𝜆𝑚)
…,𝜆1רובע , 𝜆𝑚 ∈ 𝐅יתשאיבנ,ימשרןפואבוזהנקסמחסננםרטב.םהשלכםינוש

.וזהנקסמבשומישלתואמגוד

קיודמבםיעודיםניאםיימצעהםיכרעהךא,ןיסכל:המגוד5.60

𝑇רידגנ ∈ ℒ(𝐂5)ידילע

𝑇(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4, 𝑧5) = (−3𝑧5, 𝑧1 + 6𝑧5, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4).
𝑇לשילמינימהםונילופהיכוניארהםש,5.26המגודבתגצומהוזאיה𝑇לשהצירטמה
3אוה − 6𝑧 + 𝑧5.

ךא,םונילופהישרושמדחאףאקיודמבאטבלךרדןיא,5.28המגודבןיוצשיפכ

בוריקבםיאבהםירפסמהםהםונילופהישרושיכונלתוארמתירמונהזילנאלשתוטיש

−1.67, 0.51, 1.40, −0.12 + 1.59𝑖, −0.12 − 1.59𝑖.

ךכיפל.תוינורשעתורפסשולשלרבעמתקיידמולאםיבוריקהקיפהשהנכותה

ילמינימהםונילופה.םינושוללהםירפסמהתשמחיכתוארהלםיידםיבוטולאםיבוריק

𝑇יכהארמ5.62תעכ.ולאםישרושםעתישימחהלעממןקותמםונילופלהווש𝑇לש
.ןיסכל

ןיסכלוניארוטרפואובשהרקמתגצה:המגוד5.61

𝑇רידגנ ∈ ℒ(𝐅3)ידילע

𝑇(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3) = (6𝑧1 + 3𝑧2 + 4𝑧3, 6𝑧2 + 2𝑧3, 7𝑧3).
איה𝐅3לשיטרדנטסהסיסבלסחיב𝑇לשהצירטמה

⎛⎜⎜⎜
⎝

6 3 4
0 6 2
0 0 7

⎞⎟⎟⎟
⎠
.

שי𝑇־לםאה.תינוסכלאהצירטמהניאךאהנוילעתישלושמהצירטמאיהוזהצירטמ
?𝐅3לשוהשלכרחאסיסבלסחיבתינוסכלאהצירטמ

בלםישנתישאר.𝑇לשילמינימהםונילופהתאאצמנ,וזהלאשלעתונעלידכ

ישרושךכיפל.)5.41יפל(הצירטמהןוסכלאירביאםה𝑇לשםיימצעהםיכרעהיכ

,6םה𝑇לשילמינימהםונילופה יכונלהרומוזהצירטמןוסכלא.])א(5.27יפל[7

(𝑇 − 6𝐼)2(𝑇 − 7𝐼) = רתויהלכלאיה𝑇לשילמינימהםונילופהתלעמ.)5.40יפל(0

ואאוה𝑇לשילמינימהםונילופהיכלבקנוללהםינותנהלכרוביחב.)5.22יפל(3

(𝑧 − 6)(𝑧 − 𝑧)וא(7 − 6)2(𝑧 − 7).

𝑇)יכהארמטושפבושיח − 6𝐼)(𝑇 − 7𝐼) ≠ 𝑇לשילמינימהםונילופהךכיפל.0
𝑧)אוה − 6)2(𝑧 − 7).

.ןיסכלוניא𝑇יכהארמ5.62תעכ
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תוניסכללקיפסמויחרכהיאנת5.62

𝑇־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ ∈ ℒ(𝑉).יזא𝑇ילמינימהםונילופהםא־קרו־םאןיסכל

𝑧)־להווש𝑇לש − 𝜆1)⋯ (𝑧 − 𝜆𝑚)םינושםירפסמתמישררובע𝜆1,… , 𝜆𝑚 ∈ 𝐅.

…,𝑣1סיסבםייקךכיפל.ןיסכל𝑇יכחיננתישארהחכוה , 𝑣𝑛לש𝑉בכרומה

…,𝜆1ויהי.𝑇לשםיימצעהםירוטקווהמ , 𝜆𝑚לשםינושהםיימצעהםיכרעה𝑇.יזא

𝑇)ורובעש𝜆𝑘םייק,𝑣𝑗לכל − 𝜆𝑘𝐼)𝑣𝑗 = ךכיפל.0

(𝑇 − 𝜆1𝐼)⋯ (𝑇 − 𝜆𝑚𝐼)𝑣𝑗 = 0,
𝑧)־להווש𝑇לשילמינימהםונילופהיכעבונןאכמ − 𝜆1)⋯ (𝑧 − 𝜆𝑚).

־להווש𝑇לשילמינימהםונילופהיכתעכחיננ,ךופההןוויכבהרירגהתחכוהל

(𝑧 − 𝜆1)⋯ (𝑧 − 𝜆𝑚)םינושםירפסמתמישררובע𝜆1,… , 𝜆𝑚 ∈ 𝐅.ךכיפל

5.63 (𝑇 − 𝜆1𝐼)⋯ (𝑇 − 𝜆𝑚𝐼) = 0.

𝑚רובעהליחתקודבנ.𝑚לעהיצקודניאבןיסכל𝑇יכחיכונ = לבקנ.1

𝑇 − 𝜆1𝐼 = ־שןאכמו,תוהזהרוטרפואלשרלקסתלופכ𝑇־שאיהרבדהתועמשמ,0

𝑇ןיסכל.

𝑚־שחיננתעכ > בחרמ־תתה.𝑚־מןטקהךרעלכלתמייקתמהיוצרההאצותהו1

range(𝑇 − 𝜆𝑚𝐼)תחתרומש𝑇]רובע5.18לשיטרפהרקמוהז𝑝(𝑧) = 𝑧 − 𝜆𝑚[.

range(𝑇־לםצמוצמ𝑇ךכיפל − 𝜆𝑚𝐼)לעמרוטרפואאוהrange(𝑇 − 𝜆𝑚𝐼).

𝑢םא ∈ range(𝑇 − 𝜆𝑚𝐼),יזא𝑢 = (𝑇 − 𝜆𝑚𝐼)𝑣רובע𝑣 ∈ 𝑉5.63־מו,והשלכ

עבונ

5.64 (𝑇 − 𝜆1𝐼)⋯ (𝑇 − 𝜆𝑚−1𝐼)𝑢 = (𝑇 − 𝜆1𝐼)⋯ (𝑇 − 𝜆𝑚𝐼)𝑣 = 0.

−𝑧)ןכל 𝜆1)⋯ (𝑧− 𝜆𝑚−1)לשילמינימהםונילופהלשםונילופתלופכאוה𝑇םצמוצמה

range(𝑇־ל − 𝜆𝑚𝐼)]לשסיסבםייק,היצקודניאהתחנהיפל,ךכיפל.]5.29יפל

range(𝑇 − 𝜆𝑚𝐼)לשםיימצעהםירוטקווהמבכרומה𝑇.
𝑢־שחיננ ∈ range(𝑇 − 𝜆𝑚𝐼) ∩ null(𝑇 − 𝜆𝑚𝐼).יזא𝑇𝑢 = 𝜆𝑚𝑢.5.64־מףסונב

עבונ

0 = (𝑇 − 𝜆1𝐼)⋯ (𝑇 − 𝜆𝑚−1𝐼)𝑢
= (𝜆𝑚 − 𝜆1)⋯ (𝜆𝑚 − 𝜆𝑚−1)𝑢.

…,𝜆1־שרחאמ , 𝜆𝑚יכעבונליעלהאוושמהמ,םינושםיימצעםיכרע𝑢 = ןכל.0

range(𝑇 − 𝜆𝑚𝐼) ∩ null(𝑇 − 𝜆𝑚𝐼) = {0}.

range(𝑇ךכיפל − 𝜆𝑚𝐼)+ null(𝑇 − 𝜆𝑚𝐼)ודממש)1.46יפל(רשיםוכסאוהdim𝑉
range(𝑇ןכל.)3.21־ו3.94יפל( − 𝜆𝑚𝐼) ⊕ null(𝑇 − 𝜆𝑚𝐼) = 𝑉.הנושהרוטקולכ

−null(𝑇־בספאמ 𝜆𝑚𝐼)לשימצערוטקואוה𝑇ימצעךרעםע𝜆𝑚.החכוהבןכלםדוק

−range(𝑇לשסיסבםייקשוניארוז 𝜆𝑚𝐼)לשםיימצעהםירוטקווהמבכרומה𝑇.ףוריצ

null(𝑇לשסיסבלהזסיסב − 𝜆𝑚𝐼)לשסיסבןתיי𝑉םיימצעהםירוטקווהמבכרומה

.וניצרשיפכ,תינוסכלאהצירטמאיההזסיסבלסחיב𝑇לשהצירטמה.𝑇לש
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שמתשהללכונ,תאזלכב.רתויוא5הלעממםימונילופלםישרושתחסונתמייקאל

תאז,ןיסכלבכורמירוטקובחרמלעמרוטרפואםאהעובקלידכתמדוקההנקסמב

.15ליגרתואר—ילמינימהםונילופהישרושלםיבוריקאוצמלילבמוליפא

םירוטרפואינשןוסכללתעגונההנקסמתחכוהליזכרמילככשמשתהאבההנקסמה

םיחנומבםיניסכלםירוטרפואלשןויפאבשומישהדציכבלומיש.5.76ואר;תינמזוב

.האבההנקסמהלשהרצקהחכוהלליבומ)5.62ואר(ילמינימםונילופלש

רומשבחרמ־תתלןיסכלרוטרפואםוצמצ5.65

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉)־וןיסכל𝑈לשבחרמ־תת𝑉תחתרומשה𝑇.יזא𝑇|𝑈
.𝑈לעמןיסכלרוטרפוא

𝑧)־להווש𝑇לשילמינימהםונילופה,ןיסכל𝑇־שרחאמהחכוה − 𝜆1)⋯ (𝑧 − 𝜆𝑚)
…,𝜆1םהשלכםינושםירפסמלשהמישררובע , 𝜆𝑚 ∈ 𝐅)ילמינימהםונילופה.)5.62יפל

םונילופהןכל.)5.31יפל(𝑇|𝑈לשילמינימהםונילופהלשםונילופתלופכאוה𝑇לש

.ןיסכל𝑇|𝑈יכהארמשהמ,5.62ידילעתשרדנההרוצהמאוה𝑇|𝑈לשילמינימה

ןרוגשרגילוגיעטפשמ

ןרוגשרגילוגיע:הרדגה5.66

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉)־ו𝑣1,… , 𝑣𝑛לשסיסב𝑉.־בןמסנ𝐴לשהצירטמהתא

𝑇לשןרוגשרגילוגיע.הזסיסבלסחיב𝑇סיסבלסחיב𝑣1,… , 𝑣𝑛תוצובקהםה

הרוצהמ
⎧
⎨⎩
𝑧 ∈ 𝐅 ∶ |𝑧 − 𝐴𝑗,𝑗| ≤

𝑛
∑
𝑘=1
𝑘≠𝑗

|𝐴𝑗,𝑘|
⎫
⎬⎭
,

𝑗רשאכ ∈ {1,… , 𝑛}.

םא.ןרוגשרגילוגיע𝑛שי𝑇־ל,ליעלהרדגהב𝑗רובעתויורשפא𝑛ןנשישרחאמ

𝐅 = 𝐂,לכליזא𝑗 ∈ {1,… , 𝑛},־ברוגסלוגיעאוהםיאתמהןרוגשרגלוגיע𝐂וזכרמש

𝐴𝑗,𝑗,־הרביאהאוהש𝑗thלשןוסכלאב𝐴.םוכסאוההזרוגסלוגיעלשסוידרה

𝐅םא.ןוסכלאהרביאדבלמ,𝐴לש𝑗הרושירביאלשםיטלחומהםיכרעה = 𝐑,יזא

.𝐑־בםירוגסםיעטקםהןרוגשרגילוגיע

לוגיעלכ,תינוסכלאהצירטמאיה𝐴ליעלתיעובירההצירטמהובשדחוימההרקמב

תחאאוה𝑇לשימצעךרעלכו(𝐴לשןוסכלארביאאיהשהדיחיהדוקנאוהןרוגשרג

איההאבההנקסמהמתואצותהתחא.)האבההנקסמבשרדנשיפכ,וללהתודוקנהמ

בורק𝑇לשימצעךרעלכיזא,םינטק𝐴לשןוסכלאירביאםניאשםירביאהםאש

.𝐴לשוהשלכןוסכלארביאל
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ןרוגשרגילוגיעטפשמ5.67

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉)־ו𝑣1,… , 𝑣𝑛לשסיסב𝑉.לשימצעךרעלכיזא𝑇לכומ

…,𝑣1סיסבלסחיב𝑇לשוהשלכןרוגשרגלוגיעב , 𝑣𝑛.

𝜆־שחיננהחכוה ∈ 𝐅לשימצעךרע𝑇.יהי𝑤 ∈ 𝑉־לךיישהימצערוטקו𝜆.
…,𝑐1םימייק , 𝑐𝑛 ∈ 𝐅־שךכ

5.68 𝑤 = 𝑐1𝑣1 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑣𝑛.

…,𝑣1סיסבלסחיב𝑇לשהצירטמהתא𝐴־בןמסנ , 𝑣𝑛.תלעפה𝑇יפגאינשלע

תנתונהאוושמה

𝜆𝑤 =
𝑛
∑
𝑘=1

𝑐𝑘𝑇𝑣𝑘5.69

=
𝑛
∑
𝑘=1

𝑐𝑘

𝑛
∑

𝑗 = 1
𝐴𝑗,𝑘𝑣𝑗

=
𝑛
∑

𝑗 = 1
(

𝑛
∑
𝑘=1

𝐴𝑗,𝑘𝑐𝑘)𝑣𝑗.5.70

𝑗יהי ∈ {1,… , 𝑛}־שךכ

|𝑐𝑗| = max{|𝑐1|,… , |𝑐𝑛|}.
בייחאוהש,𝜆𝑐𝑗־להווש5.69לשילאמשהףגאב𝑣𝑗לשםדקמהשםיאורונא,5.68יפל

,תורחאםילימב.5.70לשינמיהףגאב𝑣𝑗לשםדקמלהוושתויהל

𝜆𝑐𝑗 =
𝑛
∑
𝑘=1

𝐴𝑗,𝑘 𝑐𝑘.

𝐴𝑗,𝑗ריסחנ 𝑐𝑗־בהאוושמהיפגאינשתאקלחנזאוליעלהאוושמהיפגאינשמ𝑐𝑗לבקנו

|𝜆 − 𝐴𝑗,𝑗| =
∣
∣
∣

𝑛
∑
𝑘=1
𝑘≠𝑗

𝐴𝑗,𝑘
𝑐𝑘

𝑐𝑗

∣
∣
∣

≤
𝑛
∑
𝑘=1
𝑘≠𝑗

|𝐴𝑗,𝑘|.

…,𝑣1סיסבלסחיב𝑗th־הןרוגשרגלוגיעבאצמנ𝜆ךכיפל , 𝑣𝑛.

לשומשלעיורקןרוגשרגילוגיעטפשמ

הנקסמםסרפש,ןרוגשרג׳ץיבונוראןוימס

.1931תנשבוז

טפשמלשדמחנםושייונשי22ליגרתב

.ןרוגשרגילוגיע

תאתונשלןתיניכעבוק23ליגרת

ךכןרוגשרגלוגיעלכלשסוידרהתרדגה

,)הרושהירביאםוקמב(המיאתמההדומעהירביאלשםיטלחומהםיכרעהםוכסהיהיש

.םייקתמןיידעליעלטפשמהו,ןוסכלאהרביאדבלמ
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4הםיליגרת

𝑇־ויפוסדמממבכורמירוטקובחרמ𝑉־שחיננ1 ∈ ℒ(𝑉).

𝑇4םאשוחיכוה.א = 𝐼,יזא𝑇ןיסכל.

𝑇4םאשוחיכוה.ב = 𝑇,יזא𝑇ןיסכל.

𝑇רוטרפואלהמגודואיבה.ג ∈ ℒ(𝐂2)־שךכ𝑇4 = 𝑇2־ו𝑇ןיסכלוניא.

𝑇־לשישחיננ2 ∈ ℒ(𝑉)תינוסכלאהצירטמ𝐴לשוהשלכסיסבלסחיב𝑉.
𝜆םאשוחיכוה ∈ 𝐅,יזא𝜆לשןוסכלאבעיפומ𝐴קוידבdim𝐸(𝜆,𝑇)םימעפ.

𝑇־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ3 ∈ ℒ(𝑉).רוטרפואהםאשוחיכוה𝑇יזא,ןיסכל

𝑉 = null𝑇 ⊕ range𝑇.

𝑇־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ4 ∈ ℒ(𝑉).םילוקשםיאבהםיאנתהשוחיכוה.

𝑉.א = null𝑇 ⊕ range𝑇.

𝑉.ב = null𝑇 + range𝑇.

null𝑇.ג ∩ range𝑇 = {0}.

𝑇־ויפוסדמממבכורמירוטקובחרמ𝑉־שחיננ5 ∈ ℒ(𝑉).־שוחיכוה𝑇ןיסכל

םא־קרו־םא

𝑉 = null(𝑇 − 𝜆𝐼) ⊕ range(𝑇 − 𝜆𝐼)
𝜆לכל ∈ 𝐂.

𝑇־שחיננ6 ∈ ℒ(𝐅5)־וdim𝐸(8,𝑇) = 𝑇־שוחיכוה.4 − 2𝐼וא𝑇 − 6𝐼ךיפה.

𝑇־שחיננ7 ∈ ℒ(𝑉)־שוחיכוה.ךיפה

𝐸(𝜆,𝑇) = 𝐸( 1
𝜆 ,𝑇−1)

𝜆לכל ∈ 𝐅םע𝜆 ≠ 0.

𝑇־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ8 ∈ ℒ(𝑉).־בןמסנ𝜆1,… , 𝜆𝑚םיימצעהםיכרעהתא

־שוחיכוה.𝑇לשספאםניאשםינושה

dim𝐸(𝜆1,𝑇) + ⋯ + dim𝐸(𝜆𝑚,𝑇) ≤ dim range𝑇.

𝑅,𝑇־שחיננ9 ∈ ℒ(𝐅3)2םהמדחאלכלש, 6, וחיכוה.םיימצעםיכרעםה7

𝑆ךיפהרוטרפואםייקש ∈ ℒ(𝐅3)־שךכ𝑅 = 𝑆−1𝑇𝑆.

𝑅,𝑇ואצמ10 ∈ ℒ(𝐅4)־מדחאלכלשךכ𝑅־ו𝑇2םירפסמה, 6, םיכרעםה7

ךיפהרוטרפואםייקאלו,םיפסונםיימצעםיכרע𝑇־לו𝑅־לןיא,םיימצע

𝑆 ∈ ℒ(𝐅4)־שךכ𝑅 = 𝑆−1𝑇𝑆.
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𝑇ואצמ11 ∈ ℒ(𝐂3)לשםיימצעםיכרע7־ו6־שךכ𝑇־לןיאשךכו𝑇הצירטמ

.𝐂3לשסיסבףאלסחיבתינוסכלא

𝑇־שחיננ12 ∈ ℒ(𝐂3)לשםיימצעםיכרע7־ו6־שךכ𝑇.־לןיאשחיננ,ףסונב

𝑇לשסיסבףאלסחיבתינוסכלאהצירטמ𝐂3.םייקשוחיכוה(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3) ∈ 𝐂3

־שךכ

𝑇(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3) = (6 + 8𝑧1, 7 + 8𝑧2, 13 + 8𝑧3).

לדוגבהצירטמ𝐵־וןוסכלאבםינושםירביאםעתינוסכלאהצירטמ𝐴־שחיננ13

𝐴𝐵־שוארה.𝐴־לההז = 𝐵𝐴םא־קרו־םא𝐵תינוסכלאהצירטמ.

ותואלעמ𝑇רוטרפואויפוסדמממבכורמירוטקובחרמלהמגודואיבה.א14

.ןיסכלוניא𝑇לבאןיסכל𝑇2־שךכירוטקובחרמ

𝐅־שחיננ.ב = 𝐂, 𝑘־ו,יבויחםלשרפסמ𝑇 ∈ ℒ(𝑉)־שוחיכוה.ךיפה𝑇
.ןיסכל𝑇𝑘םא־קרו־םאןיסכל

𝑇,יפוסדמממבכורמירוטקובחרמ𝑉־שחיננ15 ∈ ℒ(𝑉),־ו𝑝ילמינימהםונילופה

.םילוקשםיאבהםיאנתהשוחיכוה.𝑇לש

.ןיסכל𝑇.א

𝜆םייקאל.ב ∈ 𝐂־שךכ𝑝לשםונילופתלופכאוה(𝑧 − 𝜆)2.

.םיפתושמםישרושןיא′𝑝ותרזגנלו𝑝־ל.ג

.1עובקהםונילופהאוה′𝑝־ו𝑝לשיברמהףתושמהקלחמה.ד

ההובגההלעמהמ𝑞ןקותמהםונילופהאוה′𝑝־ו𝑝לשיברמהףתושמהקלחמה

ידילקואהםתירוגלאהתרזעב.𝑞לשםונילופתלופכםהינש′𝑝־ו𝑝־שךכרתויב

לשיברמהףתושמהקלחמהתאתוזירזבאוצמללכונ)ויבגלעדימושפח(םימונילופל

־ו)א(ןיבתוליקשהךכיפל.םימונילופהישרושלעעדימבךרוצאלל,םימונילופינש

עגונהעדימונידיבהיהישילבןיסכל𝑇םאהעובקללכוניכונתואתדמלמליעל)ד(

.𝑝לשוישרושל

𝑇־שחיננ16 ∈ ℒ(𝑉)ויהי.ןיסכל𝜆1,… , 𝜆𝑚לשםינושהםיימצעהםיכרעה𝑇.
בחרמ־יתתםימייקםא־קרו־םא𝑇תחתרומש𝑉לש𝑈בחרמ־תתשוחיכוה

𝑈1,… ,𝑈𝑚לש𝑉־שךכ𝑈𝑘 ⊆ 𝐸(𝜆𝑘,𝑇)לכל𝑘־ו𝑈 = 𝑈1 ⊕ ⋯ ⊕ 𝑈𝑚.

םירוטרפואמבכרומהסיסבℒ(𝑉)־לשישוחיכוה.יפוסדמממ𝑉־שחיננ17

.םיניסכל

𝑇־שחיננ18 ∈ ℒ(𝑉)־וןיסכל𝑈לשבחרמ־תת𝑉תחתרומשה𝑇.וחיכוה

.𝑉/𝑈לעמןיסכלרוטרפוא𝑇/𝑈הנמהרוטרפואש

.1ההדיחיב38ליגרתברדגוה𝑇/𝑈הנמהרוטרפוא

רלסקאןודלש:רבחמ,תיעיברהרודהמ,רשיהךרדבתיראינילהרבגלא
Linear Algebra Done Right, fourth edition, by Sheldon Axler



םיימצעםירוטקווםיימצעםיכרעהקרפ174

𝑇םא:תידגנהמגודואיבהואוחיכוה19 ∈ ℒ(𝑉)בחרמ־תתםייקו𝑈לש𝑉רומשה

.ןיסכל𝑇יזא,םיניסכלםהינש𝑇/𝑈־ו𝑇|𝑈־שךכ𝑇תחת

.תונוילעתוישלושמתוצירטמרובעהמודהעיבקל3ההדיחיב13ליגרתואר

𝑇־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ20 ∈ ℒ(𝑉).־שוחיכוה𝑇םא־קרו־םאןיסכל

.ןיסכל′𝑇ילאודהרוטרפואה

,𝐹0י׳צאנוביפתרדס21 𝐹1, 𝐹2,…ידילעתרדגומ

𝐹0 = 0, 𝐹1 = 1, ־ו 𝐹𝑛 = 𝐹𝑛−2 + 𝐹𝑛−1

𝑛רובע ≥ 2.

𝑇ורידגה ∈ ℒ(𝐑2)ידילע𝑇(𝑥, 𝑦) = (𝑦, 𝑥 + 𝑦).

,𝑇𝑛(0־שוארה.א 1) = (𝐹𝑛, 𝐹𝑛+1)ילילש־יאםלשרפסמלכל𝑛.
.𝑇לשםיימצעהםיכרעהתאואצמ.ב
.𝑇לשםיימצעםירוטקוומבכרומה𝐑2לשסיסבואצמ.ג
,𝑇𝑛(0בושיחל)ג(ןורתפבושמתשה.ד יכהנקסמלועיגה.(1

𝐹𝑛 =
1

√5
⎡
⎣
⎛
⎝
1 + √5

2
⎞
⎠

𝑛

− ⎛
⎝
1 − √5

2
⎞
⎠

𝑛
⎤
⎦

.𝑛ילילש־יאםלשרפסמלכל
רפסמיזא,ילילש־יאםלשרפסמ𝑛םאשקיסהלידכ)ד(־בושמתשה.ה

־לרתויבבורקהםלשהרפסמהאוה𝐹𝑛י׳צאנוביפ

1
√5

⎛
⎝
1 + √5

2
⎞
⎠

𝑛

.

וניא)ד(־בהחסונהלשינמיהףגאהשתורמל,ילילש־יאםלשרפסמאוה𝐹𝑛לכ

רפסמה.םלשרפסמומכהארנ

1 + √5
2

.בהזהסחיארקנ

𝑇־שחיננ22 ∈ ℒ(𝑉)־ו𝐴הצירטמ𝑛 × 𝑛לשהצירטמהאיהש𝑇סיסבלסחיב

םאשוחיכוה.𝑉לשוהשלכ

|𝐴𝑗,𝑗| >
𝑛
∑
𝑘=1
𝑘≠𝑗

|𝐴𝑗,𝑘|

𝑗לכל ∈ {1,… , 𝑛},יזא𝑇ךיפה.

םניאשםירביאלסחיבםילודג𝑇לשהצירטמהןוסכלאירביאםאשעבוקהזליגרת

.ךיפה𝑇יזא,ןוסכלאב

𝑘th־הלוגיעהלשסוידרהשךכןרוגשרגילוגיעתרדגהתאםינשמונאשחיננ23
לש𝑘)הרושהירביאםוקמב(הדומעהירביאלשםיטלחומהםיכרעהםוכסאוה

𝐴,5.67(ןרוגשרגילוגיעטפשמהזיונישתורמלשוארה.ןוסכלאהרביאדבלמ(

.םייקתמןיידע
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ףוליח:הרדגה5.71

𝑆𝑇םאםיפלחתמירוטקובחרמותואלעמ𝑇־ו𝑆םירוטרפואינש• = 𝑇𝑆.

𝐴𝐵םאתופלחתמלדוגהותואמ𝐵־ו𝐴תויעובירתוצירטמיתש• = 𝐵𝐴.

𝜆־ו𝑉לעמתוהזהרוטרפוא𝐼םא,המגודל ∈ 𝐅,יזא𝜆𝐼רוטרפואלכםעףלחתמ

.𝑉לעמ

םא,רתויהבחרהללכהב.םיפלחתמ𝑇3־ו𝑇2יזארוטרפוא𝑇םא,תפסונהמגודכ

𝑝, 𝑞 ∈ 𝒫(𝐅),יזא𝑝(𝑇)־ו𝑞(𝑇)ב(5.17ואר[םיפלחתמ([.

םיפלחתמתיקלחתרזגנירוטרפוא:המגוד5.72

ירוטקווהבחרמהתא𝒫𝑚(𝐂2,𝐂)־בןמסנ.ילילש־יאםלשרפסמ𝑚־שחיננ

דחי,רתויהלכל𝑚םתלעמשםינתשמינשב)𝐂־בםימדקמםע(םימונילופלשבכורמה

םירביאה,ךכיפל.תובכורמתויצקנופלשרלקסבלפכורוביחלשתוליגרהתולועפהםע

הרוצהמ𝐂לא𝐂2־מ𝑝תויצקנופםה𝒫𝑚(𝐂2,𝐂)־ב

5.73 𝑝(𝑤, 𝑧) = ∑
𝑗+𝑘≤𝑚

𝑎𝑗,𝑘𝑤𝑗𝑧𝑘,

־שךכםיילילש־יאהםימלשהםיכרעהלכתאםילבקמ𝑘־ו𝑗םיסקדניאהרשאכ

𝑗 + 𝑘 ≤ 𝑚,לכ𝑎𝑗,𝑘־באוה𝐂,־ו𝑤𝑗𝑧𝑘לעמהיצקנופהתאתנמסמ𝐂2לעתרדגומה

,𝑤)ידי 𝑧) ↦ 𝑤𝑗𝑧𝑘.

𝐷𝑤,𝐷𝑧םירוטרפוארידגנ ∈ ℒ(𝒫𝑚(𝐂2,𝐂))אבהןפואב

𝐷𝑤𝑝 =
𝜕𝑝
𝜕𝑤

= ∑
𝑗+𝑘≤𝑚

𝑗𝑎𝑗,𝑘𝑤𝑗−1𝑧𝑘 םגו 𝐷𝑧𝑝 =
𝜕𝑝
𝜕𝑧

= ∑
𝑗+𝑘≤𝑚

𝑘𝑎𝑗,𝑘𝑤𝑗𝑧𝑘−1,

תיקלחתרזגנירוטרפואםיארקנ𝐷𝑧־ו𝐷𝑤םירוטרפואה.5.73־ברדגומכאוה𝑝רשאכ

תוסחייתהךותםינתשמהדחאלסחיברזוגוללהםירוטרפואהמדחאלכשרחאמ

.עובקכינשההנתשמל

יזא,5.73־ברדגומכאוה𝑝םאןכשםיפלחתמ𝐷𝑧־ו𝐷𝑤םירוטרפואה

(𝐷𝑤𝐷𝑧)𝑝 = ∑
𝑗+𝑘≤𝑚

𝑗𝑘𝑎𝑗,𝑘𝑤𝑗−1𝑧𝑘−1 = (𝐷𝑧𝐷𝑤)𝑝.

𝐷𝑤𝐷𝑧האוושמה = 𝐷𝑧𝐷𝑤לעמ𝒫𝑚(𝐂2,𝐂)רדסשרתויתיללכהנקסמהשיחממ

.תותואנתויצקנופרובעהאצותהלעעיפשמוניאתיקלחהריזגבתולועפה

)118־להוושהרפסמ(214,358,881לכ

2תוצירטמהלשםירודסהתוגוזה × 2
בשחמתועצמאבוקדבנרומאהחווטב

תוגוזהמ674,609קריכהתארההאצותהו

.םיפלחתמוללהםירודסה

.הגירחהעפותןהתופלחתמתוצירטמ

םירודסתוגוז214,358,881םנשי,השחמהל

2תוצירטמלש × םירפסמןהירביאלכש2

,5−]עטקבםימלש תוגוזהמ0.3%־כקר.[5

.םיפלחתמוללהתוצירטמהלשםירודסה
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םירוטרפואינששהארמהאבההנקסמה

.תופלחתמ)סיסבהותואלסחיב(םהלשתוצירטמהםא־קרו־םאםיפלחתמ

תופלחתמתוצירטמלםימאתומםיפלחתמםירוטרפוא5.74

𝑆,𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉)־ו𝑣1,… , 𝑣𝑛לשסיסב𝑉.יזא𝑆־ו𝑇םא־קרו־םאםיפלחתמ

ℳ(𝑆, (𝑣1,… , 𝑣𝑛))־וℳ(𝑇, (𝑣1,… , 𝑣𝑛))תופלחתמ.

םייקתמהחכוה

𝑆𝑇 = 𝑇𝑆 ⟺ םיפלחתמ 𝑇 ־ו 𝑆
ℳ(𝑆𝑇) = ℳ(𝑇𝑆) ⟺

ℳ(𝑆)ℳ(𝑇) = ℳ(𝑇)ℳ(𝑆) ⟺
,תופלחתמ ℳ(𝑇) ־ו ℳ(𝑆) ⟺

.וניצרשיפכ

לשימצעבחרמלכיזא,םיפלחתמםירוטרפואינשםאשהארמהאבההנקסמה

,םימעפרפסמשמתשנהבש,וזהנקסמ.ינשהרוטרפואהתחתרומשדחארוטרפוא

רשאמהדובעלרתויחונםיפלחתמםירוטרפואגוזשךכלתויזכרמהתוביסהתחאאיה

.ףלחתמוניאשםירוטרפואגוז

ףלחתמרוטרפואתחתרומשימצעבחרמ5.75

𝑆,𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉)־וםיפלחתמ𝜆 ∈ 𝐅.יזא𝐸(𝜆, 𝑆)תחתרומש𝑇.

𝑣־שחיננהחכוה ∈ 𝐸(𝜆, 𝑆).יזא

𝑆(𝑇𝑣) = (𝑆𝑇)𝑣 = (𝑇𝑆)𝑣 = 𝑇(𝑆𝑣) = 𝑇(𝜆𝑣) = 𝜆𝑇𝑣.
𝑇𝑣־שהארמליעלהאוושמה ∈ 𝐸(𝜆, 𝑆).ךכיפל𝐸(𝜆, 𝑆)תחתרומש𝑇.

םיבושיחעצבלוננוצרבםא.ןיסכלםהמדחאלכש,םירוטרפואינשםנשישחיננ

ינששהצרניזא,)םמוכסתאברעמהבושיח,המגודל(םירוטרפואהינשתאםיברעמה

ירשפאהאבההנקסמהיפלשהמ,סיסבהותואלסחיבםיניסכלויהיםירוטרפואה

.םיפלחתמםירוטרפואהינשרשאכ

תויביטטומוק⟺תינמז־ובתוניסכל5.76

סחיבתוינוסכלאתוצירטמשיירוטקובחרמותואלעמםיניסכלםירוטרפואינשל

.םיפלחתמםירוטרפואהינשםא־קרו־םאסיסבותואל

𝑆,𝑇־ליכחיננתישארהחכוה ∈ ℒ(𝑉)ותואלסחיבתוינוסכלאתוצירטמשי

תרצונהתינוסכלאהצירטמאיהלדוגהותואבתוינוסכלאתוצירטמיתשתלפכמ.סיסב

תוצירטמיתשלכךכיפל.המאתהבתוצירטמהלשםינוסכלאהירביאתלפכהמהאצותכ

.5.74יפל,םיפלחתמ𝑇־ו𝑆ךכיפל.תופלחתמלדוגהותואמתוינוסכלא
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𝑆,𝑇־שתעכחיננ,ינשהןוויכבהחכוהל ∈ ℒ(𝑉)םיפלחתמםיניסכלםירוטרפוא.

…,𝜆1־בןמסנ , 𝜆𝑚לשםינושהםיימצעהםיכרעהתא𝑆.־שרחאמ𝑆ג(5.55,ןיסכל(

־שהארמ

5.77 𝑉 = 𝐸(𝜆1, 𝑆) ⊕ ⋯ ⊕ 𝐸(𝜆𝑚, 𝑆).

𝑘לכל = 1,… ,𝑚,בחרמ־תתה𝐸(𝜆𝑘, 𝑆)תחתרומש𝑇)־שרחאמ.)5.75יפל

𝑇־שררוג5.65,ןיסכל𝑇|𝐸(𝜆𝑘,𝑆)לכלןיסכל𝑘.לכלןכל𝑘 = 1,… ,𝑚,סיסבםייק

,𝐸(𝜆𝑘לש 𝑆)לשםיימצעהםירוטקווהמבכרומה𝑇.ןתייוללהםיסיסבהלכףוסיא

ינשלשימצערוטקואוההזסיסבברוטקולכרשאכ,)5.77יפל(𝑉לשסיסבונל

יפכ,הזסיסבלסחיבתוינוסכלאתוצירטמשי𝑇־ו𝑆־לךכיפל.𝑇־ו𝑆םירוטרפואה

.וניצרש

.םירוטרפואינשלרבעמוזהנקסמתבחרהל2ליגרתואר

רוטרפואלכליזא.ספאמהנושהיפוסדמממבכורמירוטקובחרמ𝑉־שחיננ

לעמםירוטרפואינשםאיכהארמהאבההנקסמה.)5.19ואר(ימצערוטקושי𝑉לעמ

𝑉־ברוטקוםייקיזא,םיפלחתמ𝑉םירוטרפואהינשלףתושמהימצערוטקואוהש

תבחרהל.)ףתושמימצעךרעהיהיאלםיפלחתמהםירוטרפואהינשליכןכתייךא(

.)א(9ליגרתואר,םירוטרפואינשלרבעמהאבההנקסמה

םיפלחתמםירוטרפואלףתושמימצערוטקו5.78

ספאמהנושהיפוסדמממבכורמירוטקובחרמלעמםיפלחתמםירוטרפואגוזלכל

.ףתושמימצערוטקושי

𝑆,𝑇־וספאמהנושהיפוסדמממבכורמירוטקובחרמ𝑉־שחיננהחכוה ∈ ℒ(𝑉)
ךכיפל.)ימצעךרעשיטלחהב𝑆־ל5.19יפל(𝑆לשימצעךרע𝜆יהי.םיפלחתמ

𝐸(𝜆, 𝑆) ≠ ,𝐸(𝜆,ףסונב.{0} 𝑆)תחתרומש𝑇)5.75יפל(.

לשימצערוטקואוהש,)5.19־בףסונשומיש(ימצערוטקושי𝑇|𝐸(𝜆,𝑆)־ל,ךכיפל

.החכוההתאונמלשהךכבו,𝑇־ו𝑆םירוטרפואהינש

תיקלחתרזגנירוטרפואלףתושמימצערוטקו:המגוד5.79

𝐷𝑤,𝐷𝑧ויהיו5.72המגודבכ𝒫𝑚(𝐂2,𝐂)יהי ∈ ℒ(𝒫𝑚(𝐂2,𝐂))לשםירוטרפואה

ימצעהךרעהאוה0,אדוולולכותשיפכ.איהההמגודבםיפלחתמהתויקלחתורזגנ

ףסונב.וללהםירוטרפואהמדחאלכלשדיחיה

𝐸(0,𝐷𝑤) = {
𝑚
∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝑧𝑘 ∶ 𝑎0,… , 𝑎𝑚 ∈ 𝐂},

𝐸(0,𝐷𝑧) = {
𝑚
∑
𝑗=0

𝑐𝑗𝑤𝑗 ∶ 𝑐0,… , 𝑐𝑚 ∈ 𝐂}.

םיפתושמהםיימצעהםירוטקווהתצובקאוהולאםיימצעםיבחרמינשלשךותיחה

𝐸(0,𝐷𝑤)־שרחאמ.םירוטרפואהינשל ∩ 𝐸(0,𝐷𝑧)תועובקהתויצקנופהתצובקאוה,

.5.78ידילעחטבומכ,ףתושמימצערוטקוןכאשי𝐷𝑧־ו𝐷𝑤־ליכםיאורונא
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)הנוילעתישלושמהצירטמרצויהסיסבםויק(5.47תאהביחרמהאבההנקסמה

.םיפלחתמםירוטרפואינשל

תינמז־ובתונוילעתוישלושמתוצירטמשיםיפלחתמםירוטרפואל5.80

לעמםיפלחתמםירוטרפוא𝑆,𝑇־ויפוסדמממבכורמירוטקובחרמ𝑉־שחיננ

𝑉.לשסיסבםייקיזא𝑉םירוטרפואהינשלוילאסחיברשא𝑆־ו𝑇תוצירטמשי

.תונוילעתוישלושמ

𝑛יהיהחכוה = dim𝑉.לעהיצקודניאתועצמאבחיכונ𝑛.םא𝑛 = האצותה1

1תוצירטמהלכןכש,תמייקתמהיוצרה × 𝑛־שחיננתעכ.תונוילעתוישלושמ1 > 1
𝑛דמממםיבכורמהםיירוטקווהםיבחרמהלכרובעתמייקתמהיוצרההאצותהו − 1.

𝑆𝑣1ןכל.)5.78יפל(𝑇־ו𝑆־לףתושמהוהשלכימצערוטקו𝑣1יהי ∈ span(𝑣1)
𝑇𝑣1־ו ∈ span(𝑣1).יהי𝑊לשבחרמ־תת𝑉־שךכ

𝑉 = span(𝑣1) ⊕ 𝑊;
𝑃תיראינילהקתעהרידגנ.𝑊לשומויקל2.33ואר ∶ 𝑉 → 𝑊ידילע

𝑃(𝑎𝑣1 + 𝑤) = 𝑤
𝑎לכל ∈ 𝐂לכלו𝑤 ∈ 𝑊.רידגנ𝑆̂, 𝑇̂ ∈ ℒ(𝑊)ידילע

𝑆̂𝑤 = 𝑃(𝑆𝑤) םגו 𝑇̂𝑤 = 𝑃(𝑇𝑤)
𝑤לכל ∈ 𝑊.לעונלשהיצקודניאהתחנהתלחהל𝑆̂־ו𝑇̂,יכהליחתתוארהלונילע

𝑤־שחיננ,ךכךרוצל.םיפלחתמ𝑊לעמולאםירוטרפואינש ∈ 𝑊.םייקיזא𝑎 ∈ 𝐂
־שךכ

(𝑆̂𝑇̂)𝑤 = 𝑆̂(𝑃(𝑇𝑤)) = 𝑆̂(𝑇𝑤 − 𝑎𝑣1) = 𝑃(𝑆(𝑇𝑤 − 𝑎𝑣1)) = 𝑃((𝑆𝑇)𝑤),
𝑃𝑣1־ו𝑆לשימצערוטקואוה𝑣1־שרחאמםייקתמןורחאהןויוושהרשאכ = 0.

,המודןפואב

(𝑇̂𝑆̂)𝑤 = 𝑃((𝑇𝑆)𝑤).
יכםיאורונאתונורחאהתואוושמהיתשמ,םיפלחתמ𝑇־ו𝑆םירוטרפואהשרחאמ

(𝑆̂𝑇̂)𝑤 = (𝑇̂𝑆̂)𝑤.ןכל𝑆̂־ו𝑇̂םיפלחתמ.

…,𝑣2סיסבםייקיכעובקלידכהיצקודניאהתחנהבשמתשהלםילוכיונאךכיפל , 𝑣𝑛
המישרה.הזסיסבלסחיבתונוילעתוישלושמתוצירטמ𝑇̂־ו𝑆̂־לשישךכ𝑊לש

𝑣1,… , 𝑣𝑛לשסיסב𝑉.
𝑘םא ∈ {2,… , 𝑛},םימייקיזא𝑎𝑘, 𝑏𝑘 ∈ 𝐂־שךכ

𝑆𝑣𝑘 = 𝑎𝑘𝑣1 + 𝑆̂𝑣𝑘 םגו 𝑇𝑣𝑘 = 𝑏𝑘𝑣1 + 𝑇̂𝑣𝑘.
…,𝑣2סיסבלסחיבתונוילעתוישלושמתוצירטמ𝑇̂־ו𝑆̂־לשישרחאמ , 𝑣𝑛,םיעדויונא

𝑆̂𝑣𝑘יכ ∈ span(𝑣2,… , 𝑣𝑘)־ו𝑇̂𝑣𝑘 ∈ span(𝑣2,… , 𝑣𝑘).יכעבונליעלתואוושמהמןכל

𝑆𝑣𝑘 ∈ span(𝑣1,… , 𝑣𝑘) םגו 𝑇𝑣𝑘 ∈ span(𝑣1,… , 𝑣𝑘).
…,𝑣1־לסחיבתונוילעתוישלושמתוצירטמ𝑇־ו𝑆־לשיךכיפל , 𝑣𝑛,וניצרשיפכ.

.םירוטרפואינשלרבעמוזהנקסמביחרמ)ב(9ליגרת

רלסקאןודלש:רבחמ,תיעיברהרודהמ,רשיהךרדבתיראינילהרבגלא
Linear Algebra Done Right, fourth edition, by Sheldon Axler



179םיפלחתמםירוטרפוא5ה

ינשתלפכמואםוכסלשםיימצעהםיכרעהתאעובקלןתינאל,יללכןפואב

הנקסמה,תאזלכב.םירוטרפואהינשלשםיימצעהםיכרעהתועצמאבםירוטרפוא

.םיפלחתמםירוטרפואינשרשאכדמחנוהשמהרוקשהארמןלהל

םיפלחתמםירוטרפואתלפכמוםוכסלשםיימצעםיכרע5.81

.𝑉לעמםיפלחתמםירוטרפוא𝑆,𝑇־ויפוסדמממבכורמירוטקובחרמ𝑉־שחיננ
יזא

𝑆לשימצעךרעלכ• + 𝑇לשימצעךרעאוה𝑆לשימצעךרעדועו𝑇,

.𝑇לשימצעךרעלופכ𝑆לשימצעךרעאוה𝑆𝑇לשימצעךרעלכ•

תוצירטמשי𝑇־ו𝑆םירוטרפואהינשלוילאסחיברשא𝑉לשסיסבםייקהחכוה

,הזסיסבלסחיב.)5.80יפל(תונוילעתוישלושמ

ℳ(𝑆 + 𝑇) = ℳ(𝑆) + ℳ(𝑇) םגו ℳ(𝑆𝑇) = ℳ(𝑆)ℳ(𝑇),
.3.43־ו3.35־בעבקנשיפכ

ℳ(𝑆ןוסכלאברביאלכשםיאורונאתוצירטמןיברוביחהתלועפתרדגהמ + 𝑇)
רחאמ,המודןפואב.ℳ(𝑇)־וℳ(𝑆)ינוסכלאבםימיאתמהםירביאהםוכסלהווש

ונאתוצירטמלפכתלועפתרדגהמ,תונוילעתוישלושמתוצירטמℳ(𝑇)־וℳ(𝑆)־ש

ינוסכלאבםימיאתמהםירביאהתלפכמלהוושℳ(𝑆𝑇)ןוסכלאברביאלכשםיאור

ℳ(𝑆)־וℳ(𝑇).ןכלערתי,ℳ(𝑆 + 𝑇)־וℳ(𝑆𝑇)תונוילעתוישלושמתוצירטמ

.)3ההדיחיב2ליגרתואר(

לשהנוסכלאברביאלכו,𝑆לשימצעךרעאוהℳ(𝑆)לשהנוסכלאברביאלכ

ℳ(𝑇)לשימצעךרעאוה𝑇)לשימצעךרעלכ.)5.41יפל𝑆 + 𝑇לשןוסכלאהלעאוה

ℳ(𝑆 + 𝑇),לשימצעךרעלכו𝑆𝑇לשןוסכלאהלעאוהℳ(𝑆𝑇))תועבונולאתועיבק

𝑆לשימצעךרעלכיכםיקיסמונא,וללהםינותנהלכרוביחמ.)5.41־מ + 𝑇ךרעאוה

לופכ𝑆לשימצעךרעאוה𝑆𝑇לשימצעךרעלכו,𝑇לשימצעךרעדועו𝑆לשימצע

.𝑇לשימצעךרע

5הםיליגרת

בחרמ־תתםייקשךכ𝐅4לעמ𝑆,𝑇םיפלחתמםירוטרפואינשלשהמגודואיבה1

𝑇תחתרומשה𝐅4לשבחרמ־תתםייקו𝑇תחתאללבא𝑆תחתרומשה𝐅4לש
.𝑆תחתאללבא

סיסבםייקשוחיכוה.ןיסכלℰלשרביאלכוℒ(𝑉)לשהצובק־תתℰ־שחיננ2

לכםא־קרו־םאתינוסכלאהצירטמשיℰלשרביאלכלוילאסחיברשא𝑉לש

.ףלחתמℰלשםירביאגוז

ךרוצל.םירביאינשקרליכמℰובשהרקמבקסועה,5.76תאביחרמהזליגרת

.תיפוסניאהצובקℰ־שףאןכתייו,םירביאלשרפסמלכליכהליושעℰ,הזליגרת
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𝑆,𝑇־שחיננ3 ∈ ℒ(𝑉)־שךכ𝑆𝑇 = 𝑇𝑆.־שחיננ𝑝 ∈ 𝒫(𝐅).

null־שוחיכוה.א 𝑝(𝑆)תחתרומש𝑇.
range־שוחיכוה.ב 𝑝(𝑆)תחתרומש𝑇.

𝑆דחוימההרקמל5.18ואר = 𝑇.

תישלושמהצירטמ𝐵־ותינוסכלאהצירטמ𝐴םא:תידגנהמגודואיבהואוחיכוה4

.תופלחתמ𝐵־ו𝐴יזא,𝐴לשכלדוגהותואבהנוילע

םא־קרו־םאףלחתמיפוסדמממירוטקובחרמלעמםירוטרפואגוזשוחיכוה5

.םיפלחתמםהלשםיילאודהםירוטרפואה

.ילאודרוטרפואתרדגהל3.118ואר

𝑆,𝑇־וספאמהנושהיפוסדמממבכורמירוטקובחרמ𝑉־שחיננ6 ∈ ℒ(𝑉)
,𝛼םימייקשוחיכוה.םיפלחתמ 𝜆 ∈ 𝐂־שךכ

range(𝑆 − 𝛼𝐼) + range(𝑇 − 𝜆𝐼) ≠ 𝑉.
𝑆,בכורמירוטקובחרמ𝑉־שחיננ7 ∈ ℒ(𝑉)־ו,ןיסכל𝑇 ∈ ℒ(𝑉)םעףלחתמ

𝑆.לשסיסבםייקשוחיכוה𝑉־לשישךכ𝑆הזסיסבלסחיבתינוסכלאהצירטמ

.הזסיסבלסחיבהנוילעתישלושמהצירטמ𝑇־לשיו

𝑚־שחיננ8 = םיפלחתמהתיקלחהתרזגנהירוטרפוא𝐷𝑤,𝐷𝑧־ו5.72המגודב3

שיוילאסחיברשא𝒫3(𝐂2,𝐂)לשסיסבואצמ.המגודההתואמ𝒫3(𝐂2,𝐂)לעמ

.הנוילעתישלושמהצירטמ𝐷𝑧־ו𝐷𝑤־מדחאלכל

ℰ־שחיננ.ספאמהנושהיפוסדמממבכורמירוטקובחרמ𝑉־שחיננ9 ⊆ ℒ(𝑉)
𝑆,𝑇לכלםיפלחתמ𝑇־ו𝑆־שךכ ∈ ℰ.

.ℰ־ברביאלכלשימצערוטקואוהש𝑉־ברוטקושישוחיכוה.א
הצירטמשיℰ־ברביאלכלוילאסחיברשא𝑉לשסיסבםייקשוחיכוה.ב

.הנוילעתישלושמ

.םירביאינשקרליכמℰובשהרקמבםיקסועה,5.80־ו5.78תאביחרמהזליגרת

הצובקℰ־שףאןכתייו,םירביאלשרפסמלכליכהליושעℰ,הזליגרתךרוצל

.תיפוסניא

דמממישממירוטקובחרמלעמ𝑆,𝑇םיפלחתמםירוטרפואינשלשהמגודואיבה10

𝑆־לשישךכיפוס + 𝑇לשימצעךרעלהוושוניאשימצעךרע𝑆ימצעךרעדועו

.𝑇לשימצעךרעלופכ𝑆לשימצעךרעלהוושוניאשימצעךרע𝑆𝑇־לשישו𝑇לש
.ישממירוטקובחרמלעמםייקתמאל5.81יכהארמהזליגרת
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תימינפהלפכמיבחרמ

תולועפ(יראינילההנבמהתאונללכה,ירוטקובחרמלשהרדגההתריציךילהתב

םיגשומהתמגודתוירטמואגתונוכתמונמלעתה.𝐑3־ו𝐑2לש)רלקסבלפכהורוביחה

.הזקרפברוקחנותואש,תוימינפתולפכמגשומבםיעמטומולאתונויער.תיווזוךרוא

תמייקמהמרונה.ךרואכבושחלרשפאהילעש,המרונהרשמתימינפהלפכמלכ

ןויווש־יאו,תיליבקמהללכ,שלושמהןויווש־יא,סרוגתיפטפשמתמגודחתפמתונוכת

.ץרווש־ישוק

םירוטקו,שדחםשלבקמתידילקואההירטמואגבםיכנואמםירוטקוגשומה

םיילמרונותרואםיסיסביכהארנונא.תימינפהלפכמבחרמלשרשקהב,םיילנוגותרוא

.ולאכםיסיסבהנובטדימש־םרגךילהת.תימינפהלפכמיבחרמבאילפהלםיישומיש

.רועזמתויעבןורתפלדחיוללהםילכהלכבולישבםייתסמקרפה

הזקרפלאצומהתוחנה

•𝐅ןמסמ𝐑וא𝐂.
•𝑉־ו𝑊לעמםיירוטקוםיבחרמםינמסמ𝐅.
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סמיי׳גשןמזבהחתפנ,סניקפוהןו׳גתטיסרבינואמקלחתעכ,ידוביפ׳גרו׳גםשלעהיירפסה

לשוימוסרפב.הטיסרבינואבהקיטמתמלןושארהרוספורפההיה)1897–1814(רטסבליס

.הקיטמתמבהצירטמהלימבןושארהשומישהעיפומרטסבליס
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תומרונותוימינפתולפכמ1ו

תוימינפתולפכמ

𝑎2√איההז𝑣רוטקולשהמרונה + 𝑏2.

ובשח,תימינפההלפכמהגשומלהיצביטומכ

תדוקנשםיציחכ𝐑3־ו𝐑2־בםירוטקולע

לשךרואל.םיריצהתישארבאיהםאצומ

המרונהםיארוקונא𝐑3־בוא𝐑2־ב𝑣רוטקו

ךכיפל.‖𝑣‖־בםינמסמונאהתואש𝑣לש

𝑣רובע = (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐑2,לבקנ

‖𝑣‖ = √𝑎2 + 𝑏2.
𝑣םא,המודןפואב = (𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ 𝐑3,יזא‖𝑣‖ = √𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2.ונתורשפאבןיאשףא

תאםירידגמונא:הטושפאיה𝐑𝑛־להללכהה,רתויםיהובגםידממבתונומתרייצל

𝑥לשהמרונה = (𝑥1,… , 𝑥𝑛) ∈ 𝐑𝑛ידילע

‖𝑥‖ = √𝑥1
2 + ⋯ + 𝑥𝑛

2.
תאגיצנןוידהךותלתויראינילקירזהלידכ.𝐑𝑛לעמתיראינילהניאהמרונה

.תירלקסההלפכמה

תירלקסהלפכמ:הרדגה6.1

,𝑥רובע 𝑦 ∈ 𝐑𝑛,לשתירלקסההלפכמה𝑥־ו𝑦,ידילעתנמוסמ𝑥 ⋅ 𝑦,לעתרדגומ

ידי

𝑥 ⋅ 𝑦 = 𝑥1𝑦1 + ⋯ + 𝑥𝑛𝑦𝑛,
𝑥רשאכ = (𝑥1,… , 𝑥𝑛)־ו𝑦 = (𝑦1,… , 𝑦𝑛).

םוקמבהדוקנכרוטקולעםיבשוחונאםא

תויהלהכירצ‖𝑥‖־לתונשרפהיזא,ץחלעכ

.𝑥הדוקנהלאםיריצהתישארמקחרמה

־בםירוטקוינשלשתירלקסההלפכמה

𝐑𝑛יכבלםישנ.רוטקואל,רפסמאיה

𝑥 ⋅ 𝑥 = ‖𝑥‖2לכל𝑥 ∈ 𝐑𝑛.הלפכמל,ףסונב

.תואבהתונוכתה𝐑𝑛לעמתירלקסה

•𝑥 ⋅ 𝑥 ≥ 𝑥לכל0 ∈ 𝐑𝑛.

•𝑥 ⋅ 𝑥 = 𝑥םא־קרו־םא0 = 0.

𝑦רובע• ∈ 𝐑𝑛־מהקתעהה,עבוקמ𝐑𝑛לא𝐑תחלושה𝑥 ∈ 𝐑𝑛לא𝑥 ⋅ 𝑦איה

.תיראיניל

•𝑥 ⋅ 𝑦 = 𝑦 ⋅ 𝑥לכל𝑥, 𝑦 ∈ 𝐑𝑛.

םיתפתמםתאשןכתייוזהדוקנב.תירלקסהלפכמלשהללכהאיהתימינפהלפכמ

תירלקסההלפכמהינייפאמלשהטשפהתועצמאבתרדגומתימינפהלפכמיכשחנל

,םלוא.ןוכנהזשוחינ,םיישממםיירוטקוםיבחרמרובע.תמדוקההקספבונראיתש

ישממה,םיירוטקווהםיבחרמהינשרובעתישומישהיהתשהרדגהחסנללכונשידכ

.הרדגההחוסינלשגינםרטבכורמההרקמהתאןוחבלונילע,בכורמהו
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𝜆םאיכריכזנ = 𝑎 + 𝑏𝑖,רשאכ𝑎, 𝑏 ∈ 𝐑,יזא

|𝜆|ידילערדגומ,|𝜆|־בןמוסמ,𝜆לשטלחומהךרעה• = √𝑎2 + 𝑏2;

𝜆ידילערדגומ,𝜆־בןמוסמ,𝜆לשבכורמהדומצה• = 𝑎 − 𝑏𝑖;

•|𝜆|2 = 𝜆𝜆.

.בכורמדומצוטלחומךרעלשםייסיסבהםינייפאמהותורדגההרובעדקרפואר

𝑧רובע = (𝑧1,… , 𝑧𝑛) ∈ 𝐂𝑛,לשהמרונהתאםירידגמונא𝑧ידילע

‖𝑧‖ = √|𝑧1|2 + ⋯ + |𝑧𝑛|2.
.ילילש־יארפסמהיהי‖𝑧‖־שםיניינועמונאשרחאמםישרדנםיטלחומהםיכרעה

יכבלםישנ

‖𝑧‖2 = 𝑧1𝑧1 + ⋯ + 𝑧𝑛𝑧𝑛.
.𝐑𝑛־בונישעשהמלהמודב,ומצעםע𝑧לשתימינפהלפכמכ𝑧‖2‖לעבושחלםיצורונא

𝑤רוטקווהלשתימינפההלפכמהשךכיפלתזמרמליעלהאוושמה = (𝑤1,… ,𝑤𝑛) ∈ 𝐂𝑛

־להוושתויהלהכירצ𝑧םע

𝑤1𝑧1 + ⋯ + 𝑤𝑛𝑧𝑛.
.ולשבכורמהדומצבףלחומהיהליעליוטיבה,םיפלחתמויה𝑧־ו𝑤לשםהידיקפתםא

הלפכמהלשבכורמהדומצלהווש𝑧םע𝑤לשתימינפההלפכמהשתופצלונילעךכיפל

תימינפהלפכמרידגהלותשגלתעכםינכומונא,וזהיצביטומםע.𝑤םע𝑧לשתימינפה

.בכורמואישממירוטקובחרמ,𝑉לעמ

:האבההרדגהבשומישםישועונאובשןומיסלעגונבתחאהרעה

𝜆רובע• ∈ 𝐂,ןומיסה𝜆 ≥ .ילילש־יאוישממרפסמ𝜆־שותועמשמ0

תימינפהלפכמ:הרדגה6.2

,𝑢)רודסגוזלכהקיתעמההיצקנופאיה𝑉לעמתימינפהלפכמ 𝑣)־בםירביאלש

𝑉רפסמל⟨𝑢, 𝑣⟩ ∈ 𝐅תואבהתונוכתהתאתמייקמו.

תויבויח

⟨𝑣, 𝑣⟩ ≥ 𝑣לכל0 ∈ 𝑉.

תואדו

⟨𝑣, 𝑣⟩ = 𝑣םא־קרו־םא0 = 0.

ןושארהביכרבתויביטידא

⟨𝑢 + 𝑣,𝑤⟩ = ⟨𝑢,𝑤⟩ + ⟨𝑣,𝑤⟩לכל𝑢, 𝑣,𝑤 ∈ 𝑉.

ןושארהביכרבתוינגומוה

⟨𝜆𝑢, 𝑣⟩ = 𝜆⟨𝑢, 𝑣⟩לכל𝜆 ∈ 𝐅לכלו𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉.

)תויטימרה(דומצתיירטמיס

⟨𝑢, 𝑣⟩ = ⟨𝑣, 𝑢⟩לכל𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉.
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תולפכמםירידגמםיאקיטמתמהבור

םיברםיאקיזיפךא,ליעלאבומכתוימינפ

תוינגומוהתשרודההרדגהבםישמתשמ

.ןושארהביכרהםוקמבינשהביכרב

בכורמהדומצלהוושישממרפסמלכ

בחרמבםיקסועונאםאךכיפל.ולש

תרדגהלשןורחאהיאנתביזא,ישממירוטקו

דומצהלערתווללכונ,ליעלתימינפהלפכמ

,𝑢⟩־שעובקלטושפובכורמה 𝑣⟩ = ⟨𝑣, 𝑢⟩
,𝑢לכל 𝑣 ∈ 𝑉.

תוימינפתולפכמ:המגוד6.3

ידילעתרדגומ𝐅𝑛לעמתידילקואהתימינפההלפכמה.א

⟨(𝑤1,… ,𝑤𝑛), (𝑧1,… , 𝑧𝑛)⟩ = 𝑤1𝑧1 + ⋯ + 𝑤𝑛𝑧𝑛

…,𝑤1)לכל ,𝑤𝑛), (𝑧1,… , 𝑧𝑛) ∈ 𝐅𝑛.

…,𝑐1םא.ב , 𝑐𝑛לעמתרדגומתויהלהלוכיתימינפהלפכמיזא,םייבויחםירפסמ𝐅𝑛

ידילע

⟨(𝑤1,… ,𝑤𝑛), (𝑧1,… , 𝑧𝑛)⟩ = 𝑐1𝑤1𝑧1 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑤𝑛𝑧𝑛

…,𝑤1)לכל ,𝑤𝑛), (𝑧1,… , 𝑧𝑛) ∈ 𝐅𝑛.

תופיצרהתויצקנופהלשירוטקווהבחרמהלעמתרדגומתויהלהלוכיתימינפהלפכמ.ג

,1−]עטקהלעמתוישממה ידילע[1

⟨ 𝑓, 𝑔⟩ = ∫
1

−1
𝑓 𝑔

,𝑓לכל 𝑔1−]לעמתוישממתופיצרתויצקנופ, 1].

ידילע𝒫(𝐑)לעמתרדגומתויהלהלוכיתימינפהלפכמ.ד

⟨𝑝, 𝑞⟩ = 𝑝(0)𝑞(0) + ∫
1

−1
𝑝′𝑞′

,𝑝לכל 𝑞 ∈ 𝒫(𝐑).

ידילע𝒫(𝐑)לעמתרדגומתויהלהלוכיתימינפהלפכמ.ה

⟨𝑝, 𝑞⟩ = ∫
∞

0
𝑝(𝑥)𝑞(𝑥)𝑒−𝑥 𝑑𝑥

,𝑝לכל 𝑞 ∈ 𝒫(𝐑).

תימינפהלפכמבחרמ:הרדגה6.4

.𝑉לעמתימינפהלפכמףוריצב𝑉ירוטקובחרמאוהתימינפהלפכמבחרמ

תימינפההלפכמהףוריצב𝐅𝑛איהתימינפהלפכמבחרמלרתויבהבושחההמגודה

הלפכמבחרמכ𝐅𝑛־לםיסחייתמרשאכ.ליעלהמגודב)א(ףיעסבתאבומהתידילקואה

אלא,תידילקואהתימינפההלפכמהאיהתימינפההלפכמהיכחינהלםכילע,תימינפ

.תרחאשרופמבןיוצןכםא
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,תימינפהלפכמיבחרמ𝑊־ו𝑉־שתוחנההלעבושובושרוזחלךרטצנאלשידכ

.האבההחנההתאתעכםיחינמונא

,𝑉:ןומיס6.5 𝑊

תימינפהלפכמיבחרמםיגציימ𝑊־ו𝑉,אבהקרפהלשוכרואלו,הזקרפףוסלדע

.𝐅לעמ

ירוטקובחרמאוהתימינפהלפכמבחרמ.ונעציבשלקהינושלהתוויעלבלםישנ

ירוטקובחרמשםירמואונארשאכ.ירוטקובחרמותואלעמתימינפהלפכמףוריצב

𝑉לעמתימינפהלפכמשןובשחבםיחקולונא,תימינפהלפכמבחרמאוה𝑉תברוא

תימינפההלפכמהיהוזשוא(רשקההמהרורבהלפכמהתוהזשואםוקמתברקבהל

.)𝐅𝑛אוהירוטקווהבחרמהשהרקמבתידילקואה

תימינפהלפכמלשםייסיסבםינייפאמ6.6

𝑣לכל.א ∈ 𝑉הקיתעמההיצקנופה,עבוקמ𝑢 ∈ 𝑉לא⟨𝑢, 𝑣⟩הקתעהאיה

.𝐅לא𝑉־מתיראיניל

,0⟩.ב 𝑣⟩ = 𝑣לכל0 ∈ 𝑉.

,𝑣⟩.ג 0⟩ = 𝑣לכל0 ∈ 𝑉.

,𝑢⟩.ד 𝑣 + 𝑤⟩ = ⟨𝑢, 𝑣⟩ + ⟨𝑢,𝑤⟩לכל𝑢, 𝑣,𝑤 ∈ 𝑉.

,𝑢⟩.ה 𝜆𝑣⟩ = 𝜆⟨𝑢, 𝑣⟩לכל𝜆 ∈ 𝐅לכלו𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉.

החכוה

𝑣רובע.א ∈ 𝑉,לשתויראינילה𝑢 ↦ ⟨𝑢, 𝑣⟩תוינגומוהותויביטידאלםיאנתהמתעבונ

.תימינפהלפכמתרדגהבןושארהביכרב

.)א(־מעבונ)ב(ךכיפל.0לא0הקיתעמתיראינילהקתעהלכ.ב

𝑣םא.ג ∈ 𝑉,תימינפהלפכמתרדגהב)תויטימרה(דומצהתיירטמיסתנוכתמיזא

,𝑣⟩־שלבקנ)ב(ףיעסםעדחי 0⟩ = ⟨0, 𝑣⟩ = 0 = 0.

,𝑢־שחיננ.ד 𝑣,𝑤 ∈ 𝑉.יזא

⟨𝑢, 𝑣 + 𝑤⟩ = ⟨𝑣 + 𝑤, 𝑢⟩

= ⟨𝑣, 𝑢⟩ + ⟨𝑤, 𝑢⟩

= ⟨𝑣, 𝑢⟩ + ⟨𝑤, 𝑢⟩

= ⟨𝑢, 𝑣⟩ + ⟨𝑢,𝑤⟩.

𝜆־שחיננ.ה ∈ 𝐅־ו𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉.יזא

⟨𝑢, 𝜆𝑣⟩ = ⟨𝜆𝑣, 𝑢⟩

= 𝜆⟨𝑣, 𝑢⟩

= 𝜆 ⟨𝑣, 𝑢⟩

= 𝜆⟨𝑢, 𝑣⟩.
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תומרונ

םירוטקווהלשתומרונהמהרוקמבהעבנתוימינפתולפכמתרדגהלונלשהיצביטומה

.המרונתעבוקתימינפהלפכמלכיכהארנתעכ.𝐑3־ו𝐑2לעמ

‖𝑣‖,המרונ:הרדגה6.7

𝑣רובע ∈ 𝑉,לשהמרונה𝑣,־בתנמוסמ‖𝑣‖,ידילעתרדגומ

‖𝑣‖ = √⟨𝑣, 𝑣⟩.

תומרונ:המגוד6.8

…,𝑧1)םא.א , 𝑧𝑛) ∈ 𝐅𝑛)יזא,)תידילקואהתימינפההלפכמהףוריצב

‖(𝑧1,… , 𝑧𝑛)‖ = √|𝑧1|2 + ⋯ + |𝑧𝑛|2.

,1−]לעמתוישממתופיצרתויצקנופלשירוטקווהבחרמב𝑓רובע.ב ףוריצבו[1

לבקנ,)ג(6.3־בהנותנהתימינפהלפכמ

‖ 𝑓 ‖ =
√√
⎷

∫
1

−1
𝑓 2.

המרונהלשםייסיסבםינייפאמ6.9

𝑣־שחיננ ∈ 𝑉.

‖𝑣‖.א = 𝑣םא־קרו־םא0 = 0.

‖𝜆𝑣‖.ב = |𝜆| ‖𝑣‖לכל𝜆 ∈ 𝐅.

החכוה

,𝑣⟩־שרחאמתמייקתמהיוצרההאצותה.א 𝑣⟩ = 𝑣םא־קרו־םא0 = 0.

𝜆־שחיננ.ב ∈ 𝐅.יזא

‖𝜆𝑣‖2 = ⟨𝜆𝑣, 𝜆𝑣⟩

= 𝜆⟨𝑣, 𝜆𝑣⟩

= 𝜆𝜆⟨𝑣, 𝑣⟩

= |𝜆|2 ‖𝑣‖2.
.שקובמהןויוושהתאונלתנתונתעכשרושתאצוה

יעובירםעהדובע:יללכןורקיעהשיחממליעלהנקסמב)ב(ףיעסלשהחכוהה

.תומרונהםעהרישיהדובעמרתויהלקללכךרדבתומרונ
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.העירכמהרדגהלםיעיגמונאתעכ

ילנוגותרוא:הרדגה6.10

,𝑢םירוטקוינש 𝑣 ∈ 𝑉םאםיילנוגותרואםיארקנ⟨𝑢, 𝑣⟩ = 0.

תינוויההלימהמהעיגמילנוגותרואהלימה

.תיווז־רשיהתועמשמש,סוֹינְוֹגוֹתרְוֹא

רדסלתובישחןיא,ליעלהרדגהב

,𝑢⟩־שרחאמ,םירוטקווהינש 𝑣⟩ = 0
,𝑣⟩םא־קרו־םא 𝑢⟩ = ־שרמולםוקמב.0

𝑢־ו𝑣־שרמאנםיתיעל,םיילנוגותרוא𝑢
.𝑣־לילנוגותרוא

,𝑢םאיכחיכוהלםכמשקבמ15ליגרת 𝑣־בספאמםינושהםירוטקו𝐑2,יזא

⟨𝑢, 𝑣⟩ = ‖𝑢‖ ‖𝑣‖ cos 𝜃,
תישארבםאצומתדוקנשםיציחכ𝑣־ו𝑢לעםיבשוחשכ(𝑣־ל𝑢ןיבתיווזהאיה𝜃רשאכ

הלפכמלסחיב(םיילנוגותרוא𝐑2־בספאמםינושהםירוטקוינשךכיפל.)םיריצה

תלבקתמההאצות,0הוושםהיניבתיווזהסוניסוקםא־קרו־םא)תידילקואהתימינפה

רשפאךכיפל.רושימהתיירטמואגלשליגרהןבומבםייכנאםירוטקווהםא־קרו־םא

.יכנאהתועמשמשתרדוהמהלימכילנוגותרואהלימהלעבושחל

.הלקהנקסמםעתוילנוגותרואהדומילתאםיחתופונא

0־ותוילנוגותרוא6.11

.𝑉־ברוטקולכלילנוגותרוא0.א

.ומצעלילנוגותרואה𝑉־בדיחיהרוטקווהאוה0.ב

החכוה

,0⟩יכעבקנ)ב(6.6־ביכריכזנ.א 𝑣⟩ = 𝑣לכל0 ∈ 𝑉.

𝑣םא.ב ∈ 𝑉־ו⟨𝑣, 𝑣⟩ = 𝑣יזא,0 = .)תימינפהלפכמתרדגהיפל(0

𝑉יטרפההרקמהרובע = 𝐑2,־מהלעמלינפלרבכהעודיהתייההאבההנקסמה

2,500־מהלעמלינפלהחכוהושדחמהתלגתהןכמרחאלוהקיתעהלבבבהנש3,500

.תירוקמההחכוהההניאןלהלהחכוההשןבומכ.הקיתעהןוויבהנש

סרוגתיפטפשמ6.12

,𝑢־שחיננ 𝑣 ∈ 𝑉.םא𝑢־ו𝑣יזא,םיילנוגותרוא

‖𝑢 + 𝑣‖2 = ‖𝑢‖2 + ‖𝑣‖2.

,𝑢⟩־שחיננהחכוה 𝑣⟩ = יזא.0

‖𝑢 + 𝑣‖2 = ⟨𝑢 + 𝑣, 𝑢 + 𝑣⟩
= ⟨𝑢, 𝑢⟩ + ⟨𝑢, 𝑣⟩ + ⟨𝑣, 𝑢⟩ + ⟨𝑣, 𝑣⟩
= ‖𝑢‖2 + ‖𝑣‖2.
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,𝑢־שחיננ 𝑣 ∈ 𝑉,םע𝑣 ≠ דועו𝑣לשרלקסתלופככ𝑢תאאטבלוננוצרב.0
.ןלהלהנומתבעצומשיפכ,𝑣־לילנוגותרוא𝑤רוטקו

:ילנוגותרואקוריפ

𝑢לשרלקסתלופככאטובמ𝑣־לילנוגותרוארוטקודועו𝑣.

ילנוגותרוארוטקודועו𝑣לשרלקסתלופככ𝑢תאאטבלןתינדציכהחסונהיוליגל

𝑐יהי,𝑣־ל ∈ 𝐅יזא.רלקס

𝑢 = 𝑐𝑣 + (𝑢 − 𝑐𝑣).
𝑢)־לילנוגותרוא𝑣־שךכ𝑐רוחבלונילעךכיפל − 𝑐𝑣).־בםיניינועמונא,ןכל

0 = ⟨𝑢 − 𝑐𝑣, 𝑣⟩ = ⟨𝑢, 𝑣⟩ − 𝑐‖𝑣‖2.
,𝑢⟩־כ𝑐תארוחבלונילעיכונלהרומליעלהאוושמה 𝑣⟩/‖𝑣‖2.לשוזהריחב𝑐תרשפאמ

האבההאוושמהתאבותכלונל

𝑢 =
⟨𝑢, 𝑣⟩
‖𝑣‖2 𝑣 + (𝑢 −

⟨𝑢, 𝑣⟩
‖𝑣‖2 𝑣).

דועו𝑣לשרלקסתלופככ𝑢תאתאטבמןאכתגצומההאוושמה,אדוולםכילעשיפכ
.האבהחתפמהתנקסמתאונחכוהךכיפל.שרופמןפואב𝑣־לילנוגותרוארוטקו

ילנוגותרואקוריפ6.13

,𝑢־שחיננ 𝑣 ∈ 𝑉,םע𝑣 ≠ 𝑐רידגנ.0 =
⟨𝑢, 𝑣⟩
‖𝑣‖2־ו𝑤 = 𝑢 −

⟨𝑢, 𝑣⟩
‖𝑣‖2 𝑣.יזא

⟨𝑤, 𝑣⟩ = 0 םגו 𝑢 = 𝑐𝑣 + 𝑤.

אוהש,ץרווש־ישוקןויווש־יאתחכוהבונתואשמשי6.13ילנוגותרואהקוריפה

.הקיטמתמברתויבםיבושחהתונויווש־יאהמדחאאוהוונלשהאבההנקסמה
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ץרווש־ישוקןויווש־יא6.14

,𝑢־שחיננ 𝑣 ∈ 𝑉.יזא

|⟨𝑢, 𝑣⟩| ≤ ‖𝑢‖ ‖𝑣‖.
.רחאהלשרלקסתלופכאוה𝑣־ו𝑢ןיבמדחאםא־קרו־םאןויוושאוההזןויווש־יא

𝑣םאהחכוה = ־שחינהללכונךכיפל.0םיווששקובמהןויווש־יאהיפגאינשיזא,0

𝑣 ≠ ילנוגותרואהקוריפבןנובתנ.0

𝑢 =
⟨𝑢, 𝑣⟩
‖𝑣‖2 𝑣 + 𝑤

,סרוגתיפטפשמיפל.𝑣־לילנוגותרוא𝑤רשאכ,6.13־בונלביקש

‖𝑢‖2 = ∥
⟨𝑢, 𝑣⟩
‖𝑣‖2 𝑣∥

2
+ ‖𝑤‖2

=
∣⟨𝑢, 𝑣⟩∣2

‖𝑣‖2 + ‖𝑤‖2

≥
∣⟨𝑢, 𝑣⟩∣2

‖𝑣‖2 .6.15

לבקנויעובירשרושאיצונןכמרחאלו𝑣‖2‖־בןויווש־יאהיפגאינשתאליפכנתעכ

.שקובמהןויווש־יאהתא

חיכוה)1857–1789(ישוקיאול־ןטסוגוא

,1859תנשב.1821תנשב)א(6.16תא

יקִסְבְוֹקיָנְוּבּרוטקיוישוקלשודימלת

הסרגהתאחיכוה)1889–1804(

עיפומלהמודבןויווש־יאהלשתילרגטניאה

רחואמםירושערפסמ.)ב(6.16־ב

ץרוושןמרהלשתומודתוילגת,רתוי

וליבוהורתויברםוסרפלוכז)1921–1843(

.הזןויווש־יאלשםשהתוססבתהל

ונלהארמהלעמלהקספבהחכוהה

ןויוושאוהץרווש־ישוקןויווש־יאיכ

הרוקרבדה.ןויווש6.15םא־קרו־םא

𝑤םא־קרו־םא = ,ליעלרומאכלבא.0

𝑤 = 𝑣לשרלקסתלופכ𝑢םא־קרו־םא0
ץרווש־ישוקןויווש־יאךכיפל.)6.13ואר(

לשרלקסתלופכ𝑢םא־קרו־םאןויוושאוה

𝑣וא𝑣לשרלקסתלופכ𝑢)םהינשוא;

םהבשםירקמתוסכלידכרחבנחוסינה

.)0הווש𝑣וא𝑢םירוטקווהינשמדחא

ץרווש־ישוקןויווש־יא:המגוד6.16

…,𝑥1םא.א , 𝑥𝑛, 𝑦1,… , 𝑦𝑛 ∈ 𝐑,יזא

(𝑥1𝑦1 + ⋯ + 𝑥𝑛𝑦𝑛)2 ≤ (𝑥1
2 + ⋯ + 𝑥𝑛

2)(𝑦1
2 + ⋯ + 𝑦𝑛

2),
םירוטקווהלעץרווש־ישוקןויווש־יאםושיימעבונשיפכ

(𝑥1,… , 𝑥𝑛), (𝑦1,… , 𝑦𝑛) ∈ 𝐑𝑛,הליגרהתידילקואהתימינפההלפכמבשומישב.
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,𝑓םא.ב 𝑔1−]לעמתוישממתופיצרתויצקנופ, יזא,[1

∣∫
1

−1
𝑓 𝑔 ∣

2
≤ (∫

1

−1
𝑓 2)(∫

1

−1
𝑔2),

.)ג(6.3המגודלעץרווש־ישוקןויווש־יאםושיימעבונשיפכ

𝑢עלצהךרוא,הזשלושמב + 𝑣ןטק

.𝑣עלצהךרואדועו𝑢עלצהךרואמ

.שלושמהןויווש־יאתארקנהאבההנקסמה

לכךרואשאיהוזהנקסמלשתירטמואגהתונשרפה

יתשלשםיכרואהםוכסמןטקןותנשלושמבעלצ

.תורחאהתועלצה

וקהיכעבונשלושמהןויווש־יאמיכבלםישנ

רשיעטקאוהתודוקניתשןיברתויברצקהרובשה

הרדסמיונבהוקאוהרובשוק(ןהיניברבחמהדיחי

.)הצקהתודוקנבהזלהזםירבוחמהםירשיםיעטקלש

שלושמהןויווש־יא6.17

,𝑢־שחיננ 𝑣 ∈ 𝑉.יזא
‖𝑢 + 𝑣‖ ≤ ‖𝑢‖ + ‖𝑣‖.

ישממרפסמתלופכאוה𝑣־ו𝑢ןיבמדחאםא־קרו־םאןויוושאוההזהןויווש־יאה

.רחאהלשילילש־יא

םייקתמהחכוה

‖𝑢 + 𝑣‖2 = ⟨𝑢 + 𝑣, 𝑢 + 𝑣⟩
= ⟨𝑢, 𝑢⟩ + ⟨𝑣, 𝑣⟩ + ⟨𝑢, 𝑣⟩ + ⟨𝑣, 𝑢⟩
= ⟨𝑢, 𝑢⟩ + ⟨𝑣, 𝑣⟩ + ⟨𝑢, 𝑣⟩ + ⟨𝑢, 𝑣⟩
= ‖𝑢‖2 + ‖𝑣‖2 + 2Re⟨𝑢, 𝑣⟩
≤ ‖𝑢‖2 + ‖𝑣‖2 + 2∣⟨𝑢, 𝑣⟩∣6.18

≤ ‖𝑢‖2 + ‖𝑣‖2 + 2‖𝑢‖ ‖𝑣‖6.19

= (‖𝑢‖ + ‖𝑣‖)2,
ןויווש־יאהיפגאינשלםישרושתאצוהב.)6.14(ץרווש־ישוקןויווש־יאמעבונ6.19רשאכ

.שקובמהןויווש־יאהתאלבקנליעל

ןויוושונלשיםא־קרו־םאןויוושאוהשלושמהןויווש־יאיכהארמליעלהחכוהה

םא־קרו־םאןויוושםייקתמשלושמהןויווש־יאבךכיפל.6.19־בו6.18־ב

6.20 ⟨𝑢, 𝑣⟩ = ‖𝑢‖ ‖𝑣‖.
,𝑢־מדחאםא 𝑣ןוויכב.םייקתמ6.20יזא,רחאהלשילילש־יאישממרפסמתלופכ

עבונ)6.14(ץרווש־ישוקןויווש־יאבןויוושליאנתהמיזא.םייקתמ6.20־שחיננ,ךופהה

,𝑢ןיבמדחאש 𝑣ילילש־יאישממתויהלבייחהזרלקס.רחאהלשרלקסתלופכאוה

.החכוהההמלשוהתאזבו,6.20יפל

.20ליגרתואר,ךופההשלושמהןויווש־יאל
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𝑢םהוזתיליבקמינוסכלא + 𝑣־ו𝑢 − 𝑣.

תיליבקמהללכתארקנהאבההנקסמה

תקנעומהתירטמואגהתונשרפהרואל

יכרואיעובירםוכס,תיליבקמלכב:הל

עבראיכרואיעובירםוכסלהוושםינוסכלאה

ןאכתאבומההחכוההיכבלםישנ.תועלצה

הירטמואגבהצופנהוזמרתויהרישיוהטושפ

.תידילקוא

תיליבקמהללכ6.21

,𝑢־שחיננ 𝑣 ∈ 𝑉.יזא

‖𝑢 + 𝑣‖2 + ‖𝑢 − 𝑣‖2 = 2(‖𝑢‖2 + ‖𝑣‖2).

םייקתמהחכוה

‖𝑢 + 𝑣‖2 + ‖𝑢 − 𝑣‖2 = ⟨𝑢 + 𝑣, 𝑢 + 𝑣⟩ + ⟨𝑢 − 𝑣, 𝑢 − 𝑣⟩

= ‖𝑢‖2 + ‖𝑣‖2 + ⟨𝑢, 𝑣⟩ + ⟨𝑣, 𝑢⟩
+ ‖𝑢‖2 + ‖𝑣‖2 − ⟨𝑢, 𝑣⟩ − ⟨𝑣, 𝑢⟩

= 2(‖𝑢‖2 + ‖𝑣‖2),
.וניצרשיפכ

1וםיליגרת

…,𝑣1םא:תידגנהמגודואיבהואוחיכוה1 , 𝑣𝑚 ∈ 𝑉,יזא
𝑚
∑

𝑗 = 1

𝑚
∑
𝑘=1

⟨𝑣𝑗, 𝑣𝑘⟩ ≥ 0.

𝑆־שחיננ2 ∈ ℒ(𝑉).רידגנ⟨⋅, ידילע1⟨⋅

⟨𝑢, 𝑣⟩1 = ⟨𝑆𝑢, 𝑆𝑣⟩
,𝑢לכל 𝑣 ∈ 𝑉.־שוארה⟨⋅, .יכרע־דח־דח𝑆םא־קרו־םא𝑉לעמתימינפהלפכמ1⟨⋅

,𝑥1))רודסגוזהקיתעמההיצקנופהשוארה.א3 𝑥2), (𝑦1, 𝑦2))ירביאלש𝐑2לא

|𝑥1𝑦1| + |𝑥2𝑦2|לעמתימינפהלפכמהניא𝐑2.

,𝑥1))רודסגוזהקיתעמההיצקנופהשוארה.ב 𝑥2, 𝑥3), (𝑦1, 𝑦2, 𝑦3))ירביאלש

𝐑3לא𝑥1𝑦1 + 𝑥3𝑦3לעמתימינפהלפכמהניא𝐑3.

𝑇־שחיננ4 ∈ ℒ(𝑉)־שךכרוטרפוא‖𝑇𝑣‖ ≤ ‖𝑣‖לכל𝑣 ∈ 𝑉.־שוחיכוה

𝑇 − √2 𝐼יכרע־דח־דח.
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.ישממתימינפהלפכמבחרמ𝑉־שחיננ5

𝑢⟩־שוארה.א + 𝑣, 𝑢 − 𝑣⟩ = ‖𝑢‖2 − ‖𝑣‖2לכל𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉.

,𝑢־לםאשוארה.ב 𝑣 ∈ 𝑉יזא,המרונהתוא𝑢 + 𝑣־לילנוגותרוא𝑢 − 𝑣.

.הזלהזםייכנאןיועמהינוסכלאיכתוארהלידכ)ב(ףיעסבושמתשה.ג

,𝑢־שחיננ6 𝑣 ∈ 𝑉.־שוחיכוה⟨𝑢, 𝑣⟩ = 0 ⟺ ‖𝑢‖ ≤ ‖𝑢 + 𝑎𝑣‖לכל𝑎 ∈ 𝐅.

,𝑢־שחיננ7 𝑣 ∈ 𝑉.־שוחיכוה‖𝑎𝑢+ 𝑏𝑣‖ = ‖𝑏𝑢+ 𝑎𝑣‖לכל𝑎, 𝑏 ∈ 𝐑םא־קרו־םא

‖𝑢‖ = ‖𝑣‖.

,𝑎־שחיננ8 𝑏, 𝑐, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐑־ו𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑥2 + 𝑦2 ≤ ־שוחיכוה.1

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 4𝑥 + 9𝑦 ≤ 10.

,𝑢־שחיננ9 𝑣 ∈ 𝑉־ו‖𝑢‖ = ‖𝑣‖ = ,𝑢⟩־ו1 𝑣⟩ = 𝑢־שוחיכוה.1 = 𝑣.

,𝑢־שחיננ10 𝑣 ∈ 𝑉־ו‖𝑢‖ ≤ ‖𝑣‖־ו1 ≤ ־שוחיכוה.1

√1 − ‖𝑢‖2√1 − ‖𝑣‖2 ≤ 1 − ∣⟨𝑢, 𝑣⟩∣.

,𝑢םירוטקוואצמ11 𝑣 ∈ 𝐑2רוטקווהשךכ𝑢1)לשרלקסתלופכ, 𝑣רוטקווה,(3
,1)־לילנוגותרוא ,1)רוטקווהו,(3 2) = 𝑢 + 𝑣.

,𝑎־שחיננ12 𝑏, 𝑐, 𝑑םייבויחםירפסמ.

𝑎)־שוחיכוה.א + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑)(
1
𝑎

+
1
𝑏

+
1
𝑐

+
1
𝑑
) ≥ 16.

,𝑎םייבויחםירפסמוליארובע.ב 𝑏, 𝑐, 𝑑ןויוושאוהליעלןויווש־יאה?

וארה,קוידרתיב.םיעובירהעצוממלהוושואןטקאוהעצוממלשעובירשוארה13

…,𝑎1םאיכ , 𝑎𝑛 ∈ 𝐑,לשעצוממהעוביריזא𝑎1,… , 𝑎𝑛הוושואןטקאוה

𝑎1לשעצוממל
2,… , 𝑎𝑛

2.

𝑣־שחיננ14 ∈ 𝑉־ו𝑣 ≠ תרַיפֵסְלשדיחיהרביאהאוה‖𝑣/‖𝑣־שוחיכוה.0

𝑢םאיכוחיכוה,קוידרתיב.𝑣־לרתויבבורקה𝑉לשהדיחיה ∈ 𝑉־ו‖𝑢‖ = 1,

יזא

∥𝑣 −
𝑣
‖𝑣‖

∥ ≤ ‖𝑣 − 𝑢‖,

𝑢־שהרקמבקרןויוושםע = 𝑣/‖𝑣‖.

,𝑢־שחיננ15 𝑣־בספאמםינושהםירוטקו𝐑2.־שוחיכוה

⟨𝑢, 𝑣⟩ = ‖𝑢‖ ‖𝑣‖ cos 𝜃,
םאצומתדוקנשםיציחכ𝑣־ו𝑢לעםיבשוחשכ(𝑣־ל𝑢ןיבתיווזהאיה𝜃רשאכ

.)םיריצהתישארב

,𝑢ידילערצונהשלושמהלעםיסוניסוקהטפשמבושמתשה:זמר 𝑣,־ו𝑢 − 𝑣.
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)םיריצהתישארבםאצומשםיציחכםהילעםיבשוחשכ(םירוטקוינשןיבתיווזה16

הרורבהניאהירטמואגהךא.ירטמואגןפואבהרדגהלתנתינ𝐑3וא𝐑2־ב

𝑛רשאכ𝐑𝑛־בהדימהתואב > ספאמםינושהםירוטקוינשןיבתיווזהךכיפל.3

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐑𝑛־כתרדגומ

arccos
⟨𝑥, 𝑦⟩
‖𝑥‖ ‖𝑦‖

,

םיקוקזונאעודמוריבסה.15ליגרתמתעבונוזהרדגהלהיצביטומהרשאכ

.תינויגהוזהרדגהשתוארהלידכץרווש־ישוקןויווש־יאל

יכוחיכוה17

(
𝑛
∑
𝑘=1

𝑎𝑘𝑏𝑘)
2
≤ (

𝑛
∑
𝑘=1

𝑘𝑎𝑘
2)(

𝑛
∑
𝑘=1

𝑏𝑘
2

𝑘
)

…,𝑎1םיישממהםירפסמהלכלםייקתמ , 𝑎𝑛־ו𝑏1,… , 𝑏𝑛.

𝑓־שחיננ.א18 ∶ [1,∞) → םייקתמשוארה.הפיצר(∞,0]

(∫
∞

1
𝑓 )

2
≤ ∫

∞

1
𝑥2( 𝑓 (𝑥))2 𝑑𝑥.

𝑓תופיצרתויצקנופוליארובע.ב ∶ [1,∞) → אוה)א(־בןויווש־יאה(∞,0]

?םייפוסויפגאינששןויווש

…,𝑣1־שחיננ19 , 𝑣𝑛לשסיסב𝑉־ו𝑇 ∈ ℒ(𝑉).םאיכוחיכוה𝜆לשימצעךרע

𝑇,יזא

|𝜆|2 ≤
𝑛
∑

𝑗 = 1

𝑛
∑
𝑘=1

|ℳ(𝑇)𝑗,𝑘|2,

סחיב𝑇לשהצירטמהלש𝑘הדומע,𝑗הרושברביאהתאןמסמℳ(𝑇)𝑗,𝑘רשאכ

…,𝑣1סיסבל , 𝑣𝑛.

,𝑢םאשוחיכוה20 𝑣 ∈ 𝑉,יזא∣ ‖𝑢‖ − ‖𝑣‖ ∣ ≤ ‖𝑢 − 𝑣‖.

ךופההשלושמהןויווש־יארובע.ךופההשלושמהןויווש־יאארקנליעלןויווש־יאה

𝑉רשאכ = 𝐂,דקרפב2ליגרתואר.

,𝑢־שחיננ21 𝑣 ∈ 𝑉־שךכםירוטקו

‖𝑢‖ = 3, ‖𝑢 + 𝑣‖ = 4, ‖𝑢 − 𝑣‖ = 6.
?‖𝑣‖הוושרפסמהזיאל

,𝑢םאשוארה22 𝑣 ∈ 𝑉,יזא

‖𝑢 + 𝑣‖ ‖𝑢 − 𝑣‖ ≤ ‖𝑢‖2 + ‖𝑣‖2.

…,𝑣1־שחיננ23 , 𝑣𝑚 ∈ 𝑉־שךכםירוטקו‖𝑣𝑘‖ ≤ 𝑘לכל1 = 1,… ,𝑚.וארה

…,𝑎1םימייקש , 𝑎𝑚 ∈ ־שךכ{1−,1}

‖𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑣𝑚‖ ≤
√
𝑚.
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‖םא:תידגנהמגודואיבהואוחיכוה24 ⋅ תימינפהלפכמלתכיושמההמרונהאיה‖

,𝑥)םייקיזא,𝐑2לעמ 𝑦) ∈ 𝐑2־שךכ‖(𝑥, 𝑦)‖ ≠ max{|𝑥|, |𝑦|}.

𝑝־שחיננ25 > תכיושמההמרונהשךכ𝐑2לעמתימינפהלפכמתמייקשוחיכוה.0

ידילעהנותנהילא

‖(𝑥, 𝑦)‖ = (|𝑥|𝑝 + |𝑦|𝑝)1/𝑝

,𝑥)לכל 𝑦) ∈ 𝐑2םא־קרו־םא𝑝 = 2.

־שוחיכוה.ישממתימינפהלפכמבחרמ𝑉־שחיננ26

⟨𝑢, 𝑣⟩ =
‖𝑢 + 𝑣‖2 − ‖𝑢 − 𝑣‖2

4
,𝑢לכל 𝑣 ∈ 𝑉.

־שוחיכוה.בכורמתימינפהלפכמבחרמ𝑉־שחיננ27

⟨𝑢, 𝑣⟩ =
‖𝑢 + 𝑣‖2 − ‖𝑢 − 𝑣‖2 + ‖𝑢 + 𝑖𝑣‖2𝑖 − ‖𝑢 − 𝑖𝑣‖2𝑖

4
,𝑢לכל 𝑣 ∈ 𝑉.

היצקנופאיה𝑈ירוטקובחרמלעמהמרונ28

‖ ⋅ ‖ ∶ 𝑈 → [0,∞)
‖𝑢‖־שךכ = ‖𝛼𝑢‖םא־קרו־םא0 = |𝛼|‖𝑢‖,𝑢 = 𝛼לכל0 ∈ 𝐅לכלו𝑢 ∈ 𝑈,

𝑢‖־ו + 𝑣‖ ≤ ‖𝑢‖ + ‖𝑣‖לכל𝑢, 𝑣 ∈ 𝑈.ללכתאתמייקמההמרונשוחיכוה

‖םאשוארה,תורחאםילימב(תימינפהלפכמבהאצומתיליבקמה ⋅ המרונ‖

,⋅⟩תימינפהלפכמתמייקיזא,תיליבקמהללכתאתמייקמה𝑈לעמ 𝑈לעמ⟨⋅
‖𝑢‖־שךכ = ⟨𝑢, 𝑢⟩1/2לכל𝑢 ∈ 𝑈(.

…,𝑉1־שחיננ29 ,𝑉𝑚האוושמהיכוארה.תימינפהלפכמיבחרמ

⟨(𝑢1,… , 𝑢𝑚), (𝑣1,… , 𝑣𝑚)⟩ = ⟨𝑢1, 𝑣1⟩ + ⋯ + ⟨𝑢𝑚, 𝑣𝑚⟩
𝑉1לעמתימינפהלפכמהרידגמ × ⋯ × 𝑉𝑚.

𝑘לכל,ינמיהףגאבליעליוטיבב = 1,… ,𝑚,תימינפההלפכמה⟨𝑢𝑘, 𝑣𝑘⟩תנייצמ

…,𝑉1םיבחרמהמדחאלכלשןכתיי.𝑉𝑘לעמתימינפההלפכמהתא ,𝑉𝑚הלפכמשי

.תולפכמהלכלההזןומיסבשומישהתורמל,הנושתימינפ

,𝑢רובע.ישממתימינפהלפכמבחרמ𝑉־שחיננ30 𝑣,𝑤, 𝑥 ∈ 𝑉,ורידגה

⟨𝑢 + 𝑖𝑣,𝑤 + 𝑖𝑥⟩𝐂 = ⟨𝑢,𝑤⟩ + ⟨𝑣, 𝑥⟩ + (⟨𝑣,𝑤⟩ − ⟨𝑢, 𝑥⟩)𝑖.

,⋅⟩־שוארה.א ⋅⟩𝐂תאתכפוהןכא𝑉𝐂בכורמתימינפהלפכמבחרמל.

,𝑢םאשוארה.ב 𝑣 ∈ 𝑉,יזא

⟨𝑢, 𝑣⟩𝐂 = ⟨𝑢, 𝑣⟩ םגו ‖𝑢 + 𝑖𝑣‖𝐂
2 = ‖𝑢‖2 + ‖𝑣‖2.

.𝑉𝐂בוכרימתרדגהרובע2אהדיחיב8ליגרתואר
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,𝑢־שחיננ31 𝑣,𝑤 ∈ 𝑉.־שוחיכוה

∥𝑤 − 1
2(𝑢 + 𝑣)∥2 =

‖𝑤 − 𝑢‖2 + ‖𝑤 − 𝑣‖2

2
−

‖𝑢 − 𝑣‖2

4
.

,𝑢־שהנוכתהםע𝑉לשהצובק־תת𝐸־שחיננ32 𝑣 ∈ 𝐸־שררוג
1
2(𝑢 + 𝑣) ∈ 𝐸.

𝑤יהי ∈ 𝑉.־בתחאהדוקנרתויהלכלתמייקשוארה𝐸־לרתויבהבורקה𝑤.
𝑢רתויהלכלשישוארה,תורחאםילימב ∈ 𝐸־שךכדחא

‖𝑤 − 𝑢‖ ≤ ‖𝑤 − 𝑥‖
𝑥לכל ∈ 𝐸.

,𝑓־שחיננ33 𝑔־מתוריזגתויצקנופ𝐑לא𝐑𝑛.

־שוארה.א

⟨ 𝑓 (𝑡), 𝑔(𝑡)⟩′ = ⟨ 𝑓 ′(𝑡), 𝑔(𝑡)⟩ + ⟨ 𝑓 (𝑡), 𝑔′(𝑡)⟩.
∥־ויבויחרפסמ𝑐־שחיננ.ב 𝑓 (𝑡)∥ = 𝑐לכל𝑡 ∈ 𝐑.־שוארה⟨ 𝑓 ′(𝑡), 𝑓 (𝑡)⟩ = 0

𝑡לכל ∈ 𝐑.

קישמהרוטקווהלשםיחנומב)ב(ףיעסבהאצותלתירטמואגתונשרפוקינעה.ג

.םיריצהתישארבהזכרמש𝐑𝑛־בהרָיפֵסְלעחנומהםוקעל

𝑓היצקנופ ∶ 𝐑 → 𝐑𝑛תוריזגתויצקנופתומייקםאהרָיזִגְּתארקנ𝑓1,… , 𝑓𝑛־מ𝐑
𝑓־שךכ𝐑לא (𝑡) = ( 𝑓1(𝑡),… , 𝑓𝑛(𝑡))לכל𝑡 ∈ 𝐑.לכל,ףסונב𝑡 ∈ 𝐑,תרזגנה

𝑓 ′(𝑡) ∈ 𝐑𝑛ידילעתרדגומ𝑓 ′(𝑡) = ( 𝑓1
′(𝑡),… , 𝑓𝑛

′(𝑡)).

טפשמםגארקנ(ןוכיתהטפשמתאחיכוהלידכתימינפהלפכמבושמתשה34

,𝑎ויתועלצךרואששלושמב:)סוינולופא 𝑏,־ו𝑐,יהי𝑑תדוקנמעטקהךרוא

יזא.לוממשדוקדוקהלא𝑐הכרואשעלצהלשעצמאה

𝑎2 + 𝑏2 = 1
2𝑐

2 + 2𝑑2.
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𝑝םיימעפהריזגהתישממהיצקנופלשΔ𝑝ןאיסלפלה.𝑛יבויחםלשרפסמעַבֵּקַנ35ְ
ידילעתרדגומה𝐑𝑛לעמהיצקנופהאוה𝐑𝑛לעמ

Δ𝑝 =
𝜕2𝑝
𝜕𝑥1

2 + ⋯ +
𝜕2𝑝
𝜕𝑥𝑛

2 .

Δ𝑝םאתינומרהתארקנ𝑝היצקנופה = םע(יראינילףוריצאוה𝐑𝑛לעמםונילופ.0

𝑥1הרוצהמתויצקנופלש)𝐑־בםימדקמ
𝑚1 ⋯𝑥𝑛

𝑚𝑛,רשאכ𝑚1,… ,𝑚𝑛םירפסמ

ינומרהםונילופםייקשוחיכוה.𝐑𝑛לעמםונילופ𝑞־שחיננ.םיילילש־יאםימלש

𝑝לעמ𝐑𝑛־שךכ𝑝(𝑥) = 𝑞(𝑥)לכל𝑥 ∈ 𝐑𝑛םע‖𝑥‖ = 1.

איההזליגרתךרוצלתעדלםכילעשתוינומרהתויצקנופלתעגונההדיחיההדבועה

𝑝(𝑥)־ו𝐑𝑛לעמתינומרההיצקנופ𝑝םאש = 𝑥לכל0 ∈ 𝐑𝑛םע‖𝑥‖ = יזא,1

𝑝 = 0.

𝑞הרוצבאוה𝑝יוצרהינומרההםונילופהיכהיהיריבסשוחינ:זמר + (1 − ‖𝑥‖2)𝑟
𝑞־שךכ𝐑𝑛לעמ𝑟םונילופםייקשוחיכוה.והשלכ𝑟םונילופרובע + (1 − ‖𝑥‖2)𝑟
ידילעםיאתמירוטקובחרמלעמ𝑇רוטרפואתרדגהתועצמאבינומרה

𝑇𝑟 = Δ((1 − ‖𝑥‖2)𝑟)

.לעןכלויכרע־דח־דח𝑇־שוארהו

תימִינִפְּהלָפֵּכְמַלׁשֶבחָרְמֶבְּ

,המָמָדְבִּםיׁשִגָּפְנִםירִוֹטקְוֶינֵׁשְ

תינִבְתַּהַלׁשֶטלָחְמֻּהַהּכָּרְעֶוְ

.המָרְוֹנבְּהמָרְוֹנלפֶכֶּלעַהלֶעֲיַאֹל

—ילִנָוֹגוֹתרְוֹאקוּרפֵּ:החָכָוֹההַ

;בצָּנִּׁשֶביכִרְוּליבִּקְמַביכִרְ

,ילִמָרְוֹפדעַצַ,סרָוֹגתָיפִּטפַּׁשְמִ

.בצָּעֻמְרבָכְּןוֹיוְשִּׁהַ־יאִוְ

?םיֵּקַתְמִןוֹיוְׁשִּהַיתַמָוּ

:הזֶלׁשֶירִלָקָסְלפֶכֶּהזֶםאִקרַ

,םלֵּעַתְמִזאָבצָּנִּהַביכִרְהָ

.הזֶחֱנֶדחָאֶוקַלעַרוּפּסִּהַלכָוְ

,רדָּגְמֻתיוִזָלׁשֶסוּניסִוֹק—ןאכָּמִ

.ראָשְׁנִתחַאַלְתחַאַסוּנימִןיבֵּסחַיַּהַיכִּ

Fable(דולק— 5(

Shakespearean:טלק sonnet on Cauchy–Schwarz inequality in Hebrew
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םיילמרונותרואםיסיסב2ו

טדימש־םרגךילהתותוילמרונותרואתומישר

ילמרונותרוא:הרדגה6.22

1איההמישרברוטקולכלשהמרונהםאתילמרונותרואתארקנםירוטקותמישר•
.המישרבםירוטקווהראשלכלילנוגותרוארוטקולכו

…,𝑒1םירוטקותמישר,תורחאםילימב• , 𝑒𝑚־ב𝑉םאתילמרונותרואאיה

⟨𝑒𝑗, 𝑒𝑘⟩ =
⎧{
⎨{⎩

1 if 𝑗 = 𝑘,
0 if 𝑗 ≠ 𝑘

,𝑗לכל 𝑘 ∈ {1,… ,𝑚}.

תוילמרונותרואתומישר:המגוד6.23

.תילמרונותרואהמישראוה𝐅𝑛לשיטרדנטסהסיסבה.א

).ב 1
√3

, 1
√3

, 1
√3

), (− 1
√2

, 1
√2

, .𝐅3־בתילמרונותרואהמישראיה(0

).ג 1
√3

, 1
√3

, 1
√3

), (− 1
√2

, 1
√2

, 0), ( 1
√6

, 1
√6

,− 2
√6

.𝐅3־בתילמרונותרואהמישראיה(

,אדוולםכממשקבמ4ליגרתשיפכיזא.יבויחםלשרפסמ𝑛־שחיננ.ד

1
√2𝜋

,
cos 𝑥
√
𝜋

,
cos 2𝑥

√
𝜋

,… ,
cos 𝑛𝑥

√
𝜋

,
sin 𝑥
√
𝜋

,
sin 2𝑥

√
𝜋

,… ,
sin 𝑛𝑥

√
𝜋

לשירוטקווהבחרמה,𝐶[−𝜋,𝜋]־בםירוטקולשתילמרונותרואהמישראיה

תימינפההלפכמהםע[𝜋,𝜋−]לעמתוישממתופיצרתויצקנופ

⟨ 𝑓, 𝑔⟩ = ∫
𝜋

−𝜋
𝑓 𝑔.

תמגודתוירוזחמתועפותלםילדומתיינבבץופנוזתילמרונותרואהמישרבשומישה

.לפשותואג

תימינפההלפכמבשומישבתימינפהלפכמבחרמל𝒫2(𝐑)תאםיכפוהונאשחיננ.ה

ידילעהנותנה

⟨𝑝, 𝑞⟩ = ∫
1

−1
𝑝𝑞

,𝑝לכל 𝑞 ∈ 𝒫2(𝐑).1יטרדנטסהסיסבה, 𝑥, 𝑥2לש𝒫2(𝐑)ילמרונותרואוניא,

המרונברוטקולכקלחנרשאכ.1־מהנושוזהמישרבםירוטקווהלשהמרונהןכש

,2√/1המישרהתאלבקנולש √3/2𝑥, √5/2𝑥2,1איהרוטקולכלשהמרונההבש,
ןושארהםירוטקווה,םלוא.ישילשהוןושארהםירוטקוולילנוגותרואינשהרוטקווהו

הארנבורקב.תילמרונותרואהניאוזהמישרךכיפל.םיילנוגותרואםניאישילשהו

,1יטרדנטסהסיסבהךותמתילמרונותרואהמישרתונבלדציכ 𝑥, 𝑥2)המגודואר

6.34(.
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הנקסמההשיחממשיפכ,דחוימןפואבהדובעלתוחונןהתוילמרונותרואתומישר

.האבה

ילמרונותרואיראינילףוריצלשהמרונ6.24

…,𝑒1־שחיננ , 𝑒𝑚־בתילמרונותרואםירוטקותמישר𝑉.יזא

‖𝑎1𝑒1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑒𝑚‖2 = |𝑎1|2 + ⋯ + |𝑎𝑚|2

…,𝑎1לכל , 𝑎𝑚 ∈ 𝐅.

הנשנורזוחםושיימתעבונוזהנקסמ,1איה𝑒𝑘רוטקולכלשהמרונהשרחאמהחכוה

.)6.12(סרוגתיפטפשמלש

.האבההבושחההרישיההאצותהתעבונוזהנקסממ

תיראינילתויולתיתלבתוילמרונותרואתומישר6.25

.תיראינילהיולתיתלבאיהםירוטקולשתילמרונותרואהמישרלכ

…,𝑒1־שחיננהחכוה , 𝑒𝑚־בםירוטקולשתילמרונותרואהמישר𝑉־ו𝑎1,… , 𝑎𝑚 ∈ 𝐅
־שךכ

𝑎1𝑒1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑒𝑚 = 0.
𝑎1|2|יזא +⋯+ |𝑎𝑚|2 = ךכיפל.0םהםי־𝑎𝑘־הלכשאיהרבדהתועמשמ,)6.24יפל(0

𝑒1,… , 𝑒𝑚תיראינילהיולתיתלב.

.הברתובישחלעבןויווש־יאלםיעיגמונאתעכ

לסֶבֶּןויווש־יא6.26

…,𝑒1־שחיננ , 𝑒𝑚־בםירוטקולשתילמרונותרואהמישר𝑉.םא𝑣 ∈ 𝑉יזא

∣⟨𝑣, 𝑒1⟩∣
2 + ⋯ + ∣⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩∣2 ≤ ‖𝑣‖2.

𝑣־שחיננהחכוה ∈ 𝑉.יזא

𝑣 = ⟨𝑣, 𝑒1⟩𝑒1 + ⋯ + ⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩𝑒𝑚⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑢

+ 𝑣 − ⟨𝑣, 𝑒1⟩𝑒1 − ⋯ − ⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩𝑒𝑚⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑤

.

𝑘םא.ליעלהאוושמבגצומהןפואבםירדגומ𝑤־ו𝑢ויהי ∈ {1,… ,𝑚},יזא

⟨𝑤, 𝑒𝑘⟩ = ⟨𝑣, 𝑒𝑘⟩ − ⟨𝑣, 𝑒𝑘⟩⟨𝑒𝑘, 𝑒𝑘⟩ = ,𝑤⟩־שעבונןאכמ.0 𝑢⟩ = לעיכקיסנתעכ.0

סרוגתיפטפשמיפ

‖𝑣‖2 = ‖𝑢‖2 + ‖𝑤‖2

≥ ‖𝑢‖2

= ∣⟨𝑣, 𝑒1⟩∣
2 + ⋯ + ∣⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩∣2,

.6.24־מתעבונהנורחאההרושהרשאכ
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הלפכמיבחרמרקחברתויבםיישומישהםיגשומהדחאתאהגיצמהאבההרדגהה

.תימינפ

ילמרונותרואסיסב:הרדגה6.27

םגאיהש𝑉־בםירוטקולשתילמרונותרואהמישראוה𝑉לשילמרונותרואסיסב

.𝑉לשסיסב

.𝐅𝑛לשילמרונותרואסיסבאוהיטרדנטסהסיסבה,המגודל

םיילמרונותרואםיסיסבןהםיאתמהךרואבתוילמרונותרואתומישר6.28

הכרואש𝑉־בםירוטקולשתילמרונותרואהמישרלכיזא.יפוסדמממ𝑉־שחיננ

dim𝑉לשילמרונותרואסיסבאיה𝑉.

היולתיתלבאיה𝑉־בםירוטקולשתילמרונותרואהמישרלכ,6.25יפלהחכוה

.2.38ואר—סיסבאיהםיאתמהךרואבוזכשהמישרלכךכיפל.תיראיניל

𝐅4לשילמרונותרואסיסב:המגוד6.29

־שהארנתעכ.𝐅4לשילמרונותרואסיסבאוהיטרדנטסהסיסבה,ליעלןיוצשיפכ

( 1
2 , 1

2 , 1
2 , 1

2), ( 1
2 , 1

2 ,− 1
2 ,− 1

2), ( 1
2 ,− 1

2 ,− 1
2 , 1

2), (− 1
2 , 1

2 ,− 1
2 , 1

2)
.𝐅4לשילמרונותרואסיסבאוהםג

םייקתמ

∥( 1
2 , 1

2 , 1
2 , 1

2)∥ = √ 1
22 + 1

22 + 1
22 + 1

22 = 1.
.1איההמישרבםירחאהםירוטקווהתשולשלשהמרונה,המודןפואב

־שךכלבלםישנ

⟨( 1
2 , 1

2 , 1
2 , 1

2), ( 1
2 , 1

2 ,− 1
2 ,− 1

2)⟩ = 1
2 ⋅ 1

2 + 1
2 ⋅ 1

2 + 1
2 ⋅ (− 1

2) + 1
2 ⋅ (− 1

2) = 0.
.0הוושליעלהמישרבםינושםירוטקוינשלכלשתימינפההלפכמה,המודןפואב

תבתילמרונותרואהמישרונידיבשישןוויכמ.תילמרונותרואליעלהמישרהךכיפל

לשילמרונותרואסיסבאיהוזהמישר,𝐅4ידממ־עבראירוטקובחרמבםירביאהעברא

𝐅4)6.28יפל(.

…,𝑒1סיסבןתניהב,יללכןפואב , 𝑒𝑛לש𝑉רוטקוו𝑣 ∈ 𝑉,תמייקיכםיעדויונא

…,𝑎1םירלקסלשיהשלכהריחב , 𝑎𝑛 ∈ 𝐅־שךכ

𝑣 = 𝑎1𝑒1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑒𝑛.

…,𝑎1םיכרעהבושיח , 𝑎𝑛בושיחךילהתתויהללוכיליעלהאוושמהתאומייקישךכ

סיסברובעיכהארמהאבההנקסמה,םלוא.𝑉לשיתורירשסיסברובעךורא

𝑎𝑘בשחלאוהתושעלונילעשלכ—הלקהלועפברבודמילמרונותרוא = ⟨𝑣, 𝑒𝑘⟩.
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תארקנ‖𝑣‖רובעןלהלהחסונה

1799תנשבהמסרופאיה.לבַסֶרְפָּןויווש

.היירופרוטלשרשקהב

תכפוההאבההנקסמהדציכבלםישנ

תימינפהלפכמבחרמלכתוגהנתהתא

𝑛לשוזלהמודלידממ־𝐅𝑛,דיקפתתארשאכ

םיאלממ𝐅𝑛־ברוטקולשתוטנידרואוקה

⟨𝑣, 𝑒1⟩,… , ⟨𝑣, 𝑒𝑛⟩.

ילמרונותרואסיסבלשיראינילףוריצכרוטקויוטיב6.30

…,𝑒1־שחיננ , 𝑒𝑛לשילמרונותרואסיסב𝑉־ו𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉.יזא

𝑣.א = ⟨𝑣, 𝑒1⟩𝑒1 + ⋯ + ⟨𝑣, 𝑒𝑛⟩𝑒𝑛,

𝑣‖2‖.ב = ∣⟨𝑣, 𝑒1⟩∣
2 + ⋯ + ∣⟨𝑣, 𝑒𝑛⟩∣

2
,

,𝑢⟩.ג 𝑣⟩ = ⟨𝑢, 𝑒1⟩⟨𝑣, 𝑒1⟩ + ⋯ + ⟨𝑢, 𝑒𝑛⟩⟨𝑣, 𝑒𝑛⟩.

…,𝑒1־שרחאמהחכוה , 𝑒𝑛לשסיסב𝑉,םירלקסםימייק𝑎1,… , 𝑎𝑛־שךכ

𝑣 = 𝑎1𝑒1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑒𝑛.
…,𝑒1־שרחאמ , 𝑒𝑛יפגאינשלשתימינפההלפכמהבושיחב,ילמרונותרואסיסב

,𝑣⟩לבקנ𝑒𝑘םעהאוושמה 𝑒𝑘⟩ = 𝑎𝑘.םייקתמ)א(ךכיפל.

.6.24־ו)א(־מתורישיעבונ)ב(תעכ

תלעפהב)ג(תאלבקנזאו)א(לשףגאלכםע𝑢לשתימינפההלפכמהתאבשחנ

.])ה(6.6־ו)ד(6.6[תימינפההלפכמהלשינשהביכרהלעדומצהלשתויראינילה

יראינילףוריצלםימדקמתאיצמ:המגוד6.31

,1)רוטקווהתאאטבלונילעשחיננ 2, 4, 7) ∈ 𝐅4סיסבהלשיראינילףוריצכ

ילמרונותרואה

( 1
2 , 1

2 , 1
2 , 1

2), ( 1
2 , 1

2 ,− 1
2 ,− 1

2), ( 1
2 ,− 1

2 ,− 1
2 , 1

2), (− 1
2 , 1

2 ,− 1
2 , 1

2)
העבראבתויראינילתואוושמעבראלשתכרעמרותפלםוקמב.6.29המגודמ𝐅4לש

ונא,ילמרונותרואסיסבםעםידבועונייהאלמלאתושעלונילעהיהשיפכ,םימלענ

,1)יכלבקנו)א(6.30־בםישמתשמותוימינפתולפכמעבראםיבשחמטושפ 2, 4, 7)
־להווש

7( 1
2 , 1

2 , 1
2 , 1

2) − 4( 1
2 , 1

2 ,− 1
2 ,− 1

2) + ( 1
2 ,− 1

2 ,− 1
2 , 1

2) + 2(− 1
2 , 1

2 ,− 1
2 , 1

2).

םיאצומונאךיא,םיילמרונותרואםיסיסבלשתלעותהתאםיניבמונאשכתעכ

)ג(6.3־בהעיפומהתימינפההלפכמהףוריצב𝒫𝑚(𝐑)־לשיםאה,המגודל?םתוא

.ולאתולאשלתובושתהלאונתואליבותהאבההנקסמה?ילמרונותרואסיסב

דרְהַרְאֶ־ו)1916–1850(םרָגְּןסֶרְדֶפֶּןגֶרְוֹי

תוירלופופלומרת)1959–1876(טדְימִשְׁ

תומישרתיינבלהזםתירוגלאלש

.תוילמרונותרוא

החכוהבםישמתשמובשםתירוגלאה

קינעמאוה.טדימש־םרגךילהתארקנןלהל

תיראינילהיולתיתלבהמישרתכיפהלהטיש

ההזהסירפםעתילמרונותרואהמישרל

.תירוקמההמישרל
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טדימש־םרגךילהת6.32

…,𝑣1־שחיננ , 𝑣𝑚־בםירוטקולשתיראינילהיולתיתלבהמישר𝑉.יהי𝑓1 = 𝑣1.

𝑘רובע = 2,… ,𝑚,רידגנ𝑓𝑘ידילעיביטקודניאןפואב

𝑓𝑘 = 𝑣𝑘 −
⟨𝑣𝑘, 𝑓1⟩
‖ 𝑓1‖2 𝑓1 − ⋯ −

⟨𝑣𝑘, 𝑓𝑘−1⟩
‖ 𝑓𝑘−1‖2 𝑓𝑘−1.

𝑘לכל = 1,… ,𝑚,יהי𝑒𝑘 =
𝑓𝑘

‖ 𝑓𝑘‖
…,𝑒1יזא. , 𝑒𝑚םירוטקולשתילמרונותרואהמישר

־שךכ𝑉־ב

span(𝑣1,… , 𝑣𝑘) = span(𝑒1,… , 𝑒𝑘)
𝑘לכל = 1,… ,𝑚.

הקידבבליחתנ.תמייקתמהיוצרההאצותהיכ𝑘לעהיצקודניאבהארנהחכוה

𝑘רובע = 𝑒1־שרחאמיכבלםישנ:1 = 𝑓1/‖ 𝑓1‖,־שונלביק‖𝑒1‖ = ,ףסונב;1

span(𝑣1) = span(𝑒1)ןכש𝑒1לשספאמהנושההלופכ𝑣1.

1־שחיננ < 𝑘 ≤ 𝑚המישרהו𝑒1,… , 𝑒𝑘−1המישראיה6.32ידילעהרצונש

־שךכתילמרונותרוא

6.33 span(𝑣1,… , 𝑣𝑘−1) = span(𝑒1,… , 𝑒𝑘−1).
…,𝑣1־שרחאמ , 𝑣𝑚־שירה,תיראינילהיולתיתלב𝑣𝑘 ∉ span(𝑣1,… , 𝑣𝑘−1).ךכיפל

𝑣𝑘 ∉ span(𝑒1,… , 𝑒𝑘−1) = span( 𝑓1,… , 𝑓𝑘−1),־שררוגשהמ𝑓𝑘 ≠ ונניאןכל.0

הקיפמולשהמרונברוטקותקולח.6.32־בהנותנה𝑒𝑘תרדגהב0־בהקולחםיעצבמ

‖𝑒𝑘‖ךכיפל;1המרונםעשדחרוטקו = 1.

𝑗יהי ∈ {1,… , 𝑘 − יזא.{1

⟨𝑒𝑘, 𝑒𝑗⟩ =
1

‖ 𝑓𝑘‖ ‖ 𝑓𝑗‖
⟨ 𝑓𝑘, 𝑓𝑗⟩

=
1

‖ 𝑓𝑘‖ ‖ 𝑓𝑗‖
⟨𝑣𝑘 −

⟨𝑣𝑘, 𝑓1⟩
‖ 𝑓1‖2 𝑓1 − ⋯ −

⟨𝑣𝑘, 𝑓𝑘−1⟩
‖ 𝑓𝑘−1‖2 𝑓𝑘−1, 𝑓𝑗⟩

=
1

‖ 𝑓𝑘‖ ‖ 𝑓𝑗‖
(⟨𝑣𝑘, 𝑓𝑗⟩ − ⟨𝑣𝑘, 𝑓𝑗⟩)

= 0.
…,𝑒1ךכיפל , 𝑒𝑘תילמרונותרואהמישראיה.

𝑣𝑘־שםיאורונא,6.32־בהנותנה𝑒𝑘תרדגהמ ∈ span(𝑒1,… , 𝑒𝑘).הזןותנבוליש

־שונלהארמ6.33םע

span(𝑣1,… , 𝑣𝑘) ⊆ span(𝑒1,… , 𝑒𝑘).
־התמישרו,החנההיפלםי־𝑣־התמישר(תיראינילתויולתיתלבליעלתומישרהיתש

𝑒אוהליעלבחרמה־יתתינשדממךכיפל.)6.25־ותוילמרונותרואהתוכזבםי־𝑘,ןכלו
.החכוההתאךכיפלוהיצקודניאהדעצתאונמלשהךכבו,םיוושםה
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𝒫2(𝐑)לשילמרונותרואסיסב:המגוד6.34

תימינפההלפכמבשומישבתימינפהלפכמבחרמל𝒫2(𝐑)תאםיכפוהונאשחיננ

האבה

⟨𝑝, 𝑞⟩ = ∫
1

−1
𝑝𝑞

,𝑝לכל 𝑞 ∈ 𝒫2(𝐑).1יכםיעדויונא, 𝑥, 𝑥2לשסיסב𝒫2(𝐑),סיסבוניאלבא

ךילהתםושייתועצמאב𝒫2(𝐑)לשילמרונותרואסיסבאצמנונא.ילמרונותרוא

𝑣1םע,טדימש־םרג = 1, 𝑣2 = 𝑥,־ו𝑣3 = 𝑥2.

𝑓1חקינשךכבליחתנ = 𝑣1 = ‖ךכיפל.1 𝑓1‖2 = ∫1
−1 1 = 6.32־בהחסונהןכל.2

־שונלתרמוא

𝑓2 = 𝑣2 −
⟨𝑣2, 𝑓1⟩
‖ 𝑓1‖2 𝑓1 = 𝑥 −

⟨𝑥, 1⟩
‖ 𝑓1‖2 = 𝑥,

,𝑥⟩־שרחאמםייקתמןורחאהןויוושהרשאכ 1⟩ = ∫1
−1 𝑡 𝑑𝑡 = 0.

‖־שתררוג𝑓2רובעליעלהחסונה 𝑓2‖2 = ∫1
−1 𝑡2 𝑑𝑡 = 2

6.32־בהחסונהתעכ.3

־שונלתרמוא

𝑓3 = 𝑣3 −
⟨𝑣3, 𝑓1⟩
‖ 𝑓1‖2 𝑓1 −

⟨𝑣3, 𝑓2⟩
‖ 𝑓2‖2 𝑓2 = 𝑥2 − 1

2⟨𝑥
2, 1⟩ − 3

2⟨𝑥
2, 𝑥⟩𝑥 = 𝑥2 − 1

3 .

־שתררוג𝑓3רובעליעלהחסונה

‖ 𝑓3‖2 = ∫
1

−1
(𝑡2 − 1

3)
2
𝑑𝑡 = ∫

1

−1
(𝑡4 − 2

3 𝑡
2 + 1

9) 𝑑𝑡 = 8
45 .

,𝑓1םירוטקווהמדחאלכתקולח,תעכ 𝑓2, 𝑓3המישרהתאןתיתולשהמרונב

תילמרונותרואה

√ 1
2 , √ 3

2𝑥, √ 45
8 (𝑥2 − 1

3).
המישרןכל.𝒫2(𝐑)לשדממהוהזש,םירביאהשולששיליעלתילמרונותרואההמישרב

.]6.28יפל[𝒫2(𝐑)לשילמרונותרואסיסבאיהוזתילמרונותרוא

.םיילמרונותרואםיסיסבלשםמויקתלאשלעתונעלונתלוכיבתעכ

ילמרונותרואסיסבלשומויק6.35

.ילמרונותרואסיסבשייפוסדמממתימינפהלפכמבחרמלכל

טדימש־םרגךילהתתאםשיינ.𝑉לשסיסברחבנ.יפוסדמממ𝑉־שחיננהחכוה

אוההכרואשתילמרונותרואהמישרלבקנךכמהאצותכו,רחבנהסיסבהלע)6.32(

dim𝑉.לשילמרונותרואסיסבאיהוזתילמרונותרואהמישר,6.28יפל𝑉.

המישרלכשאלא,ילמרונותרואסיסבםייקשדבלבוזאלשתעדלךרטצנםימעפל

לשהאבההרישיההאצותה.ילמרונותרואסיסבלהמלשהלתנתינתילמרונותרוא

.תירשפאדימתוזכהמלשהיכהארמטדימש־םרגךילהת
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ילמרונותרואסיסבלהמלשהלתנתינתילמרונותרואהמישרלכ6.36

םירוטקולשתילמרונותרואהמישרלכםילשהלןתיניזא.יפוסדמממ𝑉־שחיננ

.𝑉לשילמרונותרואסיסבידכל𝑉־ב

…,𝑒1־שחיננהחכוה , 𝑒𝑚־בםירוטקולשתילמרונותרואהמישראיה𝑉.יזא

𝑒1,… , 𝑒𝑚סיסבידכלהמלשהלתנתינוזהמישרןכל.)6.25יפל(תיראינילהיולתיתלב

𝑒1,… , 𝑒𝑚, 𝑣1,… , 𝑣𝑛לש𝑉)לע)6.32(טדימש־םרגךילהתתאםשיינתעכ.)2.32ואר

𝑒1,… , 𝑒𝑚, 𝑣1,… , 𝑣𝑛,תילמרונותרואההמישרהתאהאצותכלבקנו

𝑒1,… , 𝑒𝑚, 𝑓1,… , 𝑓𝑛;
םירוטקווה𝑚תאריאשתטדימש־םרגךילהתידילעתנתינשהחסונה,הזהרקמב

סיסבאיהליעלהמישרה.םיילמרונותרוארבכםהשרחאמיונישאללםינושארה

.6.28יפל𝑉לשילמרונותרוא

:ךכתיארנאיהםאהנוילעתישלושמתארקנהצירטמיכריכזנ

⎛⎜⎜⎜
⎝

∗ ∗
⋱

0 ∗
⎞⎟⎟⎟
⎠

,

תויבכוכהו,0םיוושןוסכלאהתחתםירביאהלכשןייצמליעלהצירטמב0־הרשאכ
.וילעמוןוסכלאהלעםירביאהתאןמסלתושמשמ

הצירטמהיהתרוטרפואלשךכלקיפסמויחרכהיאנתונקפיס,ןורחאהקרפב

הלפכמיבחרמבםיקסועונאשכתעכ.)5.44ואר(והשלכסיסבלסחיבהנוילעתישלושמ

הצירטמונלשיוילאסחיברשאילמרונותרואסיסבםייקםאהתעדלהצרנ,תימינפ

הצירטמרוטרפואלהיהתששרדנהיאנתהיכהארמהאבההנקסמה.הנוילעתישלושמ

רובעשרדנההזלההזיאנתאוהוהשלכילמרונותרואסיסבלסחיבהנוילעתישלושמ

.יתורירשסיסבלסחיבהנוילעתישלושמהצירטמ

והשלכילמרונותרואסיסבלסחיבהנוילעתישלושמהצירטמ6.37

𝑇־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ ∈ ℒ(𝑉).־לשייזא𝑇הנוילעתישלושמהצירטמ

𝑇לשילמינימהםונילופהםא־קרו־םא𝑉לשוהשלכילמרונותרואסיסבלסחיב
𝑧)־להווש − 𝜆1)⋯ (𝑧 − 𝜆𝑚)רובע𝜆1,… , 𝜆𝑚־בםהשלכ𝐅.

…,𝑣1־לסחיבהנוילעתישלושמהצירטמ𝑇־לשישחיננהחכוה , 𝑣𝑛והשלכסיסב

…,span(𝑣1ךכיפל.𝑉לש , 𝑣𝑘)תחתרומש𝑇לכל𝑘 = 1,… , 𝑛)5.39ואר(.

…,𝑣1לעטדימש־םרגךילהתםושיי , 𝑣𝑛ילמרונותרואסיסבבינמ𝑒1,… , 𝑒𝑛לש𝑉.
־שרחאמ

span(𝑒1,… , 𝑒𝑘) = span(𝑣1,… , 𝑣𝑘)
…,span(𝑒1יכםיקיסמונא,)6.32ואר(𝑘לכל , 𝑒𝑘)תחתרומש𝑇לכל𝑘 = 1,… , 𝑛.

ילמרונותרואהסיסבלסחיבהנוילעתישלושמהצירטמ𝑇־לשי,5.39יפל,ךכיפל

𝑒1,… , 𝑒𝑛.החכוההתמלשהל5.44־בושמתשהתעכ.
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החכוהםסרפ)1941–1875(רוּשׁישי

.1909תנשבהאבההנקסמל

םיבכורמםיירוטקוםיבחרמרובע

לשבושחםושייאיההאבההנקסמה

הסרגל20ליגרתואר.תמדוקההנקסמה

.תינמז־ובםירוטרפוארפסמלעםושיילתנתינהרוּשׁלשקוריפהטפשמלש

רוּשׁלשקוריפהטפשמ6.38

תישלושמהצירטמשייפוסדמממבכורמתימינפהלפכמבחרמלעמרוטרפואלכל

.והשלכילמרונותרואסיסבלסחיבהנוילע

היינשהותסרגבהרבגלאהלשידוסיהטפשמהמרישיןפואבתעבונוזהנקסמהחכוה

.6.37הנקסממו)4.13(

תימינפהלפכמיבחרמלעמםייראינילםילנויצקנופ

ןרובעונרדגה,דחוימדיקפתשי𝐅םירלקסההדשלאתויראינילתוקתעהלשרחאמ

תואבומוללהתורדגהה.6גהדיחיבןהלשירוטקווהבחרמהרובעםגומכדחוימםש

.6גהדיחילעםתגלידשהרקמלבושןאכ

′𝑉,ילאודבחרמ,יראיניללנויצקנופ:הרדגה6.39

.𝐅לא𝑉־מתיראינילהקתעהאוה𝑉לעמיראיניללנויצקנופ•

םילנויצקנופהלכלשירוטקווהבחרמהאוה,′𝑉־בןמוסמה,𝑉לשילאודהבחרמה•

′𝑉,תורחאםילימב.𝑉לעמםייראינילה = ℒ(𝑉, 𝐅).

𝐅3לעמיראיניללנויצקנופ:המגוד6.40

𝜑היצקנופה ∶ 𝐅3 → 𝐅ידילעתרדגומה

𝜑(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3) = 2𝑧1 − 5𝑧2 + 𝑧3

הרוצבהזהיראינילהלנויצקנופהתאבותכללכונ.𝐅3לעמיראיניללנויצקנופאיה

𝜑(𝑧) = ⟨𝑧,𝑤⟩
𝑧לכל ∈ 𝐅3,רשאכ𝑤 = (2,−5, 1).

𝒫5(𝐑)לעמיראיניללנויצקנופ:המגוד6.41

𝜑היצקנופה ∶ 𝒫5(𝐑) → 𝐑ידילעתרדגומה

𝜑(𝑝) = ∫
1

−1
𝑝(𝑡)(cos(𝜋𝑡)) 𝑑𝑡

.𝒫5(𝐑)לעמיראיניללנויצקנופאיה
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שיידירפלשומשלעתארקנהאבההנקסמה

רפסמחיכוהרשא,)1956–1880(סיר

םימודהםירשעההאמהתישארבםיטפשמ

.וזהנקסמלדואמ

𝑣םא ∈ 𝑉,תאתחלושההקתעההיזא

𝑢לא⟨𝑢, 𝑣⟩לעמיראיניללנויצקנופאיה𝑉.
לנויצקנופלכיכתעבוקהאבההנקסמה

,המגודל.וזההרוצהמאוה𝑉לעמיראיניל

𝑣חקינ = (2,−5, .6.40המגודב(1

ךכידילעתימינפהלפכמבחרמל𝒫5(𝐑)ירוטקווהבחרמהתאםיכפוהונאשחיננ

,𝑝⟩רידגנש 𝑞⟩ = ∫1
−1 𝑝𝑞.תארידגנ𝜑םייקיכוילאמןבומרבדהןיא.6.41המגודבכ

𝑞 ∈ 𝒫5(𝐑)־שךכ

∫
1

−1
𝑝(𝑡)(cos(𝜋𝑡)) 𝑑𝑡 = ⟨𝑝, 𝑞⟩

𝑝לכל ∈ 𝒫5(𝐑)]רידגהלןתינאל𝑞(𝑡) = cos(𝜋𝑡)לשוזהריחבשרחאמ𝑞הניא

ןכא:המתדימבהעיתפמהאצותונתואתדמלמהאבההנקסמה.]𝒫5(𝐑)לשרביא

𝑞םונילופםייק ∈ 𝒫5(𝐑)לכלתמייקתמליעלהאוושמהשךכ𝑝 ∈ 𝒫5(𝐑).

סירלשהגצההטפשמ6.42

דיחירוטקוםייקיזא.𝑉לעמיראיניללנויצקנופ𝜑־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ

𝑣 ∈ 𝑉־שךכ

𝜑(𝑢) = ⟨𝑢, 𝑣⟩
𝑢לכל ∈ 𝑉.

𝑣רוטקוםייקןכאשהארנהליחתהחכוה ∈ 𝑉־שךכ𝜑(𝑢) = ⟨𝑢, 𝑣⟩לכל𝑢 ∈ 𝑉.

…,𝑒1יהי , 𝑒𝑛לשילמרונותרואסיסב𝑉.יזא

𝜑(𝑢) = 𝜑(⟨𝑢, 𝑒1⟩𝑒1 + ⋯ + ⟨𝑢, 𝑒𝑛⟩𝑒𝑛)

= ⟨𝑢, 𝑒1⟩𝜑(𝑒1) + ⋯ + ⟨𝑢, 𝑒𝑛⟩𝜑(𝑒𝑛)

= ⟨𝑢,𝜑(𝑒1)𝑒1 + ⋯ + 𝜑(𝑒𝑛)𝑒𝑛⟩
𝑢לכל ∈ 𝑉,תרדגהבךכיפל.)א(6.30־מעבונןושארהןויוושהרשאכ

6.43 𝑣 = 𝜑(𝑒1)𝑒1 + ⋯ + 𝜑(𝑒𝑛)𝑒𝑛,
𝜑(𝑢)לבקנ = ⟨𝑢, 𝑣⟩לכל𝑢 ∈ 𝑉,וניצרשיפכ.

𝑣דחארוטקוקריכחיכונתעכ ∈ 𝑉־שחיננ.היוצרההנוכתהתאםייקמ

𝑣1, 𝑣2 ∈ 𝑉־שךכםה

𝜑(𝑢) = ⟨𝑢, 𝑣1⟩ = ⟨𝑢, 𝑣2⟩
𝑢לכל ∈ 𝑉.יזא

0 = ⟨𝑢, 𝑣1⟩ − ⟨𝑢, 𝑣2⟩ = ⟨𝑢, 𝑣1 − 𝑣2⟩
𝑢לכל ∈ 𝑉.תריחב𝑢 = 𝑣1 − 𝑣2־שונלהארמ𝑣1 − 𝑣2 = 𝑣1ךכיפל.0 = 𝑣2,תאזבו

.הנקסמהלשתודיחיהקלחתחכוההמלשוה
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סירלשהגצההטפשמתאשיחממהבושיח:המגוד6.44

𝑞םונילופאוצמלםיצורונאשחיננ ∈ 𝒫2(𝐑)־שךכ

6.45 ∫
1

−1
𝑝(𝑡)(cos(𝜋𝑡)) 𝑑𝑡 = ∫

1

−1
𝑝𝑞

𝑝םונילופלכל ∈ 𝒫2(𝐑).תאךופהנ,ךכםשל𝒫2(𝐑)ידילעתימינפהלפכמבחרמל

,𝑝⟩תארידגנשךכ 𝑞⟩רובעליעלהאוושמהלשינמיהףגאכ𝑝, 𝑞 ∈ 𝒫2(𝐑).בלםישנ

𝑝לש𝒫2(𝐑)־בתימינפההלפכמלהוושוניאליעלהאוושמהלשילאמשהףגאהיכ
𝑡היצקנופהו ↦ cos(𝜋𝑡)םונילופהניאהנורחאההיצקנופהןכש.

ידילע𝒫2(𝐑)לעמ𝜑יראיניללנויצקנופרידגנ

𝜑(𝑝) = ∫
1

−1
𝑝(𝑡)(cos(𝜋𝑡)) 𝑑𝑡

𝑝לכל ∈ 𝒫2(𝐑).תאוילעםשיינו6.34המגודמילמרונותרואהסיסבבשמתשנתעכ

𝑝םאןכאשתוארלידכסירלשהגצההטפשמלשהחכוההמ6.43החסונ ∈ 𝒫2(𝐑),

𝜑(𝑝)יזא = ⟨𝑝, 𝑞⟩,רשאכ

𝑞(𝑥) = (∫
1

−1
√ 1

2 cos(𝜋𝑡) 𝑑𝑡)√ 1
2 + (∫

1

−1
√ 3

2 𝑡 cos(𝜋𝑡) 𝑑𝑡)√ 3
2𝑥

+ (∫
1

−1
√ 45

8 (𝑡2 − 1
3) cos(𝜋𝑡) 𝑑𝑡)√ 45

8 (𝑥2 − 1
3).

יכונלהארמהאוושמהלעםשוימהילמיסטיניפניאןובשחטעמ

𝑞(𝑥) = 15
2𝜋2 (1 − 3𝑥2).

𝑞אוצמלוננוצרבםאשהארמךילהתהותוא ∈ 𝒫5(𝐑)לכלםייקתמ6.45־שךכ

𝑝 ∈ 𝒫5(𝐑),רוחבלונילעיזא

𝑞(𝑥) = 105
8𝜋4 ((27 − 2𝜋2) + (24𝜋2 − 270)𝑥2 + (315 − 30𝜋2)𝑥4).

תאונלהקינעמ6.43יזא.𝑉לעמיראיניללנויצקנופ𝜑־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ

םייקמה𝑣רוטקוולהחסונה

𝜑(𝑢) = ⟨𝑢, 𝑣⟩
𝑢לכל ∈ 𝑉.ונלביק,קוידרתיל

𝑣 = 𝜑(𝑒1)𝑒1 + ⋯ + 𝜑(𝑒𝑛)𝑒𝑛.
…,𝑒1ילמרונותרואהסיסבביולתהארנליעלהאוושמהלשינמיהףגאה , 𝑒𝑛םגומכ

לשינמיהףגאהךכיפל.𝜑ידילעדיחיןפואבעבקנ𝑣־שתעבוק6.42,םלוא.𝜑־ב

…,𝑒1ילמרונותרואהסיסבהתוהזבתולתאללוניעברתונליעלהאוושמה , 𝑒𝑛לש𝑉
.רחבנש

.3והדיחיב13ליגרתףסונבו6.58ואר,סירלשהגצההטפשמלתופסונתוחכוהיתשל
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2וםיליגרת

…,𝑒1־שחיננ1 , 𝑒𝑚־בםירוטקותמישר𝑉־שךכ

‖𝑎1𝑒1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑒𝑚‖2 = |𝑎1|2 + ⋯ + |𝑎𝑚|2

…,𝑎1לכל , 𝑎𝑚 ∈ 𝐅.־שוארה𝑒1,… , 𝑒𝑚תילמרונותרואהמישר.

.6.24־בהאצותהלשךופההןוויכהתאקפסמהזליגרת

𝜃־שחיננ.א2 ∈ 𝐑.תומישרהיתששוארה

(cos 𝜃, sin 𝜃), (− sin 𝜃, cos 𝜃) ־ו (cos 𝜃, sin 𝜃), (sin 𝜃,− cos 𝜃)
.𝐑2לשםיילמרונותרואםיסיסב

תחאידילעהנותנההרוצהמאוה𝐑2לשילמרונותרואסיסבלכשוארה.ב

.)א(ףיעסבתויורשפאהיתשמ

…,𝑒1־שחיננ3 , 𝑒𝑚־בתילמרונותרואהמישר𝑉־ו𝑣 ∈ 𝑉.־שוחיכוה

‖𝑣‖2 = ∣⟨𝑣, 𝑒1⟩∣
2 + ⋯ + ∣⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩∣2 ⟺ 𝑣 ∈ span(𝑒1,… , 𝑒𝑚).

־שוחיכוה.יבויחםלשרפסמ𝑛־שחיננ4
1

√2𝜋
,
cos 𝑥
√
𝜋

,
cos 2𝑥

√
𝜋

,… ,
cos 𝑛𝑥

√
𝜋

,
sin 𝑥
√
𝜋

,
sin 2𝑥

√
𝜋

,… ,
sin 𝑛𝑥

√
𝜋

תויצקנופלשירוטקווהבחרמה,𝐶[−𝜋,𝜋]־בםירוטקולשתילמרונותרואהמישר

תימינפהלפכמםע[𝜋,𝜋−]לעמתוישממתופיצר

⟨ 𝑓, 𝑔⟩ = ∫
𝜋

−𝜋
𝑓 𝑔.

.תואבהתואחסונבורזעה:זמר

(sin 𝑥)(cos 𝑦) =
sin(𝑥 − 𝑦) + sin(𝑥 + 𝑦)

2

(sin 𝑥)(sin 𝑦) =
cos(𝑥 − 𝑦) − cos(𝑥 + 𝑦)

2

(cos 𝑥)(cos 𝑦) =
cos(𝑥 − 𝑦) + cos(𝑥 + 𝑦)

2

𝑓־שחיננ5 ∶ [−𝜋,𝜋] → 𝐑ילילש־יאםלשרפסמלכל.הפיצר𝑘,ורידגה

𝑎𝑘 = 1
√

𝜋
∫

𝜋

−𝜋
𝑓 (𝑥) cos(𝑘𝑥) 𝑑𝑥 םגו 𝑏𝑘 = 1

√
𝜋

∫
𝜋

−𝜋
𝑓 (𝑥) sin(𝑘𝑥) 𝑑𝑥.

־שוחיכוה

𝑎0
2

2
+

∞
∑
𝑘=1

(𝑎𝑘
2 + 𝑏𝑘

2) ≤ ∫
𝜋

−𝜋
𝑓 2.

𝑓תופיצרהתויצקנופהלכלןויוושהשעמלאוהליעלןויווש־יאה ∶ [−𝜋,𝜋] → 𝐑.

רוטתוקינכטבשומיששורדיןויוושהשעמלאוההזןויווש־יאיכחיכוהל,םלוא

.הזרפסלשומוחתמתוגרוחההיירופ
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…,𝑒1־שחיננ6 , 𝑒𝑛לשילמרונותרואסיסב𝑉.

…,𝑣1םאשוחיכוה.א , 𝑣𝑛־בםירוטקו𝑉־שךכ

‖𝑒𝑘 − 𝑣𝑘‖ <
1

√
𝑛

…,𝑣1יזא,𝑘לכל , 𝑣𝑛לשסיסב𝑉.
…,𝑣1םימייקשוארה.ב , 𝑣𝑛 ∈ 𝑉־שךכ

‖𝑒𝑘 − 𝑣𝑘‖ ≤
1

√
𝑛

…,𝑣1לבא,𝑘לכל , 𝑣𝑛תיראינילהיולתיתלבהניא.

ןיידעאוההריעזהדימבשבוששילמרונותרואסיסביכ)א(ףיעסבעבוקהזליגרת

/1רפסמהשהארמ)ב(ףיעסןכמרחאל.סיסב
√
𝑛ןויווש־יאהלשינמיהףגאב

.רתויהובגתויהללוכיוניא)א(ףיעסב

𝑇־לשישחיננ7 ∈ ℒ(𝐑3)סיסבלסחיבהנוילעתישלושמהצירטמ

(1, 1, 2), (1, 1, 1), (1, 0, וילאסחיברשא𝐑3לשילמרונותרואסיסבואצמ.(0

.הנוילעתישלושמהצירטמ𝑇־לשי

,𝑝⟩תרדגהתועצמאבתימינפהלפכמבחרמל𝒫2(𝐑)תאוכפה8 𝑞⟩ = ∫1
0 𝑝𝑞לכל

𝑝, 𝑞 ∈ 𝒫2(𝐑).

,1סיסבהלעטדימש־םרגךילהתתאוליעפה.א 𝑥, 𝑥2ילמרונותרואסיסבתריציל

.𝒫2(𝐑)לש

הצירטמשי𝒫2(𝐑)לעמ)′𝑝לא𝑝קיתעמהרוטרפואה(הריזגהרוטרפואל.ב

,1סיסבלסחיבהנוילעתישלושמ 𝑥, 𝑥2,ואצמ.ילמרונותרואסיסבוניאאוהש

ילמרונותרואהסיסבלסחיב𝒫2(𝐑)לעמהריזגהרוטרפואלשהצירטמהתא

הפוצמכ,הנוילעתישלושמהצירטמןכאוזיכואדוו)א(ףיעסבונרציש

.6.37לשהחכוההמ

…,𝑒1־שחיננ9 , 𝑒𝑚יתלבהמישרלעטדימש־םרגךילהתתלעפהתאצותאוה

…,𝑣1תיראינילהיולת , 𝑣𝑚־ב𝑉.־שוחיכוה⟨𝑣𝑘, 𝑒𝑘⟩ > 𝑘לכל0 = 1,… ,𝑚.

…,𝑣1־שחיננ10 , 𝑣𝑚־בתיראינילהיולתיתלבהמישר𝑉.המישרהעודמוריבסה

)6.32(טדימש־םרגךילהתלשתואחסונהתועצמאבתרצונהתילמרונותרואה

…,𝑒1הדיחיהתילמרונותרואההמישרהאיה , 𝑒𝑚־ב𝑉־שךכ⟨𝑣𝑘, 𝑒𝑘⟩ > ־ו0

span(𝑣1,… , 𝑣𝑘) = span(𝑒1,… , 𝑒𝑘)לכל𝑘 = 1,… ,𝑚.

.הזליגרתלשהנקסמבשומישםיעצבמונא7.58לשהחכוהב

𝑞םונילופואצמ11 ∈ 𝒫2(𝐑)־שךכ𝑝( 1
2) = ∫1

0 𝑝𝑞לכל𝑝 ∈ 𝒫2(𝐑).

𝑞םונילופואצמ12 ∈ 𝒫2(𝐑)־שךכ

∫
1

0
𝑝(𝑥) cos(𝜋𝑥) 𝑑𝑥 = ∫

1

0
𝑝𝑞

𝑝לכל ∈ 𝒫2(𝐑).
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…,𝑣1המישרשוארה13 , 𝑣𝑚־בםירוטקולש𝑉םא־קרו־םאתיראינילהיולתאיה

𝑓𝑘הקיפמ6.32־בטדימש־םרגתחסונ = 𝑘רובע0 ∈ {1,… ,𝑚}והשלכ.

םאההעיבקלתוצירטמגורידלסואגלשץוליחהתטישלהפולחקפסמהזליגרת

.תיראינילהיולתתימינפהלפכמבחרמבםירוטקותמישר

…,𝑣1־וישממתימינפהלפכמבחרמ𝑉־שחיננ14 , 𝑣𝑚תיראינילהיולתיתלבהמישר

…,𝑒1תוילמרונותרואתומישר2𝑚קוידבתומייקיכוחיכוה.𝑉־בםירוטקולש , 𝑒𝑚
־שךכ𝑉־בםירוטקולש

span(𝑣1,… , 𝑣𝑘) = span(𝑒1,… , 𝑒𝑘)
𝑘לכל ∈ {1,… ,𝑚}.

,⋅⟩־שחיננ15 ,⋅⟩־ו1⟨⋅ ,𝑢⟩־שךכ𝑉לעמתוימינפתולפכמןה2⟨⋅ 𝑣⟩1 = 0
,𝑢⟩םא־קרו־םא 𝑣⟩2 = ,𝑢⟩־שךכ𝑐יבויחרפסמםייקשוחיכוה.0 𝑣⟩1 = 𝑐⟨𝑢, 𝑣⟩2
,𝑢לכל 𝑣 ∈ 𝑉.

,םיילנוגותרואםירוטקולשתוגוזםתואתוימינפתולפכמיתשלםאשהארמהזליגרת

.תרחאהתימינפההלפכמהלשרלקסתלופכאיהתוימינפהתולפכמהמתחאלכיזא

,⋅⟩־שחיננ.יפוסדמממ𝑉־שחיננ16 ⋅⟩1, ⟨⋅, םע𝑉לעמתוימינפתולפכמ2⟨⋅

‖תומרונה ⋅ ‖־ו1‖ ⋅ 𝑣‖1‖־שךכ𝑐יבויחרפסמםייקשוחיכוה.המאתהב2‖ ≤ 𝑐‖𝑣‖2
𝑣לכל ∈ 𝑉.

𝐅־שחיננ17 = 𝐂־ו𝑉םאשוחיכוה.יפוסדמממ𝑇לעמרוטרפואאוה𝑉1־שךכ
‖𝑇𝑣‖־ו𝑇לשדיחיהימצעהךרעהאוה ≤ ‖𝑣‖לכל𝑣 ∈ 𝑉,יזא𝑇רוטרפואאוה

.תוהזה

…,𝑢1־שחיננ18 , 𝑢𝑚־בתיראינילהיולתיתלבהמישר𝑉.םייקשוארה𝑣 ∈ 𝑉ךכ

,𝑢𝑘⟩־ש 𝑣⟩ = 𝑘לכל1 ∈ {1,… ,𝑚}.

…,𝑣1־שחיננ19 , 𝑣𝑛לשסיסב𝑉.סיסבםייקשוחיכוה𝑢1,… , 𝑢𝑛לש𝑉־שךכ

⟨𝑣𝑗, 𝑢𝑘⟩ =
⎧{
⎨{⎩

0 if 𝑗 ≠ 𝑘,
1 if 𝑗 = 𝑘.

𝐅־שחיננ20 = 𝐂, 𝑉־ו,יפוסדמממℰ ⊆ ℒ(𝑉)־שךכ

𝑆𝑇 = 𝑇𝑆
𝑆,𝑇לכל ∈ ℰ.לשילמרונותרואסיסבםייקשוחיכוה𝑉לכלוילאסחיברשא

.הנוילעתישלושמהצירטמשיℰ־ברביא

)תימינפהלפכמיבחרמלשרשקהב(5ההדיחיב)ב(9ליגרתתאקזחמהזליגרת

.ילמרונותרואהיהישרוחבלרשפאאוההליגרתבסיסבהתאיכעבוקשךכב

𝐅־שחיננ21 = 𝐂,־ו𝑉יפוסדמממ,𝑇 ∈ ℒ(𝑉),דחאלכלשטלחומהךרעהו

𝜖יהי.1־מןטק𝑇לשםיימצעהםיכרעהמ > יבויחםלשרפסמםייקשוחיכוה.0

𝑚־שךכ∥𝑇𝑚𝑣∥ ≤ 𝜖‖𝑣‖לכל𝑣 ∈ 𝑉.
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,𝐶[−1־שחיננ22 לעמתופיצרתוישממתויצקנופלשירוטקווהבחרמהאוה[1

,1−]עטקה ידילעתרדגומהתימינפהלפכמםע[1

⟨ 𝑓, 𝑔⟩ = ∫
1

−1
𝑓 𝑔

,𝑓לכל 𝑔 ∈ 𝐶[−1, ,𝐶[−1לעמיראינילהלנויצקנופה𝜑יהי.[1 לערדגומה[1

)𝜑ידי 𝑓 ) = 𝑓 𝑔םייקאלשוארה.(0) ∈ 𝐶[−1, ־שךכ[1

𝜑( 𝑓 ) = ⟨ 𝑓, 𝑔⟩
𝑓לכל ∈ 𝐶[−1, 1].

ירוטקובחרמלעמםייקתמוניא)6.42(סירלשהגצההטפשמיכהארמהזליגרת

.𝜑־ו𝑉־לעגונבתופסונתוחנהאלליפוסניאדמממ

,𝑢לכל23 𝑣 ∈ 𝑉,ורידגה𝑑(𝑢, 𝑣) = ‖𝑢 − 𝑣‖.

.𝑉לעמהקירטמאיה𝑑־שוארה.א
תרדסלכ,רמולכ(𝑉לעמהמלשהקירטמ𝑑יזא,יפוסדמממ𝑉םאשוארה.ב

.)תסנכתמהרדסאיהישוק

סחיב(𝑉לשהרוגסהצובק־תתאוה𝑉לשיפוסדמממבחרמ־תתלכשוארה.ג
.)𝑑הקירטמל

.םיירטמםיבחרמםעתורכיהשרודהזליגרת

ןוילעהטפשמהתיבבתוילנוגותרוא

ב״הראלשןוילעהטפשמהתיבינפבקיתגציימןמדירפדר׳צירםיטפשמלרוספורפ

:2010תנשב

הנודנההיגוסלילנוגותרואןיטולחלאוה,אוההןיינעהשרובסינא:ןמדירפרמ

—בהריכמרבכהנידמהשרחאמ

?המןיטולחל.החילס:סטרבורטפושהןוילעהטפשמהתיבאישנ

.יטנוולראל.רושקאל.הרשיתיווז.ילנוגותרוא:ןמדירפרמ

.םההא:סטרבורטפושהןוילעהטפשמהתיבאישנ

.ותואיתבהא?הזהראותהםשהיההמ:הילקסטפושה

.ילנוגותרוא:ןמדירפרמ

.ילנוגותרוא:סטרבורטפושהןוילעהטפשמהתיבאישנ

.ןוכנ,ןוכנ:ןמדירפרמ

).קוחצ(.והוה,ילנוגותרוא:הילקסטפושה

).קוחצ(.יתייעבתויהלךלוההזהקיתהשיתעדי:ידנקטפושה
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רועזמתויעבוםיילנוגותרואםימילשמ3ו

םיילנוגותרואםימילשמ

⟂𝑈,ילנוגותרואםילשמ:הרדגה6.46

אוה,⟂𝑈ידילעןמוסמה,𝑈לשילנוגותרואהםילשמהיזא,𝑉לשהצובק־תת𝑈םא

:𝑈־ברוטקולכלםיילנוגותרואה𝑉־בםירוטקווהלכתצובק
𝑈⟂ = {𝑣 ∈ 𝑉 ∶ ⟨𝑢, 𝑣⟩ = 0 לכל 𝑢 ∈ 𝑈}.

תימינפההלפכמהבחרמ,םלוא.𝑈־בםגומכ𝑉־ביולת⟂𝑈ילנוגותרואהםילשמה

𝑉ןומיסהמטמשומאוהךכיפלו,רשקההמרורבתויהלדימתרומא.

םיילנוגותרואםימילשמ:המגוד6.47

𝑉םא• = 𝐑3־ו𝑈לשהצובק־תת𝑉2)הדיחיההדוקנהמתבכרומה, 3, ⟂𝑈יזא,(5

,𝑥)}רושימהאוה 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐑3 ∶ 2𝑥 + 3𝑦 + 5𝑧 = 0}.

𝑉םא• = 𝐑3־ו𝑈רושימהאוה{(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐑3 ∶ 2𝑥 + 3𝑦 + 5𝑧 = אוה⟂𝑈יזא,{0

,2𝑡)}רשיה 3𝑡, 5𝑡) ∶ 𝑡 ∈ 𝐑}.

רשיהאוה⟂𝑈יזא,םיריצהתישארךרדרבועה𝐑3־ברושימ𝑈םא,יללכןפואב•

.𝑈־לךנואמוםיריצהתישארךרדרבועה

ךרדרבועהרושימהאוה⟂𝑈יזא,םיריצהתישארךרדרבועה𝐑3־ברשי𝑈םא•

.𝑈־לךנואמוםיריצהתישאר

𝑉םא• = 𝐅5־ו𝑈 = {(𝑎, 𝑏, 0, 0, 0) ∈ 𝐅5 ∶ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐅},יזא

𝑈⟂ = {(0, 0, 𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐅5 ∶ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐅}.

…,𝑒1םא• , 𝑒𝑚, 𝑓1,… , 𝑓𝑛לשילמרונותרואסיסב𝑉,יזא

(span(𝑒1,… , 𝑒𝑚))⟂ = span( 𝑓1,… , 𝑓𝑛).

.הרדגההמתועבונהתורישיתוכלשהרפסמבחתפנ

ילנוגותרואםילשמלשתונוכת6.48

.𝑉לשבחרמ־תת⟂𝑈יזא,𝑉לשהצובק־תת𝑈םא.א

⟂{0}.ב = 𝑉.

⟂𝑉.ג = {0}.

𝑈יזא,𝑉לשהצובק־תת𝑈םא.ד ∩ 𝑈⟂ ⊆ {0}.

𝐺־ו𝑉לשהצובק־יתת𝐻־ו𝐺םא.ה ⊆ 𝐻,יזא𝐻⟂ ⊆ 𝐺⟂.
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החכוה

,𝑢⟩יזא.𝑉לשהצובק־תת𝑈־שחיננ.א 0⟩ = 𝑢לכל0 ∈ 𝑈;0ךכיפל ∈ 𝑈⟂.

𝑣,𝑤־שחיננ ∈ 𝑈⟂.םא𝑢 ∈ 𝑈,יזא

⟨𝑢, 𝑣 + 𝑤⟩ = ⟨𝑢, 𝑣⟩ + ⟨𝑢,𝑤⟩ = 0 + 0 = 0.
𝑣ךכיפל + 𝑤 ∈ 𝑈⟂,־שהארמשהמ𝑈⟂רוביחהתלועפתחתרוגס.

𝜆־שחיננ,המודןפואב ∈ 𝐅־ו𝑣 ∈ 𝑈⟂.םא𝑢 ∈ 𝑈,יזא

⟨𝑢, 𝜆𝑣⟩ = 𝜆⟨𝑢, 𝑣⟩ = 𝜆 ⋅ 0 = 0.
𝜆𝑣ךכיפל ∈ 𝑈⟂,־שהארמשהמ𝑈⟂ךכיפל.רלקסבלפכתלועפתחתרוגס𝑈⟂

.𝑉לשבחרמ־תת

𝑣־שחיננ.ב ∈ 𝑉.0⟩יזא, 𝑣⟩ = 𝑣־שררוגשהמ,0 ∈ ⟂{0}ךכיפל.⟂{0} = 𝑉.

𝑣־שחיננ.ג ∈ 𝑉⟂.יזא⟨𝑣, 𝑣⟩ = 𝑣־שררוגשהמ,0 = ⟂𝑉ךכיפל.0 = {0}.

𝑢־ו𝑉לשהצובק־תת𝑈־שחיננ.ד ∈ 𝑈 ∩ 𝑈⟂.יזא⟨𝑢, 𝑢⟩ = ־שררוגשהמ,0

𝑢 = 𝑈ךכיפל.0 ∩ 𝑈⟂ ⊆ {0}.

𝐺־ו𝑉לשהצובק־יתת𝐻־ו𝐺־שחיננ.ה ⊆ 𝐻.־שחיננ𝑣 ∈ 𝐻⟂.יזא⟨𝑢, 𝑣⟩ = 0
𝑢לכל ∈ 𝐻,־שררוגשהמ⟨𝑢, 𝑣⟩ = 𝑢לכל0 ∈ 𝐺.ןכל𝑣 ∈ 𝐺⟂.ךכיפל

𝐻⟂ ⊆ 𝐺⟂.

𝑊־ו𝑈לשרשיהםוכסהאוה𝑉יזא,𝑉לשבחרמ־יתת𝑊־ו𝑈םאשריכזנ
𝑉בותכנ( = 𝑈 ⊕ 𝑊(לשרביאלכםא𝑉־ברוטקווכדיחיןפואבהביתכלןתינ𝑈
𝑉םא־קרו־םאהרוקרבדה,ןכלערתי.)1.41ואר(𝑊־ברוטקודועו = 𝑈 + 𝑊־ו

𝑈 ∩ 𝑊 = .)1.46ואר({0}

לשיעבטקוריפלליבומ𝑉לשיפוסדמממבחרמ־תתלכיכהארמהאבההנקסמה

𝑉הלוכיןלהלהנקסמהיכהשיחממההמגודל16ליגרתואר.רשיםוכסתועצמאב

.יפוסדמממ𝑈בחרמ־תתהיכהחנההאלללשכיהל

ולשילנוגותרואהםילשמהובחרמ־תתלשרשיםוכס6.49

יזא.יפוסדמממ𝑉לשבחרמ־תת𝑈־שחיננ

𝑉 = 𝑈 ⊕ 𝑈⟂.

יכהארנהליחתהחכוה

𝑉 = 𝑈 + 𝑈⟂.
𝑣־שחיננ,ךכךרוצל ∈ 𝑉.יהי𝑒1,… , 𝑒𝑚לשילמרונותרואסיסב𝑈.תאבותכלהצרנ

𝑣־ברוטקולשםוכסכ𝑈־לילנוגותרוארוטקוו𝑈.
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םייקתמ

6.50 𝑣 = ⟨𝑣, 𝑒1⟩𝑒1 + ⋯ + ⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩𝑒𝑚⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑢

+ 𝑣 − ⟨𝑣, 𝑒1⟩𝑒1 − ⋯ − ⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩𝑒𝑚⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑤

.

לכשרחאמ.)6.26תחכוהבונישעשיפכ(ליעלהאוושמבעיפומשיפכםירדגומ𝑤־ו𝑢ויהי

𝑒𝑘 ∈ 𝑈,יכםיאורונא𝑢 ∈ 𝑈.־שרחאמ𝑒1,… , 𝑒𝑚תילמרונותרואםירוטקותמישר,

𝑘לכל = 1,… ,𝑚לבקנ

⟨𝑤, 𝑒𝑘⟩ = ⟨𝑣, 𝑒𝑘⟩ − ⟨𝑣, 𝑒𝑘⟩

= 0.
…,span(𝑒1־ברוטקולכלילנוגותרוא𝑤ךכיפל , 𝑒𝑚),־שהארמשהמ𝑤 ∈ 𝑈⟂.ןכל

𝑣ונבתכ = 𝑢 + 𝑤,רשאכ𝑢 ∈ 𝑈־ו𝑤 ∈ 𝑈⟂,־שךכלהחכוההתאונמלשהךכבו

𝑉 = 𝑈 + 𝑈⟂.

𝑈־שםיעדויונא,)ד(6.48־מ ∩ 𝑈⟂ = 𝑉האוושמהתעכ.{0} = 𝑈 + 𝑈⟂תררוג

𝑉־ש = 𝑈 ⊕ 𝑈⟂)1.46ואר(.

.dim𝑈ךותמ⟂dim𝑈תאבשחלןתינךיאתוארללכונתעכ

ילנוגותרואםילשמלשדממ6.51

יזא.𝑉לשבחרמ־תת𝑈־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ

dim𝑈⟂ = dim𝑉 − dim𝑈.

.3.94־ו6.49־מתורישיתעבונ⟂dim𝑈רובעהחסונההחכוה

.6.49לשהבושחהאצותאיההאבההנקסמה

ילנוגותרואהםילשמהלשילנוגותרואםילשמ6.52

יזא.יפוסדמממ𝑉לשבחרמ־תת𝑈־שחיננ

𝑈 = (𝑈⟂)⟂.

יכהארנהליחתהחכוה

6.53 𝑈 ⊆ (𝑈⟂)⟂.

𝑢־שחיננ,ךכךרוצל ∈ 𝑈.יזא⟨𝑢,𝑤⟩ = 𝑤לכל0 ∈ 𝑈⟂(תרדגהיפל𝑈⟂).רחאמ

𝑢־שירה,⟂𝑈־ברוטקולכלילנוגותרוא𝑢־ש ∈ (𝑈⟂)⟂
.6.53תחכוההמלשוהךכבו,

𝑣־שחיננ,ינשהןוויכבהלכההתחכוהל ∈ (𝑈⟂)⟂
𝑣בותכללכונ,6.49יפל. = 𝑢+𝑤,

𝑢רשאכ ∈ 𝑈־ו𝑤 ∈ 𝑈⟂.םייקתמ𝑣 − 𝑢 = 𝑤 ∈ 𝑈⟂.־שרחאמ𝑣 ∈ (𝑈⟂)⟂
־ו

𝑢 ∈ (𝑈⟂)⟂
𝑣־שונלביק,)6.53יפל( − 𝑢 ∈ (𝑈⟂)⟂

𝑣ךכיפל. − 𝑢 ∈ 𝑈⟂ ∩ (𝑈⟂)⟂
,

𝑣־שררוגשהמ − 𝑢 = 𝑣־שררוגשהמ,])ד(6.48יפל[0 = 𝑢,־שררוגשהמ𝑣 ∈ 𝑈.

⟂(⟂𝑈)ךכיפל ⊆ 𝑈;החכוההתאםילשמ6.53םעדחיהזןותנ.
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הניאןלהלהנקסמהיכהארמ)א(16ליגרת

.יפוסדמממ𝑈יכהחנההאללהנוכנ

ונאו𝑉לשבחרמ־תת𝑈־שחיננ

𝑈יכתוארהלםיניינועמ = 𝑉.םיבצמב

תאזתושעלרתויבהלקהךרדה,םימיוסמ

שמתשהלזאו,0־הרוטקואוה𝑈־לילנוגותרואהידיחיהרוטקווהיכתוארהלאיה

.4ליגרתרובעתישומישןלהלהנקסמה,המגודל.ןלהלהנקסמב

6.54𝑈⟂ = {0} ⟺ 𝑈 = 𝑉)רובע𝑈לשבחרמ־תת𝑉יפוסדמממ(

יזא.יפוסדמממ𝑉לשבחרמ־תת𝑈־שחיננ

𝑈⟂ = {0} ⟺ 𝑈 = 𝑉.

⟂𝑈־שחיננהליחתהחכוה = 𝑈,6.52יפל,ןאכמ.{0} = (𝑈⟂)⟂ = {0}⟂ = 𝑉,יפכ

.וניצרש

𝑈םא,ךופההןוויכב = 𝑉,יזא𝑈⟂ = 𝑉⟂ = .)ג(6.48יפל{0}

.יפוסדמממ𝑉לש𝑈בחרמ־תתלכל𝑃𝑈רוטרפואםירידגמונאתעכ

𝑃𝑈,ילנוגותרואלטיה:הרדגה6.55

אוה𝑈לע𝑉לשילנוגותרואהלטיהה.יפוסדמממ𝑉לשבחרמ־תת𝑈־שחיננ

𝑃𝑈רוטרפואה ∈ ℒ(𝑉)לכל:ידילערדגומה𝑣 ∈ 𝑉,בותכנ𝑣 = 𝑢 + 𝑤,רשאכ

𝑢 ∈ 𝑈־ו𝑤 ∈ 𝑈⟂רידגנזאו𝑃𝑈𝑣 = 𝑢.

𝑉רשיםוכסתועצמאבקוריפה = 𝑈 ⊕ 𝑈⟂לכשהארמ6.49־בונלביקש𝑣 ∈ 𝑉
𝑣הרוצבדיחיןפואבבתכיהללוכי = 𝑢 + 𝑤םע𝑢 ∈ 𝑈־ו𝑤 ∈ 𝑈⟂.ךכיפל𝑃𝑈𝑣
𝑃𝑈𝑣תאתראתמההנומתל6.61לשהחכוהלףרוצמהטוטרשהתאואר.בטיהרדגומ
.םכתעדותברוצנלםכילעש

ידממ־דחבחרמ־תתלעילנוגותרואלטיה:המגוד6.56

𝑢־שחיננ ∈ 𝑉םע𝑢 ≠ ידילערדגומה𝑉לשידממ־דחבחרמ־תת𝑈־ו0

𝑈 = span(𝑢).

𝑣םא ∈ 𝑉,יזא

𝑣 =
⟨𝑣, 𝑢⟩
‖𝑢‖2 𝑢 + (𝑣 −

⟨𝑣, 𝑢⟩
‖𝑢‖2 𝑢),

ינשהיוטיבהו)𝑈־בךכיפלו(span(𝑢)־באוהינמיהףגאבןושארהיוטיבהרשאכ

ןושארהיוטיבלהווש𝑃𝑈𝑣ךכיפל.(⟂𝑈־בךכיפלו(𝑢־לילנוגותרואאוהינמיהףגאב

החסונהונידיב,תורחאםילימב.ינמיהףגאב

𝑃𝑈𝑣 =
⟨𝑣, 𝑢⟩
‖𝑢‖2 𝑢

𝑣לכל ∈ 𝑉.

𝑃𝑈𝑢־לתכפוהליעלהחסונה = 𝑢םא𝑣 = 𝑢־לתכפוהו𝑃𝑈𝑣 = 𝑣םא0 ∈ {𝑢}⟂.

.האבההנקסמב)ג(־ו)ב(לשםייטרפםירקמןהולאתואוושמ
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𝑃𝑈ילנוגותרואהלטיההלשםינייפאמ6.57

יזא.יפוסדמממ𝑉לשבחרמ־תת𝑈־שחיננ

𝑃𝑈.א ∈ ℒ(𝑉).

𝑃𝑈𝑢.ב = 𝑢לכל𝑢 ∈ 𝑈.

𝑃𝑈𝑤.ג = 𝑤לכל0 ∈ 𝑈⟂.

range𝑃𝑈.ד = 𝑈.

null𝑃𝑈.ה = 𝑈⟂.

𝑣.ו − 𝑃𝑈𝑣 ∈ 𝑈⟂לכל𝑣 ∈ 𝑉.

𝑃𝑈.ז
2 = 𝑃𝑈.

‖𝑃𝑈𝑣‖.ח ≤ ‖𝑣‖לכל𝑣 ∈ 𝑉.

…,𝑒1םא.ט , 𝑒𝑚לשילמרונותרואסיסב𝑈־ו𝑣 ∈ 𝑉,יזא

𝑃𝑈𝑣 = ⟨𝑣, 𝑒1⟩𝑒1 + ⋯ + ⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩𝑒𝑚.

החכוה

,𝑣1־שחיננ,𝑉לעמתיראינילהקתעה𝑃𝑈־שתוארהלידכ.א 𝑣2 ∈ 𝑉.בותכנ

𝑣1 = 𝑢1 + 𝑤1 םגו 𝑣2 = 𝑢2 + 𝑤2

,𝑢1םע 𝑢2 ∈ 𝑈־ו𝑤1,𝑤2 ∈ 𝑈⟂.ךכיפל𝑃𝑈𝑣1 = 𝑢1־ו𝑃𝑈𝑣2 = 𝑢2.תעכ

𝑣1 + 𝑣2 = (𝑢1 + 𝑢2) + (𝑤1 + 𝑤2),
𝑢1רשאכ + 𝑢2 ∈ 𝑈־ו𝑤1 + 𝑤2 ∈ 𝑈⟂.ךכיפל

𝑃𝑈(𝑣1 + 𝑣2) = 𝑢1 + 𝑢2 = 𝑃𝑈𝑣1 + 𝑃𝑈𝑣2.

𝜆־שחיננ,המודןפואב ∈ 𝐅־ו𝑣 ∈ 𝑉.בותכנ𝑣 = 𝑢 + 𝑤,רשאכ𝑢 ∈ 𝑈
𝑤־ו ∈ 𝑈⟂.יזא𝜆𝑣 = 𝜆𝑢 + 𝜆𝑤םע𝜆𝑢 ∈ 𝑈־ו𝜆𝑤 ∈ 𝑈⟂.ךכיפל

𝑃𝑈(𝜆𝑣) = 𝜆𝑢 = 𝜆𝑃𝑈𝑣.

.𝑉לא𝑉־מתיראינילהקתעה𝑃𝑈ןכל

𝑢־שחיננ.ב ∈ 𝑈.בותכללכונ𝑢 = 𝑢 + 𝑢רשאכ,0 ∈ 𝑈0־ו ∈ 𝑈⟂.ךכיפל

𝑃𝑈𝑢 = 𝑢.

𝑤־שחיננ.ג ∈ 𝑈⟂.בותכללכונ𝑤 = 0 + 𝑤,0רשאכ ∈ 𝑈־ו𝑤 ∈ 𝑈⟂.ךכיפל

𝑃𝑈𝑤 = 0.

range𝑃𝑈־שתררוג𝑃𝑈לשהרדגהה.ד ⊆ 𝑈.־שתררוג)ב(,ןכלערתי𝑈 ⊆
range𝑃𝑈.ךכיפלrange𝑃𝑈 = 𝑈.

⟂𝑈הלכהה.ה ⊆ null𝑃𝑈יכבלםישנ,ךופההןוויכבהלכההתחכוהל.)ג(־מתעבונ

𝑣םא ∈ null𝑃𝑈תויהלבייח6.49ידילעונלביקשקוריפהיזא𝑣 = 0 + 𝑣,רשאכ

0 ∈ 𝑈־ו𝑣 ∈ 𝑈⟂.ךכיפלnull𝑃𝑈 ⊆ 𝑈⟂.
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𝑣םא.ו ∈ 𝑉־ו𝑣 = 𝑢 + 𝑤םע𝑢 ∈ 𝑈־ו𝑤 ∈ 𝑈⟂,יזא

𝑣 − 𝑃𝑈𝑣 = 𝑣 − 𝑢 = 𝑤 ∈ 𝑈⟂.

𝑣םא.ז ∈ 𝑉־ו𝑣 = 𝑢 + 𝑤םע𝑢 ∈ 𝑈־ו𝑤 ∈ 𝑈⟂,יזא

(𝑃𝑈
2)𝑣 = 𝑃𝑈(𝑃𝑈𝑣) = 𝑃𝑈𝑢 = 𝑢 = 𝑃𝑈𝑣.

𝑣םא.ח ∈ 𝑉־ו𝑣 = 𝑢 + 𝑤םע𝑢 ∈ 𝑈־ו𝑤 ∈ 𝑈⟂,יזא

‖𝑃𝑈𝑣‖2 = ‖𝑢‖2 ≤ ‖𝑢‖2 + ‖𝑤‖2 = ‖𝑣‖2,
.סרוגתיפטפשממעיגמןורחאהןויוושהרשאכ

.6.49לשהחכוהב6.50האוושממתעבונ𝑃𝑈𝑣רובעהחסונה.ט

ירקיעהוקלחרשא,)6.42(סירלשהגצההטפשמתאונחכוהתמדוקההדיחיב

ידילעןותניפוסדמממתימינפהלפכמבחרמלעמיראיניללנויצקנופלכיכעבוק

תובורקםיתיעלהנושהחכוהםעתורכיה.והשלכעובקרוטקוםעתימינפההלפכמה

טפשמלשירקיעהוקלחלתפסונהחכוהתעכגיצנךכיפל.תושדחתונבותתקפסמ

םיילמרונותרואםיסיסבבםוקמבםיילנוגותרואםימילשמבשומישךותסירלשהגצהה

.תמדוקההחכוהבונישעשיפכ

םע𝑉לשיוהיזקפסמןלהלאבומהסירלשהגצההטפשמלששדחמחוסינה

𝑉′.״תיכרע־דח־דח״הקלחשרחאמןלהלהנקסמהלש״לע״הקלחתאקרחיכונונא

.6.42־בומכהחכוהלןתינרתוייתרגשה

𝜑םא:וזהחכוהירוחאמהיציאוטניא ∈ 𝑉′, 𝑣 ∈ 𝑉,־ו𝜑(𝑢) = ⟨𝑢, 𝑣⟩לכל𝑢 ∈ 𝑉,

𝑣יזא ∈ (null𝜑)⟂.םלוא,(null𝜑)⟂לשידממ־דחבחרמ־תתאוה𝑉)הרקמהדבלמ

𝜑לשילאיווירטה = תריחבב𝑣תאלבקללכונךכיפל.3.21־ו6.51־מעבונשיפכ,)0

עצובמשיפכ,םיאתמהרלקסבותלפכהזאו⟂(null𝜑)־בספאמהנושהרביאלכ

.ןלהלהחכוהב

שדחטביה,סירלשהגצההטפשמ6.58

𝑣לכל.יפוסדמממ𝑉־שחיננ ∈ 𝑉,רידגנ𝜑𝑣 ∈ 𝑉′ידילע

𝜑𝑣(𝑢) = ⟨𝑢, 𝑣⟩
𝑢לכל ∈ 𝑉.יזא𝑣 ↦ 𝜑𝑣־מתיכרע־דח־דחהיצקנופאיה𝑉לע𝑉′.

𝑣היצקנופה:תוּריהִזְ ↦ 𝜑𝑣הקתעהאיה

𝐅םא′𝑉לא𝑉־מתיראיניל = 𝐑.םלוא,

𝐅םאתיראינילהניאוזהיצקנופ = 𝐂ןכש

𝜑𝜆𝑣 = 𝜆𝜑𝑣םא𝜆 ∈ 𝐂.

𝑣־שתוארהלידכהחכוה ↦ 𝜑𝑣חיננ,לע

𝜑־ש ∈ 𝑉′.םא𝜑 = 𝜑יזא,0 = 𝜑0.

𝜑־שחיננךכיפל ≠ null𝜑ןכל.0 ≠ 𝑉,המ

⟂(null𝜑)־שררוגש ≠ םע6.49יפל({0}

𝑈 = null𝜑(.

𝑤יהי ∈ (null𝜑)⟂־שךכ𝑤 ≠ רידגנ.0

6.59 𝑣 =
𝜑(𝑤)
‖𝑤‖2 𝑤.

𝑣יזא ∈ (null𝜑)⟂.ףסונב,𝑣 ≠ 𝑤־שרחאמ(0 ∉ null𝜑(.
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ונלןתונ6.59לשםיפגאהינשלשהמרונהבושיח

6.60 ‖𝑣‖ =
|𝜑(𝑤)|
‖𝑤‖

.

ונלםינתונ6.60־בשומישזאו6.59לשםיפגאהינשלע𝜑תלעפה

𝜑(𝑣) =
|𝜑(𝑤)|2

‖𝑤‖2 = ‖𝑣‖2.

𝑢־שחיננתעכ ∈ 𝑉.לבקנ,ליעלהאוושמבשומישב

𝑢 = (𝑢 −
𝜑(𝑢)
𝜑(𝑣)

𝑣) +
𝜑(𝑢)
‖𝑣‖2 𝑣.

בושיחךכיפל.𝑣־לילנוגותרואאוהןכלוnull𝜑־באוהליעלםיירגוסבןושארהיוטיבה

־שהארמ𝑣םעליעלהאוושמהיפגאינשלשתימינפהלפכמ

⟨𝑢, 𝑣⟩ =
𝜑(𝑢)
‖𝑣‖2 ⟨𝑣, 𝑣⟩ = 𝜑(𝑢).

𝜑ךכיפל = 𝜑𝑣,יכהארמשהמ𝑣 ↦ 𝜑𝑣וניצרשיפכ,לע.

.סירלשהגצההטפשמלתפסונהחכוהל13ליגרתואר

רועזמתויעב

תייעבלןורתפהלשןויצלהיוארהתוטשפה

םיברםיבושחםימושיילהליבוהוזרועזמ

תולובגלץוחמתימינפהלפכמיבחרמלש

.תינויעההקיטמתמה

ןתניהב:תובורקםיתיעלהלועןלהלהיעבה

𝑣הדוקנו𝑉לש𝑈בחרמ־תת ∈ 𝑉,ואצמ

𝑢הדוקנ ∈ 𝑈־שךכ‖𝑣 − 𝑢‖לככןטק

𝑢יכהארמהאבההנקסמה.רשפאה =
𝑃𝑈𝑣רועזמהתייעבלדיחיהןורתפהאוה

.וזה

בחרמ־תתלקחרמרועזמ6.61

𝑣,יפוסדמממ𝑉לשבחרמ־תת𝑈־שחיננ ∈ 𝑉,־ו𝑢 ∈ 𝑈.יזא

‖𝑣 − 𝑃𝑈𝑣‖ ≤ ‖𝑣 − 𝑢‖.
𝑢םא־קרו־םאןויוושאוהליעלןויווש־יאה,ןכלערתי = 𝑃𝑈𝑣.

םייקתמהחכוה

‖𝑣 − 𝑃𝑈𝑣‖2 ≤ ‖𝑣 − 𝑃𝑈𝑣‖2 + ‖𝑃𝑈𝑣 − 𝑢‖26.62

= ∥(𝑣 − 𝑃𝑈𝑣) + (𝑃𝑈𝑣 − 𝑢)∥2

= ‖𝑣 − 𝑢‖2,
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𝑃𝑈𝑣הבורקההדוקנה

.𝑣־ל𝑈־ברתויב

־שרחאמתמייקתמליעלהנושארההרושהרשאכ

0 ≤ ‖𝑃𝑈𝑣 − 𝑢‖2,טפשממתעבונליעלהיינשההרושה

𝑣־שרחאמםושיילןתינה[סרוגתיפ − 𝑃𝑈𝑣 ∈ 𝑈⟂יפל

𝑃𝑈𝑣־ו,)ו(6.57 − 𝑢 ∈ 𝑈[,תמייקתמתישילשההרושהו

תאונלהקינעמםישרושתאצוה.הטושפהרבגלאידילע

.תשקובמההאצותה

םא־קרו־םאןויוושאוהליעלונחכוהשןויווש־יאה

𝑃𝑈𝑣‖םא־קרו־םאהרוקש,ןויווש6.62 − 𝑢‖ = הרוקש,0

𝑢םא־קרו־םא = 𝑃𝑈𝑣.

החסונםעתובורקםיתיעלתבלושמהנורחאההנקסמה

אבומכ,רועזמתויעבלםישרופמתונורתפבושיחל)ט(6.57

.ןלהלהמגודב

סוניסהיצקנופהרובעםיבוריקבושיחלתיראינילהרבגלאבשומיש:המגוד6.63

5רתויהלכלותלעמשםיישממםימדקמםע𝑢םונילופאוצמלםיניינועמונאשחיננ
,[𝜋,𝜋−]עטקהלעמסוניסהתייצקנופלירשפאהרתויבבוטהבוריקהתאקפסמש

־שןבומב

∫
𝜋

−𝜋
∣sin 𝑥 − 𝑢(𝑥)∣2 𝑑𝑥

.רשפאהלככןטק

תוישממתויצקנופלשישממהתימינפההלפכמהבחרמתא𝐶[−𝜋,𝜋]־בןמסנ

תימינפהלפכמםע[𝜋,𝜋−]לעמתופיצר

6.64 ⟨ 𝑓, 𝑔⟩ = ∫
𝜋

−𝜋
𝑓 𝑔.

𝑣תארידגנ ∈ 𝐶[−𝜋,𝜋]ידילעתרדגומההיצקנופהתויהל𝑣(𝑥) = sin 𝑥.־בןמסנ𝑈
5םתלעמשםיישממםימדקמםעםימונילופהמבכרומה𝐶[−𝜋,𝜋]לשבחרמ־תתהתא
:אבהןפואבונלשהיעבהתאשדחמחסנללכונ,תעכ.רתויהלכל

ואצמ 𝑢 ∈ 𝑈 ־שךכ ‖𝑣 − 𝑢‖ רשפאהלככןטק .

היצרגטניאבשחלתלגוסמהבשחמתנכות

.ןאכתישומישהיהת

,ונלשבוריקהתייעבלןורתפהבושיחל

טדימש־םרגךילהתתאםשיינהליחת

)6.64־בהנותנשתימינפההלפכמבשומישב(

,1סיסבהלע 𝑥, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5לש𝑈,ילמרונותרואסיסבתקפהל𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5, 𝑒6לש

𝑈.תאבשחנ,6.64־בהנותנהתימינפההלפכמברזוחשומישךות,הזבלשב𝑃𝑈𝑣ךות

𝑚םע()ט(6.57־בשומיש = 𝑢היצקנופהאיה𝑃𝑈𝑣־שהארמהזבושיחעוציב.)6
ידילעתרדגומה

6.65 𝑢(𝑥) = 0.987862𝑥 − 0.155271𝑥3 + 0.00564312𝑥5,
,6.61יפל.בוטינורשעבוריקבופלחוהתקיודמההחסונבםיעיפומהםי־𝜋־הרשאכ

ךות[𝜋,𝜋−]עטקהלעמסוניסהתייצקנופלרתויבבוטהבוריקהאוה𝑢םונילופה

אוהןאכרכזומה״רתויבבוטהבוריקה״(רתויהלכל5םתלעמשםימונילופבשומיש

𝜋∫רועזמלשןבומב
−𝜋 | sin 𝑥 − 𝑢(𝑥)|2 𝑑𝑥(.
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תייצקנופלשםיפרגהתאגיצמאבהרויאה,הזהבוריקהבוטהמכדעחכוויהלידכ

.[𝜋,𝜋−]עטקהלעמ6.65ידילעהנותנה𝑢ונלשבוריקהלשוסוניסה

𝑢הלשרתויבבוטהתישימחהלעממבוריקהו)םודא(סוניסהתייצקנופלש[𝜋,𝜋−]לעמםיפרג
.6.65־מ)לוחכ(

תויושעוניניע—םיהזטעמכםיפרגהשדעךכלכקיודמאוהונלש6.65בוריקה

םא.לוחכהףרגהלעמקיודמבטעמכחנומםודאהףרגה!דבלבדחאףרגתוארל

־בליעלהנומתהתגוצתתאולידגה,ינורטקלארישכמתועצמאבךכבםיפוצםתא

.םיפרגהינשןיבןטקרעפבתוזחלידכ𝜋−וא𝜋דיל400%

לבקתמ5הלעממםונילופתועצמאבסוניסהתייצקנופלרחארכומועודיבוריק

ידילערדגומה𝑝רולייטםונילופמ

6.66 𝑝(𝑥) = 𝑥 −
𝑥3

3!
+

𝑥5

5!
.

סוניסהתייצקנופלשםיפרגהתאגיצמאבהרויאה,הזבוריקבוטהמכדעחכוויהלידכ

.[𝜋,𝜋−]עטקהלעמ𝑝רולייטםונילופלשו

)םודא(סוניסהתייצקנופלש[𝜋,𝜋−]לעמףרג

.6.66־מ)לוחכ(רולייטםונילופו

sin־לןיוצמבוריקאוה5הלעממרולייטםונילופ 𝑥רובע𝑥םלוא.0־לבורקה

|𝑥|רובעיכםיאורונאליעלהנומתהמ > ,ךכידכדעקיודמוניארולייטםונילופ,2

𝑥רובע,המגודל.6.65־להאוושהבדוחייב = sinתאךירעמ6.65ונלשבוריקה,3 3
sinתאךירעמ6.66רולייטםונילופךא,0.001־כלשהייטסםע לשהייטסםע3

𝑥רובעךכיפל.0.4־כ = םימעפתואמברתויהלודגרולייטםונילופלשהייטס,3

בוריקתולגלונלהעייסתיראינילהרבגלא.6.65ידילעונלביקשהאצותבהייטסהמ

!ילמיסטיניפניאןובשחבונדמלשהזמרפושמסוניסהתייצקנופל
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יכפוה־וֹדיסֵפְּ

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉,𝑊)־ו𝑤 ∈ 𝑊.תאיצמתייעבבןודנ𝑣 ∈ 𝑉־שךכ

𝑇𝑣 = 𝑤.
𝑉םא,המגודל = 𝐅𝑛־ו𝑊 = 𝐅𝑚,לשתכרעמגציילהלוכיליעלהאוושמהיזא𝑚
…,𝑣1םימלענ𝑛־בתויראינילתואוושמ , 𝑣𝑛,רשאכ𝑣 = (𝑣1,… , 𝑣𝑛).

𝑣אוהליעלהאוושמהלשדיחיהןורתפהיזא,הכיפה𝑇םא = 𝑇−1𝑤.םא,םלוא𝑇
𝑤רובעיזא,הכיפההניא ∈ 𝑊תונורתפםימייקאלליעלהאוושמלשןכתייוהשלכ,

𝑤רובעשדועב ∈ 𝑊תונורתפףוסניאםימייקליעלהאוושמלשןכתיירחא.

.ליעלהאוושמהןמבטימהתאקיפהלתוסנללכונןיידעיזא,הכיפההניא𝑇םא

𝑇𝑣−𝑤האוושמהתארותפלםוקמביזא,תונורתפןיאליעלהאוושמלםא,המגודל = 0,

𝑣אוצמלתוסנללכונ ∈ 𝑉־שךכ‖𝑇𝑣 − 𝑤‖תפסונהמגודכ.רשפאהלככןטקאוה,

𝑣תונורתפףוסניאשיליעלהאוושמלםא ∈ 𝑉,לכונוללהתונורתפהלכןיבֵּמִיזא

.רשפאהלככןטק‖𝑣‖ורובעשןורתפאוצמלתוסנל

םג,רשפאהתדימבליעלהאוושמהןורתפלילכהתאונלקפסייכפוה־ודיספה

.יכפוה־ודיספהתארידגהלידכהאבההנקסמלקקדזנ.הכיפההניא𝑇רשאכ

דמממ𝑉םאשהאצותב,םעפלכבתאזןייצלאלב,שמתשנ,תואבהתוחכוההיתשב

𝑇־ויפוס ∈ ℒ(𝑉,𝑊),יזאnull𝑇, (null𝑇)⟂,־וrange𝑇םהףאיפוסדמממםלוכ.

לעותיכרע־דח־דחהקתעהתלבקלתיראינילהקתעהםוחתםוצמצ6.67

𝑇־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ ∈ ℒ(𝑉,𝑊).יזא𝑇|(null 𝑇)⟂תיכרע־דח־דחהקתעה

.range𝑇לע⟂(null𝑇)לש

𝑣־שחיננהחכוה ∈ (null𝑇)⟂־ו𝑇|(null 𝑇)⟂𝑣 = 𝑇𝑣ןכל.0 = 𝑣ךכיפלו0 ∈
(null𝑇)∩(null𝑇)⟂,־שררוגשהמ𝑣 = null(𝑇|(nullןכל.])ד(6.48יפל[0 𝑇)⟂) = {0},

𝑇|(null־שררוגשהמ 𝑇)⟂וניצרשיפכ,תיכרע־דח־דח.

range(𝑇|(nullיכרורב 𝑇)⟂) ⊆ range𝑇.־שחיננ,ינשהןוויכבהלכההתחכוהל

𝑤 ∈ range𝑇.םייקןכל𝑣 ∈ 𝑉־שךכ𝑤 = 𝑇𝑣.םימייק𝑢 ∈ null𝑇־ו𝑥 ∈ (null𝑇)⟂

𝑣־שךכ = 𝑢 + 𝑥)תעכ.)6.49יפל

𝑇|(null 𝑇)⟂𝑥 = 𝑇𝑥 = 𝑇𝑣 − 𝑇𝑢 = 𝑤 − 0 = 𝑤,
𝑤־שהארמשהמ ∈ range𝑇|(null 𝑇)⟂.ןכלrange𝑇 ⊆ range𝑇|(null 𝑇)⟂,המלשוהךכבו

range𝑇|(null־שהחכוהה 𝑇)⟂ = range𝑇.

,TEX־ב†𝑇יכפוה־וֹדיסֵפְּלןומיסהתקפהל

Tובתכ ̂\dagger.

†𝑇יכפוה־וֹדיסֵפְּהתארידגהללכונתעכ
𝑇״אטובמ( daggerתיראינילהקתעהלש)״𝑇.
ובשח,)ךליאווזהדוקנמו(האבההרדגהב

𝑇|(nullלע 𝑇)⟂־מהכיפהתיראינילהקתעהכ(null𝑇)⟂לעrange𝑇,תאזונקדצהירהש

.תמדוקההנקסמב
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†𝑇,יכפוה־וֹדיסֵפְּ:הרדגה6.68

𝑇־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ ∈ ℒ(𝑉,𝑊).יכפוה־וֹדיסֵפְּה𝑇† ∈ ℒ(𝑊,𝑉)לש𝑇
ידילעתרדגומה𝑉לא𝑊־מתיראינילההקתעההאוה

𝑇†𝑤 = (𝑇|(null 𝑇)⟂)−1𝑃range 𝑇 𝑤
𝑤לכל ∈ 𝑊.

𝑃rangeיכריכזנ 𝑇 𝑤 = 𝑤םא0 ∈ (range𝑇)⟂־ו𝑃range 𝑇 𝑤 = 𝑤םא𝑤 ∈ range𝑇.

𝑤םאךכיפל ∈ (range𝑇)⟂,יזא𝑇†𝑤 = 𝑤םאו,0 ∈ range𝑇,יזא𝑇†𝑤רביאהאוה

𝑇(𝑇†𝑤)־שךכ⟂(null𝑇)לשידיחיה = 𝑤.

.ךשמהבהארנשיפכ,תיטרדנטסהתיכפוההלשוזלהמודיכפוה־וֹדיסֵפְּהתוגהנתה

יכפוה־וֹדיסֵפְּהלשתוירבגלאתונוכת6.69

𝑇־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ ∈ ℒ(𝑉,𝑊).

†𝑇יזא,הכיפה𝑇םא.א = 𝑇−1.

†𝑇𝑇.ב = 𝑃range 𝑇,לשילנוגותרואהלטיההאוהש𝑊לעrange𝑇.

𝑇†𝑇.ג = 𝑃(null 𝑇)⟂לשילנוגותרואהלטיההאוהש𝑉לע(null𝑇)⟂.

החכוה

⟂(null𝑇)יזא.הכיפה𝑇־שחיננ.א = 𝑉־וrange𝑇 = 𝑊.ךכיפל𝑇|(null 𝑇)⟂ = 𝑇
𝑃range־ו 𝑇לעמתוהזהרוטרפואאוה𝑊.ןכל𝑇† = 𝑇−1.

𝑤־שחיננ.ב ∈ range𝑇.ךכיפל

𝑇𝑇†𝑤 = 𝑇(𝑇|(null 𝑇)⟂)−1𝑤 = 𝑤 = 𝑃range 𝑇 𝑤.

𝑤םא ∈ (range𝑇)⟂,יזא𝑇†𝑤 = 𝑇𝑇†𝑤ןכל.0 = 0 = 𝑃range 𝑇 𝑤.ךכיפל

𝑇𝑇†־ו𝑃range 𝑇־לעגונבםימאותמrange𝑇־ו(range𝑇)⟂.תוקתעהיתשןכל

.)6.49יפל(תוושולאתויראיניל

𝑣־שחיננ.ג ∈ (null𝑇)⟂.־שרחאמ𝑇𝑣 ∈ range𝑇,לשהרדגהה𝑇†־שהארמ

𝑇†(𝑇𝑣) = (𝑇|(null 𝑇)⟂)−1(𝑇𝑣) = 𝑣 = 𝑃(null 𝑇)⟂𝑣.

𝑣םא ∈ null𝑇,יזא𝑇†𝑇𝑣 = 0 = 𝑃(null 𝑇)⟂𝑣.ךכיפל𝑇†𝑇־ו𝑃(null 𝑇)⟂םימאותמ

.)6.49יפל(תוושולאתויראינילתוקתעהיתשןכל.null𝑇־ו⟂(null𝑇)יבגל

.זורנפ–רומיכפוהםגארקניכפוה־וֹדיסֵפְּה 𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉,𝑊).םא𝑇לע,

יפכ,𝑊לעמתוהזהרוטרפואאוה†𝑇𝑇יזא

רוטרפואאוה𝑇†𝑇יזא,תיכרע־דח־דח𝑇םא.ליעלהנקסמב)ב(ףיעסמעבונש

לשתופסונתוירבגלאתונוכתל.ליעלהנקסמב)ג(ףיעסמעבונשיפכ,𝑉לעמתוהזה

.23–19םיליגרתואר,יכפוה־ודיספה
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𝑇רובע ∈ ℒ(𝑉,𝑊)־ו𝑤 ∈ 𝑊,תאיצמתייעבלאתעכבושנ𝑣 ∈ 𝑉תארתופה

האוושמה

𝑇𝑣 = 𝑤.
𝑣יזא,הכיפה𝑇םא,ןכלםדוקונייצשיפכ = 𝑇−1𝑤םאךא,דיחיהןורתפהאוה𝑇הניא

𝑣תריחב.רדגומ†𝑇יכפוה־ודיספה,םלוא.תרדגומהניא𝑇−1יזא,הכיפה = 𝑇†𝑤
ךכיפל.האבההנקסמהלש)א(ףיעסבהארנשיפכ,𝑤־לןתינהלככ𝑇𝑣תאתברקמ

.ליעלהאוושמהרובערתויבהבוטההמאתההיורקשהמתאקפסמיכפוה־וֹדיסֵפְּה

𝑣םירוטקווהלכןיבמ ∈ 𝑉־לםימרוגה𝑇𝑣־לרשפאהלככברקתהל𝑤,רוטקוול

𝑇†𝑤ב(ףיעסתאםיפרצמשכתוארלןתינשיפכ,רתויבהנטקההמרונהתאשי(

.)א(ףיעסבןויוושהיאנתםעהאבההנקסמב

רתויבבוטהןורתפהתאוארתויבבוטהבוריקהןורתפתאקפסמיכפוה־וֹדיסֵפ6.70ְּ

𝑇,יפוסדמממ𝑉־שחיננ ∈ ℒ(𝑉,𝑊),־ו𝑤 ∈ 𝑊.

𝑣םא.א ∈ 𝑉,יזא

∥𝑇(𝑇†𝑤) − 𝑤∥ ≤ ‖𝑇𝑣 − 𝑤‖,
𝑣םא־קרו־םאןויוושםע ∈ 𝑇†𝑤 + null𝑇.

𝑣םא.ב ∈ 𝑇†𝑤 + null𝑇,יזא

∥𝑇†𝑤∥ ≤ ‖𝑣‖,
𝑣םא־קרו־םאןויוושםע = 𝑇†𝑤.

החכוה

𝑣־שחיננ.א ∈ 𝑉.יזא

𝑇𝑣 − 𝑤 = (𝑇𝑣 − 𝑇𝑇†𝑤) + (𝑇𝑇†𝑤 − 𝑤).
אוה†𝑇𝑇רוטרפואהשרחאמ.range𝑇־באוהליעלםיירגוסבןושארהיוטיבה

םיירגוסבינשהיוטיבה,])ב(6.69יפל[range𝑇לע𝑊לשילנוגותרואהלטיהה

.])ו(6.57ואר[⟂(range𝑇)־באוהליעל

ינשהיוטיבהלשהמרונהששקובמהןויווש־יאהתאררוגסרוגתיפטפשמךכיפל

𝑇𝑣‖־להוושואהנטקאיהליעלםיירגוסב − 𝑤‖,יוטיבהםא־קרו־םאןויוושםע

𝑣−𝑇†𝑤םא־קרו־םאןויוושונלשיןכל.0הוושליעלםיירגוסבןושארה ∈ null𝑇,

𝑣־שךכלהלוקשההנעטוזש ∈ 𝑇†𝑤 + null𝑇,ףיעסלשהחכוהההמלשוהךכבו

.)א(

𝑣־שחיננ.ב ∈ 𝑇†𝑤 + null𝑇.ןכל𝑣 − 𝑇†𝑤 ∈ null𝑇.תעכ

𝑣 = (𝑣 − 𝑇†𝑤) + 𝑇†𝑤.
𝑇†𝑤־שתררוג†𝑇לשהרדגהה ∈ (null𝑇)⟂.־שררוגסרוגתיפטפשמךכיפל

∥𝑇†𝑤∥ ≤ ‖𝑣‖,םא־קרו־םאןויוושםע𝑣 = 𝑇†𝑤.

.)7.78ואר(אבהקרפבןתנית†𝑇רובעהחסונ
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𝐅3לא𝐅4־מתיראינילהקתעהלשיכפוה־וֹדיסֵפְּ:המגוד6.71

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝐅4, 𝐅3)ידילעתרדגומ

𝑇(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) = (𝑎 + 𝑏 + 𝑐, 2𝑐 + 𝑑, 0).
יכפוה־וֹדיסֵפְּהתאבשחללכונםלוא,לעהניאותיכרע־דח־דחהניאוזתיראינילהקתעה

range𝑇יכבלםישנהליחת,ךכךרוצל.הלש = {(𝑥, 𝑦, 0) ∶ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐅}.ךכיפל

𝑃range 𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥, 𝑦, 0)
,𝑥)לכל 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐅3.ףסונב,

null𝑇 = {(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) ∈ 𝐅4 ∶ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0 םגו 2𝑐 + 𝑑 = 0}.
,1−)המישרה 1, 0, 0), (−1, 0, null𝑇תאתסרופnull𝑇־בםירוטקוינשלש(2−,1
,𝑎)םאשרחאמ 𝑏, 𝑐, 𝑑) ∈ null𝑇יזא

(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) = 𝑏(−1, 1, 0, 0) + 𝑐(−1, 0, 1,−2).
,1−)המישרהשרחאמ 1, 0, 0), (−1, 0, וזהמישר,תיראינילהיולתיתלבאיה(2−,1

.null𝑇לשסיסב

,𝑥)־שחיננתעכ 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐅3.יזא

6.72 𝑇†(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑇|(null 𝑇)⟂)−1𝑃range 𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑇|(null 𝑇)⟂)−1(𝑥, 𝑦, 0).
,𝑎)רוטקווהאוהליעלהאוושמהלשינמיהףגאה 𝑏, 𝑐, 𝑑) ∈ 𝐅4־שךכ

𝑇(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) = (𝑥, 𝑦, ,𝑎)־ו(0 𝑏, 𝑐, 𝑑) ∈ (null𝑇)⟂.

,𝑎,תורחאםילימב 𝑏, 𝑐, 𝑑תואבהתואוושמהתאםייקלםיבייח:

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 𝑥
2𝑐 + 𝑑 = 𝑦
−𝑎 + 𝑏 = 0

−𝑎 + 𝑐 − 2𝑑 = 0,
,𝑇(𝑎האוושמלתולוקשתונושארהתואוושמהיתשרשאכ 𝑏, 𝑐, 𝑑) = (𝑥, 𝑦, יתשו(0

,𝑎)־שיאנתהמתועבונתונורחאהתואוושמה 𝑏, 𝑐, 𝑑)רוטקולכלילנוגותרואהיהי

,1−)סיסבהירוטקוומ 1, 0, 0), (−1, 0, ־ו𝑥לעהבשחמב.null𝑇לשהזסיסבב(2−,1
𝑦לעוםיעובקכ𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑תואוושמעבראלשליעלתכרעמהתארותפללכונ,םימלענכ

לבקלוםימלענהעבראב

𝑎 = 1
11(5𝑥 − 2𝑦), 𝑏 = 1

11(5𝑥 − 2𝑦), 𝑐 = 1
11(𝑥 + 4𝑦), 𝑑 = 1

11(−2𝑥 + 3𝑦).
יכונלהרומ6.72ןכל

𝑇†(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 1
11(5𝑥 − 2𝑦, 5𝑥 − 2𝑦, 𝑥 + 4𝑦,−2𝑥 + 3𝑦).

,𝑇𝑇†(𝑥־שונלהארמ†𝑇רובעליעלהחסונה 𝑦, 𝑧) = (𝑥, 𝑦, ,𝑥)לכל(0 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐅3,המ

†𝑇𝑇האוושמהתאשיחממש = 𝑃range 𝑇ב(6.69־מ(.
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3וםיליגרת

…,𝑣1־שחיננ1 , 𝑣𝑚 ∈ 𝑉.־שוחיכוה

{𝑣1,… , 𝑣𝑚}⟂ = (span(𝑣1,… , 𝑣𝑚))⟂.

…,𝑢1סיסבםע𝑉לשבחרמ־תת𝑈־שחיננ2 , 𝑢𝑚־ו

𝑢1,… , 𝑢𝑚, 𝑣1,… , 𝑣𝑛

𝑉לשסיסבהלעטדימש־םרגךילהתתאםשיינםאשוחיכוה.𝑉לשסיסב
…,𝑒1המישרהתאלבקנהאצותכוליעל , 𝑒𝑚, 𝑓1,… , 𝑓𝑛,יזא𝑒1,… , 𝑒𝑚סיסב

…,𝑓1־ו𝑈לשילמרונותרוא , 𝑓𝑛לשילמרונותרואסיסב𝑈⟂.

ידילערדגומה𝐑4לשבחרמ־תתה𝑈־שחיננ3

𝑈 = span((1, 2, 3,−4), (−5, 4, 3, 2)).
.⟂𝑈לשילמרונותרואסיסבו𝑈לשילמרונותרואסיסבואצמ

…,𝑒1־שחיננ4 , 𝑒𝑛־בםירוטקותמישר𝑉םע‖𝑒𝑘‖ = 𝑘לכל1 = 1,… , 𝑛־ו

‖𝑣‖2 = ∣⟨𝑣, 𝑒1⟩∣
2 + ⋯ + ∣⟨𝑣, 𝑒𝑛⟩∣

2

𝑣לכל ∈ 𝑉.־שוחיכוה𝑒1,… , 𝑒𝑛לשילמרונותרואסיסב𝑉.
.)ב(6.30לשךופההןוויכהתאקפסמהזליגרת

⟂𝑃𝑈־שוארה.𝑉לשבחרמ־תת𝑈־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ5 = 𝐼 − 𝑃𝑈,רשאכ

𝐼לעמתוהזהרוטרפואאוה𝑉.

𝑇־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ6 ∈ ℒ(𝑉,𝑊).־שוארה

𝑇 = 𝑇𝑃(null 𝑇)⟂ = 𝑃range 𝑇𝑇.

𝑃𝑋𝑃𝑌־שוחיכוה.יפוסדמממ𝑉לשבחרמ־יתת𝑌־ו𝑋־שחיננ7 = םא־קרו־םא0

⟨𝑥, 𝑦⟩ = 𝑥לכל0 ∈ 𝑋לכלו𝑦 ∈ 𝑌.

𝑣־ויפוסדמממ𝑉לשבחרמ־תת𝑈־שחיננ8 ∈ 𝑉.יראיניללנויצקנופורידגה

𝜑 ∶ 𝑈 → 𝐅ידילע

𝜑(𝑢) = ⟨𝑢, 𝑣⟩
𝑢לכל ∈ 𝑈.בחרמלעםשוימאוהרשאכ)6.42(סירלשהגצההטפשמיפל

𝑤דיחירוטקוםייק,𝑈תימינפההלפכמה ∈ 𝑈־שךכ

𝜑(𝑢) = ⟨𝑢,𝑤⟩
𝑢לכל ∈ 𝑈.־שוארה𝑤 = 𝑃𝑈𝑣.

𝑃־שחיננ.יפוסדמממ𝑉־שחיננ9 ∈ ℒ(𝑉)־שךכ𝑃2 = 𝑃־ברוטקולכו

null𝑃־ברוטקולכלילנוגותרואrange𝑃.בחרמ־תתםייקשוחיכוה𝑈לש𝑉
𝑃־שךכ = 𝑃𝑈.

רלסקאןודלש:רבחמ,תיעיברהרודהמ,רשיהךרדבתיראינילהרבגלא
Linear Algebra Done Right, fourth edition, by Sheldon Axler



225רועזמתויעבוםיילנוגותרואםימילשמ3ו

𝑃־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ10 ∈ ℒ(𝑉)־שךכ𝑃2 = 𝑃םגו

‖𝑃𝑣‖ ≤ ‖𝑣‖
𝑣לכל ∈ 𝑉.בחרמ־תתםייקשוחיכוה𝑈לש𝑉־שךכ𝑃 = 𝑃𝑈.

𝑇־שחיננ11 ∈ ℒ(𝑉)־ו𝑈לשבחרמ־תת𝑉־שוחיכוה.יפוסדמממ𝑈רומש

𝑃𝑈𝑇𝑃𝑈םא־קרו־םא𝑇תחת = 𝑇𝑃𝑈.

𝑇,יפוסדמממ𝑉־שחיננ12 ∈ ℒ(𝑉),־ו𝑈לשבחרמ־תת𝑉.־שוחיכוה𝑈־ו
𝑈⟂תחתםירומשםהינש𝑇םא־קרו־םא𝑃𝑈𝑇 = 𝑇𝑃𝑈.

𝐅־שחיננ13 = 𝐑־ו𝑉לכל.יפוסדמממ𝑣 ∈ 𝑉,יהי𝜑𝑣לעמיראינילהלנויצקנופה

𝑉ידילערדגומה

𝜑𝑣(𝑢) = ⟨𝑢, 𝑣⟩
𝑢לכל ∈ 𝑉.

𝑣־שוארה.א ↦ 𝜑𝑣־מתיכרע־דח־דחתיראינילהקתעה𝑉לא𝑉′.

𝑣־שתוארהלידכםידממתריפסלשןועיטבו)א(ףיעסבושמתשה.ב ↦ 𝜑𝑣
.′𝑉לע𝑉־מםזיפרומוזיאאוה

)6.58־ו6.42(סירלשהגצההטפשמלתיפולחהחכוהקפסלאיההזליגרתתרטמ

𝐅רשאכ = 𝐑.םכלשןורתפבילככסירלשהגצההטפשמבשמתשהלןיאךכיפל.

…,𝑒1־שחיננ14 , 𝑒𝑛לשילמרונותרואסיסב𝑉.ואר(ילאודהסיסבהעודמוריבסה

…,𝑒1לש)3.112 , 𝑒𝑛אוה𝑒1,… , 𝑒𝑛לשיוהיזהתחת𝑉′םע𝑉טפשמידילעןותנה

.)6.58(סירלשהגצהה

יהי,𝐑4־ב15

𝑈 = span((1, 1, 0, 0), (1, 1, 1, 2)).
𝑢ואצמ ∈ 𝑈־שךכ‖𝑢 − (1, 2, 3, .רשפאהלככןטק‖(4

,𝐶[−1־שחיננ16 לעמתופיצרתוישממתויצקנופלשירוטקווהבחרמהאוה[1

,1−]עטקה ידילעהנותנהתימינפהלפכמםע[1

⟨ 𝑓, 𝑔⟩ = ∫
1

−1
𝑓 𝑔

,𝑓לכל 𝑔 ∈ 𝐶[−1, ,𝐶[−1לשבחרמ־תתה𝑈יהי.[1 ידילערדגומה[1

𝑈 = { 𝑓 ∈ 𝐶[−1, 1] ∶ 𝑓 (0) = 0}.

⟂𝑈־שוארה.א = {0}.

.יפוסהדממהתחנהאללםימייקתמםניא6.52־ו6.49־שוארה.ב
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𝑝ואצמ17 ∈ 𝒫3(𝐑)־שךכ𝑝(0) = 0, 𝑝′(0) = ∫־ו,0
1

0
∣2 + 3𝑥 − 𝑝(𝑥)∣2 𝑑𝑥ןטק

.רשפאהלככ

𝑝ואצמ18 ∈ 𝒫5(𝐑)־לםרוגה∫
𝜋

−𝜋
∣sin 𝑥 − 𝑝(𝑥)∣2 𝑑𝑥רשפאהלככןטקתויהל.

אוצמלםישרדנםתאןאכלבא,הזליגרתלהבושתלןיוצמבוריקאוה6.65םונילופה

בושיחעצבלתלגוסמהבשחמתנכות.𝜋לשתוקזחבלופיטשרודשהמ,קיודמןורתפ

.עייסלהרומאהיצרגטניאלשילובמיס

𝑃־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ19 ∈ ℒ(𝑉)לשילנוגותרואהלטיההאוה𝑉לע

†𝑃־שוחיכוה.𝑉לשוהשלכבחרמ־תת = 𝑃.

𝑇־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ20 ∈ ℒ(𝑉,𝑊).־שוארה

null𝑇† = (range𝑇)⟂ םגו range𝑇† = (null𝑇)⟂.
𝑇־שחיננ21 ∈ ℒ(𝐅3, 𝐅2)ידילעתרדגומה

𝑇(𝑎, 𝑏, 𝑐) = (𝑎 + 𝑏 + 𝑐, 2𝑏 + 3𝑐).
,𝑥)רובע.א 𝑦) ∈ 𝐅2,רובעהחסונואצמ𝑇†(𝑥, 𝑦).

†𝑇𝑇האוושמהשואדו.ב = 𝑃range 𝑇רובעהחסונהםעתמייקתמ)ב(6.69־מ

𝑇†א(ףיעסבונלביקש(.

𝑇†𝑇האוושמהשואדו.ג = 𝑃(null 𝑇)⟂רובעהחסונהםעתמייקתמ)ג(6.69־מ

𝑇†א(ףיעסבונלביקש(.

𝑇־ויפוסדמממ𝑉־שחיננ22 ∈ ℒ(𝑉,𝑊).־שוחיכוה

𝑇𝑇†𝑇 = 𝑇 םגו 𝑇†𝑇𝑇† = 𝑇†.
םילוכיונאהזכהרקמבןכשהכיפה𝑇םארוריבבתומייקתמליעלתואחסונהיתש

.𝑇−1־ב†𝑇תאףילחהל

𝑇־ויפוסדמממ𝑊־ו𝑉־שחיננ23 ∈ ℒ(𝑉,𝑊).־שוחיכוה

(𝑇†)† = 𝑇.
1−(𝑇−1)האוושמלתיגולנאאיהליעלהאוושמה = 𝑇םאתמייקתמה𝑇הכיפה.
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זקרפ

תימינפהלפכמיבחרמלעמםירוטרפוא

וילאשאשונבתוקסועתימינפהלפכמיבחרמלתורושקהרתויבתוקומעהתונקסמה

יפכ.תימינפהלפכמיבחרמלעמםירוטרפואותויראינילתוקתעה—תעכםישגינונא

.דומצהלשויתונוכתלוצינתועצמאבהחכוהלםינתינםיבוטםיטפשמ,הארנש

לשאלמרואיתונלקפסי,המוצעהתובישחהלעב,ילרטקפסהקוריפהטפשמ

םירוטרפואלשוםיישממתימינפהלפכמיבחרמלעמםמצעלםידומצהםירוטרפוא

קוריפהטפשמבשמתשנןכמרחאל.םיבכורמתימינפהלפכמיבחרמלעמםיילמרונ

ונתואוליבויש,םיירטינואםירוטרפואוםייבויחםירוטרפואתנבהבעויסלילרטקפסה

ילרטקפסהקוריפהטפשמ.תוצירטמלשםימרוגלקוריפותוירטינואתוצירטמלא

קוריפהלאונתואליבויש,ירלופופהםיירלוגניסםיכרעלקוריפהלאףסונבונתואליבוי

.ירלופה

.םייפוסםידממבקרתופקתרפסבךליאווזהדוקנמרתויבתובושחהתונקסמה

.יפוסדמממםה𝑊־ו𝑉יכםיחינמונאךליאוןאכמךכיפל

הזקרפלאצומהתוחנה

•𝐅ןמסמ𝐑וא𝐂.
•𝑉־ו𝑊לעמיפוסדמממתימינפהלפכמיבחרמ𝐅ספאהבחרמםניאש.

PetarM
ilošević

C
C
B
Y
-S
A

ייונישמהאצותכתוצרארפסמלשןמוחתבהנכשותומשרפסמהלויהשריע,ביבלבקושהרכיכ

היינשהריעלהתייהוגרבמלהמשהיה,1918תנשלדעו1772תנשמ.םיימואלניבתולובג

תמחלמלהנושארהםלועהתמחלמןיב.תירטסואההירפמיאהלשהיצילגזוחמבהתובישחב

םיאקיטמתמ,וזהפוקתךלהמב.בובלהארקנותינלופהטילשלהנותנריעההתייה,היינשהםלועה

לשתויסיסבהתונקסמהתאוחתיפ,םיאקיטמתמהוירבחו)1945–1892(�נַבַּןפטסטרפב,בובלב

.יפוסניאדמממםיירוטקוםיבחרמרקחלהזילנאילכבשומישךות,תינרדומתילנויצקנופהזילנא

הכפהשדעתוצעומהתירבמקלחהתייהש,הניארקואלביבלהחפוסהיינשהםלועהתמחלמםותב

.1991תנשבתיאמצעהנידמלהניארקוא
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םיילמרונםירוטרפואוםמצעלםידומצםירוטרפוא1ז

םידומצ

∗𝑇,דומצ:הרדגה7.1

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉,𝑊).לשהדומצה𝑇היצקנופהאיה𝑇∗ ∶ 𝑊 → 𝑉־שךכ

⟨𝑇𝑣,𝑤⟩ = ⟨𝑣,𝑇∗𝑤⟩
𝑣לכל ∈ 𝑉לכלו𝑤 ∈ 𝑊.

לש(דומצה,תילגנאההפשבתורפסב

ארקנ)תוצירטמוםירוטרפוא,תוקתעה

adjoint.תפסונתועמשמשיהזחנומל

רבכםתלקתנםא.תיראינילהרבגלאב

יכבלומיש,היינשהותועמשמבהזחנומב

.ולאתויועמשמיתשןיברשקלכןיא

,תינויגהליעלהרדגההעודמתוארלידכ

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉,𝑊).ְעַבֵּקַנ𝑤 ∈ 𝑊.

יראינילהלנויצקנופבןנובתנ

𝑣 ↦ ⟨𝑇𝑣,𝑤⟩
𝑣תאקיתעמה𝑉לעמ ∈ 𝑉לא⟨𝑇𝑣,𝑤⟩;

יפל.𝑤־בו𝑇־ביולתהזיראיניללנויצקנופ

ןותנהזיראיניללנויצקנופשךכ𝑉־בדיחירוטקוםייק,)6.42(סירלשהגצההטפשמ

,תורחאםילימב.𝑇∗𝑤םיארוקונאהזדיחירוטקוול.ותיאתימינפההלפכמהידילע

𝑇∗𝑤־בדיחיהרוטקווהאוה𝑉־שךכ

⟨𝑇𝑣,𝑤⟩ = ⟨𝑣,𝑇∗𝑤⟩
𝑣לכל ∈ 𝑉.

הלפכמהו𝑊־בתשחרתמילאמשהףגאבתימינפההלפכמה,ליעלהאוושמב

,⋅⟩ןומיסהותואבםישמתשמונא,תאזתורמל.𝑉־בתשחרתמינמיהףגאבתימינפה ⋅⟩
.תוימינפהתולפכמהיתשרובע

𝐑2לא𝐑3־מתיראינילהקתעהלשהדומצ:המגוד7.2

𝑇רידגנ ∶ 𝐑3 → 𝐑2ידילע

𝑇(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = (𝑥2 + 3𝑥3, 2𝑥1).
,𝑥1)־שחיננ,∗𝑇בושיחל 𝑥2, 𝑥3) ∈ 𝐑3־ו(𝑦1, 𝑦2) ∈ 𝐑2.יזא

⟨𝑇(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), (𝑦1, 𝑦2)⟩ = ⟨(𝑥2 + 3𝑥3, 2𝑥1), (𝑦1, 𝑦2)⟩

= 𝑥2𝑦1 + 3𝑥3𝑦1 + 2𝑥1𝑦2

= ⟨(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), (2𝑦2, 𝑦1, 3𝑦1)⟩.
־שתוררוגדומצהתרדגהוליעלהאוושמה

𝑇∗(𝑦1, 𝑦2) = (2𝑦2, 𝑦1, 3𝑦1).
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רתויהלכלידממ־דחחווטםעתיראינילהקתעהלשהדומצ:המגוד7.3

𝑢עַבֵּקַנְ ∈ 𝑉־ו𝑥 ∈ 𝑊.רידגנ𝑇 ∈ ℒ(𝑉,𝑊)ידילע

𝑇𝑣 = ⟨𝑣, 𝑢⟩𝑥
𝑣לכל ∈ 𝑉.בושיחל𝑇∗,־שחיננ𝑣 ∈ 𝑉־ו𝑤 ∈ 𝑊.יזא

⟨𝑇𝑣,𝑤⟩ = ⟨⟨𝑣, 𝑢⟩𝑥,𝑤⟩

= ⟨𝑣, 𝑢⟩⟨𝑥,𝑤⟩

= ⟨𝑣, ⟨𝑤, 𝑥⟩𝑢⟩.
ךכיפל

𝑇∗𝑤 = ⟨𝑤, 𝑥⟩𝑢.

ןלהלהחכוהלוליעלתואמגודהיתשל

םיליחתמ:∗𝑇בושיחלתפתושמהקינכט

תולועפםיעצבמו⟨𝑇𝑣,𝑤⟩רובעהחסונםע

;ןושארהביכרב𝑣תאדדובלידכתוירבגלא

.𝑇∗𝑤היהיינשהביכרבלבקתמשרביאה

∗𝑇־שררבתה,ליעלתואמגודהיתשב

הקתעהאלא𝑉לא𝑊־מהיצקנופקרהניא

ןפואבןוכנרבדה.𝑉לא𝑊־מתיראיניל

.האבההנקסמהונלהארמשיפכ,יללכ

תיראינילהקתעהאיהתיראינילהקתעהלשהדומצ7.4

𝑇םא ∈ ℒ(𝑉,𝑊),יזא𝑇∗ ∈ ℒ(𝑊,𝑉).

𝑇־שחיננהחכוה ∈ ℒ(𝑉,𝑊).םא𝑣 ∈ 𝑉־ו𝑤1,𝑤2 ∈ 𝑊,יזא

⟨𝑇𝑣,𝑤1 + 𝑤2⟩ = ⟨𝑇𝑣,𝑤1⟩ + ⟨𝑇𝑣,𝑤2⟩

= ⟨𝑣,𝑇∗𝑤1⟩ + ⟨𝑣,𝑇∗𝑤2⟩

= ⟨𝑣,𝑇∗𝑤1 + 𝑇∗𝑤2⟩.
־שהארמליעלהאוושמה

𝑇∗(𝑤1 + 𝑤2) = 𝑇∗𝑤1 + 𝑇∗𝑤2.

𝑣םא ∈ 𝑉, 𝜆 ∈ 𝐅,־ו𝑤 ∈ 𝑊,יזא

⟨𝑇𝑣, 𝜆𝑤⟩ = 𝜆⟨𝑇𝑣,𝑤⟩

= 𝜆⟨𝑣,𝑇∗𝑤⟩

= ⟨𝑣, 𝜆𝑇∗𝑤⟩.
־שהארמליעלהאוושמה

𝑇∗(𝜆𝑤) = 𝜆𝑇∗𝑤.

.וניצרשיפכ,תיראינילהקתעה∗𝑇ךכיפל
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דומצהלשתונוכת7.5

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉,𝑊).יזא

𝑆).א + 𝑇)∗ = 𝑆∗ + 𝑇∗לכל𝑆 ∈ ℒ(𝑉,𝑊)

∗(𝜆𝑇).ב = 𝜆𝑇∗לכל𝜆 ∈ 𝐅

∗(∗𝑇).ג = 𝑇

∗(𝑆𝑇).ד = 𝑇∗𝑆∗לכל𝑆 ∈ ℒ(𝑊,𝑈))ןאכ𝑈דמממתימינפהלפכמבחרמאוה

)𝐅לעמיפוס

∗𝐼.ה = 𝐼,רשאכ𝐼לעמתוהזהרוטרפואאוה𝑉

1−(∗𝑇)־והכיפה∗𝑇יזא,הכיפה𝑇םא.ו = (𝑇−1)∗
.

𝑣־שחיננהחכוה ∈ 𝑉־ו𝑤 ∈ 𝑊.

𝑆םא.א ∈ ℒ(𝑉,𝑊),יזא

⟨(𝑆 + 𝑇)𝑣,𝑤⟩ = ⟨𝑆𝑣,𝑤⟩ + ⟨𝑇𝑣,𝑤⟩

= ⟨𝑣, 𝑆∗𝑤⟩ + ⟨𝑣,𝑇∗𝑤⟩

= ⟨𝑣, 𝑆∗𝑤 + 𝑇∗𝑤⟩.
𝑆)ךכיפל + 𝑇)∗𝑤 = 𝑆∗𝑤 + 𝑇∗𝑤,וניצרשיפכ.

𝜆םא.ב ∈ 𝐅,יזא

⟨(𝜆𝑇)𝑣,𝑤⟩ = 𝜆⟨𝑇𝑣,𝑤⟩ = 𝜆⟨𝑣,𝑇∗𝑤⟩ = ⟨𝑣, 𝜆𝑇∗𝑤⟩.
𝑤∗(𝜆𝑇)ךכיפל = 𝜆𝑇∗𝑤,וניצרשיפכ.

םייקתמ.ג

⟨𝑇∗𝑤, 𝑣⟩ = ⟨𝑣,𝑇∗𝑤⟩ = ⟨𝑇𝑣,𝑤⟩ = ⟨𝑤,𝑇𝑣⟩.
𝑣∗(∗𝑇)ךכיפל = 𝑇𝑣,וניצרשיפכ.

𝑆־שחיננ.ד ∈ ℒ(𝑊,𝑈)־ו𝑢 ∈ 𝑈.יזא

⟨(𝑆𝑇)𝑣, 𝑢⟩ = ⟨𝑆(𝑇𝑣), 𝑢⟩ = ⟨𝑇𝑣, 𝑆∗𝑢⟩ = ⟨𝑣,𝑇∗(𝑆∗𝑢)⟩.
𝑢∗(𝑆𝑇)ךכיפל = 𝑇∗(𝑆∗𝑢),וניצרשיפכ.

𝑢־שחיננ.ה ∈ 𝑉.יזא

⟨𝐼𝑢, 𝑣⟩ = ⟨𝑢, 𝑣⟩.
𝐼∗𝑣ךכיפל = 𝑣,וניצרשיפכ.

𝑇−1𝑇האוושמהיפגאינשלשםידומצהתאחקינ.הכיפה𝑇־שחיננ.ו = 𝐼זאו

∗𝑇∗(𝑇−1)יכתוארהלידכ)ה(־ו)ד(־בשמתשנ = 𝐼.האוושמה,המודןפואב

𝑇𝑇−1 = 𝐼־שתררוג(𝑇−1)∗𝑇∗ = 𝐼.ךכיפל(𝑇−1)∗
יפכ,∗𝑇לשתיכפוהה

.וניצרש

𝐅םא = 𝐑,הקתעההיזא𝑇 ↦ 𝑇∗־מתיראינילהקתעהאיהℒ(𝑉,𝑊)לא

ℒ(𝑊,𝑉),םא,םלוא.ליעלהנקסמהלש)ב(־ו)א(םיפיעסמעבונשיפכ𝐅 = 𝐂,יזא

.)ב(ףיעסבעיפומהבכורמהדומצהרואלתיראינילהניאוזהקתעה
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תיראינילהקתעהלשחווטהוספאהבחרמןיבסחיהתאהארמהאבההנקסמה

.התדומצלשולאןיבל

∗𝑇לשחווטוספאבחרמ7.6

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉,𝑊).יזא

∗null𝑇.א = (range𝑇)⟂

∗range𝑇.ב = (null𝑇)⟂

null𝑇.ג = (range𝑇∗)⟂

range𝑇.ד = (null𝑇∗)⟂
.

𝑤יהי.)א(ףיעסתחכוהבחתפנהחכוה ∈ 𝑊.יזא

𝑇∗𝑤 = 0 ⟺ 𝑤 ∈ null𝑇∗

𝑣 ∈ 𝑉 לכל ⟨𝑣,𝑇∗𝑤⟩ = 0 ⟺
𝑣 ∈ 𝑉 לכל ⟨𝑇𝑣,𝑤⟩ = 0 ⟺

.𝑤 ∈ (range𝑇)⟂ ⟺
∗null𝑇ךכיפל = (range𝑇)⟂,א(ףיעסתאונחכוהךכבו(.

םילבקמונא,)א(ףיעסלשםיפגאהינשלשילנוגותרואהםילשמהתאחקינםא

רשאכ,)ג(תאלבקנ)א(ףיעסב∗𝑇־ב𝑇תפלחהב.6.52־בונשמתשהרשאכ,)ד(תא

.)ב(ףיעסתאונלןתת)ד(ףיעסב∗𝑇־ב𝑇תפלחה,םויסל.)ג(7.5־בונשמתשה

לשהדומצהלשהצירטמלקודהןפואבהרושקהאבההרדגהה,בורקבהארנשיפכ

.תיראינילהקתעה

∗𝐴,תפלחושמ־הדומצ:הרדגה7.7

𝑚הצירטמ𝐴לשתפלחושמ־הדומצה × 𝑛איה𝐴∗הצירטמ𝑛 × 𝑚לעתלבקתמה

.הצירטמברביאלכלשבכורמהדומצהתבצהותודומעהותורושהןיבהפלחהידי

𝑗םא,תורחאםילימב ∈ {1,… , 𝑛}־ו𝑘 ∈ {1,… ,𝑚},יזא

(𝐴∗)𝑗,𝑘 = 𝐴𝑘,𝑗.

2הצירטמלשתפלחושמ־הדומצ:המגוד7.8 × 3

,םיישממםירביאקרשי𝐴הצירטמלםא

∗𝐴יזא = 𝐴t,רשאכ𝐴tתאתנמסמ

תלבקתמההצירטמה(𝐴לשתפלחושמה

.)תודומעהותורושהןיבהפלחהידילע

2הצירטמהלשתפלחושמ־הדומצה × 3
⎛
⎝

2 3 + 4𝑖 7
6 5 8𝑖

⎞
⎠

3הצירטמהאיה × 2

⎛⎜⎜⎜
⎝

2 6
3 − 4𝑖 5

7 −8𝑖

⎞⎟⎟⎟
⎠
.

רלסקאןודלש:רבחמ,תיעיברהרודהמ,רשיהךרדבתיראינילהרבגלא
Linear Algebra Done Right, fourth edition, by Sheldon Axler



תימינפהלפכמיבחרמלעמםירוטרפואזקרפ232

תיראינילהקתעהלשהדומצההקתעהה

ךכיפל.סיסבלשהריחבבהיולתהניא

תוקתעההלעשגדםישנתובורקםיתיעל

םוקמבתויראינילתוקתעהלשתודומצה

תוצירטמואתופלחושמתוצירטמלע

.תופלחושמ־תודומצ

בשחלדציכהארמהאבההנקסמה

לעססבתהב∗𝑇לשהצירטמהתא

םיסיסבלסחיב:תוּריהִזְ.𝑇לשהצירטמה

לשהצירטמה,םיילמרונותרואםניאש

𝑇∗הצירטמלהוושהיהתחרכהבאל

.𝑇לשהצירטמהלשתפלחושמ־הדומצה

𝑇לשהצירטמהלשתפלחושמ־הדומצלהווש∗𝑇לשהצירטמ7.9

𝑇יהת ∈ ℒ(𝑉,𝑊).־שחיננ𝑒1,… , 𝑒𝑛לשילמרונותרואסיסב𝑉־ו𝑓1,… , 𝑓𝑚סיסב

,∗ℳ(𝑇יזא.𝑊לשילמרונותרוא ( 𝑓1,… , 𝑓𝑚), (𝑒1,… , 𝑒𝑛))תפלחושמ־הדומצהאיה

,ℳ(𝑇לש (𝑒1,… , 𝑒𝑛), ( 𝑓1,… , 𝑓𝑚)).תורחאםילימב,

ℳ(𝑇∗) = (ℳ(𝑇))∗.

םיכוראהםייוטיבהתאבותכלםוקמבℳ(𝑇∗)־וℳ(𝑇)בותכנ,וזהחכוהבהחכוה

ℳ(𝑇, (𝑒1,… , 𝑒𝑛), ( 𝑓1,… , 𝑓𝑚))־וℳ(𝑇∗, ( 𝑓1,… , 𝑓𝑚), (𝑒1,… , 𝑒𝑛)).

יראינילףוריצכ𝑇𝑒𝑘תביתכתועצמאבתלבקתמℳ(𝑇)לש𝑘th־ההדומעהיכריכזנ

𝑘th־ההדומעבםיבצומהזיראינילףוריצבונשמתשהםהבשםירלקסה;םי־𝑓𝑗־הלש
…,𝑓1־שרחאמ.ℳ(𝑇)לש , 𝑓𝑚לשילמרונותרואסיסבאוה𝑊,דציכםיעדויונא

:])א(6.30ואר[םי־𝑓𝑗־הלשיראינילףוריצכ𝑇𝑒𝑘תאבותכל

𝑇𝑒𝑘 = ⟨𝑇𝑒𝑘, 𝑓1⟩ 𝑓1 + ⋯ + ⟨𝑇𝑒𝑘, 𝑓𝑚⟩ 𝑓𝑚.
ךכיפל

,𝑇𝑒𝑘⟩אוהℳ(𝑇)לש,𝑘הדומע,𝑗הרושברביאה 𝑓𝑗⟩.

…,𝑒1ןיבףילחנו∗𝑇־ב𝑇תאףילחנ,ליעלטפשמב , 𝑒𝑛־ל𝑓1,… , 𝑓𝑚.הארנךכ

,𝑇∗𝑓𝑘⟩אוהℳ(𝑇∗)לש,𝑘הדומע,𝑗הרושברביאהיכ 𝑒𝑗⟩,־להוושאוהש⟨ 𝑓𝑘,𝑇𝑒𝑗⟩,

,𝑇𝑒𝑗⟩־להוושאוהש 𝑓𝑘⟩,הרושברביאהלשבכורמהדומצלהוושאוהש𝑘,הדומע𝑗,
ℳ(𝑇∗)ךכיפל.ℳ(𝑇)לש = (ℳ(𝑇))∗

.

ילאודהבחרמהםע𝑉לשיוהיזקפסמ6.58־בחסונשיפכסירלשהגצההטפשמ

הצובק־תתהלש⟂𝑈ילנוגותרואהםילשמה,הזיוהיזתחת.3.110־ברדגומכ′𝑉ולש

𝑈 ⊆ 𝑉ספאמלםאות𝑈0לש𝑈.םא𝑈לשבחרמ־תת𝑉,לשםידממהתואחסוניזא

𝑈⟂לשו𝑈06.51־ו3.125ואר—הזיוהיזתחתתוֹהזֵלתוכפוה.

םידומצוםיילנוגותרואםימילשמשרחאמ

םיסִפְּאַמְרשאמהדובעלםילקרתוי

יבחרמלשרשקהב,תוילאודתוקתעהו

םיסִפְּאַמְםעדובעלךרוצןיאתימינפהלפכמ

.תוילאודתוקתעהו

𝑇־שחיננ ∶ 𝑉 → 𝑊תיראינילהקתעה.

𝑊לשיוהיזהו′𝑉םע𝑉לשיוהיזהתחת
∗𝑇הדומצההקתעהה,′𝑊םע ∶ 𝑊 → 𝑉
′𝑇תילאודההקתעהלתמאות ∶ 𝑊′ → 𝑉′

שקבמ32ליגרתשיפכ,3.118־בתרדגומה

רובעתואחסונה,הזיוהיזתחת.אדוולםכמ

null𝑇∗־וrange𝑇∗]רובעתואחסונלתוהזלתוכפוה])ב(־ו)א(7.6וארnull𝑇′־ו

range𝑇′]ב(3.130־ו)א(3.128ואר([.לשהצירטמהיבגלטפשמה,ןכלערתי𝑇∗)ואר

.)3.132ואר(′𝑇לשהצירטמהיבגלטפשמליגולנא)7.9
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םמצעלםידומצםירוטרפוא

םוקמב.תימינפהלפכמיבחרמלעמםירוטרפואלאונבילתמושתתאםינפמונאתעכ

לא𝑉־מתויראינילתוקתעהבדקמתנונא,𝑊לא𝑉־מתויראינילתוקתעהבןנובתהל

𝑉;םירוטרפואתוארקנהלאכשתויראינילתוקתעהיכריכזנ.

ומצעלדומצ:הרדגה7.10

𝑇רוטרפוא ∈ ℒ(𝑉)םאומצעלדומצארקנ𝑇 = 𝑇∗.

𝑇םא ∈ ℒ(𝑉)־ו𝑒1,… , 𝑒𝑛לשילמרונותרואסיסב𝑉,יזא𝑇ומצעלדומצ

,ℳ(𝑇םא־קרו־םא (𝑒1,… , 𝑒𝑛)) = ℳ(𝑇, (𝑒1,… , 𝑒𝑛))
∗

.7.9־מעבונשיפכ,

ולשהצירטמהיפלעומצעלדומצ𝑇םאההעיבק:המגוד7.11

𝑐־שחיננ ∈ 𝐅־ו𝑇לעמרוטרפואה𝐅2יטרדנטסהסיסבלסחיב(ולשהצירטמהש(

איה

ℳ(𝑇) = ⎛
⎝

2 𝑐
3 7

⎞
⎠
.

איה)יטרדנטסהסיסבלסחיב(∗𝑇לשהצירטמה

ℳ(𝑇∗) = ⎛
⎝

2 3
𝑐 7

⎞
⎠
.

ℳ(𝑇)ךכיפל = ℳ(𝑇∗)םא־קרו־םא𝑐 = ומצעלדומצ𝑇רוטרפואהןכל.3

𝑐םא־קרו־םא = 3.

𝑇רוטרפוא ∈ ℒ(𝑉)ומצעלדומצ

םא־קרו־םא

⟨𝑇𝑣,𝑤⟩ = ⟨𝑣,𝑇𝑤⟩

𝑣,𝑤לכל ∈ 𝑉.

יכאיהרוכזליאדכשתישומישהיגולנא

המודדיקפתℒ(𝑉)לעמדומצהתלועפל

רפסמ.𝐂לעמבכורמהדומצהלשהזל

𝑧םא־קרו־םאישממאוה𝑧בכורמ = 𝑧;

𝑇(ומצעלדומצרוטרפואךכיפל = 𝑇∗(

.ישממרפסמליגולנא

תובושחתונוכתרפסמביוטיבידילהאבליעלהרכזוהשהיגולנאהיכהארנונא

הנקסמבםיימצעםיכרעלהרושקןהבשהנושארהשכ,םמצעלםידומצםירוטרפואלש

.האבה

𝐅םא = 𝐑,האבההנקסמבןיינעשיןכלו,ישממאוהימצעךרעלכהרדגהיפליזא

𝐅רשאכקר = 𝐂.

םמצעלםידומצםירוטרפואלשםיימצעםיכרע7.12

.ישממאוהומצעלדומצרוטרפואלשימצעךרעלכ

𝑣יהיו,𝑇לשימצעךרע𝜆יהי.𝑉לעמומצעלדומצרוטרפוא𝑇־שחיננהחכוה
𝑇𝑣־שךכ𝑉־בספאמהנושהרוטקו = 𝜆𝑣.יזא

𝜆‖𝑣‖2 = ⟨𝜆𝑣, 𝑣⟩ = ⟨𝑇𝑣, 𝑣⟩ = ⟨𝑣,𝑇𝑣⟩ = ⟨𝑣, 𝜆𝑣⟩ = 𝜆‖𝑣‖2.
𝜆ךכיפל = 𝜆,רמולכ𝜆וניצרשיפכ,ישממרפסמ.
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ןנובתנ,המגודכ.םיישממתימינפהלפכמיבחרמרובעהנוכנהניאהאבההנקסמה

𝑇רוטרפואב ∈ ℒ(𝐑2)ןועשהןוויכדגנםיריצהתישארביבס∘90לשבוביסעצבמש;

,𝑇(𝑥ךכיפל 𝑦) = (−𝑦, 𝑥).־שבלומיש𝑇𝑣־לילנוגותרוא𝑣לכל𝑣 ∈ 𝐑2,־שףא

𝑇 ≠ 0.

7.13𝑇𝑣־לילנוגותרוא𝑣לכל𝑣םא־קרו־םא𝑇 = 𝐅־שהחנהב(0 = 𝐂(

𝑇־ובכורמתימינפהלפכמבחרמ𝑉־שחיננ ∈ ℒ(𝑉).יזא

⟨𝑇𝑣, 𝑣⟩ = 𝑇לכל0 = 0 ⟺ 𝑣 ∈ 𝑉.

𝑢,𝑤םאהחכוה ∈ 𝑉,יזא

⟨𝑇𝑢,𝑤⟩ =
⟨𝑇(𝑢 + 𝑤), 𝑢 + 𝑤⟩ − ⟨𝑇(𝑢 − 𝑤), 𝑢 − 𝑤⟩

4

+
⟨𝑇(𝑢 + 𝑖𝑤), 𝑢 + 𝑖𝑤⟩ − ⟨𝑇(𝑢 − 𝑖𝑤), 𝑢 − 𝑖𝑤⟩

4
𝑖,

אוהינמיהףגאביוטיבלכשבלומיש.ינמיהףגאהבושיחידילעאדוולןתינשיפכ

,𝑇𝑣⟩הרוצהמ 𝑣⟩רובע𝑣 ∈ 𝑉םיאתמ.

,𝑇𝑣⟩־שחיננתעכ 𝑣⟩ = 𝑣לכל0 ∈ 𝑉.־שעבונליעלהאוושמהמיזא⟨𝑇𝑢,𝑤⟩ = 0
𝑢,𝑤לכל ∈ 𝑉,־שןאכמו𝑇𝑢 = 𝑢לכל0 ∈ 𝑉)חקינ𝑤 = 𝑇𝑢(.ןכל𝑇 = יפכ,0

.וניצרש

הבוטהמגודתקפסמהאבההנקסמה

םמצעלםידומצםירוטרפואשךכלתפסונ

.םיישממםירפסמומכםיגהנתמ

יבחרמרובעהנוכנהניאהאבההנקסמה

רשאכםיאורשיפכ,םיישממתימינפהלפכמ

הלפכמבחרמלעמרוטרפואלכבםיננובתמ

.ומצעלדומצוניאשישממתימינפ

7.14⟨𝑇𝑣, 𝑣⟩לכלישממ𝑣םא־קרו־םא𝑇־שהחנהב(ומצעלדומצ𝐅 = 𝐂(

𝑇־ובכורמתימינפהלפכמבחרמ𝑉־שחיננ ∈ ℒ(𝑉).יזא

𝑇ומצעלדומצ⟨𝑇𝑣, 𝑣⟩ ∈ 𝐑 𝑣לכל⟺ ∈ 𝑉.

𝑣םאהחכוה ∈ 𝑉,יזא

7.15 ⟨𝑇∗𝑣, 𝑣⟩ = ⟨𝑣,𝑇∗𝑣⟩ = ⟨𝑇𝑣, 𝑣⟩.
תעכ

𝑇 − 𝑇∗ = 0 ⟺ ומצעלדומצ 𝑇

𝑣 ∈ 𝑉 לכל ⟨(𝑇 − 𝑇∗)𝑣, 𝑣⟩ = 0 ⟺

𝑣 ∈ 𝑉 לכל ⟨𝑇𝑣, 𝑣⟩ − ⟨𝑇𝑣, 𝑣⟩ = 0 ⟺

, 𝑣 ∈ 𝑉 לכל ⟨𝑇𝑣, 𝑣⟩ ∈ 𝐑 ⟺
𝑇לעלעפומה7.13־מתעבונהיינשהתוליקשהרשאכ −𝑇∗תעבונתישילשהתוליקשהו

.7.15־מ
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םייקיספאמהנושה𝑇רוטרפואשןכתיי,𝑉ישממתימינפהלפכמבחרמלעמ

⟨𝑇𝑣, 𝑣⟩ = 𝑣לכל0 ∈ 𝑉.רובעןכתייוניארבדהשהארמהאבההנקסמה,תאזלכב

.ומצעלדומצהרוטרפוא

7.16𝑇־וומצעלדומצ⟨𝑇𝑣, 𝑣⟩ = 𝑇םא־קרו־םא𝑣לכל0 = 0

יזא.𝑉לעמומצעלדומצרוטרפוא𝑇־שחיננ

⟨𝑇𝑣, 𝑣⟩ = 𝑇לכל0 = 0 ⟺ 𝑣 ∈ 𝑉.

רבכ)ומצעלדומצ𝑇־שהחנההאלל(בכורמתימינפהלפכמבחרמ𝑉רשאכהחכוה

.ישממתימינפהלפכמבחרמ𝑉־שחינהלםילוכיונאךכיפל.)7.13ואר(תאזונחכוה

𝑢,𝑤םא ∈ 𝑉,יזא

7.17 ⟨𝑇𝑢,𝑤⟩ =
⟨𝑇(𝑢 + 𝑤), 𝑢 + 𝑤⟩ − ⟨𝑇(𝑢 − 𝑤), 𝑢 − 𝑤⟩

4
,

האוושמבשומישךותינמיהףגאהבושיחידילעחיכוהלןתינשיפכ

⟨𝑇𝑤, 𝑢⟩ = ⟨𝑤,𝑇𝑢⟩ = ⟨𝑇𝑢,𝑤⟩,
רחאמםייקתמינשהןויוושהוומצעלדומצ𝑇־שרחאמםייקתמןושארהןויוושהרשאכ

.ישממתימינפהלפכמבחרמבםידבועונאש

,𝑇𝑣⟩־שחיננתעכ 𝑣⟩ = 𝑣לכל0 ∈ 𝑉.אוה7.17לשינמיהףגאביוטיבלכשרחאמ

,𝑇𝑣⟩הרוצהמ 𝑣⟩רובע𝑣־שעבונןאכמ,םיאתמ⟨𝑇𝑢,𝑤⟩ = 𝑢,𝑤לכל0 ∈ 𝑉.ןאכמ

𝑇𝑢יכעבונ = 𝑢לכל0 ∈ 𝑉)חקינ𝑤 = 𝑇𝑢(.ןכל𝑇 = .וניצרשיפכ,0

םיילמרונםירוטרפוא

ילמרונ:הרדגה7.18

רוטרפואהםעףלחתמאוהםאילמרונארקנתימינפהלפכמבחרמלעמרוטרפוא•

.ולשדומצה

𝑇,תורחאםילימב• ∈ ℒ(𝑉)םאילמרונ𝑇𝑇∗ = 𝑇∗𝑇.

∗𝑇יזאומצעלדומצ𝑇םאשרחאמ,ילמרונאוהומצעלדומצרוטרפואלכ = 𝑇
.∗𝑇םעףלחתמ𝑇ןכלו

ומצעלדומצוניאשילמרונרוטרפוא:המגוד7.19

איה)יטרדנטסהסיסבלסחיב(ולשהצירטמהש𝐅2לעמרוטרפואה𝑇יהי

⎛
⎝

2 −3
3 2

⎞
⎠
.

,𝑇(𝑤ךכיפל 𝑧) = (2𝑤 − 3𝑧, 3𝑤 + 2𝑧).
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)3־להוושה(1הדומע,2הרושברביאהשרחאמומצעלדומצוניאהז𝑇רוטרפוא
.)3−־להוושה(2הדומע,1הרושברביאהלשבכורמהדומצלהוושוניא

־להווש∗𝑇𝑇לשהצירטמה

⎛
⎝

2 −3
3 2

⎞
⎠
⎛
⎝

2 3
−3 2

⎞
⎠

= ⎛
⎝

13 0
0 13

⎞
⎠
.

־להווש𝑇∗𝑇לשהצירטמה,המודןפואב

⎛
⎝

2 3
−3 2

⎞
⎠
⎛
⎝

2 −3
3 2

⎞
⎠

= ⎛
⎝

13 0
0 13

⎞
⎠
.

∗𝑇𝑇־שםיאורונא,הצירטמהתוא𝑇∗𝑇־לו∗𝑇𝑇־לשרחאמ = 𝑇∗𝑇.ךכיפל𝑇
.ילמרונרוטרפוא

.תדחוימבל־תמושתלםייוארםיילמרונםירוטרפואעודמהארנונאהאבההדיחיב

.םיילמרונםירוטרפואלישומישןויפאתקפסמהאבההנקסמה

7.20𝑇־לםא־קרו־םאילמרונ𝑇𝑣־לו𝑇∗𝑣המרונההתואשי

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉).יזא

𝑇ילמרונ‖𝑇𝑣‖ = ‖𝑇∗𝑣‖ 𝑣לכל⟺ ∈ 𝑉.

םייקתמהחכוה

𝑇∗𝑇 − 𝑇𝑇∗ = 0 ⟺ ילמרונ 𝑇

𝑣 ∈ 𝑉 לכל ⟨(𝑇∗𝑇 − 𝑇𝑇∗)𝑣, 𝑣⟩ = 0 ⟺

𝑣 ∈ 𝑉 לכל ⟨𝑇∗𝑇𝑣, 𝑣⟩ = ⟨𝑇𝑇∗𝑣, 𝑣⟩ ⟺

𝑣 ∈ 𝑉 לכל ⟨𝑇𝑣,𝑇𝑣⟩ = ⟨𝑇∗𝑣,𝑇∗𝑣⟩ ⟺

𝑣 ∈ 𝑉 לכל ‖𝑇𝑣‖2 = ∥𝑇∗𝑣∥2 ⟺

, 𝑣 ∈ 𝑉 לכל ‖𝑇𝑣‖ = ∥𝑇∗𝑣∥ ⟺

רוטרפואהשבלומיש(היינשהתוליקשהתאססבלידכ7.16־בונשמתשהרשאכ

𝑇∗𝑇 − 𝑇𝑇∗ומצעלדומצ(.

)ה(ףיעסתאוושה.ליעלהנקסמהלשתוכלשהרפסמהגיצמהאבההנקסמה

רוטרפואהלשםיימצעהםיכרעהיכעבוקהזליגרת.3ליגרתלהאבההנקסמהלש

םיימצעהםיכרעהלשםיבכורמהםידומצל)הצובקכ(םיוושרוטרפואלכלשדומצה

רוטרפואלשרחאמ,םיימצעהםירוטקווהיבגלרבדןייצמאלליגרתה.רוטרפואהלש

)ה(ףיעסמ,תאזלכב.םינושםיימצעםירוטקוויהישןכתייולשדומצהרוטרפואלו

םירוטקוםתואולשדומצהרוטרפואלוילמרונרוטרפואלשעבונהאבההנקסמהלש

.םיימצע
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ילמרונרוטרפואלשםיימצעםירִוֹטקְוֶוּ,ספאהבחרמ,חווט7.21

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉)יזא.ילמרונרוטרפוא

null𝑇.א = null𝑇∗

range𝑇.ב = range𝑇∗

𝑉.ג = null𝑇 ⊕ range𝑇

𝑇.ד − 𝜆𝐼לכלילמרונ𝜆 ∈ 𝐅

𝑣םא.ה ∈ 𝑉־ו𝜆 ∈ 𝐅,יזא𝑇𝑣 = 𝜆𝑣םא־קרו־םא𝑇∗𝑣 = 𝜆𝑣.

החכוה

𝑣־שחיננ.א ∈ 𝑉.יזא

𝑣 ∈ null𝑇 ⟺ ‖𝑇𝑣‖ = 0 ⟺ ∥𝑇∗𝑣∥ = 0 ⟺ 𝑣 ∈ null𝑇∗,
null𝑇ךכיפל.7.20־מתעבונליעלתיעצמאהתוליקשהרשאכ = null𝑇∗.

םייקתמ.ב

range𝑇 = (null𝑇∗)⟂ = (null𝑇)⟂ = range𝑇∗,
הנקסמלש)א(ףיעסמעבונינשהןויוושה,)ד(7.6־מעבונןושארהןויוושהרשאכ

.)ב(7.6־מעבונישילשהןויוושהו,וז

םייקתמ.ג

𝑉 = (null𝑇) ⊕ (null𝑇)⟂ = null𝑇 ⊕ range𝑇∗ = null𝑇 ⊕ range𝑇,
ןויוושהו,)ב(7.6־מעבונינשהןויוושה,6.49־מעבונןושארהןויוושהרשאכ

.וזהנקסמלש)ב(ףיעסמעבונישילשה

𝜆־שחיננ.ד ∈ 𝐅.יזא

(𝑇 − 𝜆𝐼)(𝑇 − 𝜆𝐼)∗ = (𝑇 − 𝜆𝐼)(𝑇∗ − 𝜆𝐼)

= 𝑇𝑇∗ − 𝜆𝑇 − 𝜆𝑇∗ + |𝜆|2𝐼

= 𝑇∗𝑇 − 𝜆𝑇 − 𝜆𝑇∗ + |𝜆|2𝐼

= (𝑇∗ − 𝜆𝐼)(𝑇 − 𝜆𝐼)

= (𝑇 − 𝜆𝐼)∗(𝑇 − 𝜆𝐼).
𝑇ךכיפל − 𝜆𝐼ןכל.ולשדומצהרוטרפואהםעףלחתמ𝑇 − 𝜆𝐼ילמרונ.

𝑣־שחיננ.ה ∈ 𝑉־ו𝜆 ∈ 𝐅.־שםיררוג7.20־ו)ד(ףיעסיזא

‖(𝑇 − 𝜆𝐼)𝑣‖ = ∥(𝑇 − 𝜆𝐼)∗𝑣∥ = ∥(𝑇∗ − 𝜆𝐼)𝑣∥.
𝑇)‖ךכיפל − 𝜆𝐼)𝑣‖ = ∗𝑇)∥םא־קרו־םא0 − 𝜆𝐼)𝑣∥ = 𝑇𝑣ןכל.0 = 𝜆𝑣
𝑇∗𝑣םא־קרו־םא = 𝜆𝑣.
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טרפבתמייקתמהאבההנקסמה,ילמרונאוהומצעלדומצרוטרפואלכשרחאמ

.םמצעלםידומצםירוטרפוארובע

םיילמרונםירוטרפוארובעםיילנוגותרואםיימצעםירוטקו7.22

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉)לשםיימצעםירוטקויזא.ילמרונ𝑇םיימצעםיכרעלםיכיישה

.םיילנוגותרואםהםינוש

,𝛼־שחיננהחכוה 𝛽לשםינושםיימצעםיכרע𝑇,םימיאתמםיימצעםירוטקוםע𝑢, 𝑣.

𝑇𝑢ךכיפל = 𝛼𝑢־ו𝑇𝑣 = 𝛽𝑣.־שןותנ)ה(7.21־מ𝑇∗𝑣 = 𝛽𝑣.ךכיפל

(𝛼 − 𝛽)⟨𝑢, 𝑣⟩ = ⟨𝛼𝑢, 𝑣⟩ − ⟨𝑢, 𝛽𝑣⟩

= ⟨𝑇𝑢, 𝑣⟩ − ⟨𝑢,𝑇∗𝑣⟩

= 0.
𝛼־שרחאמ ≠ 𝛽,־שעבונליעלהאוושמהמ⟨𝑢, 𝑣⟩ = ,םיילנוגותרוא𝑣־ו𝑢ךכיפל.0

.וניצרשיפכ

𝐅רשאכקרתועמשמשיהאבההנקסמל,ןאכןיוצמשיפכ = 𝐂.ואר,תאזלכב

𝐅רשאכתועמשמטפשמלשיהבשהסרגל12ליגרת = 𝐂רשאכםגו𝐅 = 𝐑.

𝐅־שחיננ = 𝐂־ו𝑇 ∈ ℒ(𝑉).ןיבהיגולנאהתארשהבℒ(𝑉)ןיבו𝐂,דיקפתרשאכ

𝐴םירוטרפואה,𝐂לעמבכורמהדומצהלשהזלהמודℒ(𝑉)לעמדומצהרוטרפואה
שיךכיפל.𝑇לשהמודמהוישממהםיקלחלםימיאתמ7.24יפלםירדגומםהשיפכ𝐵־ו

.ןלהלהנקסמהלשתימשריתלבהתרתוכבןויגה

7.23𝑇לשהמודמהוישממהםיקלחהםא־קרו־םאילמרונ𝑇םיפלחתמ

𝐅־שחיננ = 𝐂־ו𝑇 ∈ ℒ(𝑉).יזא𝑇םירוטרפואםימייקםא־קרו־םאילמרונ

𝑇־שךכ𝐵־ו𝐴םמצעלםידומצהםיפלחתמ = 𝐴 + 𝑖𝐵.

ויהי.ילמרונ𝑇יכחיננהליחתהחכוה

7.24 𝐴 =
𝑇 + 𝑇∗

2
־ו 𝐵 =

𝑇 − 𝑇∗

2𝑖
.

𝑇־וםמצעלםידומצ𝐵־ו𝐴יזא = 𝐴 + 𝑖𝐵.־שהארמריהמבושיח

7.25 𝐴𝐵 − 𝐵𝐴 =
𝑇∗𝑇 − 𝑇𝑇∗

2𝑖
.

־ו𝐴םירוטרפואהךכיפל.0הוושליעלהאוושמהלשינמיהףגאה,ילמרונ𝑇־שרחאמ
𝐵וניצרשיפכ,םיפלחתמ.

םידומצהםיפלחתמםירוטרפואםימייקשחיננתעכ,ינשהןוויכבהרירגהתחכוהל

𝑇־שךכ𝐵־ו𝐴םמצעל = 𝐴 + 𝑖𝐵.יזא𝑇∗ = 𝐴 − 𝑖𝐵.תואוושמהיתשרוביח

יתשרוסיח.7.24־ב𝐴רובעהאוושמהתאהקיפמ2־בהקולחזאותונורחאה

תעכ.7.24־ב𝐵רובעהאוושמהתאהקיפמ2𝑖־בהקולחזאותונורחאהתואוושמה

.וניצרשיפכ,ילמרונ𝑇־שררוג7.25,םיפלחתמ𝐴־ו𝐵־שרחאמ.7.25תאררוג7.24
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1זםיליגרת

𝑇רידגנ.יבויחםלשרפסמ𝑛־שחיננ1 ∈ ℒ(𝐅𝑛)ידילע

𝑇(𝑧1,… , 𝑧𝑛) = (0, 𝑧1,… , 𝑧𝑛−1).
…,𝑇∗(𝑧1רובעהחסונואצמ , 𝑧𝑛).

𝑇־שחיננ2 ∈ ℒ(𝑉,𝑊).יכוחיכוה

𝑇 = 0 ⟺ 𝑇∗ = 0 ⟺ 𝑇∗𝑇 = 0 ⟺ 𝑇𝑇∗ = 0.

𝑇־שחיננ3 ∈ ℒ(𝑉)־ו𝜆 ∈ 𝐅.יכוחיכוה

𝜆לשימצעךרעאוה𝑇םא־קרו־םא𝜆לשימצעךרעאוה𝑇∗.

𝑇־שחיננ4 ∈ ℒ(𝑉)־ו𝑈לשבחרמ־תת𝑉.יכוחיכוה

𝑈תחתרומש𝑇םא־קרו־םא𝑈⟂תחתרומש𝑇∗.

𝑇־שחיננ5 ∈ ℒ(𝑉,𝑊).־שחיננ𝑒1,… , 𝑒𝑛לשילמרונותרואסיסב𝑉־ו𝑓1,… , 𝑓𝑚
יכוחיכוה.𝑊לשילמרונותרואסיסב

‖𝑇𝑒1‖2 + ⋯ + ‖𝑇𝑒𝑛‖2 = ∥𝑇∗𝑓1∥
2 + ⋯ + ∥𝑇∗𝑓𝑚∥2.

…,𝑇𝑒1‖2‖םירפסמה , ‖𝑇𝑒𝑛‖2ילמרונותרואסיסבבםייולתליעלהאוושמב𝑒1,… , 𝑒𝑛,

…,𝑒1־ביולתוניאהאוושמהלשינמיהףגאהךא , 𝑒𝑛.הארמליעלהאוושמהךכיפל

…,𝑒1ילמרונותרואסיסבהזיאביולתוניאילאמשהףגאבםוכסהש , 𝑒𝑛ונשמתשה.

𝑇־שחיננ6 ∈ ℒ(𝑉,𝑊).יכוחיכוה

∗𝑇תיכרע־דח־דח𝑇.א לעָ⟺

∗𝑇לע𝑇ָ.ב .תיכרע־דח־דח⟺

𝑇םאיכוחיכוה7 ∈ ℒ(𝑉,𝑊),יזא

dim.א null𝑇∗ = dim null𝑇 + dim𝑊 − dim𝑉
dim.ב range𝑇∗ = dim range𝑇.

𝑚הצירטמ𝐴־שחיננ8 × 𝑛־בםירביאםע𝐅.7ליגרתב)ב(ףיעסבושמתשה

.𝐴לשתודומעהתגרדלהווש𝐴לשתורושהתגרדיכחיכוהלידכ
.3.133־ו3.57־בהחכוהרבכשהנקסמלתפסונתיפולחהחכוהשקבמהזליגרת

רוטרפואאיה𝑉לעמםמצעלםידומצםירוטרפואינשלשהלפכמהיכוחיכוה9

.םיפלחתמםירוטרפואהינשםא־קרו־םאומצעלדומצ

𝐅־שחיננ10 = 𝐂־ו𝑇 ∈ ℒ(𝑉).יכוחיכוה𝑇םא־קרו־םאומצעלדומצ

⟨𝑇𝑣, 𝑣⟩ = ⟨𝑇∗𝑣, 𝑣⟩
𝑣לכל ∈ 𝑉.
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𝑆רוטרפואורידגה11 ∶ 𝐅2 → 𝐅2ידילע𝑆(𝑤, 𝑧) = (−𝑧,𝑤).

.∗𝑆רובעהחסונואצמ.א

.ומצעלדומצוניאךאילמרונ𝑆יכוארה.ב

.𝑆לשםיימצעהםיכרעהלכתאואצמ.ג

𝐅םא = 𝐑,יזא𝑆לעמרוטרפואהאוה𝐑2ןועשהןוויכדגנ∘90לשבוביסעצבמה.

𝐵רוטרפוא12 ∈ ℒ(𝑉)םאדומצ־יטנאארקנ

𝐵∗ = −𝐵.
𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉).יכוחיכוה𝑇םירוטרפואםימייקםא־קרו־םאילמרונ

𝑇־ו,דומצ־יטנא𝐵,ומצעלדומצ𝐴־שךכ𝐵־ו𝐴םיפלחתמ = 𝐴 + 𝐵.

𝐅־שחיננ13 = 𝐑.רידגנ𝒜 ∈ ℒ(ℒ(𝑉))ידילע𝒜𝑇 = 𝑇∗לכל𝑇 ∈ ℒ(𝑉).

.𝒜לשםיימצעהםיכרעהלכתאואצמ.א
.𝒜לשילמינימהםונילופהתאואצמ.ב

,𝑝⟩ידילע𝒫2(𝐑)לעמתימינפהלפכמורידגה14 𝑞⟩ = ∫1
0 𝑝𝑞.רוטרפואורידגה

𝑇 ∈ ℒ(𝒫2(𝐑))ידילע

𝑇(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐) = 𝑏𝑥.

.ומצעלדומצוניא𝑇רוטרפואה,וזתימינפהלפכמםעיכוארה.א

,1סיסבלסחיב𝑇לשהצירטמה.ב 𝑥, 𝑥2איה

⎛⎜⎜⎜
⎝

0 0 0
0 1 0
0 0 0

⎞⎟⎟⎟
⎠
.

.ומצעלדומצוניא𝑇־שףא,הלשתפלחושמ־הדומצלהוושוזהצירטמ

.הריתסהווהמרבדהןיאעודמוריבסה

𝑇־שחיננ15 ∈ ℒ(𝑉)יכוחיכוה.ךיפה

𝑇−1ומצעלדומצ𝑇.א .ומצעלדומצ⟺

𝑇−1ילמרונ𝑇.ב .ילמרונ⟺

𝐅־שחיננ16 = 𝐑.

בחרמ־תתאיה𝑉לעמםמצעלםידומצהםירוטרפואהלשהצובקהיכוארה.א

.ℒ(𝑉)לש

?]dim𝑉לשםיחנומב[)א(ףיעסבℒ(𝑉)לשבחרמ־תתהלשדממהוהמ.ב

𝐅־שחיננ17 = 𝐂.לעמםמצעלםידומצהםירוטרפואהלשהצובקהיכוארה𝑉
.ℒ(𝑉)לשבחרמ־תתהניא

dim𝑉־שחיננ18 ≥ הניא𝑉לעמםיילמרונהםירוטרפואהלשהצובקהיכוארה.2

.ℒ(𝑉)לשבחרמ־תת
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𝑇־שחיננ19 ∈ ℒ(𝑉)־ו∥𝑇∗𝑣∥ ≤ ‖𝑇𝑣‖לכל𝑣 ∈ 𝑉.יכוחיכוה𝑇ילמרונ.
ליבומשהמ,יפוסניאדמממתימינפהלפכמיבחרמבםייקתמוניאהזליגרת

.הפנעהירואתהחתופםביבסש,םיילמרונ־ופיהםירוטרפואםיארקנהםיטקייבואל

𝑃־שחיננ20 ∈ ℒ(𝑉)־שךכ𝑃2 = 𝑃.םילוקשםיאבהםיאנתהיכוחיכוה.

.ומצעלדומצ𝑃.א

.ילמרונ𝑃.ב
𝑃־שךכ𝑉לש𝑈בחרמ־תתםייק.ג = 𝑃𝑈.

𝐷־שחיננ21 ∶ 𝒫8(𝐑) → 𝒫8(𝐑)ידילערדגומההריזגהרוטרפואאוה𝐷𝑝 = 𝑝′.

רוטרפואתויהל𝐷־לםורגתש𝒫8(𝐑)לעמתימינפהלפכמתמייקאליכוחיכוה

.ילמרונ

𝑇רוטרפואלשהמגודואיבה22 ∈ ℒ(𝐑3)־שךכ𝑇ומצעלדומצוניאךאילמרונ.

𝑣,𝑤־שחיננ,ףסונב.𝑉לעמילמרונרוטרפוא𝑇־שחיננ23 ∈ 𝑉תאםימייקמ

תואוושמה

‖𝑣‖ = ‖𝑤‖ = 2, 𝑇𝑣 = 3𝑣, 𝑇𝑤 = 4𝑤.
𝑇(𝑣‖יכוארה + 𝑤)‖ = 10.

𝑇־שחיננ24 ∈ ℒ(𝑉)־ו

𝑎0 + 𝑎1𝑧 + 𝑎2𝑧2 + ⋯ + 𝑎𝑚−1𝑧𝑚−1 + 𝑧𝑚

אוה∗𝑇לשילמינימהםונילופהיכוחיכוה.𝑇לשילמינימהםונילופהאוה

𝑎0 + 𝑎1 𝑧 + 𝑎2 𝑧2 + ⋯ + 𝑎𝑚−1 𝑧𝑚−1 + 𝑧𝑚.
םא𝑇לשילמינימהםונילופלהווש∗𝑇לשילמינימהםונילופהיכהארמהזליגרת

𝐅 = 𝐑.

𝑇־שחיננ25 ∈ ℒ(𝑉).יכוחיכוה𝑇םא־קרו־םאןיסכל𝑇∗ןיסכל.

,𝑢עַבֵּקַנ26ְ 𝑥 ∈ 𝑉.רידגנ𝑇 ∈ ℒ(𝑉)ידילע𝑇𝑣 = ⟨𝑣, 𝑢⟩𝑥לכל𝑣 ∈ 𝑉.

םא־קרו־םאומצעלדומצ𝑇יזא,ישממירוטקובחרמ𝑉םאיכוחיכוה.א

,𝑢המישרה 𝑥תיראינילהיולת.

,𝑢המישרהםא־קרו־םאילמרונ𝑇יכוחיכוה.ב 𝑥תיראינילהיולת.

𝑇־שחיננ27 ∈ ℒ(𝑉)יכוחיכוה.ילמרונ

null𝑇𝑘 = null𝑇 םגו range𝑇𝑘 = range𝑇
.𝑘יבויחםלשרפסמלכל

𝑇־שחיננ28 ∈ ℒ(𝑉)םאיכוחיכוה.ילמרונ𝜆 ∈ 𝐅,לשילמינימהםונילופהיזא𝑇
𝑥)לשםונילופתלופכוניא − 𝜆)2.
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𝑇םא:תידגנהמגודואיבהואוחיכוה29 ∈ ℒ(𝑉)ילמרונותרואסיסבונשיו

𝑒1,… , 𝑒𝑛לש𝑉־שךכ‖𝑇𝑒𝑘‖ = ∥𝑇∗𝑒𝑘∥לכל𝑘 = 1,… , 𝑛,יזא𝑇ילמרונ.

𝑇־שחיננ30 ∈ ℒ(𝐅3)־וילמרונ𝑇(1, 1, 1) = (2, 2, ,𝑧1)־שחיננ.(2 𝑧2, 𝑧3) ∈
null𝑇.יכוחיכוה𝑧1 + 𝑧2 + 𝑧3 = 0.

תוישממהתויצקנופהלשתימינפההלפכמהבחרמב.𝑛יבויחםלשרפסמעַבֵּקַנ31ְ

⟩תימינפהלפכמםע[𝜋,𝜋−]לעמתופיצרה 𝑓, 𝑔⟩ = ∫𝜋
−𝜋 𝑓 𝑔,יהי

𝑉 = span(1, cos 𝑥, cos 2𝑥,… , cos 𝑛𝑥, sin 𝑥, sin 2𝑥,… , sin 𝑛𝑥).
𝐷ורידגה.א ∈ ℒ(𝑉)ידילע𝐷 𝑓 = 𝑓 ∗𝐷יכוארה.′ = −𝐷.יכוקיסה𝐷

.ומצעלדומצוניאךאילמרונ

𝑇ורידגה.ב ∈ ℒ(𝑉)ידילע𝑇 𝑓 = 𝑓 .ומצעלדומצ𝑇יכוארה.″

𝑇־שחיננ32 ∶ 𝑉 → 𝑊לשיטרדנטסהיוהיזהתחתיכוארה.תיראינילהקתעה𝑉
∗𝑇הדומצההקתעהה,′𝑊םע𝑊לשםאותהיוהיזהו)6.58ואר(′𝑉םע ∶ 𝑊 → 𝑉
′𝑇תילאודההקתעהלהמיאתמ ∶ 𝑊′ → 𝑉′.יכוארה,קוידרתיב

𝑇′(𝜑𝑤) = 𝜑𝑇∗𝑤

𝑤לכל ∈ 𝑊,רשאכ𝜑𝑤־ו𝜑𝑇∗𝑤6.58־בומכםירדגומ.
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ילרטקפסהקוריפהטפשמ2ז

טרפםוקמלכב0הירביאשתיעובירהצירטמאיהתינוסכלאהצירטמיכריכזנ

םאןיסכלארקנ𝑉לעמרוטרפואיכריכזנ.0־מםינושהםירביאונכתייובשןוסכלאל

הרוקרבדהשףסונבריכזנ.𝑉לשוהשלכסיסבלסחיבתינוסכלאהצירטמשירוטרפואל

.)5.55ואר(רוטרפואהלשםיימצעםירוטקוומבכרומה𝑉לשסיסבםייקםא־קרו־םא

ילמרונותרואסיסבםייקםרובערשאולאםה𝑉לעמרתויבםייתודידיהםירוטרפואה

םירוטרפואהקוידבםהולא.תינוסכלאהצירטמרוטרפואלשיוילאסחיברשא𝑉לש

𝑇 ∈ ℒ(𝑉)לשילמרונותרואסיסבםייקשךכ𝑉לשםיימצעםירוטקוומבכרומה𝑇.
םירוטרפואןייפאמה,ילרטקפסהקוריפהטפשמתאחיכוהלאיהוזהדיחיבונתרטמ

𝐅רשאכםמצעלםידומצםירוטרפואכולא = 𝐑רשאכםיילמרונםירוטרפואכו𝐅 = 𝐂.

םירוטרפוארקחברתויבישומישהילכההארנהלככאוהילרטקפסהקוריפהטפשמ

יפוסניאדמממםימיוסמתימינפהלפכמיבחרמלותבחרהל.תימינפהלפכמיבחרמלעמ

,Measureרבחמהלשורפסב10Dקלח,המגודל,ואר( Integration & Real Analysis(

.תילנויצקנופהזילנאביזכרמדיקפת

טפשמתאלצפנונא,𝐅־בהיולתילרטקפסהקוריפהטפשמלשהנקסמהשרחאמ

ישממהילרטקפסהקוריפהטפשמארקנםהלש,םיקלחינשלילרטקפסהקוריפה

.בכורמהילרטקפסהקוריפהטפשמו

ישממהילרטקפסהקוריפהטפשמ

תונקסמ.תומידקמתונקסמיתשלקקדזנ,ישממהילרטקפסהקוריפהטפשמתחכוהל

ךא,בכורמהוישממהתימינפההלפכמהיבחרמינשרובעתומייקתמולאתומידקמ

.בכורמהילרטקפסהקוריפהטפשמתחכוהלןהלםיקוקזונניא

ישומישילכאיהוזעובירלהמלשהתקינכט

.םישרושהתחסונתריזגל

הנוכנהאבההנקסמהששחנלולכות

ךכבהרובעהחכוההתאאוצמלוליפאו

םעהיינשהלעממםונילופבוננובתתש

,𝑏־שחיננ,קוידרתיל.םיישממםימדקמ 𝑐 ∈ 𝐑־ו𝑏2 < 4𝑐.יהי𝑥יזא.ישממרפסמ

𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = (𝑥 +
𝑏
2
)

2
+ (𝑐 −

𝑏2

4
) > 0.

𝑥2,טרפב + 𝑏𝑥 + 𝑐0־מהנושאוהשרמולתלתופמךרד(ךיפהישממרפסמאוה(.

םירפסמןיבהיגולנאהתאריכזנ(ומצעלדומצרוטרפואב𝑥ישממהרפסמהתפלחה

.האבההנקסמהלאהליבומ)םמצעלםידומצםירוטרפואוםיישממ

םיכיפהםייעובירםייוטיב7.26

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉)־וומצעלדומצ𝑏, 𝑐 ∈ 𝐑־שךכ𝑏2 < 4𝑐.יזא

𝑇2 + 𝑏𝑇 + 𝑐𝐼
.ךיפהרוטרפוא
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יזא.𝑉־בספאמהנושרוטקו𝑣יהיהחכוה

⟨(𝑇2 + 𝑏𝑇 + 𝑐𝐼)𝑣, 𝑣⟩ = ⟨𝑇2𝑣, 𝑣⟩ + 𝑏⟨𝑇𝑣, 𝑣⟩ + 𝑐⟨𝑣, 𝑣⟩

= ⟨𝑇𝑣,𝑇𝑣⟩ + 𝑏⟨𝑇𝑣, 𝑣⟩ + 𝑐‖𝑣‖2

≥ ‖𝑇𝑣‖2 − |𝑏| ‖𝑇𝑣‖ ‖𝑣‖ + 𝑐‖𝑣‖2

= (‖𝑇𝑣‖ −
|𝑏| ‖𝑣‖

2
)

2
+ (𝑐 −

𝑏2

4
)‖𝑣‖2

> 0,
ןויווש־יאה.)6.14(ץרווש־ישוקןויווש־יאיפלתמייקתמליעלתישילשההרושהרשאכ

𝑇2)־שררוגןורחאה + 𝑏𝑇 + 𝑐𝐼)𝑣 ≠ 𝑇2ךכיפל.0 + 𝑏𝑇 + 𝑐𝐼ררוגשהמ,יכרע־דח־דח

.)3.65ואר(ךיפהאוהש

ילרטקפסהקוריפהטפשמתאונתחכוהביזכרמילככשמשתהאבההנקסמה

.ישממה

ומצעלדומצרוטרפואלשילמינימםונילופ7.27

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉)לשילמינימהםונילופהיזא.ומצעלדומצ𝑇־להווש

(𝑧 − 𝜆1)⋯ (𝑧 − 𝜆𝑚)רובע𝜆1,… , 𝜆𝑚 ∈ 𝐑םהשלכ.

𝐅יכחיננהליחתהחכוה = 𝐂.לשילמינימהםונילופהישרוש𝑇םיימצעהםיכרעהםה

טפשמהךכיפל.)7.12יפל(םיישממ𝑇לשםיימצעהםיכרעהלכ.])א(5.27יפל[𝑇לש

לשילמינימהםונילופליכונלהרומ)4.13ואר(היינשהותסרגבהרבגלאהלשידוסיה

𝑇היוצרההרוצהתאשי.

𝐅־שחיננתעכ = 𝐑.לעמםונילופלשםימרוגלקוריפהיפל𝐑)םימייק,)4.16ואר

𝜆1,… , 𝜆𝑚 ∈ 𝐑־ו𝑏1,… , 𝑏𝑁, 𝑐1,… , 𝑐𝑁 ∈ 𝐑םע𝑏𝑘
2 < 4𝑐𝑘לכל𝑘םונילופהשךכ

־להווש𝑇לשילמינימה

7.28 (𝑧 − 𝜆1)⋯ (𝑧 − 𝜆𝑚)(𝑧2 + 𝑏1𝑧 + 𝑐1)⋯ (𝑧2 + 𝑏𝑁𝑧 + 𝑐𝑁);
תעכ.המיאתמההרוצהמםירביאןיארמולכ,0םיווש𝑁וא𝑚־שןכתיירשאכ

(𝑇 − 𝜆1𝐼)⋯ (𝑇 − 𝜆𝑚𝐼)(𝑇2 + 𝑏1𝑇 + 𝑐1𝐼)⋯ (𝑇2 + 𝑏𝑁𝑇 + 𝑐𝑁𝐼) = 0.
𝑁םא > 𝑇2לשיכפוהבליעלהאוושמהלשףגאלכליפכהללכוניזא,0 + 𝑏𝑁𝑇 + 𝑐𝑁𝐼
תלעמ.0הוושה𝑇לשימונילופיוטיבתלבקל)7.26יפלךיפהרוטרפואאוהש(ןימימ

הלעמהתוילמינימתרפהיהוזש,7.28תלעממםייתשבהתוחפהיהתםיאתמהםונילופה

𝑁־שאיההדיחיהתורשפאהךכיפל.ילמינימהםונילופהלש = רבדהתועמשמו,0

𝑧)תינבתהתאשי7.28־בילמינימהםונילופלשאיה − 𝜆1)⋯ (𝑧 − 𝜆𝑚),וניצרשיפכ.

.ימצעךרעשיומצעלדומצרוטרפואלכלשתררוג)א(5.27םעדחיליעלהנקסמה

םירוטקוקיפסמשיםמצעלםידומצםירוטרפואל,האבההנקסמבהארנשיפכ,השעמל

.סיסברוצילידכםיימצע
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בחרמלעמםמצעלםידומצהםירוטרפואלשאלמרואיתתקפסמה,האבההנקסמה

.תיראינילהרבגלאבםייזכרמהםיטפשמהדחאאיה,ישממתימינפהלפכמ

ישממהילרטקפסהקוריפהטפשמ7.29

𝐅־שחיננ = 𝐑־ו𝑇 ∈ ℒ(𝑉).םילוקשםיאבהםיאנתהיזא.

.ומצעלדומצ𝑇.א

.𝑉לשוהשלכילמרונותרואסיסבלסחיבתינוסכלאהצירטמ𝑇־לשי.ב

.𝑇לשםיימצעםירוטקוומבכרומהילמרונותרואסיסב𝑉־לשי.ג

תועגונהונלשתונקסמה.ומצעלדומצ𝑇רמולכ,םייקתמ)א(יכחיננהליחתהחכוה

הנוילעתישלושמהצירטמ𝑇־לשישתוררוג,7.27־ו6.37טרפב,ילמינימהםונילופל

הצירטמה,הזילמרונותרואסיסבלסחיב.𝑉לשוהשלכילמרונותרואסיסבלסחיב

∗𝑇,םלוא.𝑇לשהצירטמהלשתפלחושמהאיה∗𝑇לש = 𝑇.לשתפלחושמהךכיפל

,הנוילעתישלושמ𝑇לשהצירטמהשרחאמ.𝑇לשהצירטמלהווש𝑇לשהצירטמה

הצירטמהןכל.0םהןוסכלאהתחתמולעמהצירטמהירביאלכיכרבדהתועמשמ

.)ב(תאררוג)א(ךכיפל.ילמרונותרואהסיסבהלאסחיבתינוסכלאהצירטמ𝑇לש

סחיבתינוסכלאהצירטמ𝑇־לשירמולכ,םייקתמ)ב(־שחיננתעכ,ךופההןוויכב

ךכיפל.הלשתפלחושמלהוושוזתינוסכלאהצירטמ.𝑉לשוהשלכילמרונותרואסיסבל

∗𝑇ןכל.𝑇לשהצירטמלהווש∗𝑇לשהצירטמה,הזסיסבלסחיב = 𝑇,ונחכוהךכבו

.)א(תאררוג)ב(יכ

־ו)א(־שהחכוההתאואר,ןיפוליחל[תורדגההמתעבונ)ג(־ל)ב(ןיבתוליקשה

.]5.55־בםילוקש)ב(

רוטרפוארובעםיימצעםירוטקולשילמרונותרואסיסב:המגוד7.30

איה)יטרדנטסהסיסבלסחיב(ולשהצירטמהש𝐑3לעמ𝑇רוטרפואבןנובתנ

⎛⎜⎜⎜
⎝

14 −13 8
−13 14 8
8 8 −7

⎞⎟⎟⎟
⎠
.

יפכ.ומצעלדומצ𝑇ךכיפל;הלשתפלחושמלהוושםיישממםירביאםעוזהצירטמ

,אדוולםילוכיםתאש

(1,−1, 0)
√2

,
(1, 1, 1)

√3
,
(1, 1,−2)

√6
,הזסיסבלסחיב.𝑇לשםיימצעםירוטקוומבכרומה𝐑3לשילמרונותרואסיסבאוה

תינוסכלאההצירטמהאיה𝑇לשהצירטמה

⎛⎜⎜⎜
⎝

27 0 0
0 9 0
0 0 −15

⎞⎟⎟⎟
⎠
.

לעתינמזובלעפומהישממהילרטקפסהקוריפהטפשמלשהסרגל17ליגרתואר

.דחארוטרפואמרתוי
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בכורמהילרטקפסהקוריפהטפשמ

הלפכמבחרמלעמםיילמרונםירוטרפואלשאלמרואיתתקפסמהאבההנקסמה

.בכורמתימינפ

בכורמהילרטקפסהקוריפהטפשמ7.31

𝐅־שחיננ = 𝐂־ו𝑇 ∈ ℒ(𝑉).םילוקשםיאבהםיאנתהיזא.

.ילמרונ𝑇.א
.𝑉לשוהשלכילמרונותרואסיסבלסחיבתינוסכלאהצירטמ𝑇־לשי.ב
.𝑇לשםיימצעםירוטקוומבכרומהילמרונותרואסיסב𝑉־לשי.ג

רושלשקוריפהטפשמיפל.ילמרונ𝑇רמולכ,םייקתמ)א(יכחיננהליחתהחכוה

…,𝑒1ילמרונותרואסיסבםייק,)6.38( , 𝑒𝑛לש𝑉־לשיוילאסחיברשא𝑇הצירטמ

בותכללכונךכיפל.הנוילעתישלושמ

7.32 ℳ(𝑇, (𝑒1,… , 𝑒𝑛)) =
⎛⎜⎜⎜
⎝

𝑎1,1 ⋯ 𝑎1,𝑛
⋱ ⋮

0 𝑎𝑛,𝑛

⎞⎟⎟⎟
⎠
.

.תינוסכלאהצירטמהשעמלאיהוזהצירטמיכהאֶרְנַונא

־שםיאורונאליעלהצירטמהמ

‖𝑇𝑒1‖2 = |𝑎1,1|2,

∥𝑇∗𝑒1∥
2 = |𝑎1,1|2 + |𝑎1,2|2 + ⋯ + |𝑎1,𝑛|2.

‖𝑇𝑒1‖,ילמרונרוטרפוא𝑇־שרחאמ = ∥𝑇∗𝑒1∥)תואוושמהיתשךכיפל.)7.20ואר

רביאהילואטעמל,7.32בהצירטמהלשהנושארההרושבםירביאהלכשתוררוגליעל

.0םיווש,𝑎1,1ןושארה
־שררוג7.32תעכ

‖𝑇𝑒2‖2 = |𝑎2,2|2

𝑎1,2־שרחאמ( = םגומכ)תמדוקההקספבוניארהשיפכ,0

∥𝑇∗𝑒2∥
2 = |𝑎2,2|2 + |𝑎2,3|2 + ⋯ + |𝑎2,𝑛|2.

‖𝑇𝑒2‖,ילמרונרוטרפוא𝑇־שרחאמ = ∥𝑇∗𝑒2∥.תוררוגליעלתואוושמהיתשךכיפל

,𝑎2,2ןוסכלאהרביאילואטעמל,7.32בהצירטמהלשהיינשההרושבםירביאהלכש

.0םיווש
.0םיווש7.32הצירטמהןוסכלאבםניאשםירביאהלכיכהארנו,וזךרדבךישמנ

.)ב(תאררוג)א(יכהחכוההתאונמלשהךכבו,םייקתמ)ב(ךכיפל

סיסבלסחיבתינוסכלאהצירטמ𝑇־לשירמולכ,םייקתמ)ב(יכחיננתעכ

ידילעתלבקתמ)סיסבהותואלאסחיב(∗𝑇לשהצירטמה.𝑉לשוהשלכילמרונותרוא

.תינוסכלאהצירטמשי∗𝑇־לםגןכל;𝑇לשהצירטמהלשתפלחושמ־הדומצהתחיקל

־שרבדהתועמשמ,∗𝑇םעףלחתמ𝑇ךכיפל;תופלחתמתוינוסכלאתוצירטמיתשלכ

𝑇א(תאררוג)ב(יכהחכוהההמלשוהךכבו,םייקתמ)א(,תורחאםילימב.ילמרונ(.

.)5.55ףסונבואר(תורדגההמתעבונ)ג(־ו)ב(לשתוליקשה
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הנקסמב)ב(תאררוג)א(־שךכלתויפולחתוחכוהל20־ו13םיליגרתואר

.תמדוקה

קוריפהטפשמוישממהילרטקפסהקוריפהטפשמתאםישרפמ15־ו14םיליגרת

לשילנוגותרוארשיםוכסכםוחתהבחרמתאםיאטבמםהשךכבבכורמהילרטקפסה

.םיימצעהםיבחרמה

לעתינמזובלעפומהבכורמהילרטקפסהקוריפהטפשמלשהסרגל16ליגרתואר

.דחארוטרפואמרתוי

ילמרונרוטרפואלכשאיהבכורמהילרטקפסהקוריפהטפשמלשתיזכרמההנקסמה

,ילמרונותרואסיסבתועצמאבןיסכליפוסדמממבכורמתימינפהלפכמבחרמלעמ

.האבההמגודההשיחממשיפכ

רוטרפוארובעםיימצעםירוטקולשילמרונותרואסיסב:המגוד7.33

𝑇רוטרפואבןנובתנ ∈ ℒ(𝐂2)ידילערדגומה𝑇(𝑤, 𝑧) = (2𝑤 − 3𝑧, 3𝑤 + 2𝑧).

איה)יטרדנטסהסיסבהלאסחיב(𝑇לשהצירטמה

⎛
⎝

2 −3
3 2

⎞
⎠
.

.ילמרונרוטרפוא𝑇,7.19המגודבוניארשיפכ

,אדוולםכתורשפאבשיפכ

1
√2

(𝑖, 1), 1
√2

(−𝑖, 1)

הזסיסבלסחיבו,𝑇לשםיימצעםירוטקוומבכרומה𝐂2לשילמרונותרואסיסבאיה

תינוסכלאההצירטמהאיה𝑇לשהצירטמה

⎛
⎝

2 + 3𝑖 0
0 2 − 3𝑖

⎞
⎠
.

2זםיליגרת

ומצעלדומצבכורמתימינפהלפכמבחרמלעמילמרונרוטרפואיכוחיכוה1

.םיישממולשםיימצעהםיכרעהלכםא־קרו־םא

םידומצםירוטרפואןיב)םיילמרונםירוטרפוארובע(היגולנאהתאקזחמהזליגרת

.םיישממםירפסמוםמצעל

𝐅־שחיננ2 = 𝐂.־שחיננ𝑇 ∈ ℒ(𝑉)דבלבדחאימצעךרעולשיוילמרונ.

.תוהזהרוטרפואלשרלקסתלופכ𝑇יכוחיכוה

𝐅־שחיננ3 = 𝐂־ו𝑇 ∈ ℒ(𝑉)לשםיימצעהםיכרעהתצובקיכוחיכוה.ילמרונ

𝑇0}־בתלכומ, 𝑇־שךכ𝑉לש𝑈בחרמ־תתונשיםא־קרו־םא{1 = 𝑃𝑈.

דומצ־יטנאאוהבכורמתימינפהלפכמבחרמלעמילמרונרוטרפואיכוחיכוה4

םיכרעהלכםא־קרו־םא)ולשדומצהרוטרפואהלשסונימלהוושאוהרמולכ(

.)0הוושםהבשישממהקלחהרמולכ(םירוהטםימודמולשםיימצעה
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𝑇םא:תידגנהמגודואיבהואוחיכוה5 ∈ ℒ(𝐂3)יזא,ןיסכלרוטרפוא𝑇ילמרונ
.)הליגרהתימינפההלפכמהלאסחיב(

𝑇־ובכורמתימינפהלפכמבחרמ𝑉־שחיננ6 ∈ ℒ(𝑉)־שךכילמרונרוטרפוא

𝑇9 = 𝑇8.יכוחיכוה𝑇יכוומצעלדומצ𝑇2 = 𝑇.

𝑇9־שךכבכורמירוטקובחרמלעמ𝑇רוטרפואלשהמגודואיבה7 = 𝑇8לבא

𝑇2 ≠ 𝑇.

𝐅־שחיננ8 = 𝐂־ו𝑇 ∈ ℒ(𝑉).יכוחיכוה𝑇ימצערוטקולכםא־קרו־םאילמרונ

.∗𝑇לשימצערוטקוםגאוה𝑇לש

𝐅־שחיננ9 = 𝐂־ו𝑇 ∈ ℒ(𝑉).יכוחיכוה𝑇םונילופםייקםא־קרו־םאילמרונ

𝑝 ∈ 𝒫(𝐂)־שךכ𝑇∗ = 𝑝(𝑇).

לעמילמרונרוטרפואלכליכוחיכוה.בכורמתימינפהלפכמבחרמ𝑉־שחיננ10

𝑉יעובירשרוששי.

𝑆רוטרפוא ∈ ℒ(𝑉)לשיעובירשרושארקנ𝑇 ∈ ℒ(𝑉)םא𝑆2 = 𝑇.ביחרנונא

.3ח־ו3זתודיחיבםירוטרפואלשםייעובירםישרושלע

.ישילששרוששי𝑉לעמומצעלדומצרוטרפואלכליכוחיכוה11

𝑆רוטרפוא ∈ ℒ(𝑉)לשישילששרושארקנ𝑇 ∈ ℒ(𝑉)םא𝑆3 = 𝑇.

𝑇־ובכורמירוטקובחרמ𝑉־שחיננ12 ∈ ℒ(𝑉)םאיכוחיכוה.ילמרונ𝑆רוטרפוא

.∗𝑇םעףלחתמ𝑆יזא,𝑇םעףלחתמה𝑉לעמ

Fuglede’s(הדֶלֶגְוּפטפשמתארקנהזליגרתבהנקסמה theorem(.

טפשמלשהסרגבושמתשה,בכורמהילרטקפסהקוריפהטפשמבשמתשהלילבמ13

ℰתאוחק(םיפלחתמםירוטרפואינשלעםשוימהרושלשקוריפה = {𝑇,𝑇∗}
𝐅םאשךכלהנושהחכוהתתלידכ)2והדיחיב20ליגרתב = 𝐂־ו𝑇 ∈ ℒ(𝑉)
.𝑉לשוהשלכילמרונותרואסיסבלסחיבתינוסכלאהצירטמ𝑇־לשייזא,ילמרונ

𝐅־שחיננ14 = 𝐑־ו𝑇 ∈ ℒ(𝑉).יכוחיכוה𝑇תוגוזלכםא־קרו־םאומצעלדומצ

םיילנוגותרואםה𝑇לשםינושםיימצעםיכרעלםיכיישהםיימצעהםירוטקווה

𝑉םגו = 𝐸(𝜆1,𝑇) ⊕ ⋯ ⊕ 𝐸(𝜆𝑚,𝑇),רשאכ𝜆1,… , 𝜆𝑚םיכרעהתאםינמסמ

.𝑇לשםינושהםיימצעה

𝐅־שחיננ15 = 𝐂־ו𝑇 ∈ ℒ(𝑉).יכוחיכוה𝑇תוגוזהלכםא־קרו־םאילמרונ

־וםיילנוגותרוא𝑇לשםינושםיימצעםיכרעלםיכיישהםיימצעםירוטקולש

𝑉 = 𝐸(𝜆1,𝑇) ⊕ ⋯ ⊕ 𝐸(𝜆𝑚,𝑇),רשאכ𝜆1,… , 𝜆𝑚םיכרעהתאםינמסמ

.𝑇לשםינושהםיימצעה

𝐅־שחיננ16 = 𝐂־וℰ ⊆ ℒ(𝑉).לשילמרונותרואסיסבםייקיכוחיכוה𝑉
𝑇־ו𝑆םא־קרו־םאתינוסכלאהצירטמשיℰלשרביאלכלוילאסחיברשא
𝑆,𝑇לכלםיפלחתמםיילמרונםירוטרפוא ∈ ℰ.

םירוטרפואףסואלשרשקהלבכורמהילרטקפסהקוריפהטפשמתאביחרמהזליגרת

.םיפלחתמםיילמרונ
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𝐅־שחיננ17 = 𝐑־וℰ ⊆ ℒ(𝑉).לשילמרונותרואסיסבםייקיכוחיכוה𝑉
𝑇־ו𝑆םא־קרו־םאתינוסכלאהצירטמℰלשרביאלכלשיוילאסחיברשא
𝑆,𝑇לכלםמצעלםידומצהםיפלחתמםירוטרפוא ∈ ℰ.

םירוטרפואףסואלשרשקהלישממהילרטקפסהקוריפהטפשמתאביחרמהזליגרת

.םמצעלםידומצהםיפלחתמ

𝑇רוטרפוא,𝑉ישממתימינפהלפכמבחרמלשהמגודואיבה18 ∈ ℒ(𝑉),םירפסמו

,𝑏םיישממ 𝑐םע𝑏2 < 4𝑐־שךכ

𝑇2 + 𝑏𝑇 + 𝑐𝐼
.ךיפהוניא

רובעוליפא,7.26־בתיחרכהומצעלדומצ𝑇־שהחנההיכהארמהזליגרת

.םיישממםיירוטקוםיבחרמ

𝑇־שחיננ19 ∈ ℒ(𝑉)־וומצעלדומצ𝑈לשבחרמ־תת𝑉תחתרומשה𝑇.

.𝑇תחתרומש⟂𝑈יכוחיכוה.א
𝑇|𝑈יכוחיכוה.ב ∈ ℒ(𝑈)ומצעלדומצ.

⟂𝑇|𝑈יכוחיכוה.ג ∈ ℒ(𝑈⟂)ומצעלדומצ.

𝑇־שחיננ20 ∈ ℒ(𝑉)־וילמרונ𝑈לשבחרמ־תת𝑉תחתרומשה𝑇.

.𝑇תחתרומש⟂𝑈יכוחיכוה.א
.∗𝑇תחתרומש𝑈יכוחיכוה.ב

∗(𝑇|𝑈)יכוחיכוה.ג = (𝑇∗)|𝑈.

𝑇|𝑈יכוחיכוה.ד ∈ ℒ(𝑈)־ו𝑇|𝑈⟂ ∈ ℒ(𝑈⟂)םיילמרונםירוטרפוא.

בכורמהילרטקפסהקוריפהטפשמלשתפסונהחכוהכשמשללוכיהזליגרת

.)ימצערוטקו𝑇־לשייכהנקסמבוdim𝑉לעהיצקודניאבושמתשה(

2יכויפוסדמממתימינפהלפכמבחרמלעמומצעלדומצרוטרפוא𝑇־שחיננ21
יכוחיכוה.𝑇לשםידיחיהםיימצעהםיכרעהםה3־ו

𝑇2 − 5𝑇 + 6𝐼 = 0.

𝑇רוטרפואלשהמגודואיבה22 ∈ ℒ(𝐂3)םיימצעהםיכרעהםה3־ו2־שךכ

𝑇2־ו𝑇לשםידיחיה − 5𝑇 + 6𝐼 ≠ 0.

𝑇־שחיננ23 ∈ ℒ(𝑉)ומצעלדומצ,𝜆 ∈ 𝐅,־ו𝜖 > 𝑣םייקשחיננ.0 ∈ 𝑉־שךכ

‖𝑣‖ = םגו1

‖𝑇𝑣 − 𝜆𝑣‖ < 𝜖.
𝜆∣־שךכ′𝜆ימצעךרע𝑇־לשייכוחיכוה − 𝜆′∣ < 𝜖.

האוושמהתאםייקמטעמכשרפסמ,ומצעלדומצרוטרפוארובעיכהארמהזליגרת

.ימצעךרעלבורק,ימצעךרעלותואתכפוהה
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𝑇־ויפוסדמממירוטקובחרמ𝑈־שחיננ24 ∈ ℒ(𝑈).

𝐅־שחיננ.א = 𝐑.יכוחיכוה𝑇לשסיסבםייקםא־קרו־םאןיסכל𝑈ךכ

.הלשתפלחושמלהוושהזסיסבלסחיב𝑇לשהצירטמהש

𝐅־שחיננ.ב = 𝐂.יכוחיכוה𝑇לשסיסבםייקםא־קרו־םאןיסכל𝑈ךכ

.הלשתפלחושמ־הדומצהםעתפלחתמהזסיסבלסחיב𝑇לשהצירטמהש

.5.55־בתוניסכללשםילוקשהםיאנתהתמישרללוקשיאנתדועףיסומהזליגרת

𝑇־שחיננ25 ∈ ℒ(𝑉)ילמרונותרואסיסבםייקו𝑒1,… , 𝑒𝑛לש𝑉םירוטקוומבכרומה

…,𝜆1םימיאתמםיימצעםיכרעםע,𝑇לשםיימצע , 𝜆𝑛.םאיכוארה𝑘 ∈
{1,… , 𝑛},יכפוה־ודיספהיזא𝑇†האוושמהתאםייקמ

𝑇†𝑒𝑘 =
⎧{
⎨{⎩

1
𝜆𝑘
𝑒𝑘 if 𝜆𝑘 ≠ 0,

0 if 𝜆𝑘 = 0.
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םייבויחםירוטרפוא3ז

יבויחרוטרפוא:הרדגה7.34

𝑇רוטרפוא ∈ ℒ(𝑉)םאיבויחארקנ𝑇םגוומצעלדומצ

⟨𝑇𝑣, 𝑣⟩ ≥ 0
𝑣לכל ∈ 𝑉.

𝑇־שהשירדהתאליעלהרדגההמריסהלרשפאיזא,בכורמירוטקובחרמ𝑉םא
.)7.14יפל(ומצעלדומצהיהי

םייבויחםירוטרפוא:המגוד7.35

𝑇יהי.א ∈ ℒ(𝐅2)איה)יטרדנטסהסיסבלסחיב(ולשהצירטמהרשארוטרפואה

( 2 −1
−1 1 םגוומצעלדומצ𝑇יזא.(

⟨𝑇(𝑤, 𝑧), (𝑤, 𝑧)⟩ = 2|𝑤|2 − 2Re(𝑤𝑧) + |𝑧|2

= |𝑤 − 𝑧|2 + |𝑤|2

≥ 0
,𝑤)לכל 𝑧) ∈ 𝐅2.ךכיפל𝑇יבויחרוטרפוא.

יפכ,יבויחרוטרפואאוה𝑃𝑈ילנוגותרואהלטיההיזא,𝑉לשבחרמ־תת𝑈םא.ב

.אדוולםכילעש

𝑇םא.ג ∈ ℒ(𝑉)־וומצעלדומצ𝑏, 𝑐 ∈ 𝐑־שךכםה𝑏2 < 4𝑐,יזא𝑇2 + 𝑏𝑇 + 𝑐𝐼
.7.26תחכוהבוניארשיפכ,יבויחרוטרפוא

יעובירשרוש:הרדגה7.36

𝑅2םא𝑇רוטרפואלשיעובירשרושארקנ𝑅רוטרפוא = 𝑇.

רוטרפואלשיעובירשרוש:המגוד7.37

𝑇םא ∈ ℒ(𝐅3)ידילערדגומהרוטרפוא𝑇(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3) = (𝑧3, 0, רוטרפואהיזא,(0

𝑅 ∈ ℒ(𝐅3)ידילערדגומה𝑅(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3) = (𝑧2, 𝑧3, רחאמ𝑇לשיעובירשרושאוה(0

𝑅2־ש = 𝑇,אדוולםכתורשפאבשיפכ.

םימיאתמםייבויחםירוטרפואשרחאמ

היהרתויןוכנ,םיילילש־יאםירפסמל

.םיילילש־יאםירוטרפואחנומבשמתשהל

רוטרפואחנומבשומישהשרחאמ,םלוא

שמתשנ,םיאקיטמתמהברקבעבקתהיבויח

.ונאםגוב

םייבויחהםירוטרפואהלשםינויפאה

םירפסמהינויפאלםימאותהאבההנקסמב

𝑧רפסמ,טרפב.𝐂־בםיילילש־יאה ∈ 𝐂
שרושולשיםא־קרו־םאילילש־יאאוה

.)ד(יאנתלהמאתהב,ילילש־יאיעוביר

שרושולשיםא־קרו־םאילילש־יא𝑧,ףסונב

,ףוסבל.)ה(יאנתלהמאתהב,ישממיעוביר

𝑧םייקםא־קרו־םאילילש־יא𝑤 ∈ 𝐂־שךכ𝑧 = 𝑤𝑤,ואר.)ו(יאנתלהמאתהב

.יבויחהיהירוטרפואשךכללוקשהףסוניאנתל20ליגרת
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םייבויחםירוטרפואלשםינויפא7.38

𝑇יהי ∈ ℒ(𝑉).םילוקשםיאבהםיאנתהיזא.

.יבויחרוטרפוא𝑇.א

.םיילילש־יא𝑇לשםיימצעהםיכרעהלכוומצעלדומצ𝑇.ב

תינוסכלאהצירטמ𝑇לשהצירטמה,𝑉לשוהשלכילמרונותרואסיסבלסחיב.ג

.ןוסכלאהלעדבלבםיילילש־יאםירפסמםע

.יבויחיעובירשרוששי𝑇־ל.ד

.ומצעלדומצהיעובירשרוששי𝑇־ל.ה

𝑇.ו = 𝑅∗𝑅רובע𝑅 ∈ ℒ(𝑉)והשלכ.

.)א(⇐)ו(⇐)ה(⇐)ד(⇐)ג(⇐)ב(⇐)א(יכחיכונונאהחכוה
יפל(ומצעלדומצ𝑇־שררוגשהמ,יבויח𝑇־שךכ,םייקתמ)א(יכחיננהליחת

ימצעךרע𝜆־שחיננ,)ב(ףיעסבףסונהיאנתהתחכוהל.)יבויחרוטרפואלשהרדגהה

יזא.𝜆־לךיישה𝑇לשימצערוטקו𝑣יהי.𝑇לש

0 ≤ ⟨𝑇𝑣, 𝑣⟩ = ⟨𝜆𝑣, 𝑣⟩ = 𝜆⟨𝑣, 𝑣⟩.
.)ב(תאררוג)א(יכוניארהךכבו,םייקתמ)ב(ןכל.ילילש־יארפסמ𝜆ךכיפל

םה𝑇לשםיימצעהםיכרעהלכוומצעלדומצ𝑇־שךכ,םייקתמ)ב(יכחיננתעכ

ילמרונותרואסיסבםייק,)7.31־ו7.29(ילרטקפסהקוריפהטפשמיפל.םיילילש־יא

𝑒1,… , 𝑒𝑛לש𝑉לשםיימצעםירוטקוומבכרומה𝑇.ויהי𝜆1,… , 𝜆𝑛םיימצעהםיכרעה

…,𝑒1־לםיכיישה𝑇לש , 𝑒𝑛;לכךכיפל𝜆𝑘לשהצירטמה.ילילש־יארפסמאוה𝑇סחיב

…,𝑒1לא , 𝑒𝑛םעתינוסכלאההצירטמהאיה𝜆1,… , 𝜆𝑛־שהארמשהמ,ןוסכלאהלע

.)ג(תאררוג)ב(

…,𝑒1־שחיננ.םייקתמ)ג(־שחיננתעכ , 𝑒𝑛לשילמרונותרואסיסב𝑉ךכ

…,𝜆1םעתינוסכלאהצירטמאיההזסיסבלסחיב𝑇לשהצירטמהש , 𝜆𝑛םירפסמ

𝑅םייקיכעבונ)3.4(תיראינילההקתעההתמלמ.ןוסכלאהלעםיילילש־יא ∈ ℒ(𝑉)
־שךכ

𝑅𝑒𝑘 = √𝜆𝑘𝑒𝑘

𝑘לכל = 1,… , 𝑛.אדוולםכילעשיפכ,𝑅ןכלערתי.יבויחרוטרפוא,𝑅2𝑒𝑘 = 𝜆𝑘𝑒𝑘 =
𝑇𝑒𝑘לכל𝑘,־שררוגשהמ𝑅2 = 𝑇.ךכיפל𝑅לשיבויחיעובירשרוש𝑇.ד(ןכל(

.)ד(תאררוג)ג(־שהארמשהמ,םייקתמ

ררוג)ד(ךכיפל.)יבויחרוטרפואלשהרדגההיפל(ומצעלדומציבויחרוטרפואלכ

.)ה(תא

לעמ𝑅ומצעלדומצרוטרפואםייקיכרבדהתועמשמ,םייקתמ)ה(־שחיננתעכ

𝑉־שךכ𝑇 = 𝑅2.יזא𝑇 = 𝑅∗𝑅)־שרחאמ𝑅∗ = 𝑅(.ןכל)ו(תאררוג)ה(.

𝑅רידגנ.םייקתמ)ו(־שחיננ,ףוסבל ∈ ℒ(𝑉)־שךכ𝑇 = 𝑅∗𝑅.לבקניזא

𝑇∗ = (𝑅∗𝑅)∗ = 𝑅∗(𝑅∗)∗ = 𝑅∗𝑅 = 𝑇.ןכל𝑇יכהחכוההתמלשהל.ומצעלדומצ

־שבלומיש,םייקתמ)א(

⟨𝑇𝑣, 𝑣⟩ = ⟨𝑅∗𝑅𝑣, 𝑣⟩ = ⟨𝑅𝑣,𝑅𝑣⟩ ≥ 0
𝑣לכל ∈ 𝑉.ךכיפל𝑇א(תאררוג)ו(יכוניארהךכבו,יבויח(.
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יכהארמהאבההנקסמה.דיחיילילש־יאיעובירשרוששיילילש־יארפסמלכל

.המודהנוכתשיםייבויחםירוטרפואל

דבלבדחאיבויחיעובירשרוששייבויחרוטרפואלכל7.39

.דיחייבויחיעובירשרוששי𝑉לעמיבויחרוטרפואלכל

ףוסניאתויהלםילוכייבויחרוטרפואל

לוכיםהמדחאקרשףא(םייעובירםישרוש

תוהזהרוטרפואל,המגודל.)יבויחתויהל

םאםייעובירםישרושףוסניאשי𝑉לעמ

dim𝑉 > 1.

𝑇־שחיננהחכוה ∈ ℒ(𝑉)חיננ.יבויח

𝑣־ש ∈ 𝑉לשימצערוטקו𝑇.םייקןכל

𝜆ישממרפסמ ≥ 𝑇𝑣־שךכ0 = 𝜆𝑣.

ונא.𝑇לשיבויחיעובירשרוש𝑅יהי

𝑅𝑣יכחיכונ = √𝜆𝑣.קיסנןאכמ

םיימצעהםירוטקווהלעמ𝑅לשתוגהנתההש

םיימצעהםירוטקווהמבכרומה𝑉לשסיסבםייקשרחאמ.דיחיןפואבתעבקנ𝑇לש

.דיחיןפואבעבקנ𝑅־שררגנהזמ,)ילרטקפסהקוריפהטפשמיפל(𝑇לש

𝑅𝑣יכחיכוהלידכ = √𝜆𝑣,םייקיכעבוקילרטקפסהקוריפהטפשמשבלםישנ

…,𝑒1ילמרונותרואסיסב , 𝑒𝑛לש𝑉לשםיימצעםירוטקוומבכרומה𝑅.־שרחאמ𝑅
םיילילש־יאםירפסמםימייקךכיפל.םיילילש־יאםיימצעהםיכרעהלכ,יבויחרוטרפוא

𝜆1,… , 𝜆𝑛־שךכ𝑅𝑒𝑘 = √𝜆𝑘𝑒𝑘לכל𝑘 = 1,… , 𝑛.

…,𝑒1־שרחאמ , 𝑒𝑛לשסיסב𝑉,בותכללכונ

𝑣 = 𝑎1𝑒1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑒𝑛
…,𝑎1רובע , 𝑎𝑛 ∈ 𝐅ךכיפל.םהשלכ

𝑅𝑣 = 𝑎1√𝜆1𝑒1 + ⋯ + 𝑎𝑛√𝜆𝑛𝑒𝑛.
ןכל

𝜆𝑣 = 𝑇𝑣 = 𝑅2𝑣 = 𝑎1𝜆1𝑒1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝜆𝑛𝑒𝑛.
־שתררוגליעלהאוושמה

𝑎1𝜆𝑒1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝜆𝑒𝑛 = 𝑎1𝜆1𝑒1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝜆𝑛𝑒𝑛.
𝑎𝑘(𝜆ךכיפל − 𝜆𝑘) = 𝑘לכל0 = 1,… , 𝑛.ןכל

𝑣 = ∑
{𝑘∶𝜆𝑘=𝜆}

𝑎𝑘𝑒𝑘.

ךכיפל

𝑅𝑣 = ∑
{𝑘∶𝜆𝑘=𝜆}

𝑎𝑘√𝜆𝑒𝑘 = √𝜆𝑣,

.וניצרשיפכ

.ליעלהנקסמהרואלתועמשמלעבוינויגהןלהלרדגומהןומיסה

𝑇√:ןומיס7.40

.𝑇לשדיחיהיבויחהיעובירהשרושהתאןמסמ𝑇√,יבויחרוטרפוא𝑇רובע
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םייבויחםירוטרפואלשיעובירשרוש:המגוד7.41

ידילע)הליגרהתידילקואהתימינפההלפכמהםע(𝐑2לעמ𝑆,𝑇םירוטרפוארידגנ

𝑆(𝑥, 𝑦) = (𝑥, 2𝑦) םגו 𝑇(𝑥, 𝑦) = (𝑥 + 𝑦, 𝑥 + 𝑦).
לבקנ𝐑2לשיטרדנטסהסיסבלסחיביזא

7.42 ℳ(𝑆) = ⎛
⎝

1 0
0 2

⎞
⎠

, ℳ(𝑇) = ⎛
⎝

1 1
1 1

⎞
⎠
.

.םמצעלםידומצ𝑇־ו𝑆ךכיפל;הלשתפלחושמלהוושוללהתוצירטמהמתחאלכ

,𝑥)םא 𝑦) ∈ 𝐑2,יזא

⟨𝑆(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦)⟩ = 𝑥2 + 2𝑦2 ≥ 0
םגו

⟨𝑇(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦)⟩ = 𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 𝑦2 = (𝑥 + 𝑦)2 ≥ 0.
.םייבויחםירוטרפוא𝑇־ו𝑆ךכיפל

םיימצעםירוטקוומבכרומהילמרונותרואסיסבאוה𝐑2לשיטרדנטסהסיסבה

יכבלםישנ.𝑆לש

( 1
√2

, 1
√2

), ( 1
√2

,− 1
√2

)

רוטקווהרובע2ימצעהךרעהםע,𝑇לשםיימצעםירוטקולשילמרונותרואסיסבאוה

םתוא𝑇√־לךכיפל.ינשהימצעהרוטקווהרובע0ימצעהךרעהוןושארהימצעה

.0־ו2√םיימצעםיכרעםע,םיימצעםירוטקו
יכאדוולםכתורשפאב

ℳ(√𝑆 ) = ⎛⎜
⎝

1 0
0 √2

⎞⎟
⎠

םגו ℳ(√𝑇 ) =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

1
√2

1
√2

1
√2

1
√2

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

תוצירטמהםהליעלתוצירטמהיעוביריכוארתשךכידילעיטרדנטסהסיסבלסחיב

.יבויחרוטרפואלשהצירטמאיהליעלהצירטמלכףסונבו7.42־ב

השועהייקנההחכוההךא,יעובירשרושבקסועוניאהאבההנקסמהלשחוסינה

.יבויחרוטרפואלשיעובירשרושבהפישומיש

7.43𝑇־ויבויח⟨𝑇𝑣, 𝑣⟩ = 0 ⟹ 𝑇𝑣 = 0

𝑣־ו𝑉לעמיבויחרוטרפוא𝑇־שחיננ ∈ 𝑉־שךכ⟨𝑇𝑣, 𝑣⟩ = 𝑇𝑣יזא.0 = 0.

םייקתמהחכוה

0 = ⟨𝑇𝑣, 𝑣⟩ = ⟨√𝑇√𝑇𝑣, 𝑣⟩ = ⟨√𝑇𝑣, √𝑇𝑣⟩ = ∥√𝑇𝑣∥
2
.

𝑇𝑣√ןכל = 𝑇𝑣ךכיפל.0 = √𝑇(√𝑇𝑣) = .וניצרשיפכ,0
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3זםיליגרת

𝑇־שחיננ1 ∈ ℒ(𝑉).םאיכוחיכוה𝑇־ו−𝑇יזא,םייבויחםירוטרפואםהינש

𝑇 = 0.

𝑇־שחיננ2 ∈ ℒ(𝐅4)סיסבלסחיב(ולשהצירטמהרשארוטרפואהאוה

איה)יטרדנטסה

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

2 −1 0 0
−1 2 −1 0
0 −1 2 −1
0 0 −1 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

.ךיפהיבויחרוטרפוא𝑇יכוארה

𝑇־ויבויחםלשרפסמ𝑛־שחיננ3 ∈ ℒ(𝐅𝑛)ולשהצירטמהשרוטרפואהאוה

𝑇יכוארה.1רפסמהםעםירביאמהלוכתבכרומ)יטרדנטסהסיסבלסחיב(
.יבויחרוטרפוא

𝑛םעםלשרפסמ𝑛־שחיננ4 > 𝑛הצירטמ𝐴תמייקיכוארה.1 × 𝑛לכשךכ

𝐴־וםייבויחםירפסמ𝐴ירביא = 𝐴∗,לעמרוטרפואהךא𝐅𝑛הצירטמהרשא

.יבויחרוטרפואוניא𝐴־להווש)יטרדנטסהסיסבלסחיב(ולש

𝑇־שחיננ5 ∈ ℒ(𝑉)יכוחיכוה.ומצעלדומצ𝑇לכלםא־קרו־םאיבויחרוטרפוא

…,𝑒1ילמרונותרואסיסב , 𝑒𝑛לש𝑉,הצירטמהלשןוסכלאהלעםירביאהלכ

ℳ(𝑇, (𝑒1,… , 𝑒𝑛))םיילילש־יאםירפסמםה.

.יבויחרוטרפואאוה𝑉לעמםייבויחםירוטרפואינשלשםוכסהיכוחיכוה6

𝑆־שחיננ7 ∈ ℒ(𝑉)־וךיפהיבויחרוטרפוא𝑇 ∈ ℒ(𝑉)וחיכוה.יבויחרוטרפוא

𝑆יכ + 𝑇ךיפהרוטרפוא.

𝑇־שחיננ8 ∈ ℒ(𝑉).יכוחיכוה𝑇יכפוה־ודיספהםא־קרו־םאיבויחרוטרפוא

𝑇†יבויחרוטרפואאוה.

𝑇־שחיננ9 ∈ ℒ(𝑉)־ויבויחרוטרפוא𝑆 ∈ ℒ(𝑊,𝑉).יכוחיכוה𝑆∗𝑇𝑆רוטרפוא

.𝑊לעמיבויח

𝑣,𝑤־שחיננ.𝑉לעמיבויחרוטרפוא𝑇־שחיננ10 ∈ 𝑉־שךכ

𝑇𝑣 = 𝑤 םגו 𝑇𝑤 = 𝑣.
𝑣יכוחיכוה = 𝑤.

וחיכוה.𝑇תחתרומש𝑉לשבחרמ־תת𝑈־ו𝑉לעמיבויחרוטרפוא𝑇־שחיננ11

𝑇|𝑈יכ ∈ ℒ(𝑈)לעמיבויחרוטרפוא𝑈.

𝑇־שחיננ12 ∈ ℒ(𝑉)יכוחיכוה.יבויחרוטרפוא𝑇𝑘לכליבויחרוטרפוא𝑘רפסמ

.יבויחםלש
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𝑇־שחיננ13 ∈ ℒ(𝑉)־וומצעלדומצ𝛼 ∈ 𝐑.

𝑇יכוחיכוה.א − 𝛼𝐼םא־קרו־םאיבויחרוטרפוא𝛼ךרעלכלהוושואןטק

.𝑇לשימצע
𝛼𝐼יכוחיכוה.ב − 𝑇םא־קרו־םאיבויחרוטרפוא𝛼ךרעלכלהוושואלודג

.𝑇לשימצע

…,𝑣1־ו𝑉לעמיבויחרוטרפוא𝑇־שחיננ14 , 𝑣𝑚 ∈ 𝑉.יכוחיכוה
𝑚
∑

𝑗 = 1

𝑚
∑
𝑘=1

⟨𝑇𝑣𝑘, 𝑣𝑗⟩ ≥ 0.

𝑇־שחיננ15 ∈ ℒ(𝑉)םייבויחםירוטרפואםימייקיכוחיכוה.ומצעלדומצ

𝐴,𝐵 ∈ ℒ(𝑉)־שךכ

𝑇 = 𝐴 − 𝐵 םגו √𝑇∗𝑇 = 𝐴 + 𝐵 םגו 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 = 0.

יכוחיכוה.𝑉לעמיבויחרוטרפוא𝑇־שחיננ16

null √𝑇 = null𝑇 םגו range √𝑇 = range𝑇.

𝑇־שחיננ17 ∈ ℒ(𝑉)םונילופםייקיכוחיכוה.יבויחרוטרפוא𝑝םימדקמםע

𝑇√־שךכםיישממ = 𝑝(𝑇).

יבויחרוטרפוא𝑆𝑇יכוחיכוה.𝑉לעמםייבויחםירוטרפוא𝑇־ו𝑆־שחיננ18

.םיפלחתמ𝑇־ו𝑆םא־קרו־םא

.םמצעלםידומצהםייעובירםישרושףוסניאשי𝐅2לעמתוהזהרוטרפואליכוארה19

𝑇־שחיננ20 ∈ ℒ(𝑉)־ו𝑒1,… , 𝑒𝑛לשילמרונותרואסיסב𝑉.יכוחיכוה𝑇רוטרפוא

…,𝑣1םימייקםא־קרו־םאיבויח , 𝑣𝑛 ∈ 𝑉־שךכ

⟨𝑇𝑒𝑘, 𝑒𝑗⟩ = ⟨𝑣𝑘, 𝑣𝑗⟩
,𝑗לכל 𝑘 = 1,… , 𝑛.

,𝑇𝑒𝑘⟩}םירפסמה 𝑒𝑗⟩}𝑗,𝑘=1,…,𝑛לשהצירטמהירביאםה𝑇סיסבהלאסחיב

…,𝑒1ילמרונותרואה , 𝑒𝑛.

𝑛הצירטמאיהטרבליהתצירטמ.יבויחםלשרפסמ𝑛־שחיננ21 × 𝑛רביאהש

אוה𝑘הדומע,𝑗הרושב
1

𝑗+𝑘−1.־שחיננ𝑇 ∈ ℒ(𝑉)הצירטמהשרוטרפואאוה

𝑛טרבליהתצירטמאיה𝑉לשוהשלכילמרונותרואסיסבלסחיבולש × 𝑛.

.ךיפהיבויחרוטרפוא𝑇יכוחיכוה

4טרבליהתצירטמ:המגוד × איה4

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 1
2

1
3

1
4

1
2

1
3

1
4

1
5

1
3

1
4

1
5

1
6

1
4

1
5

1
6

1
7

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.
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𝑇־שחיננ22 ∈ ℒ(𝑉)־ויבויחרוטרפוא𝑢 ∈ 𝑉־שךכ‖𝑢‖ = ‖𝑇𝑢‖־ו1 ≥ ‖𝑇𝑣‖
𝑣לכל ∈ 𝑉םע‖𝑣‖ = ימצעהךרעלךיישה𝑇לשימצערוטקו𝑢יכוארה.1

.𝑇לשרתויבלודגה

𝑇רובע23 ∈ ℒ(𝑉)־ו𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉,רידגנ⟨𝑢, 𝑣⟩𝑇ידילע⟨𝑢, 𝑣⟩𝑇 = ⟨𝑇𝑢, 𝑣⟩.

𝑇־שחיננ.א ∈ ℒ(𝑉).יכוחיכוה⟨⋅, ⋅⟩𝑇לעמתימינפהלפכמאוה𝑉
תימינפההלפכמהלאסחיב(ךיפהיבויחרוטרפואאוה𝑇םא־קרו־םא

,⋅⟩תירוקמה ⋅⟩(.

,⋅⟩הרוצהמאיה𝑉לעמתימינפהלפכמלכיכוחיכוה.ב ⋅⟩𝑇רובע𝑇 ∈ ℒ(𝑉)
.והשלכךיפהיבויחרוטרפוא

יכוחיכוה.𝑉לעמםייבויחםירוטרפוא𝑇־ו𝑆־שחיננ24

null(𝑆 + 𝑇) = null 𝑆 ∩ null𝑇.
רוטרפוא𝑇−יכוארה.1זהדיחיב)ב(31ליגרתבהיינשהתרזגנהרוטרפוא𝑇יהי25

.יבויח
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תוירטמוזיא

.ידועייםשתקנעהידכדעתובושחתומרונהתאתורמשמהתויראינילתוקתעה

הירטמוזיא:הרדגה7.44

𝑆תיראינילהקתעה ∈ ℒ(𝑉,𝑊)םאהירטמוזיאתארקנ

‖𝑆𝑣‖ = ‖𝑣‖
𝑣לכל ∈ 𝑉.תרמשמאיהםאהירטמוזיאאיהתיראינילהקתעה,תורחאםילימב

.תומרונהתא

התועמשמסוזיאהלימההקיתעתינוויב

ךכיפל.הדָּמִהתועמשמןורטמהלימה;הוָׁשָ

.הדָּמִתוַׁשְהתועמשמהירטמוזיא

𝑆םא ∈ ℒ(𝑉,𝑊)־והירטמוזיא𝑣 ∈ 𝑉
𝑆𝑣־שךכ = יזא,0

‖𝑣‖ = ‖𝑆𝑣‖ = ‖0‖ = 0,
𝑣־שעבונןאכמ = הירטמוזיאלכךכיפל.0

.תיכרע־דח־דחאיה

הירטמוזיא⇐תילמרונותרואהמישרלקתעומהילמרונותרואסיסב:המגוד7.45

…,𝑒1־שחיננ , 𝑒𝑛לשילמרונותרואסיסב𝑉־ו𝑔1,… , 𝑔𝑛תילמרונותרואהמישר

𝑆יהת.𝑊־ב ∈ ℒ(𝑉,𝑊)־שךכתיראינילהקתעהה𝑆𝑒𝑘 = 𝑔𝑘לכל𝑘 = 1,… , 𝑛.

𝑣־שחיננ,הירטמוזיא𝑆יכתוארהלידכ ∈ 𝑉.יזא

7.46 𝑣 = ⟨𝑣, 𝑒1⟩𝑒1 + ⋯ + ⟨𝑣, 𝑒𝑛⟩𝑒𝑛

םגו

7.47 ‖𝑣‖2 = ∣⟨𝑣, 𝑒1⟩∣
2 + ⋯ + ∣⟨𝑣, 𝑒𝑛⟩∣

2,

תנתונ7.46לשםיפגאהינשלע𝑆תלעפה.)ב(6.30־בונשמתשהרשאכ

𝑆𝑣 = ⟨𝑣, 𝑒1⟩𝑆𝑒1 + ⋯ + ⟨𝑣, 𝑒𝑛⟩𝑆𝑒𝑛 = ⟨𝑣, 𝑒1⟩𝑔1 + ⋯ + ⟨𝑣, 𝑒𝑛⟩𝑔𝑛.
ךכיפל

7.48 ‖𝑆𝑣‖2 = ∣⟨𝑣, 𝑒1⟩∣
2 + ⋯ + |⟨𝑣, 𝑒𝑛⟩|2.

‖𝑣‖־שונלהארמ7.48־ו7.47תאוושה = ‖𝑆𝑣‖.ךכיפל𝑆הירטמוזיא.

)ג(־ו)א(ןיבתוליקשה.הירטמוזיאלםילוקשםיאנתתקפסמהאבההנקסמה

תולפכמהתאתרמשמאיהםא־קרו־םאהירטמוזיאאיהתיראינילהקתעהיכונלהרומ

הירטמוזיאאיהתיראינילהקתעהיכונלהרומ)ד(־ו)א(ןיבתוליקשה.תוימינפה

ךכיפל.תילמרונותרואהמישרלוהשלכילמרונותרואסיסבהקיתעמאיהםא־קרו־םא

הקתעה,ןכלערתי.תוירטמוזיאהלכתאתוללוכ7.45המגודבתונותנהתוירטמוזיאה

המישרלילמרונותרואסיסבלכהקיתעמאיהםא־קרו־םאהירטמוזיאאיהתיראיניל

…,𝑒1סיסבביולתוניא)א(לשומויקשרחאמ[תילמרונותרוא , 𝑒𝑛[.

רלסקאןודלש:רבחמ,תיעיברהרודהמ,רשיהךרדבתיראינילהרבגלא
Linear Algebra Done Right, fourth edition, by Sheldon Axler



259םימרוגלהצירטמקוריפו,םיירטינואםירוטרפוא,תוירטמוזיא4ז

איהתיראינילהקתעהיכונלהרומהאבההנקסמב)ה(־ו)א(ןיבתוליקשה

תורצוי)ילמרונותרואסיסבלכלסחיב(הלשהצירטמהתודומעםא־קרו־םאהירטמוזיא

𝑚הצירטמהתודומעתאםיהזמונאןאכ.תילמרונותרואהמישר × 𝑛לשםירביאםע

𝐅𝑚לעמתידילקואהתימינפההלפכמבםישמתשמזאו𝐅𝑚.

תוירטמוזיאלשםינויפא7.49

𝑆־שחיננ ∈ ℒ(𝑉,𝑊).־שחיננ𝑒1,… , 𝑒𝑛לשילמרונותרואסיסב𝑉־ו𝑓1,… , 𝑓𝑚
.םילוקשםיאבהםיאנתהיזא.𝑊לשילמרונותרואסיסב

.הירטמוזיא𝑆.א

𝑆∗𝑆.ב = 𝐼.

,𝑆𝑢⟩.ג 𝑆𝑣⟩ = ⟨𝑢, 𝑣⟩לכל𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉.

…,𝑆𝑒1.ד , 𝑆𝑒𝑛־בתילמרונותרואהמישר𝑊.

,ℳ(𝑆לשתודומעה.ה (𝑒1,… , 𝑒𝑛), ( 𝑓1,… , 𝑓𝑚))תילמרונותרואהמישרתורצוי

.תידילקואהתימינפההלפכמלסחיב𝐅𝑚־ב

𝑣םא.הירטמוזיא𝑆יזא,םייקתמ)א(יכחיננהליחתהחכוה ∈ 𝑉יזא

⟨(𝐼 − 𝑆∗𝑆)𝑣, 𝑣⟩ = ⟨𝑣, 𝑣⟩ − ⟨𝑆∗𝑆𝑣, 𝑣⟩ = ‖𝑣‖2 − ⟨𝑆𝑣, 𝑆𝑣⟩ = ‖𝑣‖2 − ‖𝑆𝑣‖2 = 0.
𝐼ומצעלדומצהרוטרפואהןכל −𝑆∗𝑆ךכיפל.)7.16יפל(0הווש𝑆∗𝑆 = 𝐼,ונחכוהךכבו

.)ב(תאררוג)א(יכ

𝑆∗𝑆יזא,םייקתמ)ב(יכחיננתעכ = 𝐼.םא𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉יזא

⟨𝑆𝑢, 𝑆𝑣⟩ = ⟨𝑆∗𝑆𝑢, 𝑣⟩ = ⟨𝐼𝑢, 𝑣⟩ = ⟨𝑢, 𝑣⟩,
.)ג(תאררוג)ב(יכונחכוהךכב

,𝑆𝑢⟩יזא,םייקתמ)ג(יכחיננתעכ 𝑆𝑣⟩ = ⟨𝑢, 𝑣⟩לכל𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉.םאךכיפל

𝑗, 𝑘 ∈ {1,… , 𝑛},יזא

⟨𝑆𝑒𝑗, 𝑆𝑒𝑘⟩ = ⟨𝑒𝑗, 𝑒𝑘⟩.
…,𝑆𝑒1ןכל , 𝑆𝑒𝑛־בתילמרונותרואהמישר𝑊,ד(תאררוג)ג(יכונחכוהךכבו(.

…,𝑆𝑒1יזא,םייקתמ)ד(־שחיננתעכ , 𝑆𝑒𝑛־בתילמרונותרואהמישר𝑊.יהת

𝐴 = ℳ(𝑆, (𝑒1,… , 𝑒𝑛), ( 𝑓1,… , 𝑓𝑚)).םא𝑘, 𝑟 ∈ {1,… , 𝑛},יזא

7.50

𝑚
∑
𝑗=1

𝐴𝑗,𝑘𝐴𝑗,𝑟 = ⟨
𝑚
∑
𝑗=1

𝐴𝑗,𝑘 𝑓𝑗,
𝑚
∑
𝑗=1

𝐴𝑗,𝑟 𝑓𝑗⟩ = ⟨𝑆𝑒𝑘, 𝑆𝑒𝑟⟩ =
⎧{
⎨{⎩

1 if 𝑘 = 𝑟,
0 if 𝑘 ≠ 𝑟.

ךכיפל.𝐴לש𝑟־ו𝑘תודומעלש𝐅𝑚־בתימינפההלפכמהאוה7.50לשילאמשהףגאה

תאררוג)ד(יכונחכוהךכבו,𝐅𝑚־בתילמרונותרואהמישרתורצוי𝐴לשתודומעה

.)ה(

הקספבורדגוהש𝐴הצירטמהלשתודומעהרמולכ,םייקתמ)ה(יכחיננתעכ

…,𝑆𝑒1המישרה7.50יפליזא.𝐅𝑚־בתילמרונותרואהמישרתורצויתמדוקה , 𝑆𝑒𝑛איה

…,𝑆𝑒1םעדחי,7.45המגודךכיפל.𝑊־בתילמרונותרוא , 𝑆𝑒𝑛דיקפתהתאםיאלממה

…,𝑔1לש , 𝑔𝑛,־שהארמ𝑆א(תאררוג)ה(יכונחכוהךכבו,הירטמוזיא(.

.הירטמוזיאלםיפסונםילוקשםיאנתל11־ו1םיליגרתואר
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םיירטינואםירוטרפוא

ירוטקובחרממתויראינילתוקתעהבונבילתמושתתאדקמנ,קרפהלשוזהדיחי־תתב

.םירוטרפואםעדובענונא,תורחאםילימב.ומצעל

ירטינוארוטרפוא:הרדגה7.51

𝑆רוטרפוא ∈ ℒ(𝑉)םאירטינואארקנ𝑆הכיפההירטמוזיאאוה.

״הירטמוזיא״־ו״ירטינוא״םילימהשףא

יבחרמלעמםירוטרפוארובעההזןתועמשמ

יכורכז,יפוסדמממתימינפהלפכמ

ירוטקובחרמקיתעמירטינוארוטרפוא

בחרמהקיתעמהירטמוזיאדועב,ומצעל

אוהשןכתייש(ירוטקובחרמלאירוטקו

.)רחא

איההירטמוזיאלכ,םדוקןיוצשיפכ

יכרע־דח־דחרוטרפואלכ.תיכרע־דח־דח

ואר(ךיפהיפוסדמממירוטקובחרמלעמ

־שאיההזקרפלאצומהתחנה.)3.65

𝑉יפוסדמממתימינפהלפכמבחרמ.

הלימהתאטימשהלםילוכיונאךכיפל

תועמשמהשילבליעלהרדגההמ״ךיפה״

תשרדניתלבה״ךיפה״הלימה.הנתשת

םיארוקהםייושעהבשהרדגההםעתויבקעלעהרימשלליעלהרדגההטסקטבהרמשנ

.יפוסדמממחרכהבםניאשתימינפהלפכמיבחרמדומילבלקתיהל

𝐑2לשבוביס:המגוד7.52

𝜃־שחיננ ∈ 𝐑־ו𝑆לעמרוטרפואהאוה𝐅2סיסבלסחיבולשהצירטמהרשא

איה𝐅2לשיטרדנטסה

⎛
⎝

cos 𝜃 − sin 𝜃
sin 𝜃 cos 𝜃

⎞
⎠
.

הירטמוזיא𝑆ןכל;𝐅2־בתילמרונותרואהמישרתורצויוזהצירטמלשתודומעהיתש

.ירטינוארוטרפוא𝑆ךכיפל.]7.49־ב)ה(־ו)א(ןיבתוליקשהיפל[

𝐅םא = 𝐑,יזא𝑆לשןועשהןוויכדגנבוביסעצבמהרוטרפואאוה𝜃ביבסםינאידר

עודמהביסהלעבושחלתפסונךרדונלהקינעמוזתוננובתה.𝐑2לשםיריצהתישאר

𝑆לשםיריצהתישארביבסבוביסלכשרחאמ,הירטמוזיא𝐑2תומרונהתארמשמ.

היהירוטרפואשךכלםילוקשהםיאנתרפסמםיטרופמ)7.53(האבההנקסמב

םיכירצ7.49־בםיטרופמההירטמוזיאתויהלידכםילוקשהםיאנתהלכ.ירטינוא

תאונלבגהיכהדבועהרואלורצונ7.53־בםיפסונהםיאנתה.וזהמישרלףסוותהל

תיראינילהקתעהיכונלהרומ7.49,המגודל.ומצעלירוטקובחרממתוקתעהלרשקהה

𝑆 ∈ ℒ(𝑉,𝑊)םא־קרו־םאהירטמוזיא𝑆∗𝑆 = 𝐼,רוטרפואיכונלהרומ7.53דועב

𝑆 ∈ ℒ(𝑉)םא־קרו־םאירטינוארוטרפוא𝑆∗𝑆 = 𝑆𝑆∗ = 𝐼.

־בדועב,תילמרונותרואהמישרלםיסחייתמונא)ד(7.49־בשאוהףסונלדבה

תודומעלםיסחייתמונא)ה(7.49־ב,ףסונב.ילמרונותרואסיסבלםיסחייתמונא)ד(7.53

ℳ(𝑇),ןכלערתי.ℳ(𝑇)לשתורושלםיסחייתמונא)ה(7.53־בדועב,ℳ(𝑇)לש
דועב,𝑊לשילמרונותרואסיסבו𝑉לשילמרונותרואסיסבלסחיבאיה)ה(7.49־ב

ℳ(𝑇)לשדיחיסיסבלסחיבאיה)ה(7.53־ב𝑉לופכדיקפתאלממה.
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םיירטינואםירוטרפואלשםינויפא7.53

𝑆־שחיננ ∈ ℒ(𝑉).־שחיננ𝑒1,… , 𝑒𝑛לשילמרונותרואסיסב𝑉.םיאנתהיזא

.םילוקשםיאבה

.ירטינוארוטרפוא𝑆.א

𝑆∗𝑆.ב = 𝑆𝑆∗ = 𝐼.

𝑆−1־וךיפה𝑆.ג = 𝑆∗.

…,𝑆𝑒1.ד , 𝑆𝑒𝑛לשילמרונותרואסיסב𝑉.

,ℳ(𝑆לשתורושה.ה (𝑒1,… , 𝑒𝑛))לשילמרונותרואסיסבתורצוי𝐅𝑛לאסחיב

.תידילקואהתימינפההלפכמה

.ירטינוארוטרפוא∗𝑆.ו

ןכל.ירטינוארוטרפוא𝑆יזא,םייקתמ)א(יכחיננהליחתהחכוה

𝑆∗𝑆 = 𝐼
,𝑆−1־בןימימוזהאוושמלשףגאלכליפכנשכ.7.49־ב)ב(־ו)א(לשתוליקשהיפל

∗𝑆לבקנ = 𝑆−1.ךכיפל𝑆𝑆∗ = 𝑆𝑆−1 = 𝐼,ררוג)א(יכונחכוהךכבו,וניצרשיפכ

.)ב(תא

.)ג(תאררוג)ב(יכונלתוארמיכפוהלשוךיפהלשתורדגהה

𝑆−1־וךיפה𝑆יזא,םייקתמ)ג(־שחיננתעכ = 𝑆∗.ךכיפל𝑆∗𝑆 = 𝐼.ןכל

𝑆𝑒1,… , 𝑆𝑒𝑛־בתילמרונותרואהמישראיה𝑉,7.49־ב)ד(־ו)ב(לשתוליקשהיפל.

…,𝑆𝑒1ךכיפל.dim𝑉אוהוזהמישרלשםירביאהרפסמ , 𝑆𝑒𝑛ילמרונותרואסיסב

.)ד(תאררוג)ג(יכונחכוהךכבו,𝑉לש

…,𝑆𝑒1יזא,םייקתמ)ד(יכחיננתעכ , 𝑆𝑒𝑛לשילמרונותרואסיסב𝑉.תוליקשהמ

ךכיפל.ירטינוארוטרפוא𝑆יכםיאורונא7.49־ב)ד(־ל)א(ןיב

(𝑆∗)∗𝑆∗ = 𝑆𝑆∗ = 𝐼,
הנקסמב)ב(תאררוג)א(יכוניארהרבכשרחאמתמייקתמהנורחאההאוושמהרשאכ

ךכיפל.הירטמוזיא∗𝑆יכתוארמ7.49־ב)ב(־ו)א(לשתוליקשהוליעלהאוושמה.וז

,∗ℳ(𝑆לשתודומעה (𝑒1,… , 𝑒𝑛))לשילמרונותרואסיסבתורצוי𝐅𝑛]־ו)א(תוליקשמ

,ℳ(𝑆לשתורושה.]7.49־ב)ה( (𝑒1,… , 𝑒𝑛))לשתודומעהלשבכורמהדומצהןה

ℳ(𝑆∗, (𝑒1,… , 𝑒𝑛)).לשתורושהךכיפלℳ(𝑆, (𝑒1,… , 𝑒𝑛))ילמרונותרואסיסבתורצוי

.)ה(תאררוג)ד(יכונחכוהךכבו,𝐅𝑛לש

,∗ℳ(𝑆לשתודומעהךכיפל.םייקתמ)ה(יכחיננתעכ (𝑒1,… , 𝑒𝑛))סיסבתורצוי

ךכבו,הירטמוזיא∗𝑆־שהארמ7.49־ב)ה(־ו)א(לשתוליקשה.𝐅𝑛לשילמרונותרוא

.)ו(תאררוג)ה(יכונחכוה

ונחכוהרבכשתורירגהתרשרש.ירטינוארוטרפוא∗𝑆יזא,םייקתמ)ו(־שחיננתעכ

∗(∗𝑆)יכהארנ∗𝑆רובעוזהנקסמםושייב.)ו(תאררוג)א(־שהארמוזהנקסמב

.)א(תאררוג)ו(יכונחכוהךכבו,ירטינוארוטרפוא

תאונמלשהךכבו,)א(⇐)ו(⇐)ה(⇐)ד(⇐)ג(⇐)ב(⇐)א(דציכוניארה

.החכוהה
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בכורמרפסמ,וזהיגולנאתחת.ℒ(𝑉)־ל𝐂ןיבונגצהשהיגולנאהתאריכזנ

𝑧רוטרפואלםיאתמ𝑆 ∈ ℒ(𝑉),־ו𝑧־לםיאתמ𝑆∗.םיישממהםירפסמה)𝑧 = 𝑧(

𝑆(םמצעלםידומצהםירוטרפואלםימיאתמ = 𝑆∗(,םימיאתמםיילילש־יאהםירפסמהו

.)יתייעבהםשהיאשונ(םייבויחהםירוטרפואל

םיבכורמהםירפסמהמבכרומה,הדיחיהלגעמאיה𝐂לשתנחבומתפסונהצובק־תת

𝑧־שךכ|𝑧| = |𝑧|יאנתה.1 = 𝑧𝑧יאנתללוקש1 = רבדה,ונלשהיגולנאהתחת.1

𝑆∗𝑆־שיאנתלםיאתמ = 𝐼,־שךכללוקשה𝑆הרומהיגולנאהןכל.ירטינוארוטרפוא

תונקסמהיתשב.םיירטינואהםירוטרפואהתצובקלםיאתמ𝐂־בהדיחיהלגעמיכונל

ףסונבואר.םיירטינואהםירוטרפואהלשםיימצעהםיכרעבהעיפומוזהיגולנא,תואבה

.וזהיגולנאלשתפסונהמגודל15ליגרת

1אוהםיירטינואםירוטרפואלשםיימצעםיכרעלשטלחומהךרעה7.54

|𝜆|יזא.ירטינוארוטרפואלשימצעךרע𝜆־שחיננ = 1.

𝑆־שחיננהחכוה ∈ ℒ(𝑉)־וירטינוארוטרפוא𝜆לשימצעךרע𝑆.יהי𝑣 ∈ 𝑉ךכ

𝑣־ש ≠ 𝑆𝑣־ו0 = 𝜆𝑣.יזא

|𝜆| ‖𝑣‖ = ‖𝜆𝑣‖ = ‖𝑆𝑣‖ = ‖𝑣‖.
|𝜆|ךכיפל = .וניצרשיפכ,1

תימינפהלפכמיבחרמלעמםיירטינואםירוטרפואתנייפאמהאבההנקסמה

.יזכרמילככבכורמהילרטקפסהקוריפהטפשמבשומישךות,יפוסדמממםיבכורמ

םיבכורמתימינפהלפכמיבחרמלעמםיירטינואםירוטרפואלשרואית7.55

𝐅־שחיננ = 𝐂־ו𝑆 ∈ ℒ(𝑉).םילוקשםיאבהםיאנתהיזא.

.ירטינוארוטרפוא𝑆.א

ךרעהש𝑆לשםיימצעםירוטקוומבכרומה𝑉לשילמרונותרואסיסבםייק.ב

.1אוהםהלםיכיישהםיימצעהםיכרעהלכלשטלחומה

־ב)ב(־ו)א(לשתוליקשה.ירטינוארוטרפוא𝑆יזא,םייקתמ)א(־שחיננהחכוה

הארמ)7.31(בכורמהילרטקפסהקוריפהטפשמךכיפל.ילמרונ𝑆־שהארמ7.53

…,𝑒1ילמרונותרואסיסבםייקש , 𝑒𝑛לש𝑉לשםיימצעםירוטקוומבכרומה𝑆.לכל

ררוג)א(יכהחכוההתאונמלשהךכבו,)7.54יפל(1טלחומךרעשי𝑆לשימצעךרע

.)ב(תא

…,𝑒1יהי.םייקתמ)ב(־שחיננתעכ , 𝑒𝑛לשילמרונותרואסיסב𝑉בכרומה

םהלםיכיישהםיימצעהםיכרעהלכלשטלחומהךרעהרשא𝑆לשםיימצעםירוטקוומ

𝜆1,… , 𝜆𝑛יזא.1אוה𝑆𝑒1,… , 𝑆𝑒𝑛לשילמרונותרואסיסבןכםג𝑉־שרחאמ

⟨𝑆𝑒𝑗, 𝑆𝑒𝑘⟩ = ⟨𝜆𝑗𝑒𝑗, 𝜆𝑘𝑒𝑘⟩ = 𝜆𝑗𝜆𝑘⟨𝑒𝑗, 𝑒𝑘⟩ =
⎧{
⎨{⎩

0 if 𝑗 ≠ 𝑘,
1 if 𝑗 = 𝑘

,𝑗לכל 𝑘 = 1,… , 𝑛.־שהארמ7.53־ב)ד(־ו)א(לשתוליקשהךכיפל𝑆ךכבו,ירטינוא

.)א(תאררוג)ב(יכונחכוה
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QRקוריפ

.תוצירטמלםירוטרפואמונלשבלהתמושתתאםיטיסמונא,קרפהלשוזהדיחי־תתב

ונרחבשירחא(תיעובירהצירטמםערוטרפואיוהיזלבוטלוגרתקפסלרומאהזרבעמ

חונבשיגרהלםכילע,ףסונב.)רדגומרוטרפואהוילעשירוטקווהבחרמהלשסיסב

לשרשקההוםירוטרפואלשרשקההןיברוזחוךולהתונקסמותונויערםוגרתםערתוי

.תויעובירתוצירטמ

𝑛תוצירטמםעםיחתופונאשכ × 𝑛תרחאןיוצאלםא,םירוטרפואםעםוקמב

תימינפההלפכמהםע(𝐅𝑛לעמםייחתוצירטמלםיכיושמהםירוטרפואהיכחינהלםכילע

.𝐅𝑛לשיטרדנטסהסיסבלסחיבתובשוחמתוצירטמהיכו)תידילקואה

הצירטמלאירטינואהרוטרפואהןויערתאהריבעמה,האבההרדגהבםיחתופונא

.תירטינוא

תירטינואהצירטמ:הרדגה7.56

𝑛הצירטמ × 𝑛תילמרונותרואהמישרתורצויהיתודומעםאתירטינואתארקנ

.𝐅𝑛־ב

דמממתימינפהלפכמבחרמבםירביא𝑛תבתילמרונותרואהמישרלכשרחאמ

𝑛לשילמרונותרואסיסב״,ליעלהרדגהב,בותכלונלוכי,ילמרונותרואסיסבאיה

𝐅𝑛־בתילמרונותרואהמישר״םוקמב״𝐅𝑛םא.״𝑆 ∈ ℒ(𝑉)־ו𝑒1,… , 𝑒𝑛־ו

𝑓1,… , 𝑓𝑛לשםיילמרונותרואםיסיסבםה𝑉,יזא𝑆םא־קרו־םאירטינוארוטרפוא

ℳ(𝑆, (𝑒1,… , 𝑒𝑛), ( 𝑓1,… , 𝑓𝑛))ןיבתוליקשהונלהתארהשיפכ,תירטינואהצירטמ

״תודומע״ףילחהלונלוכיליעלהרדגהביכבלםישנ,ףסונב.7.49־ב)ה(־ו)א(

.7.53־ב)ה(־ו)א(ןיבתמייקהתוליקשבשומישידילע״תורוש״ב

םיאנתרפסמתקפסמ,ליגרתכםיארוקלהראשוההתחכוהש,האבההנקסמה

תוצירטמלפכןמסמ𝑄𝑣,)ג(־ב.תירטינואהיהתתיעובירהצירטמשידכםילוקש

𝑛תוצירטמםע𝐅𝑛לשםירביאיוהיזךות,𝑣־ו𝑄לש × ירוטקוםיארקנםימעפל(1

הרוקמש𝐅𝑛לעמהליגרהתידילקואההמרונהאיהןלהל)ג(־בהמרונה.)הדומע

תפלחושמ־הדומצההצירטמהתאתנמסמ∗𝑄,)ד(־ב.תידילקואהתימינפההלפכמב

.הצירטמהתכיושמוילאשרוטרפואהלשדומצהרוטרפואלהמיאתמה,𝑄לש

תוירטינואתוצירטמלשםינויפא7.57

𝑛הצירטמ𝑄־שחיננ × 𝑛.םילוקשםיאבהםיאנתהיזא.

.תירטינואהצירטמ𝑄.א

.𝐅𝑛־בתילמרונותרואהמישרתורצוי𝑄לשתורושה.ב

‖𝑄𝑣‖.ג = ‖𝑣‖לכל𝑣 ∈ 𝐅𝑛.

𝑄∗𝑄.ד = 𝑄𝑄∗ = 𝐼,הצירטמה𝑛 × 𝑛לכבםיספאוןוסכלאהלעםידחאםע

.רחאםוקמ
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שומישבץופנהQRםתירוגלאביזכרמהילכהאוהןלהלחכומוחסונמהQRקוריפה

לשםיימצעםירוטקווּםיימצעםיכרעלםיבוטםיבוריקתאיצמל)ןאכובקוסענאל(

𝑄תוצירטמהיזא,𝐅𝑛,𝑛־באיה𝐴הצירטמהםא,ןלהלהנקסמב.תויעובירתוצירטמ
.𝐅𝑛,𝑛־בןהםג𝑅־ו

QRקוריפ7.58

תומייקיזא.תיראינילתויולתיתלבתודומעםעתיעובירהצירטמ𝐴־שחיננ

םירפסמםעהנוילעתישלושמ𝑅,תירטינוא𝑄־שךכתודיחי𝑅־ו𝑄תוצירטמ

־ו,ןוסכלאהלעדבלבםייבויח

𝐴 = 𝑄𝑅.

…,𝑣1ויהיהחכוה , 𝑣𝑛לשהיתודומע𝐴,לשםירביאכןהילעםיבשוחונאשכ𝐅𝑛.תלעפה

…,𝑣1המישרהלע)6.32(טדימש־םרגךילהת , 𝑣𝑛,ילמרונותרואסיסבהבינמ𝑒1,… , 𝑒𝑛
־שךכ𝐅𝑛לש

7.59 span(𝑣1,… , 𝑣𝑘) = span(𝑒1,… , 𝑒𝑘)

𝑘לכל = 1,… , 𝑛.יהת𝑅הצירטמה𝑛 × 𝑛ידילעתרדגומה

𝑅𝑗,𝑘 = ⟨𝑣𝑘, 𝑒𝑗⟩,
𝑗םא.𝑅לש𝑘הדומע,𝑗הרושברביאהתאןמסמ𝑅𝑗,𝑘רשאכ > 𝑘,יזא𝑒𝑗ילנוגותרוא

…,span(𝑒1־ל , 𝑒𝑘)ןכלו𝑒𝑗־לילנוגותרוא𝑣𝑘)םא,תורחאםילימב.)7.59יפל𝑗 > 𝑘
,𝑣𝑘⟩יזא 𝑒𝑗⟩ = .הנוילעתישלושמהצירטמ𝑅ךכיפל.0

…,𝑒1ןההיתודומעשתירטינואההצירטמה𝑄יהת , 𝑒𝑛.םא𝑘 ∈ {1,… , 𝑛},יזא

ףוריצהימדקמםע,𝑄לשתודומעהלשיראינילףוריצלהווש𝑄𝑅לש𝑘th־ההדומעה

𝑄𝑅לש𝑘th־ההדומעהןכל.)א(3.51ואר—𝑅לש𝑘th־ההדומעהמםיעיגמהיראינילה
־להווש

⟨𝑣𝑘, 𝑒1⟩𝑒1 + ⋯ + ⟨𝑣𝑘, 𝑒𝑘⟩𝑒𝑘,
𝐴ךכיפל.𝐴לש𝑘th־ההדומעה,])א(6.30יפל[𝑣𝑘־להוושה = 𝑄𝑅,וניצרשיפכ.

הווש𝑣𝑘לכיכתוארמ)6.32ואר(טדימש־םרגךילהתתאתורידגמהתואוושמה

…,𝑒1לשיראינילףוריצתפסותב𝑒𝑘לשתיבויחהלופכל , 𝑒𝑘−1.לכךכיפל⟨𝑣𝑘, 𝑒𝑘⟩
.וניצרשיפכ,םייבויחםירפסמםה𝑅לשןוסכלאהירביאןכל.יבויחרפסמ

𝐴תאםגףסונבונלשישחיננ,תודיחי𝑅־ו𝑄יכתוארהלידכ,םויסל = 𝑄̂ 𝑅̂,

.ןוסכלאהלעדבלבםייבויחםירפסמםעהנוילעתישלושמ𝑅̂־ותירטינוא𝑄̂רשאכ

…,𝑞1ויהי , 𝑞𝑛תודומע𝑄̂.יכםיאורונא,ליעלאבומכתוצירטמהלפכלעםיבשוחשכ

…,𝑞1לשיראינילףוריצאוה𝑣𝑘לכ , 𝑞𝑘,־ההדומעהמםימדקמםע𝑘thלש𝑅̂.ןאכמ

…,span(𝑣1־שעבונ , 𝑣𝑘) = span(𝑞1,… , 𝑞𝑘)־ו⟨𝑣𝑘, 𝑞𝑘⟩ > תומישרלשתוּדּיחִיְהמ.0

םיקיסמונא)2והדיחיב10ליגרתואר(וללהםיאנתהתאתומייקמהתוילמרונותרוא

𝑞𝑘יכ = 𝑒𝑘לכל𝑘 = 1,… , 𝑛.ןכל𝑄̂ = 𝑄,יכהנקסמלליבומשהמ𝑅̂ = 𝑅,תאזבו

.תוּדּיחִיְהתחכוהתאונמלשה

רלסקאןודלש:רבחמ,תיעיברהרודהמ,רשיהךרדבתיראינילהרבגלא
Linear Algebra Done Right, fourth edition, by Sheldon Axler



265םימרוגלהצירטמקוריפו,םיירטינואםירוטרפוא,תוירטמוזיא4ז

בושיחלתונתינתירטינואההצירטמהתודומעשהארמQRקוריפהלשהחכוהה

המגודה.קוריפלתדמעומההצירטמהתודומעלעטדימש־םרגךילהתתלעפהתועצמאב

.ונמלשההתעהזשהחכוההלעססבתהבQRקוריפהלשבושיחהתאהשיחממהאבה

3הצירטמלשQRקוריפ:המגוד7.60 × 3

הצירטמהלשQRקוריפהתאיצמל

𝐴 =
⎛⎜⎜⎜
⎝

1 2 1
0 1 −4
0 3 2

⎞⎟⎟⎟
⎠

,

,𝑣1רידגנךכיפל.7.58לשהחכוההתובקעבךלנ 𝑣2, 𝑣3לשתודומעלםיוושה𝐴:
𝑣1 = (1, 0, 0), 𝑣2 = (2, 1, 3), 𝑣3 = (1,−4, 2).

,𝑣1לעטדימש־םרגךילהתםושיי 𝑣2, 𝑣3תילמרונותרואההמישרהתאקיפמ

𝑒1 = (1, 0, 0), 𝑒2 = (0, 1
√10

, 3
√10

), 𝑒3 = (0,− 3
√10

, 1
√10

).

היתודומעשתירטינואההצירטמהתויהל𝑄רידגנו,7.58לשהחכוההתובקעבךישמנ

,𝑒1ןה 𝑒2, 𝑒3:

𝑄 =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 0 0

0 1
√10

− 3
√10

0 3
√10

1
√10

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

3הצירטמה𝑅יהת,7.58לשהחכוהבומכ × אוה𝑘הדומע,𝑗הרושברביאהש3

⟨𝑣𝑘, 𝑒𝑗⟩,לבקנןאכמ

𝑅 =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 2 1

0 √10 √10
5

0 0 7√10
5

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

לעדבלבםייבויחםירפסמםעהנוילעתישלושמהצירטמטלחהב𝑅־שבלומיש

.QRקוריפשרודשיפכ,ןוסכלאה

𝐴יכאדווללכונתוצירטמלפכתועצמאבתעכ = 𝑄𝑅לשםימרוגלקוריפהאוה𝐴
:וניצרש

𝑄𝑅 =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 0 0

0 1
√10

− 3
√10

0 3
√10

1
√10

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 2 1

0 √10 √10
5

0 0 7√10
5

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

=
⎛⎜⎜⎜
⎝

1 2 1
0 1 −4
0 3 2

⎞⎟⎟⎟
⎠

= 𝐴.

𝐴ךכיפל = 𝑄𝑅,וניפיצשיפכ.

.אבהקלחה־תתב)7.63(יקסלושקוריפלשהחכוהביזכרמהילכההיהיQRקוריפה

.)9.66(רמדהןויווש־יאלשהחכוההואר,QRקוריפלשףסונדמחנםושייל
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אללתויראינילתואוושמתכרעמןורתפלובשמתשהלןתיניזא,ןימזQRקוריפםא

𝑛תיעובירהצירטמ𝐴־שחיננ,קוידרתיל.סואגלשץוליחהתטישבשומיש × 𝑛םע

𝑏־שחיננ.תיראינילתויולתיתלבתודומע ∈ 𝐅𝑛האוושמהתארותפלםיניינועמונאו

𝐴𝑥 = 𝑏רובע𝑥 = (𝑥1,… , 𝑥𝑛) ∈ 𝐅𝑛)לשםירביאהתאםיהזמונא,ונלגרהכ𝐅𝑛םע

𝑛הדומעירוטקו × 1(.

𝐴־שחיננ = 𝑄𝑅,רשאכ𝑄־ותירטינוא𝑅םייבויחםירפסמםעהנוילעתישלושמ

,דבלבטדימש־םרגךילהתבשומישב𝐴־מבושיחלתונתינ𝑅־ו𝑄(ןוסכלאהלעדבלב

𝐴𝑥האוושמה.)7.58לשהחכוהבגצומשיפכ = 𝑏האוושמלאופאהלוקש𝑄𝑅𝑥 = 𝑏.

)ד(7.57־בשומישךותלאמשדצמ∗𝑄־בוזהנורחאהאוושמלשםיפגאהינשתלפכהב

האוושמהתאלבקנ

𝑅𝑥 = 𝑄∗𝑏.
אוה𝑄∗𝑏בושיחךכיפל.𝑄הצירטמהלשתפלחושמ־הדומצהאיה∗𝑄הצירטמה

לעדבלבםייבויחםירפסמםעהנוילעתישלושמהצירטמ𝑅־שרחאמ.רישיוטושפ

רתפיהלהלוכיליעלהאוושמהידילעתגצוימהתויראינילהתואוושמהתכרעמ,ןוסכלאה

.האלהןכו,𝑥𝑛−1רובעזאו,𝑥𝑛רובעהליחתרותפנשךכבתוריהמב

יקסלושקוריפ

םיחנומבםיכיפהםייבויחםירוטרפואלשןויפאםעקרפהלשוזהדיחי־תתםיחתופונא

.תוימינפתולפכמלש

ךיפהיבויחרוטרפוא7.61

𝑇ומצעלדומצרוטרפוא ∈ ℒ(𝑉)םא־קרו־םאךיפהיבויחרוטרפואאוה

⟨𝑇𝑣, 𝑣⟩ > 𝑣לכל0 ∈ 𝑉ספאמהנושה.

𝑣םא.ךיפהיבויחרוטרפוא𝑇יכחיננהליחתהחכוה ∈ 𝑉־ו𝑣 ≠ ־שרחאמיזא,0

𝑇־שלבקנךיפה𝑇𝑣 ≠ ,𝑇𝑣⟩־שעבונןאכמ.0 𝑣⟩ ≠ ,𝑇𝑣⟩ןכל.)7.43יפל(0 𝑣⟩ > 0.

,𝑇𝑣⟩־שתעכחיננ,ךופההןוויכבהרירגהתחכוהל 𝑣⟩ > 𝑣לכל0 ∈ 𝑉הנושה

𝑇𝑣ךכיפל.ספאמ ≠ 𝑣לכל0 ∈ 𝑉ןכל.ספאמהנושה𝑇ךכיפל.יכרע־דח־דח𝑇ךיפה,

.וניצרשיפכ

םישמתשמונאןאכ.תוצירטמלשהפשלליעלהנקסמהתאהריבעמהאבההרדגהה

הדומעירוטקוםע𝐅𝑛ירביאתאםיהזמו𝐅𝑛לעמהליגרהתידילקואהתימינפההלפכמב

𝑛 × 1.

ןיטולחלתיבויח:הרדגה7.62

𝐵הצירטמ ∈ 𝐅𝑛,𝑛םאןיטולחלתיבויחתארקנ𝐵∗ = 𝐵םגו

⟨𝐵𝑥, 𝑥⟩ > 0
𝑥לכל ∈ 𝐅𝑛ספאמהנושה.
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תישלושמאיההלשתפלחושמ־הדומצהםא־קרו־םאהנוילעתישלושמאיההצירטמ

אוהש,ןלהלםימרוגלקוריפה.)0םהןוסכלאללעמםירביאהלכרמולכ(הנותחת

ןיטולחלתיבויחהצירטמבתוכ,תיבושיחתיראינילהרבגלאבתובושחתוכלשהלעב

.הלשתפלחושמ־הדומצהוהנותחתתישלושמהצירטמלשהלפכמכ

תואצותיוהיזבתשמתשמהחכוההשףא,דבלבתוצירטמלעאיההאבהונתנקסמ

הצירטמהםא,ןלהלהנקסמב.תויעובירתוצירטמרובעתואצותםעםירוטרפוארובע

𝐵־באיה𝐅𝑛,𝑛,הצירטמהיזא𝑅־באיהםג𝐅𝑛,𝑛.

יקסלושקוריפ7.63

הדיחיהנוילעתישלושמהצירטמתמייקיזא.ןיטולחלתיבויחהצירטמ𝐵־שחיננ

𝑅־שךכןוסכלאהלעדבלבםייבויחםירפסמםע

𝐵 = 𝑅∗𝑅.

לדוגהותואמ𝐴הכיפהתיעובירהצירטמתמייק,ןיטולחלתיבויח𝐵־שרחאמהחכוה

𝐵־שךכ𝐵לש = 𝐴∗𝐴]7.38־ב)ו(־ו)א(לשתוליקשהיפל[.

𝐴יהי = 𝑄𝑅קוריפהQRלש𝐴)רשאכ,)7.58ואר𝑄־ותירטינוא𝑅תישלושמ

∗𝐴יזא.ןוסכלאהלעדבלבםייבויחםירפסמםעהנוילע = 𝑅∗𝑄∗.

הליג)1918–1875(יקסלושיאול־הרדנא

.1924תנשבותומרחאלםסרופש,הזקוריפ

ךכיפל

𝐵 = 𝐴∗𝐴 = 𝑅∗𝑄∗𝑄𝑅 = 𝑅∗𝑅,
.וניצרשיפכ

םעהנוילעתישלושמהצירטמ𝑆־שחיננ,הנקסמהלשתודיחיהקלחתחכוהל

𝐵־וןוסכלאהלעדבלבםייבויחםירפסמ = 𝑆∗𝑆.הצירטמה𝑆־שרחאמהכיפה𝐵
𝐵האוושמהיפגאינשתלפכה.)4גהדיחיב11ליגרתואר(הכיפה = 𝑆∗𝑆־ב𝑆−1ןימימ

𝐵𝑆−1האוושמהתאתנתונ = 𝑆∗.

יזא.החכוההלשהנושארההקספהמהצירטמה𝐴יהת

(𝐴𝑆−1)∗(𝐴𝑆−1) = (𝑆∗)−1𝐴∗𝐴𝑆−1

= (𝑆∗)−1𝐵𝑆−1

= (𝑆∗)−1𝑆∗

= 𝐼.
.תירטינוא𝐴𝑆−1ךכיפל

𝐴ןכל = (𝐴𝑆−1)𝑆לשםימרוגלקוריפאוה𝐴תירטינואהצירטמלשהלפכמכ

קוריפלשתודיחיה.ןוסכלאהלעדבלבםייבויחםירפסמםעהנוילעתישלושמהצירטמו

QR,־שתעכתררוג,7.58־בהחסונשיפכ𝑆 = 𝑅.

תיבויחההצירטמכ𝐴תארוחבלונלוכי,ליעלהחכוההלשהנושארההקספב

םעהגצוההחכוהה,תאזלכב.)7.39ואר(𝐵לשיעובירשרושאיהשהדיחיהןיטולחל

,𝐵ןיטולחלתויבויחתויפיצפסתוצירטמרובעשןוויכמ𝐴לשרתויתיללכההריחבה
.𝐴לשתרחאהריחבאוצמלרתוילקהיהישןכתיי
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4זםיליגרת

dim𝑉־שחיננ1 ≥ 𝑆־ו2 ∈ ℒ(𝑉,𝑊).יכוחיכוה𝑆םא־קרו־םאהירטמוזיא

𝑆𝑒1, 𝑆𝑒2־בתילמרונותרואהמישר𝑊תילמרונותרואהמישרלכל𝑒1, 𝑒2ינשלש

.𝑉־בםירביא

𝑇־שחיננ2 ∈ ℒ(𝑉,𝑊)־ו𝑇 ≠ הירטמוזיאלשרלקסתלופכ𝑇יכוחיכוה.0

.תוילנוגותרואתרמשמ𝑇םא־קרו־םא

⟨𝑇𝑢,𝑇𝑣⟩־שותועמשמ״תוילנוגותרואתרמשמ𝑇״יוטיבה = ,𝑢לכל0 𝑣 ∈ 𝑉ךכ

,𝑢⟩־ש 𝑣⟩ = 0.

רוטרפואאיה𝑉לעמםיירטינואםירוטרפואינשלשהלפכמהיכוארה.א3

.ירטינוא

.ירטינוארוטרפואאוה𝑉לעמירטינוארוטרפואלשיכפוההיכוארה.ב

רשאכ,הרובחאיה𝑉לעמםיירטינואהםירוטרפואהלשהצובקהשהארמהזליגרת

.םירוטרפואינשלשהליגרההלפכמהאיההרובחהתלועפ

𝐅־שחיננ4 = 𝐂־ו𝐴,𝐵 ∈ ℒ(𝑉)יכוארה.םמצעלםידומצ𝐴 + 𝑖𝐵ירטינוא

𝐴𝐵םא־קרו־םא = 𝐵𝐴םגו𝐴2 + 𝐵2 = 𝐼.

𝑆־שחיננ5 ∈ ℒ(𝑉).םילוקשםיאבהםיאנתהיכוחיכוה.
.ומצעלדומצירטינוארוטרפוא𝑆.א

𝑆.ב = 2𝑃 − 𝐼ילנוגותרואלטיהרובע𝑃לעמוהשלכ𝑉.
𝑆𝑢־שךכ𝑉לש𝑈בחרמ־תתםייק.ג = 𝑢לכל𝑢 ∈ 𝑈־ו𝑆𝑤 = −𝑤לכל

𝑤 ∈ 𝑈⟂.

,2םע𝐅3לעמםיילמרונםירוטרפואםהינש𝑇1,𝑇2־שחיננ6 5, .םיימצעםיכרעכ7

𝑆ירטינוארוטרפואםייקיכוחיכוה ∈ ℒ(𝐅3)־שךכ𝑇1 = 𝑆∗𝑇2𝑆.

𝑇1,𝑇2םמצעלםידומצםירוטרפואינשלשהמגודואיבה7 ∈ ℒ(𝐅4)םיכרעהשךכ

,2םהםירוטרפואהינשלשםיימצעה 5, 𝑆ירטינוארוטרפואםייקאלךא7 ∈
ℒ(𝐅4)־שךכ𝑇1 = 𝑆∗𝑇2𝑆.רוטרפואאצמנבןיאעודמםיריבסמםתאיכואדו

.תשרדנההנוכתהםעירטינוא

𝑆םא:תידגנהמגודואיבהואוחיכוה8 ∈ ℒ(𝑉)ילמרונותרואסיסבםייקו

𝑒1,… , 𝑒𝑛לש𝑉־שךכ‖𝑆𝑒𝑘‖ = .ירטינוארוטרפוא𝑆יזא,𝑒𝑘לכל1

𝐅־שחיננ9 = 𝐂־ו𝑇 ∈ ℒ(𝑉).לשימצעךרעלכלשחיננ𝑇1טלחומךרעשי
‖𝑇𝑣‖םגו ≤ ‖𝑣‖לכל𝑣 ∈ 𝑉.יכוחיכוה𝑇ירטינוארוטרפוא.

𝐅־שחיננ10 = 𝐂־ו𝑇 ∈ ℒ(𝑉)־שךכומצעלדומצרוטרפוא‖𝑇𝑣‖ ≤ ‖𝑣‖לכל

𝑣 ∈ 𝑉.

𝐼יכוארה.א − 𝑇2יבויחרוטרפוא.

𝑇יכוארה.ב + 𝑖√𝐼 − 𝑇2ירטינוארוטרפוא.

𝑆־שחיננ11 ∈ ℒ(𝑉).יכוחיכוה𝑆םא־קרו־םאירטינוארוטרפוא

{𝑆𝑣 ∶ 𝑣 ∈ 𝑉 and ‖𝑣‖ ≤ 1} = {𝑣 ∈ 𝑉 ∶ ‖𝑣‖ ≤ 1}.
𝑆םא:תידגנהמגודואיבהואוחיכוה12 ∈ ℒ(𝑉)־וךיפה∥𝑆−1𝑣∥ = ‖𝑆𝑣‖לכל

𝑣 ∈ 𝑉,יזא𝑆ירטינוא.
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תורצויםיבכורמםירפסמלשתיעובירהצירטמלשתודומעהעודמוריבסה13

המישרתורצויהצירטמהלשתורושהםא־קרו־םא𝐂𝑛־בתילמרונותרואהמישר

.𝐂𝑛־בתילמרונותרוא

𝑣־שחיננ14 ∈ 𝑉םע‖𝑣‖ = 𝑏־ו1 ∈ 𝐅.־שףסונבחיננdim𝑉 ≥ יכוחיכוה.2

𝑆ירטינוארוטרפואםייק ∈ ℒ(𝑉)־שךכ⟨𝑆𝑣, 𝑣⟩ = 𝑏םא־קרו־םא|𝑏| ≤ 1.

𝑇־שךכ𝑉לעמירטינוארוטרפוא𝑇־שחיננ15 − 𝐼ךיפה.

𝑇)יכוחיכוה.א + 𝐼)(𝑇 − 𝐼)−1לשסונימלהוושרמולכ(דומצ־יטנארוטרפוא

.)ולשדומצהרוטרפואה

𝐅םאיכוחיכוה.ב = 𝐂,יזא𝑖(𝑇 + 𝐼)(𝑇 − 𝐼)−1ומצעלדומצרוטרפוא.

𝑧היצקנופה ↦ 𝑖(𝑧+ 1)(𝑧−1)−1־בהדיחיהלגעמתאהקיתעמ𝐂)הדוקנהדבלמ

הדיחיהלגעמוםיירטינואםירוטרפואןיבהיגולנאהתאשיחממ)ב(ךכיפל.𝐑לא)1

.𝐑־וםמצעלםידומצהםירוטרפואןיבהיגולנאהםעדחי,𝐂־ב

𝐅־שחיננ16 = 𝐂־ו𝑇 ∈ ℒ(𝑉)יכוחיכוה.ומצעלדומצ(𝑇 + 𝑖𝐼)(𝑇 − 𝑖𝐼)−1

.הזרוטרפואלשימצעךרעוניא1יכוירטינוארוטרפוא

.םייקתמ7.57־בןותנהתוירטינואתוצירטמלשםינויפאהעודמוריבסה17

יכוחיכוה.הלשתפלחושמלהוושאיהםאתירטמיסתארקנ𝐴תיעובירהצירטמ18

𝑄תירטינואהצירטמתמייקיזא,םיישממםירביאםעתירטמיסהצירטמ𝐴םא
.תינוסכלאהצירטמ𝑄∗𝐴𝑄־שךכםיישממםירביאםע

ויפלשןומיסהתאםיצמאמונא,הזליגרתרובע.יבויחםלשרפסמ𝑛־שחיננ19

𝑧ידילעןמוסמ𝐂𝑛לש𝑧ינייפוארביא = (𝑧0, 𝑧1,… , 𝑧𝑛−1).םילנויצקנופרידגנ

…,𝜔0,𝜔1םייראיניל ,𝜔𝑛−1לעמ𝐂𝑛ידילע

𝜔𝑗(𝑧0, 𝑧1,… , 𝑧𝑛−1) =
1

√
𝑛

𝑛−1
∑

𝑚=0
𝑧𝑚 𝑒−2𝜋𝑖𝑗𝑚/𝑛.

ℱרוטרפואהאיההדידבהיירופתרמתה ∶ 𝐂𝑛 → 𝐂𝑛ידילערדגומה

ℱ𝑧 = (𝜔0(𝑧),𝜔1(𝑧),… ,𝜔𝑛−1(𝑧)).
.𝐂𝑛לעמירטינוארוטרפואℱיכוארה.א

…,𝑧0)םאיכוארה.ב , 𝑧𝑛−1) ∈ 𝐂𝑛־ו𝑧𝑛־להוושכרדגומ𝑧0,יזא

ℱ−1(𝑧0, 𝑧1,… , 𝑧𝑛−1) = ℱ(𝑧𝑛, 𝑧𝑛−1,… , 𝑧1).
ℱ4יכוארה.ג = 𝐼.

תרמתה.םינותנחותינםוחתבםיברםיבושחםימושיישיהדידבהיירופתרמתהל

∞∫הרוצהמםייוטיבתללוכהליגרהיירופ
−∞ 𝑓 (𝑥)𝑒−2𝜋𝑖𝑡𝑥𝑑𝑥תובכורמתויצקנופרובע

.𝐑לעמתורדגומה𝑓תויליברגטניא

יכוחיכוה.תיראינילתויולתיתלבתודומעםעתיעובירהצירטמ𝐴־שחיננ20

םייבויחםירפסמםעהנותחתתישלושמ𝑅־שךכ𝑄־ו𝑅תודיחיתוצירטמתומייק

𝐴־ו,תירטינוא𝑄,ןוסכלאהלעדבלב = 𝑅𝑄.
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םיירלוגניסםיכרע

.וזהדיחיבהאבההנקסמלקקדזנונא

𝑇∗𝑇לשתונוכת7.64

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉,𝑊).יזא

𝑉לעמיבויחרוטרפוא𝑇∗𝑇.א

null𝑇∗𝑇.ב = null𝑇

range𝑇∗𝑇.ג = range𝑇∗

dim.ד range𝑇 = dim range𝑇∗ = dim range𝑇∗𝑇.

החכוה

םייקתמ.א

(𝑇∗𝑇)∗ = 𝑇∗(𝑇∗)∗ = 𝑇∗𝑇.
.ומצעלדומצ𝑇∗𝑇ךכיפל

𝑣םא ∈ 𝑉,יזא

⟨(𝑇∗𝑇)𝑣, 𝑣⟩ = ⟨𝑇∗(𝑇𝑣), 𝑣⟩ = ⟨𝑇𝑣,𝑇𝑣⟩ = ‖𝑇𝑣‖2 ≥ 0.
.יבויחרוטרפוא𝑇∗𝑇ךכיפל

𝑣יכחיננהליחת.ב ∈ null𝑇∗𝑇.יזא

‖𝑇𝑣‖2 = ⟨𝑇𝑣,𝑇𝑣⟩ = ⟨𝑇∗𝑇𝑣, 𝑣⟩ = ⟨0, 𝑣⟩ = 0.
𝑇𝑣ךכיפל = null𝑇∗𝑇יכונחכוהךכבו,0 ⊆ null𝑇.

𝑣םאשרחאמ,הרורבאיהינשהןוויכבהלכהה ∈ 𝑉־ו𝑇𝑣 = 𝑇∗𝑇𝑣יזא,0 = 0.

null𝑇∗𝑇ךכיפל = null𝑇,ב(לשהחכוההתאונמלשהךכבו(.

ךכיפל.ומצעלדומצ𝑇∗𝑇יכ)א(־מםיעדוירבכונא.ג

range𝑇∗𝑇 = (null𝑇∗𝑇)⟂ = (null𝑇)⟂ = range𝑇∗,
.)ב(־מעבונינשהןויוושהו7.6־מםיעבונןורחאהוןושארהןויוושהרשאכ

יכבלםישנ,)ד(־בהנושארההאוושמהתאאדוולידכ.ד

dim range𝑇 = dim(null𝑇∗)⟂ = dim𝑊 − dim null𝑇∗ = dim range𝑇∗,
ןויוושהו,6.51־מעבונינשהןויוושה,)ד(7.6־מעבונןושארהןויוושהרשאכ

.)3.21(תויראינילהתוקתעההלשידוסיהטפשמהמעבונןורחאה

dimןויוושה range𝑇∗ = dim range𝑇∗𝑇ג(־מעבונ(.
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רחאףסוא.רוטרפואהתוגהנתהלעונתואםידמלמרוטרפואלשםיימצעהםיכרעה

ןומיסהוםיימצעםיבחרמ.ישומישאוהםג,םיירלוגניסהםיכרעהארקנה,םירפסמלש

𝐸)5.52־בורדגוה)ןלהלתואמגודבשומישבםהש.

םיירלוגניסםיכרע:הרדגה7.65

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉,𝑊).לשםיירלוגניסהםיכרעה𝑇םייעובירהםישרושהםה

דחאלכשכ,דרוירדסבםירדוסמ,𝑇∗𝑇לשםיימצעהםיכרעהלשםיילילש־יאה

.𝑇∗𝑇לשםיאתמהימצעהבחרמהדממלהוושהםימעפרפסמללכנ

𝐅4לעמרוטרפואלשםיירלוגניסםיכרע:המגוד7.66

𝑇רידגנ ∈ ℒ(𝐅4)ידילע𝑇(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4) = (0, 3𝑧1, 2𝑧2,−3𝑧4).הארמבושיח

־ש

𝑇∗𝑇(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4) = (9𝑧1, 4𝑧2, 0, 9𝑧4),
יכםיאורונאו,𝑇∗𝑇תאןסכלמ𝐅4לשיטרדנטסהסיסבהךכיפל.אדוולםכילעשיפכ

,9םה𝑇∗𝑇לשםיימצעהםיכרעה םיימצעהםיבחרמהלשםידממה,ףסונב.0־ו,4

םהםיימצעהםיכרעלםיכיישה

dim𝐸(9,𝑇∗𝑇) = 2, dim𝐸(4,𝑇∗𝑇) = 1, dim𝐸(0,𝑇∗𝑇) = 1.
עדימהףוריצבו𝑇∗𝑇לשולאםיימצעםיכרעמםיילילש־יאםייעובירםישרושתאצוהב

,3םה𝑇לשםיירלוגניסהםיכרעהשםיקיסמונא,ליעלםידממהלע 3, 2, 0.

םיכרעהףסוא,הזהרקמבךכיפל.דבלב0־ו3−םה𝑇לשםיימצעהםיכרעה

תמישרךא,𝑇לש)תוגהנתההןכלו(הרדגהבעיפומה2רפסמהתאללכאלםיימצעה

.2תאתללוכןכםיירלוגניסהםיכרעה

𝐅3־ל𝐅4־מתיראינילהקתעהלשםיירלוגניסםיכרע:המגוד7.67

𝑇־לשישחיננ ∈ ℒ(𝐅4, 𝐅3)םייטרדנטסהםיסיסבלסחיב(הצירטמ(

⎛⎜⎜⎜
⎝

0 0 0 −5
0 0 0 0
1 1 0 0

⎞⎟⎟⎟
⎠
.

איה𝑇∗𝑇לשהצירטמהיכאדוולםכתורשפאב

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 1 0 0
1 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 25

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

,25םה𝑇∗𝑇רוטרפואהלשםיימצעהםיכרעהיכףסונבו 2, dim𝐸(25,𝑇∗𝑇)םע,0 = 1,
dim𝐸(2,𝑇∗𝑇) = dim𝐸(0,𝑇∗𝑇)־ו,1 = םה𝑇לשםיירלוגניסהםיכרעהךכיפל.2

5, √2, 0, 0.

.םייבויחהםיירלוגניסהםיכרעהלשןויפארובע2ליגרתואר
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םייבויחםיירלוגניסםיכרעדיקפת7.68

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉,𝑊).יזא

0תיכרע־דח־דח𝑇.א 𝑇לשירלוגניסךרעוניא⟺

dim־להווש𝑇לשםייבויחהםיירלוגניסהםיכרעהרפסמ.ב range𝑇

.dim𝑊־להווש𝑇לשםייבויחהםיירלוגניסהםיכרעהרפסמ⟺לע𝑇ָ.ג

null𝑇םא־קרו־םאתיכרע־דח־דחאיה𝑇תיראינילההקתעהההחכוה = רבדהש,{0}

null𝑇∗𝑇םא־קרו־םאהרוק = וניא0םא־קרו־םאהרוקרבדהש,])ב(7.64יפל[{0}

ךכבו,𝑇לשירלוגניסךרעוניא0םא־קרו־םאהרוקרבדהש,𝑇∗𝑇לשימצעךרע
.)א(תחכוההמלשוה

dim־שונלהארמ𝑇∗𝑇לעםשוימהילרטקפסהקוריפהטפשמ range𝑇∗𝑇הווש

)ד(7.64ךכיפל.)תורזחםירפוסונאשכ(𝑇∗𝑇לשםייבויחהםיימצעהםיכרעהרפסמל

dim־שררוג range𝑇לשםייבויחהםיירלוגניסהםיכרעהרפסמלהווש𝑇,חיכומשהמ

.)ב(תא

.םייקתמ)ג(יכתוארהלידכ2.39־בו)ב(־בושמתשה

.םיירלוגניסםיכרעםעםיימצעםיכרעהוושמןלהלהלבטה

םיירלוגניסםיכרעתמישר םיימצעםיכרעתמישר

תימינפהלפכמיבחרמ:רשקה םיירוטקוםיבחרמ:רשקה

בחרממתויראינילתוקתעהרובעתרדגומ

ההזתימינפהלפכמבחרמלתימינפהלפכמ

הנושוא

תויראינילתוקתעהרובעקרתרדגומ

ומצעלירוטקובחרממ

םיילילש־יאםירפסמ 𝐅רשאכ(םיישממםייתורירשםירפסמ = 𝐑(

𝐅רשאכ(םיבכורמוא = 𝐂(

םוחתהדממלהוושהמישרהךרוא 𝐅םאהקירהמישרתויהלהלוכי = 𝐑
הניאהקתעההםא־קרו־םא0תללוכ

תיכרע־דח־דח

ךיפהוניארוטרפואהםא־קרו־םא0תללוכ

דרוירדסבםיעיפומדימת 𝐅םאטרפב,םיוסמרדסאלל = 𝐂

.םיירלוגניסםיכרעלשםיחנומבתוירטמוזיאדמחנןפואבתנייפאמהאבההנקסמה

1םיוושםיירלוגניסהםיכרעהלכשךכבתונייפואמתוירטמוזיא7.69

𝑆־שחיננ ∈ ℒ(𝑉,𝑊).יזא

𝑆לשםיירלוגניסהםיכרעהלכ⟺הירטמוזיא𝑆1םיווש.

םייקתמהחכוה

𝑆∗𝑆 = 𝐼 ⟺ הירטמוזיא 𝑆
1םיווש𝑆∗𝑆לשםיימצעהםיכרעהלכ ⟺
,1םיווש𝑆לשםיירלוגניסהםיכרעהלכ ⟺

קוריפהטפשממתעבונהיינשהתוליקשהו7.49־מתעבונהנושארהתוליקשהרשאכ

.𝑆∗𝑆ומצעלדומצהרוטרפואהלעםשוימאוהשכ)7.31וא7.29(ילרטקפסה
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תוצירטמותויראינילתוקתעהרובעםיירלוגניסםיכרעלקוריפ

ישומישםיירלוגניסםיכרעלקוריפה

רחאמתיבושיחתיראינילהרבגלאב

םיבוריקבושיחלתוליעיתוקינכטתומייקש

םיימצעםירוטקווםיימצעםיכרערובע

,𝑇∗𝑇תמגודםייבויחםירוטרפואלש

םיימצעהםירוטקווהוםיימצעהםיכרעהש

.םיירלוגניסםיכרעלקוריפלםיליבומולש

הקתעהלכלשהארמהאבההנקסמה

יקנרואיתשי𝑊לא𝑉־מתיראיניל

םיירלוגניסהםיכרעהלשםיחנומבאילפהל

.𝑊־ו𝑉־בתוילמרונותרואתומישרוהלש
םימושיירפסמהארנונאהאבההדיחיב

םיירלוגניסםיכרעלקוריפהלשםיבושח

.)SVDארקנתובורקםיתיעל(

םיירלוגניסםיכרעלקוריפ7.70

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉,𝑊)לשםייבויחהםיירלוגניסהםיכרעהו𝑇םה𝑠1,… , 𝑠𝑚.יזא

…,𝑒1תוילמרונותרואתומישרתומייק , 𝑒𝑚־ב𝑉־ו𝑓1,… , 𝑓𝑚־ב𝑊־שךכ

7.71 𝑇𝑣 = 𝑠1⟨𝑣, 𝑒1⟩ 𝑓1 + ⋯ + 𝑠𝑚⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩ 𝑓𝑚
𝑣לכל ∈ 𝑉.

…,𝑠1ויהיהחכוה , 𝑠𝑛לשםיירלוגניסהםיכרעה𝑇)ךכיפל𝑛 = dim𝑉(.־שרחאמ

𝑇∗𝑇סיסבםייקשררוגילרטקפסהקוריפהטפשמ,])א(7.64ואר[יבויחרוטרפוא

…,𝑒1ילמרונותרוא , 𝑒𝑛לש𝑉םע

7.72 𝑇∗𝑇𝑒𝑘 = 𝑠𝑘
2𝑒𝑘

𝑘לכל = 1,… , 𝑛.

𝑘לכל = 1,… ,𝑚,יהי

7.73 𝑓𝑘 =
𝑇𝑒𝑘

𝑠𝑘
.

,𝑗םא 𝑘 ∈ {1,… ,𝑚},יזא

⟨ 𝑓𝑗, 𝑓𝑘⟩ =
1

𝑠𝑗𝑠𝑘
⟨𝑇𝑒𝑗,𝑇𝑒𝑘⟩ =

1
𝑠𝑗𝑠𝑘

⟨𝑒𝑗,𝑇∗𝑇𝑒𝑘⟩ =
𝑠𝑘

𝑠𝑗
⟨𝑒𝑗, 𝑒𝑘⟩ =

⎧{
⎨{⎩

0 if 𝑗 ≠ 𝑘,
1 if 𝑗 = 𝑘.

…,𝑓1ךכיפל , 𝑓𝑚־בתילמרונותרואהמישר𝑊.
𝑘םא ∈ {1,… , 𝑛}־ו𝑘 > 𝑚,יזא𝑠𝑘 = 𝑇∗𝑇𝑒𝑘ןכלו0 = ררוגשהמ,)7.72יפל(0

𝑇𝑒𝑘־ש = .])ב(7.64יפל[0

𝑣־שחיננ ∈ 𝑉.יזא

𝑇𝑣 = 𝑇(⟨𝑣, 𝑒1⟩𝑒1 + ⋯ + ⟨𝑣, 𝑒𝑛⟩𝑒𝑛)

= ⟨𝑣, 𝑒1⟩𝑇𝑒1 + ⋯ + ⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩𝑇𝑒𝑚

= 𝑠1⟨𝑣, 𝑒1⟩ 𝑓1 + ⋯ + 𝑠𝑚⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩ 𝑓𝑚,
רחאמהיינשההרושב𝑚־ל𝑛־מףלחומהנושארההרושבןורחאהסקדניאהרשאכ

𝑇𝑒𝑘־ש = 𝑘םא0 > 𝑚)7.73־מתעבונתישילשההרושהו)ליעלהקספבןיוצשיפכ.

.ונשקיבשהאצותהאיהליעלהאוושמה
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𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉,𝑊),לשםייבויחהםיירלוגניסהםיכרעה𝑇םה𝑠1,… , 𝑠𝑚,

…,𝑒1־ו , 𝑒𝑚־ו𝑓1,… , 𝑓𝑚המישרהתא.7.70םיירלוגניסםיכרעלקוריפבומכםה

…,𝑒1תילמרונותרואה , 𝑒𝑚ילמרונותרואסיסבידכלםילשהלןתינ𝑒1,… , 𝑒dim 𝑉לש

𝑉תילמרונותרואההמישרהתאו𝑓1,… , 𝑓𝑚ילמרונותרואסיסבידכלםילשהלןתינ

𝑓1,… , 𝑓dim 𝑊לש𝑊.־שהארמ7.71החסונה

𝑇𝑒𝑘 =
⎧{
⎨{⎩

𝑠𝑘 𝑓𝑘 if 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚,
0 if 𝑚 < 𝑘 ≤ dim𝑉.

…,𝑒1)םיילמרונותרואהםיסיסבלסחיב𝑇תצירטמךכיפל , 𝑒dim 𝑉)־ו( 𝑓1,… , 𝑓dim 𝑊)
הטושפהתינבתהתלעבאיה

ℳ(𝑇, (𝑒1,… , 𝑒dim 𝑉), ( 𝑓1,… , 𝑓dim 𝑊))𝑗,𝑘 =
⎧{
⎨{⎩

𝑠𝑘 if 1 ≤ 𝑗 = 𝑘 ≤ 𝑚,
0 תרחא .

dim𝑉םא = dim𝑊)םא,המגודל,הרוקשיפכ𝑊 = 𝑉(,הראותשהצירטמהיזא

הצירטמלשהרדגההתאםיביחרמונאםא.תינוסכלאהצירטמאיהליעלהקספב

יזא,תויעובירחרכהבןניאשתוצירטמרובעםגלוחתשךכןלהלאבומכתינוסכלא

הצירטמשי𝑊לא𝑉־מתיראינילהקתעהלכליכהאלפנההנקסמהתאונחכוה

.םימיאתמםיילמרונותרואםיסיסבלסחיבתינוסכלא

תינוסכלאהצירטמ:הרדגה7.74

𝐴הצירטמ𝑀 × 𝑁0םההצירטמהירביאלכםאתינוסכלאהצירטמתארקנ
𝑘רובע𝐴𝑘,𝑘דבלמ = 1,… , min{𝑀,𝑁}0־מםינושהםירביאונכתייםהבש.

קוריפהןיבל)7.31־ו7.29(ילרטקפסהקוריפהטפשמןיבהוושמןלהלהלבטה

.)7.70(םיירלוגניסםיכרעל

םיירלוגניסםיכרעלקוריפ ילרטקפסהקוריפהטפשמ

תויתורירשתויראינילתוקתעהראתמ

הלפכמבחרמלאתימינפהלפכמבחרממ

רחאואההזתימינפ

םמצעלםידומצהםירוטרפואקרראתמ

𝐅רשאכ( = 𝐑(םיילמרונםירוטרפואוא

𝐅רשאכ( = 𝐂(

תחא,תוילמרונותרואתומישריתשקיפמ

םניאש,חווטהבחרמלתחאוםוחתהבחרמל

חווטהבחרמרשאכםגבחרמהותואחרכהב

םוחתהבחרמלהווש

דיחיילמרונותרואסיסבקיפמ

𝐅םאןיבתדבועהחכוההתוא = 𝐑ןיבו

𝐅םא = 𝐂
𝐅םאההלאשלםאתהבתונושתוחכוה = 𝐑
𝐅וא = 𝐂

תיכפוההוהדומצהתנבהלהשדחךרדונלקינעמםיירלוגניסםיכרעלקוריפה

םיכרעלקוריפןתניהביכהארמהאבההנקסמה,קוידרתיל.תיראינילהקתעהלש

𝑇תיראינילהקתעהלשםיירלוגניס ∈ ℒ(𝑉,𝑊),לשהדומצהתאלבקללכונ𝑇ןפואב

,המודןפואב.)7.77ואר(םי־𝑓־הוםי־𝑒־הלשםידיקפתהןיבףילחנשךכידילעטושפ

םידיקפתהןיבףילחנשךכידילע𝑇לש)6.68ואר(†𝑇יכפוה־ודיספהתאלבקללכונ

.)7.78ואר(𝑠𝑘/1־ב𝑇לש𝑠𝑘יבויחירלוגניסךרעלכףילחנוםי־𝑓־הוםי־𝑒־הלש
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ואר[הכיפה𝑇םא𝑇−1יכפוהלהוושןלהל7.78־ב†𝑇יכפוה־ודיספהיכריכזנ

.])א(6.69

יכפוה־ודיספוהדומצלשםיירלוגניסםיכרעלקוריפ7.75

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉,𝑊)לשםייבויחהםיירלוגניסהםיכרעהו𝑇םה𝑠1,… , 𝑠𝑚.חיננ

…,𝑒1־ש , 𝑒𝑚־ו𝑓1,… , 𝑓𝑚־בתוילמרונותרואתומישר𝑉־ו𝑊־שךכ

7.76 𝑇𝑣 = 𝑠1⟨𝑣, 𝑒1⟩ 𝑓1 + ⋯ + 𝑠𝑚⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩ 𝑓𝑚
𝑣לכל ∈ 𝑉.יזא

7.77 𝑇∗𝑤 = 𝑠1⟨𝑤, 𝑓1⟩𝑒1 + ⋯ + 𝑠𝑚⟨𝑤, 𝑓𝑚⟩𝑒𝑚

םגו

7.78 𝑇†𝑤 =
⟨𝑤, 𝑓1⟩

𝑠1
𝑒1 + ⋯ +

⟨𝑤, 𝑓𝑚⟩
𝑠𝑚

𝑒𝑚

𝑤לכל ∈ 𝑊.

𝑣םאהחכוה ∈ 𝑉־ו𝑤 ∈ 𝑊יזא

⟨𝑇𝑣,𝑤⟩ = ⟨𝑠1⟨𝑣, 𝑒1⟩ 𝑓1 + ⋯ + 𝑠𝑚⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩ 𝑓𝑚,𝑤⟩

= 𝑠1⟨𝑣, 𝑒1⟩⟨ 𝑓1,𝑤⟩ + ⋯ + 𝑠𝑚⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩⟨ 𝑓𝑚,𝑤⟩

= ⟨𝑣, 𝑠1⟨𝑤, 𝑓1⟩𝑒1 + ⋯ + 𝑠𝑚⟨𝑤, 𝑓𝑚⟩𝑒𝑚⟩.
־שעבונןאכמ

𝑇∗𝑤 = 𝑠1⟨𝑤, 𝑓1⟩𝑒1 + ⋯ + 𝑠𝑚⟨𝑤, 𝑓𝑚⟩𝑒𝑚,
.7.77תאונחכוהךכבו

𝑤־שחיננ,7.78תחכוהל ∈ 𝑊.יהי

𝑣 =
⟨𝑤, 𝑓1⟩

𝑠1
𝑒1 + ⋯ +

⟨𝑤, 𝑓𝑚⟩
𝑠𝑚

𝑒𝑚.

לבקנוליעלהאוושמהיפגאינשלע𝑇תאליעפנ

𝑇𝑣 =
⟨𝑤, 𝑓1⟩

𝑠1
𝑇𝑒1 + ⋯ +

⟨𝑤, 𝑓𝑚⟩
𝑠𝑚

𝑇𝑒𝑚

= ⟨𝑤, 𝑓1⟩ 𝑓1 + ⋯ + ⟨𝑤, 𝑓𝑚⟩ 𝑓𝑚

= 𝑃range 𝑇 𝑤,
𝑇𝑒𝑘־שתררוג7.76־שרחאמתמייקתמהיינשההרושהרשאכ = 𝑠𝑘 𝑓𝑘םא𝑘 = 1,… ,𝑚,

…,𝑓1־שתררוג7.76־שרחאמתמייקתמליעלהנורחאההרושהו , 𝑓𝑚תאתסרופ

range𝑇לשילמרונותרואסיסבךכיפלוrange𝑇]האוושמה.]םייקתמ)ט(6.57ןכלו

𝑣יכהנחבהה,ליעל ∈ (null𝑇)⟂]ב(8ליגרתואר([,לשהרדגההו𝑇†𝑤)6.68ואר(

𝑣יכתוארמ = 𝑇†𝑤,7.78תאונחכוהךכבו.
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םיירלוגניסםיכרעלקוריפהתאיצמ:המגוד7.79

𝑇רידגנ ∈ ℒ(𝐅4, 𝐅3)ידילע𝑇(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = (−5𝑥4, 0, 𝑥1 + 𝑥2).ונא

םיסיסבהלאסחיב(𝑇לשהצירטמה.𝑇לשםיירלוגניסםיכרעלקוריפאוצמלםיניינועמ

איה)םייטרדנטסה

⎛⎜⎜⎜
⎝

0 0 0 −5
0 0 0 0
1 1 0 0

⎞⎟⎟⎟
⎠
.

איה𝑇∗𝑇לשהצירטמה,7.67המגודבונייצשיפכ,ךכיפל

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 1 0 0
1 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 25

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

,

,25םה𝑇∗𝑇לשםייבויחהםיימצעהםיכרעהו dim𝐸(25,𝑇∗𝑇)םע,2 = 1
dim𝐸(2,𝑇∗𝑇)־ו = ,5םה𝑇לשםייבויחהםיירלוגניסהםיכרעהןכל.1 √2.

תילמרונותרואהמישראוצמלונילע,𝑇לשםיירלוגניסםיכרעלקוריפאוצמלידכןכל

𝑒1, 𝑒2־ב𝐅4תילמרונותרואהמישרו𝑓1, 𝑓2־ב𝐅3־שךכ

𝑇𝑣 = 5⟨𝑣, 𝑒1⟩ 𝑓1 + √2⟨𝑣, 𝑒2⟩ 𝑓2
𝑣לכל ∈ 𝐅4.

,0)רוטקווהאוה𝐸(25,𝑇∗𝑇)לשילמרונותרואסיסב 0, 0, ילמרונותרואסיסב;(1

)רוטקווהאוה𝐸(2,𝑇∗𝑇)לש 1
√2

, 1
√2

, 0, חקינ,7.70לשהחכוההתובקעב,ךכיפל.(0

𝑒1 = (0, 0, 0, 1) ־ו 𝑒2 = (
1

√2
,

1
√2

, 0, 0)

םגו

𝑓1 =
𝑇𝑒1

5
= (−1, 0, 0) ־ו 𝑓2 =

𝑇𝑒2

√2
= (0, 0, 1).

,𝑒1יכםיאורונא,יופצכ,יזא 𝑒2־בתילמרונותרואהמישר𝐅4־ו𝑓1, 𝑓2המישר

־ו𝐅3־בתילמרונותרוא

𝑇𝑣 = 5⟨𝑣, 𝑒1⟩ 𝑓1 + √2⟨𝑣, 𝑒2⟩ 𝑓2
𝑣לכל ∈ 𝐅4.לשםיירלוגניסםיכרעלקוריפונאצמךכיפל𝑇.

תוקתעהלשרשקההמםיירלוגניסםיכרעלקוריפהתאתמגרתמהאבההנקסמה

םימרוגלקוריפהגיצמהאבההנקסמה,קוידרתיל.תוצירטמלשרשקהלתויראיניל

היינבתקפסמהחכוהה.תודמחנתוצירטמשולשלשהלפכמכתיתורירשהצירטמלש

.םיירלוגניסםיכרעלקוריפלשםיחנומבוללהתוצירטמהשולשלשתשרופמ

תודומעה:ךכןיבהלשי״תוילמרונותרואתודומע״יוטיבהתא,האבההנקסמב

.תיטרדנטסהתידילקואהתימינפההלפכמהלאסחיבתוילמרונותרוא
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םיירלוגניסםיכרעלקוריפהלשהצירטמהתסרג7.80

𝑝הצירטמ𝐴־שחיננ × 𝑛התגרדש𝑚 ≥ 𝑝הצירטמ𝐵תומייקיזא.1 × 𝑚םע

𝑚תינוסכלאהצירטמ𝐷,תוילמרונותרואתודומע × 𝑚לעםייבויחםירפסמםע

𝑛הצירטמ𝐶־ו,ןוסכלאה × 𝑚־שךכתוילמרונותרואתודומעםע

𝐴 = 𝐵𝐷𝐶∗.

𝑇יהתהחכוה ∶ 𝐅𝑛 → 𝐅𝑝םיסיסבלסחיבהלשהצירטמהשתיראינילההקתעהה

dimיזא.𝐴־להוושםייטרדנטסה range𝑇 = 𝑚)יהי.)3.78יפל

7.81 𝑇𝑣 = 𝑠1⟨𝑣, 𝑒1⟩ 𝑓1 + ⋯ + 𝑠𝑚⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩ 𝑓𝑚
הנייהת.𝑇לשםיירלוגניסםיכרעלקוריפה

𝐵הצירטמה𝑝 × 𝑚ןההיתודומעש𝑓1,… , 𝑓𝑚,

𝐷תינוסכלאההצירטמה𝑚 × 𝑚םההלשןוסכלאהירביאש𝑠1,… , 𝑠𝑚,

𝐶הצירטמה𝑛 × 𝑚ןההיתודומעש𝑒1,… , 𝑒𝑚.

…,𝑢1ויהי , 𝑢𝑚לשיטרדנטסהסיסבה𝐅𝑚.םא𝑘 ∈ {1,… ,𝑚}יזא

(𝐴𝐶 − 𝐵𝐷)𝑢𝑘 = 𝐴𝑒𝑘 − 𝐵(𝑠𝑘𝑢𝑘) = 𝑠𝑘 𝑓𝑘 − 𝑠𝑘 𝑓𝑘 = 0.
𝐴𝐶ךכיפל = 𝐵𝐷.

לבקלידכןימימ)𝐶לשתפלחושמ־הדומצה(∗𝐶־בוזהאוושמיפגאינשתאליפכנ

𝐴𝐶𝐶∗ = 𝐵𝐷𝐶∗.

…,𝑒1לשםיבכורמהםידומצהןה∗𝐶לשתורושהשבלםישנ , 𝑒𝑚.םאךכיפל

𝑘 ∈ {1,… ,𝑚},־שלבקנתוצירטמלפכלשהרדגההמיזא𝐶∗𝑒𝑘 = 𝑢𝑘;ןכל𝐶𝐶∗𝑒𝑘 = 𝑒𝑘.

𝐴𝐶𝐶∗𝑣ךכיפל = 𝐴𝑣לכל𝑣 ∈ span(𝑒1,… , 𝑒𝑚).

𝑣םא ∈ (span(𝑒1,… , 𝑒𝑚))⟂
𝐴𝑣יזא, = 𝐶∗𝑣םגו)7.81־מעבונשיפכ(0 = יפכ(0

𝐴𝐶𝐶∗𝑣ןכל.)תוצירטמלפכתרדגהמעבונש = 𝐴𝑣לכל𝑣 ∈ (span(𝑒1,… , 𝑒𝑚))⟂
.

…,span(𝑒1לעתודכלתמ𝐴־ו∗𝐴𝐶𝐶־שרחאמ , 𝑒𝑚)לעו(span(𝑒1,… , 𝑒𝑚))⟂
,

∗𝐴𝐶𝐶־שםיקיסמונא = 𝐴.־לתכפוהליעלהגצוהשהאוושמהךכיפל

𝐴 = 𝐵𝐷𝐶∗,
.וניצרשיפכ

,𝐵תוצירטמל,האוושהב.םירביא𝑝𝑛שיליעלהנקסמב𝐴הצירטמלשבלומיש 𝐷
וידחישיליעל𝐶־ו

𝑚(𝑝 + 𝑚 + 𝑛)
־ו𝑝־מרכינןפואבהנטק𝑚הגרדהוםילודגםירפסמםה𝑛־ו𝑝םאךכיפל.םירביא
𝑛,תגצהלבשחמבןסחאלונילעשםירביאהרפסמיזא𝐴־מרכינןפואבןטק𝑝𝑛.
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5זםיליגרת

𝑇־שחיננ1 ∈ ℒ(𝑉,𝑊).יכוארה𝑇 = םיירלוגניסהםיכרעהלכםא־קרו־םא0

.0םה𝑇לש

𝑇־שחיננ2 ∈ ℒ(𝑉,𝑊)־ו𝑠 > םא־קרו־םא𝑇לשירלוגניסךרע𝑠יכוחיכוה.0

𝑣ספאמםינושהםירוטקוםימייק ∈ 𝑉־ו𝑤 ∈ 𝑊־שךכ

𝑇𝑣 = 𝑠𝑤 םגו 𝑇∗𝑤 = 𝑠𝑣.
דרהרא.טדימשדמצםיארקנליעלתואוושמהתאםימייקמה𝑣,𝑤םירוטקווה

.1907תנשבםיירלוגניסהםיכרעהןויערתאגיצהטדימש

𝑇לשהמגודואיבה3 ∈ ℒ(𝐂2)לשדיחיהימצעהךרעהאוה0־שךכ𝑇םיכרעהו
,5םה𝑇לשםיירלוגניסה 0.

𝑇־שחיננ4 ∈ ℒ(𝑉,𝑊), 𝑠1לשרתויבהובגהירלוגניסהךרעהאוה𝑇,־ו𝑠𝑛ךרעה

יכוחיכוה.𝑇לשרתויבךומנהירלוגניסה

{‖𝑇𝑣‖ ∶ 𝑣 ∈ 𝑉 and ‖𝑣‖ = 1} = [𝑠𝑛, 𝑠1].

𝑇־שחיננ5 ∈ ℒ(𝐂2)ידילערדגומ𝑇(𝑥, 𝑦) = (−4𝑦, 𝑥).םיכרעהתאואצמ

.𝑇לשםיירלוגניסה

𝐷הריזגהרוטרפואלשםיירלוגניסהםיכרעהתאואצמ6 ∈ ℒ(𝒫2(𝐑))רדגומה

𝐷𝑝ידילע = 𝑝′,לעמתימינפההלפכמהרשאכ𝒫2(𝐑)6.34המגודבומכאיה.

𝑇־שחיננ7 ∈ ℒ(𝑉)־שואומצעלדומצ𝐅 = 𝐂־ו𝑇 ∈ ℒ(𝑉)ויהי.ילמרונ

𝜆1,… , 𝜆𝑛לשםיימצעהםיכרעה𝑇,םימעפרפסמהמישרבעיפומדחאלכרשאכ

םה𝑇לשםיירלוגניסהםיכרעהיכוארה.ךיישהימצעהבחרמהדממלההזה

|𝜆1|,… , |𝜆𝑛|,דרוירדסבוניומולאםירפסמשירחא.

𝑇־שחיננ8 ∈ ℒ(𝑉,𝑊).־שחיננ𝑠1 ≥ 𝑠2 ≥ ⋯ ≥ 𝑠𝑚 > …,𝑒1־ו0 , 𝑒𝑚המישר

…,𝑓1־ו𝑉־בתילמרונותרוא , 𝑓𝑚־בתילמרונותרואהמישר𝑊־שךכ

𝑇𝑣 = 𝑠1⟨𝑣, 𝑒1⟩ 𝑓1 + ⋯ + 𝑠𝑚⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩ 𝑓𝑚
𝑣לכל ∈ 𝑉.

…,𝑓1יכוחיכוה.א , 𝑓𝑚לשילמרונותרואסיסבrange𝑇.

…,𝑒1יכוחיכוה.ב , 𝑒𝑚לשילמרונותרואסיסב(null𝑇)⟂.

…,𝑠1יכוחיכוה.ג , 𝑠𝑚לשםייבויחהםיירלוגניסהםיכרעהםה𝑇.
𝑘םאיכוחיכוה.ד ∈ {1,… ,𝑚},יזא𝑒𝑘לשימצערוטקו𝑇∗𝑇ימצעהךרעהש

𝑠𝑘אוהולךיישה
2.

יכוחיכוה.ה

𝑇𝑇∗𝑤 = 𝑠1
2⟨𝑤, 𝑓1⟩ 𝑓1 + ⋯ + 𝑠𝑚

2⟨𝑤, 𝑓𝑚⟩ 𝑓𝑚
𝑤לכל ∈ 𝑊.
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𝑇־שחיננ9 ∈ ℒ(𝑉,𝑊).־ליכוארה𝑇־לו𝑇∗םיירלוגניסםיכרעםתואשי

.םייבויח

𝑇־לשישחיננ10 ∈ ℒ(𝑉,𝑊)םיירלוגניסםיכרע𝑠1,… , 𝑠𝑛.םאיכוחיכוה𝑇
םיירלוגניסםיכרע𝑇−1־לשייזא,הכיפהתיראינילהקתעה

1
𝑠𝑛

,… ,
1
𝑠1

.
𝑇־שחיננ11 ∈ ℒ(𝑉,𝑊)־ו𝑣1,… , 𝑣𝑛לשילמרונותרואסיסב𝑉.ויהי𝑠1,… , 𝑠𝑛

.𝑇לשםיירלוגניסהםיכרעה
𝑇𝑣1‖2‖יכוחיכוה.א + ⋯ + ‖𝑇𝑣𝑛‖2 = 𝑠1

2 + ⋯ + 𝑠𝑛
2.

𝑊םאיכוחיכוה.ב = 𝑉־ו𝑇יזא,יבויחרוטרפוא

⟨𝑇𝑣1, 𝑣1⟩ + ⋯ + ⟨𝑇𝑣𝑛, 𝑣𝑛⟩ = 𝑠1 + ⋯ + 𝑠𝑛.
.1זהדיחיב5ליגרתירחאשהרעההואר

םיכרעהשךכוילעמ𝑇רוטרפואויפוסדמממירוטקובחרמלשהמגודואיבה.א12

.𝑇לשםיירלוגניסהםיכרעהלשםיעובירלםיוושםניא𝑇2לשםיירלוגניסה
𝑇־שחיננ.ב ∈ ℒ(𝑉)לשםיירלוגניסהםיכרעהיכוחיכוה.ילמרונ𝑇2םיווש

.𝑇לשםיירלוגניסהםיכרעהלשםיעובירל

𝑇1,𝑇2־שחיננ13 ∈ ℒ(𝑉).־ליכוחיכוה𝑇1־לו𝑇2םיירלוגניסםיכרעםתואשי

,𝑆1םיירטינואםירוטרפואםימייקםא־קרו־םא 𝑆2 ∈ ℒ(𝑉)־שךכ𝑇1 = 𝑆1𝑇2𝑆2.

𝑇־שחיננ14 ∈ ℒ(𝑉,𝑊).יהי𝑠𝑛לשרתויבךומנהירלוגניסהךרעה𝑇.יכוחיכוה

𝑠𝑛‖𝑣‖ ≤ ‖𝑇𝑣‖לכל𝑣 ∈ 𝑉.

𝑇־שחיננ15 ∈ ℒ(𝑉)־ו𝑠1 ≥ ⋯ ≥ 𝑠𝑛לשםיירלוגניסהםיכרעה𝑇.םאיכוחיכוה

𝜆לשימצעךרע𝑇,יזא𝑠1 ≥ |𝜆| ≥ 𝑠𝑛.

𝑇־שחיננ16 ∈ ℒ(𝑉,𝑊).יכוחיכוה(𝑇∗)† = (𝑇†)∗
.

תוכיפהתויראינילתוקתעהרובעתיגולנאההנקסמלהזליגרתבהנקסמהתאוושה

.])ו(7.5ואר[

𝑇־שחיננ17 ∈ ℒ(𝑉).יכוחיכוה𝑇םא־קרו־םאומצעלדומצ𝑇†ומצעלדומצ.

וּהתֹּ–הצָירִטְמַ

תוֹדכְּלַתְמִתוֹפיָשֹׁלׁשָ

רדֶסֵ–וּהתֹּמִ

4.8סופואדולקידילעבתכנ—

haiku:טלק about SVD in Hebrew
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תויראינילתוקתעהלשתומרונ

.‖𝑇𝑣‖רובעאבהןוילעהםסחלליבומםיירלוגניסםיכרעלקוריפה

‖𝑇𝑣‖לשןוילעםסח7.82

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉,𝑊).יהי𝑠1לשרתויבהובגהירלוגניסהךרעה𝑇.יזא

‖𝑇𝑣‖ ≤ 𝑠1‖𝑣‖
𝑣לכל ∈ 𝑉.

ליגרתואר,‖𝑇𝑣‖לשןותחתהםסחהרובע

.5זהדיחיב14

…,𝑠1־בןמסנהחכוה , 𝑠𝑚םיכרעהתא

יהתו,𝑇לשםייבויחהםיירלוגניסה

𝑒1,… , 𝑒𝑚־בתילמרונותרואהמישר𝑉־ו
𝑓1,… , 𝑓𝑚־בתילמרונותרואהמישר𝑊לשםיירלוגניסםיכרעלקוריפתוקפסמה𝑇.

ךכיפל

7.83 𝑇𝑣 = 𝑠1⟨𝑣, 𝑒1⟩ 𝑓1 + ⋯ + 𝑠𝑚⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩ 𝑓𝑚

𝑣לכל ∈ 𝑉.םאןכל𝑣 ∈ 𝑉יזא

‖𝑇𝑣‖2 = 𝑠1
2 ∣⟨𝑣, 𝑒1⟩∣

2 + ⋯ + 𝑠𝑚
2 ∣⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩∣2

≤ 𝑠1
2(∣⟨𝑣, 𝑒1⟩∣

2 + ⋯ + ∣⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩∣2)

≤ 𝑠1
2 ‖𝑣‖2,

יפגאינשמםישרושתאצוה.)6.26(לסֶבֶּןויווש־יאמעבונןורחאהןויווש־יאהרשאכ

‖𝑇𝑣‖־שהארמליעלןויווש־יאה ≤ 𝑠1‖𝑣‖,וניצרשיפכ.

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉,𝑊)־ו𝑠1לשרתויבהובגהירלוגניסהךרעה𝑇.ליעלהנקסמה

־שהארמ

7.84 ‖𝑇𝑣‖ ≤ 𝑠1 for all 𝑣 ∈ 𝑉 with ‖𝑣‖ ≤ 1.

𝑣חקינשכ = 𝑒1־שלבקנ7.83־ב𝑇𝑒1 = 𝑠1 𝑓1.־שרחאמ‖ 𝑓1‖ = ־שעבונןאכמ,1

‖𝑇𝑒1‖ = 𝑠1.־שרחאמךכיפל‖𝑒1‖ = האוושמלליבומ7.84־בןויווש־יאה,1

7.85 max{‖𝑇𝑣‖ ∶ 𝑣 ∈ 𝑉 and ‖𝑣‖ ≤ 1} = 𝑠1.
תויהל𝑇לשהמרונהתאהרידגמה,האבההרדגהלהיצביטומהאיהליעלהאוושמה

קוריפלואםיירלוגניסםיכרעלהינפהבךרוצהאללליעלהאוושמהלשילאמשהףגאה

.םיירלוגניסםיכרעל

‖,תיראינילהקתעהלשהמרונ:הרדגה7.86 ⋅ ‖

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉,𝑊).לשהמרונהיזא𝑇,ידילעתנמוסמ‖𝑇‖,ידילעתרדגומ

‖𝑇‖ = max{‖𝑇𝑣‖ ∶ 𝑣 ∈ 𝑉 םגו ‖𝑣‖ ≤ 1}.
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םייקוניאםיילילש־יאםירפסמלשתיפוסניאהצובקלשםומיסקמה,יללכןפואב

לשהרדגהבםומיסקמהיכהארמ7.86־בהרדגההינפלונגצהשהמ,תאזםע.חרכהב

ירלוגניסהךרעלהוושו(טלחהבםייק𝑊לא𝑉־מ𝑇תיראינילהקתעהלשהמרונה

.)𝑇לשרתויבהובגה
‖ןומיסהוהמרונחנומהלשםינושםישומישינשונלשיתעכ ⋅ ןושארהשומישה.‖

‖𝑣‖ונרדגהרשאכ,𝑉לעמתימינפהלפכמלרושקןומיסבונלש = √⟨𝑣, 𝑣⟩לכל𝑣 ∈ 𝑉.

רובע‖𝑇‖־לונתנהתעהזשהרדגההאוההמרונהןומיסבוחונימבונלשינשהשומישה

𝑇 ∈ ℒ(𝑉,𝑊).המרונה‖𝑇‖לש𝑇 ∈ ℒ(𝑉,𝑊)בושיחמללכךרדבתלבקתמהניא

רשקההךותמןיחבהלםכתלוכיב.)21ליגרתואר(המצעםע𝑇לשתימינפההלפכמה

.םינווכתמהמרונלשתויועמשמהמוזיאלםינומיסהו

המרונהתונוכתלתוהזתוארנוןלהלתוטרופמℒ(𝑉,𝑊)לעמהמרונהלשתונוכתה

ןויווש־יאהארקנ)ד(־בןויווש־יאה.)6.17־ו6.9ואר(תימינפהלפכמבחרמלעמ

לעמהמרונהרובעונשמתשההבשהיגולונימרטהתואבשומישהשענךכיפלו,שלושמה

𝑉.1ליגרתואר,ךופההשלושמהןויווש־יאל.

תויראינילתוקתעהלשתומרונלשתויסיסבתונוכת7.87

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉,𝑊).יזא

‖𝑇‖.א ≥ 0

‖𝑇‖.ב = 0 ⟺ 𝑇 = 0

‖𝜆𝑇‖.ג = |𝜆| ‖𝑇‖לכל𝜆 ∈ 𝐅

𝑆‖.ד + 𝑇‖ ≤ ‖𝑆‖ + ‖𝑇‖לכל𝑆 ∈ ℒ(𝑉,𝑊).

החכוה

‖𝑇𝑣‖־שרחאמ.א ≥ 𝑣לכל0 ∈ 𝑉,לשהרדגהה‖𝑇‖־שתררוג‖𝑇‖ ≥ 0.

‖𝑇‖־שחיננ.ב = 𝑇𝑣ךכיפל.0 = 𝑣לכל0 ∈ 𝑉םע‖𝑣‖ ≤ 𝑢םא.1 ∈ 𝑉םע𝑢 ≠ 0,

יזא
𝑇𝑢 = ‖𝑢‖ 𝑇(

𝑢
‖𝑢‖

) = 0,

־שרחאמ.1איה‖𝑢/‖𝑢לשהמרונהשרחאמםייקתמןורחאהןויוושהרשאכ

𝑇𝑢 = 𝑢לכל0 ∈ 𝑉,םייקתמ𝑇 = 0.

𝑇םא,ךופההןוויכב = 𝑇𝑣יזא0 = 𝑣לכל0 ∈ 𝑉ןכלו‖𝑇‖ = 0.

𝜆־שחיננ.ג ∈ 𝐅.יזא

‖𝜆𝑇‖ = max{‖𝜆𝑇𝑣‖ ∶ 𝑣 ∈ 𝑉 םגו ‖𝑣‖ ≤ 1}
= |𝜆|max{‖𝑇𝑣‖ ∶ 𝑣 ∈ 𝑉 םגו ‖𝑣‖ ≤ 1}
= |𝜆| ‖𝑇‖.

𝑆־שחיננ.ד ∈ ℒ(𝑉,𝑊).לשהרדגהה‖𝑆+𝑇‖םייקשתררוג𝑣 ∈ 𝑉־שךכ‖𝑣‖ ≤ 1
𝑆‖םגו + 𝑇‖ = ∥(𝑆 + 𝑇)𝑣∥.תעכ

‖𝑆 + 𝑇‖ = ∥(𝑆 + 𝑇)𝑣∥ = ‖𝑆𝑣 + 𝑇𝑣‖ ≤ ‖𝑆𝑣‖ + ‖𝑇𝑣‖ ≤ ‖𝑆‖ + ‖𝑇‖,
.)ד(לשהחכוההתאונמלשהךכבו
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𝑆,𝑇רובע ∈ ℒ(𝑉,𝑊),לדוגה‖𝑆 − 𝑇‖ןיבקחרמהארקנתובורקםיתיעל𝑆־ל

𝑇.ובשבצמלעובשח,ימשריתלבןפואב‖𝑆 − 𝑇‖־שןבומבןטקרפסמאוה𝑆־ו𝑇
𝑇לכלשןעוט9ליגרת,המגודל.הזלהזםיבורק ∈ ℒ(𝑉),בורקךיפהרוטרפואונשי

.הצרנשלככ𝑇־ל

‖𝑇‖רובעתויפולחתואחסונ7.88

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉,𝑊).יזא

‖𝑇‖.א 𝑇לשרתויבהובגהירלוגניסהךרעה=

‖𝑇‖.ב = max{‖𝑇𝑣‖ ∶ 𝑣 ∈ 𝑉 םגו ‖𝑣‖ = 1}

‖𝑇‖.ג ‖𝑇𝑣‖־שךכ𝑐רתויבךומנהרפסמה= ≤ 𝑐‖𝑣‖לכל𝑣 ∈ 𝑉.

החכוה

.7.85ואר.א

𝑣יהי.ב ∈ 𝑉0־שךכ < ‖𝑣‖ ≤ 𝑢יהי.1 = 𝑣/‖𝑣‖.יזא

‖𝑢‖ = ∥
𝑣
‖𝑣‖

∥ = 1 ־ו ‖𝑇𝑢‖ = ∥𝑇(
𝑣
‖𝑣‖

)∥ =
‖𝑇𝑣‖
‖𝑣‖

≥ ‖𝑇𝑣‖.

‖𝑣‖םע‖𝑇𝑣‖לשםומיסקמהתאםיאצומונארשאכךכיפל ≤ תאםצמצללכונ,1

.)ב(תאונחכוהךכבו,1המרונםע𝑉־בםירוטקולאבלהתמושת

𝑣־שחיננ.ג ∈ 𝑉־ו𝑣 ≠ ־שתררוג‖𝑇‖לשהרדגההיזא.0

∥𝑇(
𝑣
‖𝑣‖

)∥ ≤ ‖𝑇‖,

־שררוגשהמ

7.89 ‖𝑇𝑣‖ ≤ ‖𝑇‖ ‖𝑣‖.

𝑐־שחיננתעכ ≥ ‖𝑇𝑣‖־ו0 ≤ 𝑐‖𝑣‖לכל𝑣 ∈ 𝑉.־שעבונןאכמ

‖𝑇𝑣‖ ≤ 𝑐
𝑣לכל ∈ 𝑉םע‖𝑣‖ ≤ ןויווש־יאהלשילאמשהףגאהלשםומיסקמהתאחקינשכ.1

𝑣לכןיבמליעל ∈ 𝑉םע‖𝑣‖ ≤ ‖𝑇‖־שלבקנ1 ≤ 𝑐.ךכיפל‖𝑇‖רפסמהאוה

‖𝑇𝑣‖־שךכ𝑐רתויבךומנה ≤ 𝑐‖𝑣‖לכל𝑣 ∈ 𝑉.

ושמתשתתובורקםיתיעלהארנהלככ,תויראינילתוקתעהלשתומרונםעודבעתשכ

.7.89ןויווש־יאב

סחיב𝑇לשהצירטמהןתניהב𝑇תיראינילהקתעהלשהמרונהלשםיבוריקבושיחל

הצירטמה.רתויבישומישההארנהלככהיהי)א(7.88,םהשלכםיילמרונותרואםיסיסבל

שמתשהללכונהזבלשב.תוצירטמלפכתועצמאבריהמןפואבבושיחלתנתינ𝑇∗𝑇לש

םימתירוגלאםימייק(𝑇∗𝑇לשרתויבהובגהימצעהךרעלבוריקתאיצמלבשחמב

םינתונ)א(7.88־בשומישוםייעובירםישרושתאצוה.)וזהרטמלםיניוצמםיירפסמ

.)קיודמבושיחלתנתינאלללכךרדברשא(𝑇לשהמרונלבוריקהזבלשב
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.ןלהלהמגודבתונעטהלכתאאדוולםכילע

תומרונ:המגוד7.90

‖𝐼‖יזא,𝑉לעמליגרהתוהזהרוטרפואתאןמסמ𝐼םא• = 1.

𝑇םא• ∈ ℒ(𝐅𝑛)לשהצירטמהירביאלכו𝑇לשיטרדנטסהסיסבלסחיב𝐅𝑛1םה,
‖𝑇‖יזא = 𝑛.

𝑇םא• ∈ ℒ(𝑉)־לשיו𝑉לשםיימצעםירוטקוומבכרומהילמרונותרואסיסב𝑇
…,𝜆1םהםהלםיכיישהםיימצעהםיכרעהש , 𝜆𝑛,יזא‖𝑇‖לשםומיסקמהאיה

…,|𝜆1|םירפסמה , |𝜆𝑛|.

𝑇־שחיננ• ∈ ℒ(𝐑5)יטרדנטסהסיסבלסחיב(ולשהצירטמהשרוטרפואהאוה(

5הצירטמאיה × 𝑗2)/1אוה𝑘הדומע,𝑗הרושברביאהש5 + 𝑘).תיטמתמהנכות

ךרעהובוריקב0.8אוה𝑇לשרתויבהובגהירלוגניסהךרעהשהארמתיטרדנטס

‖𝑇‖ךכיפל.בוריקב10−6אוה𝑇לשרתויבךומנהירלוגניסה ≈ 10ליגרתיפלו(0.8

∥𝑇−1∥)5זהדיחיב ≈ תומרונלתוקיודמהתואחסונהתאאוצמלתורשפאןיא.106

.ולא

ונלהארמשיפכ,המרונהתואשיהלשהדומצההקתעהלותיראינילהקתעהל

.האבההנקסמה

הדומצהלשהמרונ7.91

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉,𝑊).יזא∥𝑇∗∥ = ‖𝑇‖.

𝑤־שחיננהחכוה ∈ 𝑊.יזא

∥𝑇∗𝑤∥2 = ⟨𝑇∗𝑤,𝑇∗𝑤⟩ = ⟨𝑇𝑇∗𝑤,𝑤⟩ ≤ ∥𝑇𝑇∗𝑤∥ ‖𝑤‖ ≤ ‖𝑇‖ ∥𝑇∗𝑤∥ ‖𝑤‖.
־שררוגליעלןויווש־יאה

∥𝑇∗𝑤∥ ≤ ‖𝑇‖ ‖𝑤‖,
∥∗𝑇∥־שררוג)ג(7.88םעדחירשא ≤ ‖𝑇‖.

∥∗𝑇∥ןויווש־יאב∗𝑇־ב𝑇תפלחה ≤ ‖𝑇‖האוושמבשומישזאו(𝑇∗)∗ = 𝑇הארמ

‖𝑇‖־שונל ≤ ∥𝑇∗∥.ךכיפל∥𝑇∗∥ = ‖𝑇‖,וניצרשיפכ.

9ליגרתלעססבתהבליעלהנקסמהרובעתיפולחהחכוהביכרהלוצרתשןכתיי

םיכרעםתואשיהלשהדומצההקתעהלותיראינילהקתעהליכןעוטה,5זהדיחיב

.םייבויחםיירלוגניס

רתויךומנחווטדממםעתויראינילתוקתעהתועצמאבםיבוריק

יכתעבוקאיה.םיירלוגניסםיכרעלקוריפהלשביהרמםושייאיההאבההנקסמה

תיראינילהקתעהתועצמאבתיראינילהקתעהלשרתויבבוטהבוריקהתאבשחלידכ

ירחאםיירלוגניסםיכרעלקוריפהתאךותחלשי,𝑘רתויהלכלאוההלשחווטהדממש

𝑘תיראינילההקתעהל,קוידרתיל.םינושארהםייוטיבה𝑇𝑘הנוכתההאבההנקסמב

dim־ש range𝑇𝑘 = 𝑘־ו𝑇𝑘־לקחרמהתאתרעזממ𝑇תויראינילהתוקתעההלכןיבמ

קנעתוצירטמתסיחדלםימתירוגלאלהליבומוזהנקסמ.רתויהלכל𝑘חווטדממםע

.ןהברוצאהרתויבבושחהעדימהרומישךות
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𝑘חווטהדממשתיראינילהקתעהתועצמאברתויבבוטהבוריקה7.92 ≥

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉,𝑊)־ו𝑠1 ≥ ⋯ ≥ 𝑠𝑚לשםייבויחהםיירלוגניסהםיכרעה𝑇.
1־שחיננ ≤ 𝑘 < 𝑚.יזא

min{‖𝑇 − 𝑆‖ ∶ 𝑆 ∈ ℒ(𝑉,𝑊) םגו dim range 𝑆 ≤ 𝑘} = 𝑠𝑘+1.
םא,ןכלערתי

𝑇𝑣 = 𝑠1⟨𝑣, 𝑒1⟩ 𝑓1 + ⋯ + 𝑠𝑚⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩ 𝑓𝑚
𝑇𝑘־ו𝑇לשםיירלוגניסםיכרעלקוריפאוה ∈ ℒ(𝑉,𝑊)ידילערדגומ

𝑇𝑘𝑣 = 𝑠1⟨𝑣, 𝑒1⟩ 𝑓1 + ⋯ + 𝑠𝑘⟨𝑣, 𝑒𝑘⟩ 𝑓𝑘
𝑣לכל ∈ 𝑉,יזאdim range𝑇𝑘 = 𝑘־ו‖𝑇 − 𝑇𝑘‖ = 𝑠𝑘+1.

𝑣םאהחכוה ∈ 𝑉יזא

∥(𝑇 − 𝑇𝑘)𝑣∥
2 = ∥𝑠𝑘+1⟨𝑣, 𝑒𝑘+1⟩ 𝑓𝑘+1 + ⋯ + 𝑠𝑚⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩ 𝑓𝑚∥2

= 𝑠𝑘+1
2 ∣⟨𝑣, 𝑒𝑘+1⟩∣

2 + ⋯ + 𝑠𝑚
2 ∣⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩∣2

≤ 𝑠𝑘+1
2(∣⟨𝑣, 𝑒𝑘+1⟩∣

2 + ⋯ + ∣⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩∣2)

≤ 𝑠𝑘+1
2 ‖𝑣‖2.

𝑇‖ךכיפל − 𝑇𝑘‖ ≤ 𝑠𝑘+1.האוושמה(𝑇 − 𝑇𝑘)𝑒𝑘+1 = 𝑠𝑘+1 𝑓𝑘+1־שונלהארמתעכ

‖𝑇 − 𝑇𝑘‖ = 𝑠𝑘+1.

𝑆־שחיננ ∈ ℒ(𝑉,𝑊)־וdim range 𝑆 ≤ 𝑘.ךכיפל𝑆𝑒1,… , 𝑆𝑒𝑘+1,המישראיהש

𝑘ךרואב + …,𝑎1םימייקןכל.תיראינילהיולת,1 , 𝑎𝑘+1 ∈ 𝐅,־שךכ,0םלוכאלש

𝑎1𝑆𝑒1 + ⋯ + 𝑎𝑘+1𝑆𝑒𝑘+1 = 0.
𝑎1𝑒1תעכ + ⋯ + 𝑎𝑘+1𝑒𝑘+1 ≠ …,𝑎1־שרחאמ0 , 𝑎𝑘+1םייקתמ.0םלוכאל

∥(𝑇 − 𝑆)(𝑎1𝑒1 + ⋯ + 𝑎𝑘+1𝑒𝑘+1)∥
2 = ∥𝑇(𝑎1𝑒1 + ⋯ + 𝑎𝑘+1𝑒𝑘+1)∥

2

= ‖𝑠1𝑎1 𝑓1 + ⋯ + 𝑠𝑘+1𝑎𝑘+1 𝑓𝑘+1‖2

= 𝑠1
2 |𝑎1|2 + ⋯ + 𝑠𝑘+1

2 |𝑎𝑘+1|2

≥ 𝑠𝑘+1
2(|𝑎1|2 + ⋯ + |𝑎𝑘+1|2)

= 𝑠𝑘+1
2 ‖𝑎1𝑒1 + ⋯ + 𝑎𝑘+1𝑒𝑘+1‖2.

𝑎1𝑒1־שרחאמ + ⋯ + 𝑎𝑘+1𝑒𝑘+1 ≠ ־שררוגליעלןויווש־יאה,0

‖𝑇 − 𝑆‖ ≥ 𝑠𝑘+1.
𝑆ךכיפל = 𝑇𝑘תאתרעזממ‖𝑇 − 𝑆‖ןיבמ𝑆 ∈ ℒ(𝑉,𝑊)םעdim range 𝑆 ≤ 𝑘.

ואר,יבטימבוריקתויעבבםיירלוגניסםיכרעלקוריפבשומישלשתופסונתואמגודל

תיראינילהקתעהלשםוצמצהוילעמרשאןותנדמממבחרמ־תתאצומה,22ליגרת

רוטרפואלרתויבבורקהירטינוארוטרפואאצומה,27ליגרתו,ןתינהלככןטקאוה

.ןותנ
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ירלופקוריפ

םרובעש𝑧םיבכורמהםירפסמהןיבהיגולנאלעגונה7.54ינפלונלהיהשןוידהתאריכזנ

|𝑧| = רפסמלכשבלםישנ,וזהיגולנאלךשמהב.םיירטינואהםירוטרפואהןיבל1

אבהןפואבבתכיהללוכי0דבלמ𝑧בכורמ

𝑧 = (
𝑧
|𝑧|

)|𝑧|

= (
𝑧
|𝑧|

)√𝑧𝑧,

ונתואהליבומוזהיגולנא.1אוה,|𝑧/|𝑧,ירק,ןושארהםרוגהלשטלחומהךרעהרשאכ

𝑇רוטרפואלכיכשוחינהלא ∈ ℒ(𝑉)לופכירטינוארוטרפואכהביתכלןתינ√𝑇∗𝑇.

רואיתקינעמה,ירלופהקוריפהתארקנהמיאתמההנקסמה.ןוכנןכאאוההזשוחינ

.𝑉לעמיתורירשרוטרפואלהפי

𝑇םאיכבלםישנ ∈ ℒ(𝑉),יזא𝑇∗𝑇א(7.64־בוניארהשיפכ[יבויחרוטרפוא([.

.𝑉לעמיבויחרוטרפואכבטיהרדגומוינויגה𝑇∗𝑇√רוטרפואהךכיפל

אוה𝑉לעמרוטרפואלכיכןעוטחיכוהלוגיצהלםידמועונאשירלופהקוריפה

רוטרפואבותכלםילוכיונאךכיפל.יבויחרוטרפואוירטינוארוטרפואלשהלפכמ

הצובקלךיושמדחאלכרשאכ,םידמחנםירוטרפואינשלשהלפכמכ𝑉לעמיתורירש

םיירטינואהםירוטרפואה.תיסחיבוטןפואבןיבהלוהאלמהרוצבראתלםילוכיונאש

𝐅םא7.55יפלםיראותמ = 𝐂;קוריפהיטפשמידילעםיראותמםייבויחהםירוטרפואה

.)7.31־ו7.29(בכורמהוישממה,ילרטקפסה

𝐅הרקמבןנובתנ,קוידרתיל = 𝐂,־שחיננו

𝑇 = 𝑆√𝑇∗𝑇
𝑇רוטרפואלשירלופקוריפאוה ∈ ℒ(𝑉),רשאכ𝑆םייקיזא.ירטינוארוטרפואאוה

סיסבםייקו,תינוסכלאהצירטמ𝑆־לשיוילאסחיברשא𝑉לשילמרונותרואסיסב

ןכתיי:הרהזא.תינוסכלאהצירטמ𝑇∗𝑇√־לשיוילאסחיברשא𝑉לשילמרונותרוא

ינשלשתוצירטמהתאןגראמתינמז־וברשאדחאילמרונותרואסיסבםייקאלש

שרוד𝑆יכןכתיי—תודמחנתוינוסכלאתורוצןתואךותל𝑇∗𝑇√־ו𝑆םירוטרפואה

.רחאילמרונותרואסיסבשרוד𝑇∗𝑇√דועבדחאילמרונותרואסיסב

𝐅־שהחנההתחתןיידע(תאזלכב = 𝐂(,םא𝑇סיסברוחבלןתיניזא,ילמרונ

תוינוסכלאתוצירטמשי𝑇∗𝑇√־לו𝑆־ל,םירוטרפואהינשלשךכ𝑉לשילמרונותרוא

𝑇םא:ןוכנאוהםגךפיהה.31ליגרתואר—הזסיסבלסחיב ∈ ℒ(𝑉)־ו𝑇 = 𝑆√𝑇∗𝑇
𝑆ירטינוארוטרפוארובע ∈ ℒ(𝑉)־ל,םירוטרפואהינשלשךכוהשלכ𝑆־לו√𝑇∗𝑇
הז.ילמרונ𝑇יזא,𝑉לשילמרונותרואסיסבותואלסחיבתוינוסכלאתוצירטמשי

המ,ילמרונותרואסיסבותואלאסחיבתינוסכלאהצירטמ𝑇־לשישרחאמםייקתמ

.]7.31־ב)ג(־ו)א(לשתוליקשהיפל[ילמרונ𝑇־שררוגש
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רובעו,דחאכםיבכורמוםיישממתימינפהלפכמיבחרמבףקתןלהלירלופהקוריפה

.ולאםיבחרמלעמםירוטרפואהלכ

ירלופקוריפ7.93

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉).ירטינוארוטרפואםייקיזא𝑆 ∈ ℒ(𝑉)־שךכ

𝑇 = 𝑆√𝑇∗𝑇.

…,𝑠1ויהיהחכוה , 𝑠𝑚לשםייבויחהםיירלוגניסהםיכרעה𝑇,הנייהתו𝑒1,… , 𝑒𝑚־ו

𝑓1,… , 𝑓𝑚־בתוילמרונותרואתומישר𝑉־שךכ

7.94 𝑇𝑣 = 𝑠1⟨𝑣, 𝑒1⟩ 𝑓1 + ⋯ + 𝑠𝑚⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩ 𝑓𝑚
𝑣לכל ∈ 𝑉.תאםילשנ𝑒1,… , 𝑒𝑚־ו𝑓1,… , 𝑓𝑚םיילמרונותרואםיסיסבידכל𝑒1,… , 𝑒𝑛
…,𝑓1־ו , 𝑓𝑛לש𝑉.

𝑆רידגנ ∈ ℒ(𝑉)ידילע

𝑆𝑣 = ⟨𝑣, 𝑒1⟩ 𝑓1 + ⋯ + ⟨𝑣, 𝑒𝑛⟩ 𝑓𝑛
𝑣לכל ∈ 𝑉.יזא

‖𝑆𝑣‖2 = ∥⟨𝑣, 𝑒1⟩ 𝑓1 + ⋯ + ⟨𝑣, 𝑒𝑛⟩ 𝑓𝑛∥
2

= ∣⟨𝑣, 𝑒1⟩∣
2 + ⋯ + ∣⟨𝑣, 𝑒𝑛⟩∣

2

= ‖𝑣‖2.
.ירטינוארוטרפוא𝑆ךכיפל

7.77־בהנותנה∗𝑇רובעהחסונבשומישזאו7.94לשםיפגאהינשלע∗𝑇תלעפה

יכונלהארמ

𝑇∗𝑇𝑣 = 𝑠1
2⟨𝑣, 𝑒1⟩𝑒1 + ⋯ + 𝑠𝑚

2⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩𝑒𝑚

𝑣לכל ∈ 𝑉.םאךכיפל𝑣 ∈ 𝑉,יזא

√𝑇∗𝑇𝑣 = 𝑠1⟨𝑣, 𝑒1⟩𝑒1 + ⋯ + 𝑠𝑚⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩𝑒𝑚

רוטרפואאוהליעלהאוושמהלשינמיהףגאהלא𝑣תאחלושהרוטרפואהשרחאמ

תעכ.𝑇∗𝑇־להוושועובירשיבויח

𝑆√𝑇∗𝑇𝑣 = 𝑆(𝑠1⟨𝑣, 𝑒1⟩𝑒1 + ⋯ + 𝑠𝑚⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩𝑒𝑚)

= 𝑠1⟨𝑣, 𝑒1⟩ 𝑓1 + ⋯ + 𝑠𝑚⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩ 𝑓𝑚

= 𝑇𝑣,
.7.94־מתעבונהנורחאההאוושמהרשאכ

רתויבבורקהאוהליעלהחכוהבקפוהש𝑆ירטינואהרוטרפואהשהארמ27ליגרת

.םיירטינואהםירוטרפואהןיבמ𝑇־לירשפאה

ןפואבילרטקפסהקוריפהטפשמבתושמתשמירלופהקוריפלתויפולחתוחכוה

תיארנליעלהחכוהה,תאזלכב.םיירלוגניסםיכרעלקוריפהמתוענמיהךות,רישי

.תויפולחתוחכוהןתואמרתויהייקנ

רלסקאןודלש:רבחמ,תיעיברהרודהמ,רשיהךרדבתיראינילהרבגלא
Linear Algebra Done Right, fourth edition, by Sheldon Axler



287םיירלוגניסםיכרעלקוריפהמתונקסמ6ז

םינוליבקמוםידיאוספילאלעםירוטרפואםושיי

𝐵,רודכ:הרדגה7.95

ידילערדגומ,𝐵ידילעןמוסמ,0־בוזכרמשו1וסוידרש𝑉־ברודכה

𝐵 = {𝑣 ∈ 𝑉 ∶ ‖𝑣‖ < 1}.

.𝐑2־ב𝐵רודכה

dim𝑉םא = םוקמבלוגיעחנומבשומישהשענםיתיעל,2

.לבלבמתוחפאוהםידממהלכברודכבשומיש,תאזלכב.רודכ

dim𝑉םא,המודןפואב = חנומבשומישהשענםיתיעל,2

,בוש.רידגהלםידמועונאשדיאוספילאחנומהםוקמבהספילא

.לבלבמתוחפםידממהלכבדיאוספילאבשומישה

גשוהשהזכןלהלרדגומהדיאוספילאהלעבושחלולכות

ריצלכךרואל𝑠𝑘יפםיחתומזאו𝐵רודכהםעםיליחתמשךכב

𝑓𝑘.

𝐸(𝑠1,דיאוספילא:הרדגה7.96 𝑓1,… , 𝑠𝑛 𝑓𝑛),םיישארםיריצ

…,𝑓1־שחיננ , 𝑓𝑛לשילמרונותרואסיסב𝑉־ו𝑠1,… , 𝑠𝑛םייבויחםירפסמ.

𝐸(𝑠1דיאוספילאה 𝑓1,… , 𝑠𝑛 𝑓𝑛)םיישארםיריצםע𝑠1 𝑓1,… , 𝑠𝑛 𝑓𝑛ידילערדגומ

𝐸(𝑠1 𝑓1,… , 𝑠𝑛 𝑓𝑛) = {𝑣 ∈ 𝑉 ∶ |⟨𝑣, 𝑓1⟩|2

𝑠1
2 + ⋯ +

|⟨𝑣, 𝑓𝑛⟩|2

𝑠𝑛
2 < 1}.

𝐸(𝑠1דיאוספילאהןומיס 𝑓1,… , 𝑠𝑛 𝑓𝑛)הלפכמהבחרמתאשרופמןפואבללוכוניא

𝑉תימינפההלפכמהבחרמ,תאזלכב.𝑉־בהיולתליעלהרדגההשףא,𝑉תימינפה
…,𝑓1־שהשירדהמףסונבורשקההמרורבתויהלרומא , 𝑓𝑛ילמרונותרואסיסבהיהי

.𝑉לש

םידיאוספילא:המגוד7.97

𝐸(2דיאוספילאה 𝑓1, 𝑓2)־ב𝐑2,רשאכ

𝑓1, 𝑓2לשיטרדנטסהסיסבהאוה𝐑2.
𝐸(2דיאוספילאה 𝑓1, 𝑓2)־ב𝐑2,רשאכ

𝑓1 = ( 1
√2

, 1
√2

𝑓2־ו( = (− 1
√2

, 1
√2

).
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𝐸(4דיאוספילאה 𝑓1, 3 𝑓2, 2 𝑓3)
,𝑓1רשאכ,𝐑3־ב 𝑓2, 𝑓3
.𝐑3לשיטרדנטסהסיסבה

)𝐸דיאוספילאה 𝑓1,… , 𝑓𝑛)רודכלהווש𝐵־ב𝑉ילמרונותרואסיסבלכל𝑓1,… , 𝑓𝑛
.])ב(6.30לבסרפןויוושיפל[𝑉לש

𝑇(Ω):ןומיס7.98

Ω־ו𝑉לעמתרדגומההיצקנופ𝑇רובע ⊆ 𝑉,רידגנ𝑇(Ω)ידילע

𝑇(Ω) = {𝑇𝑣 ∶ 𝑣 ∈ Ω}.

𝑇(𝑉)יזא,𝑉לעמתרדגומההיצקנופ𝑇םאךכיפל = range𝑇.

𝑇ךיפהרוטרפואלכשתעבוקהאבההנקסמה ∈ ℒ(𝑉)רודכהתאקיתעמ𝐵־ב𝑉
םיעבונהזדיאוספילאלשםיישארהםיריצהיכהארמהחכוהה.𝑉־בדיאוספילאלע

.𝑇לשםיירלוגניסםיכרעלקוריפהמ

דיאוספילאלרודכקיתעמךיפהרוטרפוא7.99

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉)יזא.ךיפה𝑇רודכהתאקיתעמ𝐵־ב𝑉־בדיאוספילאלע𝑉.

םיירלוגניסםיכרעלקוריפ𝑇־לשישחיננהחכוה

7.100 𝑇𝑣 = 𝑠1⟨𝑣, 𝑒1⟩ 𝑓1 + ⋯ + 𝑠𝑛⟨𝑣, 𝑒𝑛⟩ 𝑓𝑛
𝑣לכל ∈ 𝑉.ןאכ𝑠1,… , 𝑠𝑛לשםיירלוגניסהםיכרעהםה𝑇־ו𝑒1,… , 𝑒𝑛־ו𝑓1,… , 𝑓𝑛
𝑇(𝐵)יכהארנונא.𝑉לשםיילמרונותרואםיסיסבםהינש = 𝐸(𝑠1 𝑓1,… , 𝑠𝑛 𝑓𝑛).

𝑣יכחיננהליחת ∈ 𝐵.־שרחאמ𝑇םיירלוגניסהםיכרעהמדחאףא,ךיפה

𝑠1,… , 𝑠𝑛־שררוג7.100ךכיפל.)7.68ואר(0הוושוניא

∣⟨𝑇𝑣, 𝑓1⟩∣
2

𝑠1
2 + ⋯ +

∣⟨𝑇𝑣, 𝑓𝑛⟩∣
2

𝑠𝑛
2 = |⟨𝑣, 𝑒1⟩|2 + ⋯ + |⟨𝑣, 𝑒𝑛⟩|2 < 1.

𝑇𝑣ךכיפל ∈ 𝐸(𝑠1 𝑓1,… , 𝑠𝑛 𝑓𝑛).ןכל𝑇(𝐵) ⊆ 𝐸(𝑠1 𝑓1,… , 𝑠𝑛 𝑓𝑛).

𝑤־שחיננתעכ,ינשהןוויכבהלכההתחכוהל ∈ 𝐸(𝑠1 𝑓1,… , 𝑠𝑛 𝑓𝑛).יהי

𝑣 =
⟨𝑤, 𝑓1⟩

𝑠1
𝑒1 + ⋯ +

⟨𝑤, 𝑓𝑛⟩
𝑠𝑛

𝑒𝑛.

‖𝑣‖יזא < 𝑇𝑣־שםיררוג7.100־ו1 = ⟨𝑤, 𝑓1⟩ 𝑓1 + ⋯ + ⟨𝑤, 𝑓𝑛⟩ 𝑓𝑛 = 𝑤.ךכיפל

𝑇(𝐵) ⊇ 𝐸(𝑠1 𝑓1,… , 𝑠𝑛 𝑓𝑛).
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םיקיתעמםיכיפהםירוטרפואיכתוארהלידכתמדוקההנקסמבםישמתשמונאתעכ

.םידיאוספילאלא,1וסוידרשרודכהתאקראל,םידיאוספילאהלכתא

םידיאוספילאלאםידיאוספילאקיתעמךיפהרוטרפוא7.101

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉)־וךיפה𝐸־בדיאוספילא𝑉.יזא𝑇(𝐸)־בדיאוספילא𝑉.

…,𝑓1ילמרונותרואסיסבםימייקהחכוה , 𝑓𝑛לש𝑉םייבויחםירפסמו𝑠1,… , 𝑠𝑛ךכ

𝐸־ש = 𝐸(𝑠1 𝑓1,… , 𝑠𝑛 𝑓𝑛).רידגנ𝑆 ∈ ℒ(𝑉)ידילע

𝑆(𝑎1 𝑓1 + ⋯ + 𝑎𝑛 𝑓𝑛) = 𝑎1𝑠1 𝑓1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑠𝑛 𝑓𝑛.
ךכיפל.אדוולםכתורשפאבשיפכ,𝐸לע𝑉לש𝐵רודכהתאקיתעמ𝑆יזא

𝑇(𝐸) = 𝑇(𝑆(𝐵)) = (𝑇𝑆)(𝐵).
.𝑉־בדיאוספילא𝑇(𝐸)יכתוארמ,𝑇𝑆לעתומשוימ,7.99־וליעלהאוושמה

𝑢םאיכ)3.95ואר(ריכזנ ∈ 𝑉־וΩ ⊆ 𝑉יזא𝑢 + Ωידילערדגומ

𝑢 + Ω = {𝑢 + 𝑤 ∶ 𝑤 ∈ Ω}.
𝑢־וΩתוצובקה,תירטמואגהניחבמ + Ωםינושםימוקימבןהךא,תוהזתוארנ.

dim𝑉םא,האבההרדגהב = תיליבקמהלימבשומישהשענתובורקםיתיעליזא2

.ןוליבקמבםוקמב

…,𝑃(𝑣1:הרדגה7.102 , 𝑣𝑛),ןוליבקמ

…,𝑣1־שחיננ , 𝑣𝑛לשסיסב𝑉.יהי
𝑃(𝑣1,… , 𝑣𝑛) = {𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑣𝑛 ∶ 𝑎1,… , 𝑎𝑛 ∈ (0, 1)}.

𝑢הרוצהמהצובקאוהןוליבקמ + 𝑃(𝑣1,… , 𝑣𝑛)רובע𝑢 ∈ 𝑉םירוטקווה.והשלכ

𝑣1,… , 𝑣𝑛הזןוליבקמלשתועלצהםיארקנ.

םינוליבקמ:המגוד7.103

ןוליבקמה

(0.3, 0.5) + 𝑃((1, 0), (1, .𝐑2־ב((1
.𝐑3־בןוליבקמ
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םינוליבקמלאםינוליבקמקיתעמךיפהרוטרפוא7.104

𝑢־שחיננ ∈ 𝑉־ו𝑣1,… , 𝑣𝑛לשסיסב𝑉,־ו𝑇 ∈ ℒ(𝑉)יזא.ךיפה

𝑇(𝑢 + 𝑃(𝑣1,… , 𝑣𝑛)) = 𝑇𝑢 + 𝑃(𝑇𝑣1,… ,𝑇𝑣𝑛).

…,𝑇𝑣1המישרה,ךיפה𝑇־שרחאמהחכוה ,𝑇𝑣𝑛לשסיסב𝑉.לשתויראינילה𝑇
־שתררוג

𝑇(𝑢 + 𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑣𝑛) = 𝑇𝑢 + 𝑎1𝑇𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑇𝑣𝑛

…,𝑎1לכל , 𝑎𝑛 ∈ (0, 𝑇(𝑢ךכיפל.(1 + 𝑃(𝑣1,… , 𝑣𝑛)) = 𝑇𝑢 + 𝑃(𝑇𝑣1,… ,𝑇𝑣𝑛).

דחוימםשםיקינעמונא,𝐑2־בתויליבקמהןיבמםינחבומה,םינבלמלהמודב

.וזלוזתוילנוגותרואולשתורידגמהתועלצהש𝑉־בןוליבקמל

הבית:הרדגה7.105

הרוצהמהצובקאיה𝑉־בהבית
𝑢 + 𝑃(𝑟1𝑒1,… , 𝑟𝑛𝑒𝑛),

𝑢רשאכ ∈ 𝑉־ו𝑟1,… , 𝑟𝑛־וםייבויחםירפסמ𝑒1,… , 𝑒𝑛לשילמרונותרואסיסב𝑉.

חנומבשמתשהלןתינךא,ןבלמאיההביתלכ𝐑2לשיטרפההרקמבשבלומיש

.םידממהלכבהבית

תובית:המגוד7.106

,1)הביתה 0) + 𝑃(√2 𝑒1, √2 𝑒2),רשאכ

𝑒1 = ( 1
√2

, 1
√2

𝑒2־ו( = (− 1
√2

, 1
√2

).

,𝑃(𝑒1הביתה 2𝑒2, 𝑒3),רשאכ𝑒1, 𝑒2, 𝑒3
.𝐑3לשיטרדנטסהסיסבהאוה

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉)יזא.ךיפה𝑇־בןוליבקמלכקיתעמ𝑉־בןוליבקמלא𝑉
תאהלעמרבדה.𝑉־בןוליבקמלא𝑉־בהביתלכקיתעמ𝑇,טרפב.)7.104יפל(

לעהנועהאבההנקסמה.𝑉־בתוביתלא𝑉־בןהשלכתוביתקיתעמ𝑇םאההלאשה

.םיירלוגניסםיכרעלקוריפהעויסב,וזהלאש
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תוביתלאןהשלכתוביתקיתעמךיפהרוטרפואלכ7.107

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉)־לשישחיננ.ךיפה𝑇םיירלוגניסםיכרעלקוריפ

𝑇𝑣 = 𝑠1⟨𝑣, 𝑒1⟩ 𝑓1 + ⋯ + 𝑠𝑛⟨𝑣, 𝑒𝑛⟩ 𝑓𝑛,
…,𝑠1רשאכ , 𝑠𝑛לשםיירלוגניסהםיכרעהםה𝑇־ו𝑒1,… , 𝑒𝑛־ו𝑓1,… , 𝑓𝑛םה

𝑣לכלתמייקתמליעלהאוושמהו𝑉לשםיילמרונותרואםיסיסב ∈ 𝑉.יזא𝑇
𝑢הביתהתאקיתעמ + 𝑃(𝑟1𝑒1,… , 𝑟𝑛𝑒𝑛)הביתהלע𝑇𝑢 + 𝑃(𝑟1𝑠1 𝑓1,… , 𝑟𝑛𝑠𝑛 𝑓𝑛)
…,𝑟1םייבויחהםירפסמהלכל , 𝑟𝑛לכלו𝑢 ∈ 𝑉.

…,𝑎1םאהחכוה , 𝑎𝑛 ∈ (0, …,𝑟1־ו(1 , 𝑟𝑛־וםייבויחםירפסמ𝑢 ∈ 𝑉,יזא

𝑇(𝑢 + 𝑎1𝑟1𝑒1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑟𝑛𝑒𝑛) = 𝑇𝑢 + 𝑎1𝑟1𝑠1 𝑓1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑟𝑛𝑠𝑛 𝑓𝑛.
𝑇(𝑢ךכיפל + 𝑃(𝑟1𝑒1,… , 𝑟𝑛𝑒𝑛)) = 𝑇𝑢 + 𝑃(𝑟1𝑠1 𝑓1,… , 𝑟𝑛𝑠𝑛 𝑓𝑛).

םיירלוגניסםיכרעתועצמאבחפנ

לשחפנהתאהנשמרוטרפואדציכןיבהלאיהקרפהלשוזהדיחי־תתבונתרטמ

,תיראינילהרבגלאלאלוהזילנאלםיכיישחפנלשםיגשומשרחאמ.ומוחתבתוצובק־יתת

תיביטיאוטניאהונתשיגתארימהלןתינ.חפנלשםייביטיאוטניאםיחנומבדובענונא

ילכבשומישךות,תונוכנתוחכוהוםינוכנםיטפשמ,תומיאתמותונוכנתורדגהלחפנל

.הזילנאה

.םיישממתימינפהלפכמיבחרמביבטימןפואבתדבועחפניבגלונלשהיציאוטניאה

𝐅־שהחנההךכיפל = 𝐑וזהדיחי־תתבתובורקםיתיעלעיפות.

dim𝑉םא = 𝑛,חפנלםינווכתמונאחפנםינייצמונאשכיזא𝑛םתא.ידממ־

𝑛רשאכ.𝐑3־ברבכהזןויערתאריכהלםירומא = חטשארקנרבדהללכךרדב,2

היציאוטניאה.םידממהלכבחפנהלימבשמתשנונאתויבקעהםשלךא,חפנםוקמב

יפלהלשתורידגמהתועלצהרשאוז(הביתלשחפנשאיהחפניבגלרתויבתיסיסבה

גיצנךכיפל.תורידגמהתועלצהיכרואלשהלפכמהאוה)וזלוזתוילנוגותרואהרדגה

.האבההרדגההתא

volume,הביתחפנ:הרדגה7.108

𝐅־שחיננ = 𝐑.םא𝑢 ∈ 𝑉־ו𝑟1,… , 𝑟𝑛־וםייבויחםירפסמ𝑒1,… , 𝑒𝑛סיסב

יזא,𝑉לשילמרונותרוא

volume(𝑢 + 𝑃(𝑟1𝑒1,… , 𝑟𝑛𝑒𝑛)) = 𝑟1 × ⋯ × 𝑟𝑛.

םיארוקונאולש(חטשהבושיחרובעתורכומהתואחסונהתאתמאותליעלהרדגהה

המגודבהנושארההביתל,המגודל.𝐑3־בהביתחפנלשו𝐑2־בןבלמלש)חפנתעכ

וזהביתלשתורידגמהתועלצהיכרואשרחאמ2וכרעש)חטשוא(ידממ־ודחפנ7.106

רחאמ2וכרעוידממ־תלתאוה7.106המגודבהיינשההביתהחפנ.2√־ו2√םה

,1םהוזהביתלשתורידגמהתועלצהיכרואש .1־ו2
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הזרודכלשחפנה

םיחפנהםוכס≈

.תוביתהשמחלש

לשבוריקועצב,𝑉לשהצובק־תתלשחפנהתרדגהל

רחאלו,תורזתוביתלשיפוסלדוגבףסואתועצמאבהצובק־תתה

לשבוריקהשלככ.בוריקהתוביתלשםיחפנהתאומכסןכמ

דועלשרזדוחיאעצבנשךכברתויקיודמהיהי𝑉לשהצובק־תתה

.חפנלרתויבוטבוריקלבקנ,תובית

רדגומהןמירלרגטניאתאםכלריכזהלםירומאולאתונויער

ןויד.םינבלמלשרזףסואידילעםוקעהתחתחטשהבוריקידילע

.האבהתיביטיאוטניאךאתיזורוגיראלההרדגההלאליבומהז

חפנ:הרדגה7.109

𝐅־שחיננ = 𝐑־וΩ ⊆ 𝑉.לשחפנהיזאΩ,ידילעןמוסמvolumeΩ,אוה

.Ωתאתוברקמהתורזתוביתלשףסואלשםיחפנהםוכסבוריקב

תיביטיאוטניאההשיגבםיטקונונאשךכבתוברתוינויגהתולאשמםימלעתמונא

תאלבקנםאה,דחאסיסבלסחיבתוביתתועצמאבΩתאברקנםא,המגודל.חפנל

Ω2־וΩ1םא?רחאסיסבלסחיבתוביתתועצמאבΩתאברקנםאחפנהותוא
volume(Ω1םאה,𝑉לשתורזתוצובק־יתתיתש ∪Ω2) = volumeΩ1 + volumeΩ2?

הזילנאלשתוקינכט,𝑉לשתודמחנתוצובק־יתתקרןובשחבםיחקולונאשןתניהב

היציאוטניאהםעדחאהנקבתולועהתויבויחתובושתולאתולאשיתשליכתוארמ

.חפנלעגונבונלש

תיראינילהקתעהתועצמאבחפניוניש:המגוד7.110

בחור,םדוקהרויאבתוביתלסחיב

הבוגדועבלופכאוהןאכתוביתה

.הוושתוביתה

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝐑2)ידילערדגומ𝑇𝑣 =
2⟨𝑣, 𝑒1⟩𝑒1 + ⟨𝑣, 𝑒2⟩𝑒2,רשאכ𝑒1, 𝑒2סיסבהאוה

תחתומוזתיראינילהקתעה.𝐑2לשיטרדנטסה

2לשרוטקפב𝑒1־הריצךרואלםירוטקווהתא
אלל𝑒2־הריצךרואלםירוטקווהתאהריתומו

ליעלתוביתהשמחידילעברוקמהרודכה.יוניש

לכ.ןאכגצומהדיאוספילאהלא𝑇ידילעקתעומ

לאתקתעומירוקמהרויאבתוביתהשמחמתחא

הביתלתקתעומהביתלכןכל.ירוקמהרויאבשהזלההזהבוגבולופכבחורבהבית

תושדחהתוביתהשמחלשםיחפנהםוכס.ירוקמהרויאבשהזמלופכ)החטש(החפנש

.2לשרוטקפברודכהחפנתאהנשמ𝑇ךכיפל.דיאוספילאהחפנלבוריקהאוה

,𝑒1סיסבהלאסחיבתוביתהקיתעמ𝑇,ליעלהמגודב 𝑒2ותואלסחיבתוביתלא

קיתעמרוטרפוא,יללכןפואב.חפנהנשמ𝑇דציכתוארלםילוכיונאךכיפל;סיסבה

עיגמההז(ןוכנהסיסבהתארחבנםא,תאזלכב.תוביתםניאשםינוליבקמלאתובית

סחיבתוביתלתוקתעומהזסיסבלסחיבתוביתיזא,)!םיירלוגניסםיכרעלקוריפהמ

לשתיעבטהחכוהלהליבומוזתוננובתה.7.107־בגצומשיפכ,הנושואההזסיסבל

.האבההנקסמה
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םיירלוגניסהםיכרעהתלפכמאוהחפנהיונישרוטקפ7.111

𝐅־שחיננ = 𝐑, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉)־ו,ךיפהΩ ⊆ 𝑉.יזא

volume𝑇(Ω) = ( לשםיירלוגניסהםיכרעהתלפכמ 𝑇)(volumeΩ).

םיירלוגניסםיכרעלקוריפ𝑇־לשישחיננהחכוה

𝑇𝑣 = 𝑠1⟨𝑣, 𝑒1⟩ 𝑓1 + ⋯ + 𝑠𝑛⟨𝑣, 𝑒𝑛⟩ 𝑓𝑛
𝑣לכל ∈ 𝑉,רשאכ𝑒1,… , 𝑒𝑛־ו𝑓1,… , 𝑓𝑛לשםיילמרונותרואםיסיסב𝑉.

𝑢הרוצהמתוביתתועצמאבΩתאברקנ + 𝑃(𝑟1𝑒1,… , 𝑟𝑛𝑒𝑛),ןהלשחפנהש

𝑟1אוה × ⋯ × 𝑟𝑛.רוטרפואה𝑇הביתלכקיתעמ𝑢 + 𝑃(𝑟1𝑒1,… , 𝑟𝑛𝑒𝑛)הביתהלע

𝑇𝑢 + 𝑃(𝑟1𝑠1 𝑓1,… , 𝑟𝑛𝑠𝑛 𝑓𝑛),אוההלשחפנהש(𝑠1 × ⋯ × 𝑠𝑛)(𝑟1 × ⋯ × 𝑟𝑛).

.𝑇(Ω)־לבוריקתוביתףסואלעΩ־לבוריקתוביתףסואקיתעמ𝑇רוטרפואה

,𝑠1×⋯×𝑠𝑛לשרוטקפבΩתאברקמהףסואבהביתלכלשחפנהתאהנשמ𝑇־שרחאמ

.רוטקפהותואבΩלשחפנהתאהנשמ𝑇תיראינילההקתעהה

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉).לשהלפכמה,תוטננימרטדהאשונלעיגנרשאכהארנשיפכ

.9.61־ו9.60ואר;|det𝑇|־להווש𝑇לשםיירלוגניסהםיכרעה

ולשםיימצעהםיכרעהידילעתועבקנשיפכרוטרפואלשתונוכת

הלפכמבחרמאוהוזהלבטלשרשקהה.ןלהלהלבטהתגצהבהזקרפתאםימתוחונא

היהתשןכתיישהנוכתהגיצמהלבטהלשהנושארההדומעה.יפוסדמממבכורמתימינפ

לשהצובק־תתהגיצמהלבטהלשהיינשההדומעה.הזבחרמלעמילמרונרוטרפואל

𝐂לשםיימצעהםיכרעהלכםא־קרו־םאהמיאתמההנוכתההיהתרוטרפואלשךכ

תעבוקהלבטבהנושארההרושה,המגודל.תניוצמההצובקה־תתבםיאצמנרוטרפואה

ספאמםינושולשםיימצעהםיכרעהלכםא־קרו־םאךיפהאוהילמרונרוטרפואיכ

.)ילמרונרוטרפואהיכהחנהלהקוקזהניאשהלבטבהדיחיהאיהוזהנושארהרוש(

הרושה,המגודל.תומייקתמהלבטבתואצותהלכעודמריבסהלםכתלוכיבשואדו

ירלוגניסהךרעלהוושרוטרפואלשהמרונהשרחאמתמייקתמהלבטהלשהנורחאה

𝐅־שהחנהב,ילמרונרוטרפואלשםיירלוגניסהםיכרעהו)7.85יפל(רתויבהובגה = 𝐂,

.)5זהדיחיב7ליגרתיפל(םיימצעהםיכרעהלשםיטלחומהםיכרעלםיווש

־בםילכומםיימצעםיכרע ילמרונרוטרפואלשתונוכת

𝐂\{0} ךיפה

𝐑 ומצעלדומצ

{𝜆 ∈ 𝐂 ∶ Re 𝜆 = 0} דומצ־יטנא

{0, 1} ילנוגותרואלטיה

[0,∞) יבויח

{𝜆 ∈ 𝐂 ∶ |𝜆| = 1} ירטינוא

{𝜆 ∈ 𝐂 ∶ |𝜆| < 1} 1־מהנטקהמרונ
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6זםיליגרת

𝑆,𝑇םאיכוחיכוה1 ∈ ℒ(𝑉,𝑊),יזא∣ ‖𝑆‖ − ‖𝑇‖ ∣ ≤ ‖𝑆 − 𝑇‖.

.ךופההשלושמהןויווש־יאארקנליעלןויווש־יאה

𝑇־שחיננ2 ∈ ℒ(𝑉)־שואומצעלדומצ𝐅 = 𝐂־ו𝑇 ∈ ℒ(𝑉)וחיכוה.ילמרונ

לשםיימצעהםיכרעהןיבמרתויבלודגהטלחומהךרעלהווש𝑇לשהמרונהיכ

𝑇.

𝑇־שחיננ3 ∈ ℒ(𝑉,𝑊)־ו𝑣 ∈ 𝑉.יכוחיכוה

‖𝑇𝑣‖ = ‖𝑇‖ ‖𝑣‖ ⟺ 𝑇∗𝑇𝑣 = ‖𝑇‖2𝑣.

𝑇־שחיננ4 ∈ ℒ(𝑉,𝑊), 𝑣 ∈ 𝑉,־ו‖𝑇𝑣‖ = ‖𝑇‖ ‖𝑣‖.םאיכוחיכוה𝑢 ∈ 𝑉־ו

⟨𝑢, 𝑣⟩ = ⟨𝑇𝑢,𝑇𝑣⟩יזא,0 = 0.

𝑇,יפוסדמממתימינפהלפכמבחרמ𝑈־שחיננ5 ∈ ℒ(𝑉,𝑈),־ו𝑆 ∈ ℒ(𝑈,𝑊).

יכוחיכוה

‖𝑆𝑇‖ ≤ ‖𝑆‖ ‖𝑇‖.

𝑆,𝑇םא:תידגנהמגודואיבהואוחיכוה6 ∈ ℒ(𝑉),יזא‖𝑆𝑇‖ = ‖𝑇𝑆‖.

𝑑(𝑆,𝑇)תרדגהיכוארה7 = ‖𝑆 − 𝑇‖רובע𝑆,𝑇 ∈ ℒ(𝑉,𝑊)תאתכפוה𝑑
.ℒ(𝑉,𝑊)לעמהקירטמל

.םיירטמםיבחרמםעתורכיהילעבםיארוקלדעוימהזליגרת

𝑇םאיכוחיכוה.א8 ∈ ℒ(𝑉)־ו‖𝐼 − 𝑇‖ < .ךיפה𝑇יזא,1

𝑆־שחיננ.ב ∈ ℒ(𝑉)םאיכוחיכוה.ךיפה𝑇 ∈ ℒ(𝑉)־ו‖𝑆−𝑇‖ < 1/∥𝑆−1∥,

.ךיפה𝑇יזא

הצובק־תתאיהℒ(𝑉)־בםיכיפהםירוטרפואלשהצובקהיכהארמהזליגרת

.7ליגרתבתרדגומההקירטמבשומישב,ℒ(𝑉)לשהחותפ

𝑇־שחיננ9 ∈ ℒ(𝑉).לכליכוחיכוה𝜖 > 𝑆ךיפהרוטרפואםייק,0 ∈ ℒ(𝑉)ךכ

0־ש < ‖𝑇 − 𝑆‖ < 𝜖.

dim𝑉־שחיננ10 > 𝑇־ו1 ∈ ℒ(𝑉)לכליכוחיכוה.ךיפהוניא𝜖 > םייק,0

𝑆 ∈ ℒ(𝑉)0־שךכ < ‖𝑇 − 𝑆‖ < 𝜖־ו𝑆ךיפהוניא.

𝐅־שחיננ11 = 𝐂־ו𝑇 ∈ ℒ(𝑉).לכליכוחיכוה𝜖 > ןיסכלרוטרפואםייק0

𝑆 ∈ ℒ(𝑉)0־שךכ < ‖𝑇 − 𝑆‖ < 𝜖.

𝑇־שחיננ12 ∈ ℒ(𝑉)יכוארה.יבויחרוטרפוא∥√𝑇 ∥ = √‖𝑇‖.

𝑆,𝑇־שחיננ13 ∈ ℒ(𝑉)יכוארה.םייבויחםירוטרפוא

‖𝑆 − 𝑇‖ ≤ max{‖𝑆‖, ‖𝑇‖} ≤ ‖𝑆 + 𝑇‖.

𝑃𝑈‖־שךכ𝑉לשבחרמ־יתת𝑊־ו𝑈־שחיננ14 − 𝑃𝑊‖ < יכוחיכוה.1

dim𝑈 = dim𝑊.
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𝑇רידגנ15 ∈ ℒ(𝐅3)ידילע

𝑇(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3) = (𝑧3, 2𝑧1, 3𝑧2).
𝑆ירטינוארוטרפוא)שרופמב(ואצמ ∈ ℒ(𝐅3)־שךכ𝑇 = 𝑆√𝑇∗𝑇.

𝑆־שחיננ16 ∈ ℒ(𝑉)םייקיכוחיכוה.ךיפהיבויחרוטרפוא𝛿 > 𝑇־שךכ0
𝑇ומצעלדומצרוטרפואלכליבויחרוטרפוא ∈ ℒ(𝑉)םע‖𝑆 − 𝑇‖ < 𝛿.

𝑢םאיכוחיכוה17 ∈ 𝑉־ו𝜑𝑢לעמיראינילהלנויצקנופה𝑉האוושמהידילערדגומה

𝜑𝑢(𝑣) = ⟨𝑣, 𝑢⟩,יזא‖𝜑𝑢‖ = ‖𝑢‖.

,𝛼⟩םעתימינפהלפכמבחרמכ𝐅םירלקסההדשלעםיבשוחונאןאכ 𝛽⟩ = 𝛼𝛽לכל

𝛼, 𝛽 ∈ 𝐅.ךכיפל‖𝜑𝑢‖לשהמרונהאיהותועמשמ𝜑𝑢־מתיראינילהקתעהכ𝑉
.𝐅לא

…,𝑒1־שחיננ18 , 𝑒𝑛לשילמרונותרואסיסב𝑉־ו𝑇 ∈ ℒ(𝑉,𝑊).

…,‖max{‖𝑇𝑒1יכוחיכוה.א , ‖𝑇𝑒𝑛‖} ≤ ‖𝑇‖ ≤ (‖𝑇𝑒1‖2 + ⋯ + ‖𝑇𝑒𝑛‖2)1/2
.

‖𝑇‖יכוחיכוה.ב = (‖𝑇𝑒1‖2 +⋯+ ‖𝑇𝑒𝑛‖2)1/2
dimםא־קרו־םא range𝑇 ≤ 1.

…,𝑒1ןאכ , 𝑒𝑛לשיתורירשילמרונותרואסיסב𝑉,קוריפלרושקחרכהבוניאש

…,𝑠1םא.𝑇לשםיירלוגניסםיכרעל , 𝑠𝑛לשםיירלוגניסםיכרעלשהמישרהאיה

𝑇,־להוושליעלןויווש־יאהלשינמיהףגאהיזא(𝑠1
2 + ⋯ + 𝑠𝑛

2)1/2
גצוהשיפכ,

.5זהדיחיב)א(11ליגרתב

𝑇םאיכוחיכוה19 ∈ ℒ(𝑉,𝑊),יזא∥𝑇∗𝑇∥ = ‖𝑇‖2.

.בכוכיסתרבגלאלשבושחהאשונלהליבומ∥𝑇∗𝑇∥רובעוזהחסונ

𝑇־שחיננ20 ∈ ℒ(𝑉)יכוחיכוה.ילמרונ∥𝑇𝑘∥ = ‖𝑇‖𝑘יבויחםלשרפסמלכל𝑘.

dim𝑉־שחיננ21 > dim𝑊־ו1 > הניאℒ(𝑉,𝑊)לעמהמרונהיכוחיכוה.1

תימינפהלפכמתמייקאליכוחיכוה,תורחאםילימב.תימינפהלפכממתעבונ

־שךכℒ(𝑉,𝑊)לעמ

max{‖𝑇𝑣‖ ∶ 𝑣 ∈ 𝑉 and ‖𝑣‖ ≤ 1} = √⟨𝑇,𝑇⟩
𝑇לכל ∈ ℒ(𝑉,𝑊).

𝑇־שחיננ22 ∈ ℒ(𝑉,𝑊).יהי𝑛 = dim𝑉־בןמסנו𝑠1 ≥ ⋯ ≥ 𝑠𝑛םיכרעהתא

1םאיכוחיכוה.𝑇לשםיירלוגניסה ≤ 𝑘 ≤ 𝑛,יזא

min{‖𝑇|𝑈‖ ∶ 𝑈 לשבחרמ־תת 𝑉 םע dim𝑈 = 𝑘} = 𝑠𝑛−𝑘+1.

𝑇־שחיננ23 ∈ ℒ(𝑉,𝑊).יכוארה𝑇תוקירטמהלאסחיבהוושהדימבהפיצר

.)2והדיחיב23ליגרתואר(םיבחרמםתואלשתומרונהמתועבונה𝑊־ו𝑉לעמ

𝑇־שחיננ24 ∈ ℒ(𝑉)יכוחיכוה.ךיפה

∥𝑇−1∥ = ‖𝑇‖−1םא־קרו־םא
𝑇

‖𝑇‖ירטינוארוטרפוא.
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,𝑢עַבֵּקַנ25ְ 𝑥 ∈ 𝑉םע𝑢 ≠ 𝑇רידגנ.0 ∈ ℒ(𝑉)ידילע𝑇𝑣 = ⟨𝑣, 𝑢⟩𝑥לכל𝑣 ∈ 𝑉.

יכוחיכוה

√𝑇∗𝑇𝑣 =
‖𝑥‖
‖𝑢‖

⟨𝑣, 𝑢⟩𝑢

𝑣לכל ∈ 𝑉.

𝑇־שחיננ26 ∈ ℒ(𝑉).יכוחיכוה𝑇ירטינוארוטרפואםייקםא־קרו־םאךיפה

𝑆דיחי ∈ ℒ(𝑉)־שךכ𝑇 = 𝑆√𝑇∗𝑇.

𝑇־שחיננ27 ∈ ℒ(𝑉)־ו𝑠1,… , 𝑠𝑛לשםיירלוגניסהםיכרעהםה𝑇.ויהי𝑒1,… , 𝑒𝑛
…,𝑓1־ו , 𝑓𝑛לשםיילמרונותרואםיסיסב𝑉־שךכ

𝑇𝑣 = 𝑠1⟨𝑣, 𝑒1⟩ 𝑓1 + ⋯ + 𝑠𝑛⟨𝑣, 𝑒𝑛⟩ 𝑓𝑛
𝑣לכל ∈ 𝑉.רידגנ𝑆 ∈ ℒ(𝑉)ידילע

𝑆𝑣 = ⟨𝑣, 𝑒1⟩ 𝑓1 + ⋯ + ⟨𝑣, 𝑒𝑛⟩ 𝑓𝑛.
𝑇‖םגוירטינוא𝑆יכוארה.א − 𝑆‖ = max{|𝑠1 − 1|,… , |𝑠𝑛 − 1|}.

𝐸םאיכוארה.ב ∈ ℒ(𝑉)יזא,ירטינוא‖𝑇 − 𝐸‖ ≥ ‖𝑇 − 𝑆‖.

םירוטרפואהןיבמ(ןתינהלככבורקה𝑆ירטינוארוטרפואאצומהזליגרת

.𝑇ןותנרוטרפואל)םיירטינואה

𝑇־שחיננ28 ∈ ℒ(𝑉).ירטינוארוטרפואםייקיכוחיכוה𝑆 ∈ ℒ(𝑉)־שךכ

𝑇 = √𝑇𝑇∗ 𝑆.

𝑇־שחיננ29 ∈ ℒ(𝑉).

𝑆ירטינוארוטרפואםייקיכתוארהלידכירלופהקוריפבושמתשה.א ∈ ℒ(𝑉)
∗𝑇𝑇־שךכ = 𝑆𝑇∗𝑇𝑆∗.

.םיירלוגניסםיכרעםתוא∗𝑇־ו𝑇־לשישררוג)א(דציכוארה.ב

𝑇־שחיננ30 ∈ ℒ(𝑉), 𝑆 ∈ ℒ(𝑉)־ו,ירטינוארוטרפוא𝑅 ∈ ℒ(𝑉)רוטרפוא

𝑇־שךכיבויח = 𝑆𝑅.יכוחיכוה𝑅 = √𝑇∗𝑇.

יבויחרוטרפואוירטינוארוטרפואלשהלפכמכ𝑇תאבותכנםאיכהארמהזליגרת

.𝑇∗𝑇√־להוושיבויחהרוטרפואהיזא,)7.93ירלופהקוריפבומכ(

𝐅־שחיננ31 = 𝐂־ו𝑇 ∈ ℒ(𝑉)ירטינוארוטרפואםייקיכוחיכוה.ילמרונ

𝑆 ∈ ℒ(𝑉)־שךכ𝑇 = 𝑆√𝑇∗𝑇םירוטרפואהינשלןכו𝑆־ו√𝑇∗𝑇תוצירטמשי

.𝑉לשילמרונותרואהסיסבהותואלאסחיבתוינוסכלא

𝑇־שחיננ32 ∈ ℒ(𝑉,𝑊)־ו𝑇 ≠ …,𝑠1ויהי.0 , 𝑠𝑚םייבויחהםיירלוגניסהםיכרעה

…,𝑒1ילמרונותרואסיסבםייקיכוארה.𝑇לש , 𝑒𝑚לש(null𝑇)⟂־שךכ

𝑇(𝐸(
𝑒1

𝑠1
,… ,

𝑒𝑚

𝑠𝑚
))

.0־בוזכרמשו1וסוידרשrange𝑇־ברודכלהווש
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חקרפ

םיירוטקוםיבחרמלעמםירוטרפוא
םיבכורמ

שדקותבלהתמושתברימרשאכ,םירוטרפואלשהנבמלעגונברקחקימענהזקרפב

םיירוטקוםיבחרמלעתולחהזקרפבתונקסמהמקלח.םיבכורמםיירוטקוםיבחרמל

𝐅יכהחנההתדוקנמאצנאלךכיפל;דחאכםיבכורמוםיישממ = 𝐂.הלפכמ,ףסונב

ירוטקובחרמלשתיללכהתרגסמהלאםיבשונאשךכ,הזרמוחבתעייסמהניאתימינפ

.יפוסדמממ

םירוטקוידויהיאלרוטרפואלשןכתיי,יפוסדמממבכורמירוטקובחרמלעמוליפא

םירושקםיטקייבואבןנובתנךכיפל.ירוטקווהבחרמהלשסיסבתרדגהלםיימצע

בחרמלעמרוטרפואלכליכהארנ.םיללכומםיימצעםירוטקוםיארקנהםיבורקו

םיימצעםירוטקוומבכרומהירוטקווהבחרמהלשסיסבשי,יפוסדמממבכורמירוטקו

לשבוטרואיתונלקפסיםיללכומםיימצעםיבחרמלקוריפה.רוטרפואהלשםיללכומ

.יפוסדמממבכורמירוטקובחרמלעמםייתורירשםירוטרפוא

הקזחבםילִעֲמֻםהרשאכ0םיוושהםירוטרפואםהש,םייטנטופלינםירוטרפואל

יזכרמילכםיקפסמםייטנטופלינםירוטרפוא.ולאתוריקחבבושחדיקפתשי,יהשלכ

יעובירשרוששייפוסדמממבכורמירוטקובחרמלעמךיפהרוטרפואלכליכהחכוהב

.ןדרו׳זתרוצלונתשיגבןכו

.תויזכרמההיתונוכתתחכוהבוהבקעהתרדגהבםתחנהזקרפ

הזקרפלאצומהתוחנה

•𝐅ןמסמ𝐑וא𝐂.
•𝑉לעמספאמהנושהיפוסדמממירוטקובחרמןמסמ𝐅.

D
avid

Iliff
C
C
B
Y
-S
A

היה)1865–1805(ןוטלימהםאיליוהבש,ןילבדתטיסרבינואבהנשיההיירפסהלשךוראהרדחה

טפשמתעכיורקשהמלשיטרפהרקמחיכוהןוטלימה.לגסרבחןכמרחאלוטנדוטסהליחתב

.1853תנשבןוטלימה־ילייק
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רוטרפואתוקזחלשספאהיבחרמ

.רוטרפואתוקזחלשספאהיבחרמרקחבהזקרפםיחתופונא

םילדגוםיכלוההספאיבחרמתרדס8.1

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉).יזא

{0} = null𝑇0 ⊆ null𝑇1 ⊆ ⋯ ⊆ null𝑇𝑘 ⊆ null𝑇𝑘+1 ⊆ ⋯ .

𝑣־וילילש־יאםלשרפסמ𝑘־שחיננהחכוה ∈ null𝑇𝑘.יזא𝑇𝑘𝑣 = ־שררוגשהמ,0

𝑇𝑘+1𝑣 = 𝑇(𝑇𝑘𝑣) = 𝑇(0) = 𝑣ךכיפל.0 ∈ null𝑇𝑘+1.ןכלnull𝑇𝑘 ⊆ null𝑇𝑘+1,יפכ

.וניצרש

םיחווטתרדסרובעתומודתואצותל

־ו6,7םיליגרתואר,םינטקוםיכלוהה

8.

ינשםאיכתעבוקהאבההנקסמה

בחרמה־יתתלשהרדסבםיפוצרםירביא

םיעיפומהםירביאהלכיזא,םיוושליעל

.םיוושןכמרחאלהרדסב

ספאיבחרמלשהרדסבןויווש8.2

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉)־ו𝑚־שךכילילש־יאםלשרפסמ

null𝑇𝑚 = null𝑇𝑚+1.
יזא

null𝑇𝑚 = null𝑇𝑚+1 = null𝑇𝑚+2 = null𝑇𝑚+3 = ⋯ .

יכחיכוהלוננוצרב.יבויחםלשרפסמ𝑘יהיהחכוה

null𝑇𝑚+𝑘 = null𝑇𝑚+𝑘+1.
null𝑇𝑚+𝑘יכ8.1־מםיעדוירבכונא ⊆ null𝑇𝑚+𝑘+1.

𝑣־שחיננ,ינשהןוויכבהלכההתחכוהל ∈ null𝑇𝑚+𝑘+1.יזא

𝑇𝑚+1(𝑇𝑘𝑣) = 𝑇𝑚+𝑘+1𝑣 = 0.
ןכל

𝑇𝑘𝑣 ∈ null𝑇𝑚+1 = null𝑇𝑚.
𝑇𝑚+𝑘𝑣ךכיפל = 𝑇𝑚(𝑇𝑘𝑣) = 𝑣־שאיהרבדהתועמשמו,0 ∈ null𝑇𝑚+𝑘.עבונןאכמ

null𝑇𝑚+𝑘+1־ש ⊆ null𝑇𝑚+𝑘,החכוהההמלשוהךכבו.

־שךכ𝑚ילילש־יאםלשרפסמםייקםאההלאשהתאהלעמליעלהנקסמה

null𝑇𝑚 = null𝑇𝑚+1.רשאכתוחפהלכלםייקתמהזןויוושיכהארמהאבההנקסמה

𝑚וילעמשירוטקווהבחרמהדממלהווש𝑇לעופ.
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לודגלמםילדחספאיבחרמ8.3

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉).יזא

null𝑇dim 𝑉 = null𝑇dim 𝑉+1 = null𝑇dim 𝑉+2 = ⋯ .

null𝑇dim־שאוהחיכוהלונילעשלכהחכוה 𝑉 = null𝑇dim 𝑉+1)חיננ.)8.2יפל

לבקנ,8.2־ו8.1יפל,יזא.םייקתמוניאןויוושהשהלילשב

{0} = null𝑇0 ⊊ null𝑇1 ⊊ ⋯ ⊊ null𝑇dim 𝑉 ⊊ null𝑇dim 𝑉+1,
שממתולכההמתחאלכב.״...להוושוניאךאלכומ״איהותועמשמ⊋ןמיסהרשאכ

dimךכיפל.1־בתוחפהלכללדגדממה,ליעלתרשרשב null𝑇dim 𝑉+1 ≥ dim𝑉 + 1,

.dim𝑉־מרתוילודגתויהללוכיוניא𝑉לשבחרמ־תתדממשךכלהריתסבהאצות

𝑉יכעובקלןוכנהזןיא = null𝑇⊕ range𝑇לכל𝑇 ∈ ℒ(𝑉).הנקסמה,תאזלכב

.ישומישףילחתתווהלהלוכיהאבה

8.4𝑉לשרשיהםוכסהnull𝑇dim 𝑉־וrange𝑇dim 𝑉

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉).יזא

𝑉 = null𝑇dim 𝑉 ⊕ range𝑇dim 𝑉.

𝑛יהיהחכוה = dim𝑉.יכהארנתישאר

8.5 (null𝑇𝑛) ∩ (range𝑇𝑛) = {0}.
𝑣־שחיננ ∈ (null𝑇𝑛) ∩ (range𝑇𝑛).יזא𝑇𝑛𝑣 = 𝑢םייק,ףסונבו,0 ∈ 𝑉־שךכ

𝑣 = 𝑇𝑛𝑢.תלעפה𝑇𝑛־שהארמהנורחאההאוושמהיפגאינשלע𝑇𝑛𝑣 = 𝑇2𝑛𝑢.ןכל

𝑇2𝑛𝑢 = 𝑇𝑛𝑢־שררוגשהמ,0 = 𝑣ךכיפל.)8.3יפל(0 = 𝑇𝑛𝑢 = המלשוהךכבו,0

.8.5תחכוה

null𝑇𝑛־שררוג8.5,תעכ + range𝑇𝑛ףסונב.)1.46יפל(רשיםוכס,

dim(null𝑇𝑛 ⊕ range𝑇𝑛) = dim null𝑇𝑛 + dim range𝑇𝑛 = dim𝑉,
לשידוסיהטפשמהמעבונינשהןויוושהו3.94־מעבונליעלןושארהןויוושהרשאכ

null𝑇𝑛־שתררוגליעלהאוושמה.)3.21(תויראינילהתוקתעהה ⊕ range𝑇𝑛 = 𝑉)ואר

.וניצרשיפכ,)2.39

.19ליגרתואר,ליעלהנקסמהרופישל

𝐅3:המגוד8.6 = null𝑇3 ⊕ range𝑇3רובע𝑇 ∈ ℒ(𝐅3)

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝐅3)ידילערדגומ

𝑇(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3) = (4𝑧2, 0, 5𝑧3).
null𝑇יזא = {(𝑧1, 0, 0) ∶ 𝑧1 ∈ 𝐅}־וrange𝑇 = {(𝑧1, 0, 𝑧3) ∶ 𝑧1, 𝑧3 ∈ 𝐅}.ךכיפל
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null𝑇 ∩ range𝑇 ≠ null𝑇ןכל.{0} + range𝑇יכבלםישנ,ףסונב.רשיםוכסוניא

null𝑇 + range𝑇 ≠ 𝐅3.םייקתמ,תאזלכב𝑇3(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3) = (0, 0, 125𝑧3).ונאךכיפל

־שםיאור

null𝑇3 = {(𝑧1, 𝑧2, 0) ∶ 𝑧1, 𝑧2 ∈ 𝐅} םגו range𝑇3 = {(0, 0, 𝑧3) ∶ 𝑧3 ∈ 𝐅}.
=𝐅3ןכל null𝑇3 ⊕ range𝑇3,8.4יפלהפוצמכ.

םיללכומםיימצעםירוטקו

ראתללכונשידכקיפסמוניאםהלשםיימצעהםירוטקווהרפסמשםירוטרפואםימייק

םיימצעםירוטקוגשומהתאגיצנוזהדיחי־תתבךכיפל.אלמןפואבםתלועפתא

.רוטרפואההנבמרואיתבישארדיקפתאלמירשא,םיללכומ

רואיתתלאשתאןחבנהבה,םיימצעםירוטקוומרתוילםיקוקזונאעודמןיבהלידכ

𝑇עַבֵּקַנְ.םירומשבחרמ־יתתלולשםוחתהקוריפתועצמאברוטרפואה ∈ ℒ(𝑉).ונא

רשיםוכסתועצמאב״דמחנ״קוריפתאיצמידילע𝑇תאראתלםישקבמ

𝑉 = 𝑉1 ⊕ ⋯ ⊕ 𝑉𝑛,

םינושהםירומשהבחרמה־יתת.𝑇תחת𝑉לשרומשבחרמ־תתאוה𝑉𝑘לכרשאכ

ובשליעלאבומההזומכקוריפ.םיידממ־דחהםהםיירשפאהרתויבםיטושפהספאמ

־לשיםא־קרו־םאירשפאאוה𝑇תחתרומשה𝑉לשידממ־דחבחרמ־תתאוה𝑉𝑘לכ

𝑉לשםיימצעםירוטקוומבכרומהסיסב𝑇)ןתינםא־קרו־םאהרוקרבדה.)5.55ואר

םיימצעםיבחרמל𝑉תאקרפל

8.7 𝑉 = 𝐸(𝜆1,𝑇) ⊕ ⋯ ⊕ 𝐸(𝜆𝑚,𝑇),

…,𝜆1רשאכ , 𝜆𝑚לשםינושהםיימצעהםיכרעהםה𝑇)5.55ואר(.

יזא,תימינפהלפכמבחרמ𝑉םאשהארהםדוקהקרפבילרטקפסהקוריפהטפשמ

𝐅םאומצעלדומצהרוטרפואלכלםייקתמ8.7תרוצבקוריפ = 𝐑רוטרפואלכלו

𝐅םאילמרונ = 𝐂םיימצעםירוטקוקיפסמשיולאםיגוסמםירוטרפואלשרחאמ

.)7.31־ו7.29ואר(𝑉לשסיסבתריציל

,רתויםייללכםירוטרפוארובעםייקתיאל8.7תרוצבקוריפשןכתיי,תאזלכב

ולןיאש,5.57־ברוטרפואהידילעהנתינהמגוד.בכורמירוטקובחרמלעמוליפא

םיבחרמוםיללכומםיימצעםירוטקו.םייקתי8.7־שךכםיימצעםירוטקוקיפסמ

.הזבצמונקתי,תעכריכנםתואש,םיללכומםיימצע

ללכומימצערוטקו:הרדגה8.8

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉)־ו𝜆לשימצעךרעאוה𝑇.רוטקו𝑣 ∈ 𝑉ימצערוטקוארקנ

𝑣םא𝜆־לךיישה𝑇לשללכומ ≠ םגו0

(𝑇 − 𝜆𝐼)𝑘𝑣 = 0
.והשלכיבויחםלשרפסמ𝑘רובע
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םירדגומםניאםיללכומםיימצעםיכרע

.תושדחתונבותלליבותאלםתרדגהשרחאמ

𝑇)םא:הביס − 𝜆𝐼)𝑘יכרע־דח־דחוניא

𝑇−𝜆𝐼יזא,והשלכיבויחםלשרפסמ𝑘רובע
.𝑇לשימצעךרע𝜆ןכלו,יכרע־דח־דחוניא

𝑣ספאמהנושהרוטקו ∈ 𝑉רוטקואוה

םא־קרו־םא𝜆־לךיישה𝑇לשללכומימצע

(𝑇 − 𝜆𝐼)dim 𝑉𝑣 = 0,
רוטרפואהלע8.3־ו8.1תלעפהמעבונשיפכ

𝑇 − 𝜆𝐼.

בחרמלעמרוטרפואלשןכתיי,עודיכ

האבההנקסמה.םוחתהלשסיסבתריצילםיימצעםירוטקוידויהיאלבכורמירוטקו

.ךכךרוצלםיללכומםיימצעםירוטקוקיפסמשיבכורמירוטקובחרמלעמשהארמ

םיללכומםיימצעםירוטקולשסיסב8.9

𝐅־שחיננ = 𝐂־ו𝑇 ∈ ℒ(𝑉).לשסיסבםייקיזא𝑉םיימצעםירוטקוומבכרומה

.𝑇לשםיללכומ

𝑛יהיהחכוה = dim𝑉.לעהיצקודניאבשמתשנ𝑛.האצותהשבלםישנ,הליחת

𝑛םאתמייקתמהיוצרה = רוטקואוה𝑉־בספאמהנושהרוטקולכזאשרחאמ1

.𝑇לשימצע

־שהחנהבםישמתשמונאובשבלשההז

𝐅 = 𝐂,םאשרחאמ𝐅 = 𝐑ןכתיייזא

.ללכםיימצעםיכרעויהיאל𝑇־לש

𝑛־שחיננתעכ > היוצרההאצותהו1

ןטקודממשירוטקובחרמלכלתמייקתמ

8.4תלעפה.𝑇לשימצעךרע𝜆יהי.𝑛־מ

𝑇לע − 𝜆𝐼־שונלהארמ

𝑉 = null(𝑇 − 𝜆𝐼)𝑛 ⊕ range(𝑇 − 𝜆𝐼)𝑛.

null(𝑇םא − 𝜆𝐼)𝑛 = 𝑉,־בספאמהנושהרוטקולכיזא𝑉ללכומימצערוטקואוה

.𝑇לשםיללכומםיימצעםירוטקוומבכרומה𝑉לשסיסבםייקהזהרקמבךכיפלו,𝑇לש
null(𝑇־שחינהלםילוכיונאןכל − 𝜆𝐼)𝑛 ≠ 𝑉,־שררוגשהמrange(𝑇 − 𝜆𝐼)𝑛 ≠ {0}.

null(𝑇,ףסונב − 𝜆𝐼)𝑛 ≠ םייקתמךכיפל.𝑇לשימצעךרעאוה𝜆־שרחאמ,{0}

0 < dim range(𝑇 − 𝜆𝐼)𝑛 < 𝑛.
range(𝑇,ןכלערתי − 𝜆𝐼)𝑛תחתרומש𝑇]רשאכ5.18יפל𝑝(𝑧) = (𝑧 − 𝜆)𝑛[.יהי

𝑆 ∈ ℒ(range(𝑇 − 𝜆𝐼)𝑛)־להווש𝑇־לםצמוצמrange(𝑇 − 𝜆𝐼)𝑛.היצקודניאהתחנה

range(𝑇לשסיסבונשייכתררוג𝑆רוטרפואהלעתלחומהונלש − 𝜆𝐼)𝑛בכרומה

.𝑇לשםיללכומםיימצעםירוטקויאדוובםהש,𝑆לשםיללכומםיימצעםירוטקוומ
range(𝑇לשהזסיסבףוריצ − 𝜆𝐼)𝑛לשסיסבלnull(𝑇 − 𝜆𝐼)𝑛לשסיסבונלןתונ𝑉
.𝑇לשםיללכומםיימצעםירוטקוומבכרומה

𝐅םא = 𝐑־וdim𝑉 > םייקיכהנוכתה𝑉לעמםימיוסמםירוטרפואליזא,1

הממהנושב(וליאו,רוטרפואהלשםיללכומםיימצעםירוטקוומבכרומה𝑉לשסיסב

𝐅רשאכהרוקש = 𝐂(יאנתרובע11ליגרתואר.וזהנוכתןיאםירחאםירוטרפואל

.וזהנוכתשירוטרפואלםאהעבוקהקיפסמויחרכה

רלסקאןודלש:רבחמ,תיעיברהרודהמ,רשיהךרדבתיראינילהרבגלא
Linear Algebra Done Right, fourth edition, by Sheldon Axler



םיבכורמםיירוטקוםיבחרמלעמםירוטרפואחקרפ302

𝐂3לעמרוטרפואלשםיללכומםיימצעםירוטקו:המגוד8.10

𝑇רידגנ ∈ ℒ(𝐂3)ידילע

𝑇(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3) = (4𝑧2, 0, 5𝑧3)
,𝑧1)לכל 𝑧2, 𝑧3) ∈ 𝐂3.םיכרעהשונלהארמימצעךרעתרדגהביתרגששומיש

ימצעהךרעלםיכיישהםיימצעהםירוטקווה,ןכלערתי.5־ו0םה𝑇לשםיימצעה

,𝑧1)הרוצהמספאמםינושהםירוטקווהםה0 0, םיכיישהםיימצעהםירוטקווהו,(0

,0)הרוצהמספאמםינושהםירוטקווהםה5ימצעהךרעל 0, 𝑧3).הזרוטרפואלןכל

.𝐂3ומוחתתסירפלםיימצעםירוטקוקיפסמןיא

,𝑇3(𝑧1יכאצמנבושיחתלועפב 𝑧2, 𝑧3) = (0, 0, 125𝑧3).םיררוג8.3־ו8.1ךכיפל

םינושהםירוטקווהםה0ימצעהךרעלםיכיישה𝑇לשםיללכומהםיימצעהםירוטקווהש

,𝑧1)הרוצהמספאמ 𝑧2, 0).

𝑇)־שלבקנ,ףסונב − 5𝐼)3(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3) = (−125𝑧1 + 300𝑧2,−125𝑧2, ךכיפל.(0

םינושהםירוטקווהםה5ימצעהךרעלםיכיישה𝑇לשםיללכומהםיימצעהםירוטקווה

,0)הרוצהמספאמ 0, 𝑧3).

אוה𝐂3לשיטרדנטסהסיסבהירוטקוומרוטקולכיכםיאורונאליעלתואקספהמ

םיימצעםירוטקוומבכרומהסיסב𝐂3־לשיטלחהבךכיפל.𝑇לשללכומימצערוטקו

.8.9ידילעונלחטבוהשיפכ,𝑇לשםיללכומ

𝑇לשימצערוטקואוה𝑣םא ∈ ℒ(𝑉),ךיישהימצעהךרעהיזא𝜆ןפואבעבקנ

𝑇𝑣האוושמהידילעדיחי = 𝜆𝑣,קרםייקללוכיהתואש𝜆 ∈ 𝐅ירהש(דיחי𝑣 ≠ 0(.

האוושמהשוילאמןבומהזןיאיזא,𝑇לשללכומימצערוטקו𝑣םא,תאזתמועל

(𝑇 − 𝜆𝐼)dim 𝑉𝑣 = 𝜆ידילעםייקתהלהלוכי0 ∈ 𝐅האבההנקסמה,ברהונלזמל.דיחי

.וזהלאשלעגונבהגאדלהביסןיאיכתעבוק

דיחיימצעךרעלךיישללכומימצערוטקו8.11

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉).לשללכומימצערוטקולכיזא𝑇דבלבדחאימצעךרעלךייש

.𝑇לש

𝑣־שחיננהחכוה ∈ 𝑉לשללכומימצערוטקו𝑇םיימצעהםיכרעלךיישה𝛼־ו𝜆לש

𝑇.יהי𝑚־שךכרתויבןטקהיבויחהםלשהרפסמה(𝑇 −𝛼𝐼)𝑚𝑣 = 𝑛יהי.0 = dim𝑉.

יזא

0 = (𝑇 − 𝜆𝐼)𝑛𝑣
= ((𝑇 − 𝛼𝐼) + (𝛼 − 𝜆)𝐼)𝑛𝑣

=
𝑛
∑
𝑘=0

𝑏𝑘(𝛼 − 𝜆)𝑛−𝑘(𝑇 − 𝛼𝐼)𝑘𝑣,

𝑏0רשאכ = תלעפה.םייטנוולרםניא𝑏𝑘םירחאהםוניבהימדקמלשםיכרעהו1

𝑇)רוטרפואה − 𝛼𝐼)𝑚−1תנתונליעלהאוושמהיפגאינשלע

0 = (𝛼 − 𝜆)𝑛(𝑇 − 𝛼𝐼)𝑚−1𝑣.
𝑇)־שרחאמ − 𝛼𝐼)𝑚−1𝑣 ≠ 𝛼־שתררוגליעלהאוושמה,0 = 𝜆,וניצרשיפכ.
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יתלבםהםינושםיימצעםיכרעלםיכיישהםיימצעםירוטקויכ)5.11(ליעלוניאר

םע,םיללכומםיימצעםירוטקוולעגונבהמודהנקסמחיכונתעכ.תיראינילםייולת

.איהההנקסמהלשהחכוההתינבתלםיוסמןפואבהמודההחכוה

תיראינילםייולתיתלבםיללכומםיימצעםירוטקו8.12

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉).לשםיללכומםיימצעםירוטקולשהמישרלכיזא𝑇םיכיישה

.תיראינילהיולתיתלבאיה𝑇לשםינושםיימצעםיכרעל

ןטקיבויחםלשרפסמםייקיזא.תמייקתמהניאהיוצרההאצותהשחיננהחכוה

…,𝑣1תיראינילהיולתהמישרתמייקשךכ𝑚רתויב , 𝑣𝑚םיללכומםיימצעםירוטקולש

…,𝜆1םינושםיימצעםיכרעלםיכיישה𝑇לש , 𝜆𝑚לש𝑇)־שבלומיש𝑚 ≥ רחאמ2

…,𝑎1םימייקךכיפל.)ספאמהנוש,הרדגהיפל,אוהללכומימצערוטקווש , 𝑎𝑚 ∈ 𝐅,

־שךכ,)𝑚לשתוילמינימהרואל(0וניאםהמדחאףאש

𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑣𝑚 = 0.
𝑛יהי = dim𝑉.ליעפנ(𝑇 − 𝜆𝑚𝐼)𝑛לבקנוליעלהאוושמהיפגאינשלע

8.13 𝑎1(𝑇 − 𝜆𝑚𝐼)𝑛𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑚−1(𝑇 − 𝜆𝑚𝐼)𝑛𝑣𝑚−1 = 0.
𝑘־שחיננ ∈ {1,… ,𝑚 − יזא.{1

(𝑇 − 𝜆𝑚𝐼)𝑛𝑣𝑘 ≠ 0
,𝜆𝑚־ו𝜆𝑘םינושהםיימצעהםיכרעלךיישה𝑇לשללכומימצערוטקוהיהי𝑣𝑘תרחא

,תאזםע.8.11־להריתסבדומעישהמ

(𝑇 − 𝜆𝑘𝐼)𝑛((𝑇 − 𝜆𝑚𝐼)𝑛𝑣𝑘) = (𝑇 − 𝜆𝑚𝐼)𝑛((𝑇 − 𝜆𝑘𝐼)𝑛𝑣𝑘) = 0.
𝑇)יכתוארמונגצהשתונורחאהתואוושמהיתשךכיפל − 𝜆𝑚𝐼)𝑛𝑣𝑘ימצערוטקו

ןכל.𝜆𝑘ימצעךרעלךיישה𝑇לשללכומ

(𝑇 − 𝜆𝑚𝐼)𝑛𝑣1,… , (𝑇 − 𝜆𝑚𝐼)𝑛𝑣𝑚−1

םיכרעלםיכיישהםיללכומםיימצעםירוטקו𝑚−1לש)8.13יפל(תיראינילהיולתהמישר

.החכוההתאונמלשהוזהריתסםעו.𝑚לשתוילמינימלהריתסב,םינושםיימצע

םייטנטופלינםירוטרפוא

יטנטופלינ:הרדגה8.14

.0הוושולשיהשלכהקזחםאיטנטופלינארקנרוטרפוא

𝑇רוטרפואךכיפל ∈ ℒ(𝑉)ספאמהנושהרוטקולכםא־קרו־םאיטנטופלינאוה

.0ימצעהךרעלךיישה𝑇לשללכומימצערוטקואוה𝑉־ב
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םייטנטופלינםירוטרפוא:המגוד8.15

𝑇רוטרפואה.א ∈ ℒ(𝐅4)ידילערדגומה

𝑇(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4) = (0, 0, 𝑧1, 𝑧2)
𝑇2־שרחאמיטנטופלינאוה = 0.

איה)יטרדנטסהסיסבלסחיב(ולשהצירטמהש𝐅3לעמרוטרפואה.ב

⎛⎜⎜⎜
⎝

−3 9 0
−7 9 6
4 0 −6

⎞⎟⎟⎟
⎠

שולשתקזחבליעלהצירטמהתאהלענרשאכתוארלןתינשיפכ,יטנטופלינאוה

.ספאהתצירטמתאלבקנו

𝑚)־התרזגנהשרחאמיטנטופלינאוה𝒫𝑚(𝐑)לעמהריזגהרוטרפוא.ג + לכלש(1

ונילע,𝑚+1דמממהזבחרמלעמשבלומיש.0הוושרתויהלכל𝑚הלעממםונילופ

𝑚תקזחביטנטופלינהרוטרפואהתאתולעהל + .ספאהרוטרפואתאלבקלידכ1

;ספאואקירִהתועמשמתיניטלבלינ

.)הקָזְחֶ(המצועהתועמשמתיניטלבסנטופ

יטנטופלינלשתילולימהתועמשמהךכיפל

.ספאאיהשהקזחלשהמויקאיה

םילעמרשאכשהארמהאבההנקסמה

אלםלועל,הקזחביטנטופלינרוטרפוא

דמממרתויההובגהקזחבתולעהלקקדזנ

ואר,רתויהקזחטעמהנקסמל.בחרמה

.18ליגרת

0אוהםוחתהדממתקזחבהלעומהיטנטופלינרוטרפוא8.16

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉)יזא.יטנטופלינ𝑇dim 𝑉 = 0.

𝑇𝑘־שךכ𝑘יבויחםלשרפסמםייק,יטנטופלינ𝑇־שרחאמהחכוה = ךכיפל.0

null𝑇𝑘 = 𝑉.־שעבונ8.3־ו8.1־מ,תעכnull𝑇dim 𝑉 = 𝑉.ךכיפל𝑇dim 𝑉 = 0.

יטנטופלינרוטרפואלשםיימצעםיכרע8.17

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉).

.םיפסונםיימצעםיכרע𝑇־לןיאו𝑇לשימצעךרעאוה0יזא,יטנטופלינ𝑇םא.א

𝐅םא.ב = 𝐂לשדיחיהימצעהךרעהאוה0־ו𝑇,יזא𝑇יטנטופלינ.

החכוה

𝑇𝑚־שךכיבויחםלשרפסמ𝑚םייקןכל.יטנטופלינ𝑇־שחיננ,)א(תחכוהל.א = 0.

.𝑇לשימצעךרעאוה0ךכיפל.יכרע־דח־דחוניא𝑇־שעבונןאכמ
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יזא.𝑇לשימצעךרע𝜆־שחיננ,םיפסונםיימצעםיכרע𝑇־לןיאיכתוארהלידכ

𝑣רוטקוםייק ∈ 𝑉־שךכספאמהנושה

𝜆𝑣 = 𝑇𝑣.
יכונלהארמוזהאוושמיפגאינשלע𝑇לשתינשנותרזוחהלעפה

𝜆𝑚𝑣 = 𝑇𝑚𝑣 = 0.
𝜆ךכיפל = .וניצרשיפכ,0

𝐅־שחיננ.ב = 𝐂לשדיחיהימצעהךרעה0־ו𝑇.ילמינימהםונילופה,)ב(5.27יפל

𝑇𝑚ךכיפל.והשלכיבויחםלשרפסמ𝑚רובע𝑧𝑚־להווש𝑇לש = 𝑇ןכל.0
.יטנטופלינ

־שהחנההלערתוולןתינאל,ליעלהנקסמהלש)ב(ףיעסביכהארמ23ליגרת

𝐅 = 𝐂.

לשהצירטמהשךכ𝑉לשסיסבאוצמלםיניינועמונא,𝑉לעמרוטרפואןתניהב

םיספאליכתהצירטמהשרמולכ,רשפאהלככהטושפהיהתהזסיסבלסחיברוטרפואה

ךכ𝑉לשסיסברוחבללכוניזא,יטנטופלינ𝑇םאשהארמהאבההנקסמה.םיבר

קרפךשמהב.םיספאויהיהזסיסבלסחיב𝑇לשהצירטמהירביאתיצחממרתויבש

.וזמרתויתובוטתואצותגיצנהז

יטנטופלינרוטרפואלשהנוילעתישלושמהצירטמוילמינימםונילופ8.18

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉).םילוקשםיאבהםיאנתהיזא.

.יטנטופלינ𝑇.א

.והשלכיבויחםלשרפסמ𝑚רובע𝑧𝑚אוה𝑇לשילמינימהםונילופה.ב

הרוצהמאיה𝑇לשהצירטמהוילאסחיברשא𝑉לשסיסבםייק.ג

⎛⎜⎜⎜
⎝

0 ∗
⋱

0 0

⎞⎟⎟⎟
⎠

,

.0םיוושויתחתמוןוסכלאהלעםירביאהלכרשאכ

יבויחםלשרפסמ𝑛םייקךכיפל.יטנטופלינ𝑇ןכלו,םייקתמ)א(יכחיננהחכוה

𝑇𝑛־שךכ = לשילמינימהםונילופהלשםונילופתלופכ𝑧𝑛־שתררוג5.29תעכ.0

𝑇.לשילמינימהםונילופהךכיפל𝑇אוה𝑧𝑚רובע𝑚ךכבו,והשלכיבויחםלשרפסמ

.)ב(תאררוג)א(יכונחכוה

רפסמ𝑚רובע𝑧𝑚אוה𝑇לשילמינימהםונילופהןכלו,םייקתמ)ב(יכחיננתעכ

אוה)𝑧𝑚לשדיחיהשרושהאוהש(0יכ,)א(5.27יפל,עבונןאכמ.והשלכיבויחםלש

רשא𝑉לשסיסבונשיש,5.44יפל,עבונןאכמ,וזמהרתי.𝑇לשדיחיהימצעהךרעה

לכש,5.41יפל,עבונןאכמ,ןכומכ.הנוילעתישלושמ𝑇לשהצירטמהוילאסחיב

.)ג(תאררוג)ב(יכונחכוהךכבו,0םהוזהצירטמלשןוסכלאהלעםירביאה

𝑇dim־שררוג5.40יזא.םייקתמ)ג(יכחיננתעכ 𝑉 = ךכבויטנטופלינ𝑇ךכיפל.0
.)א(תאררוג)ג(יכונחכוה
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1חםיליגרת

𝑇־שחיננ1 ∈ ℒ(𝑉).םאיכוחיכוהdim null𝑇4 = dim־ו8 null𝑇6 = יזא,9

dim null𝑇𝑚 = 𝑚םימלשהםירפסמהלכל9 ≥ 5.

𝑇־שחיננ2 ∈ ℒ(𝑉), 𝑚יבויחםלשרפסמ,𝑣 ∈ 𝑉,־ו𝑇𝑚−1𝑣 ≠ 𝑇𝑚𝑣ךא0 = 0.

…,𝑣,𝑇𝑣,𝑇2𝑣יכוחיכוה ,𝑇𝑚−1𝑣תיראינילהיולתיתלב.

.הזליגרתבהאצותבשומישהשוע8.45תחכוה

𝑇־שחיננ3 ∈ ℒ(𝑉).יכוחיכוה

𝑉 = null𝑇 ⊕ range𝑇 ⟺ null𝑇2 = null𝑇.

𝑇־שחיננ4 ∈ ℒ(𝑉), 𝜆 ∈ 𝐅,־ו𝑚ילמינימהםונילופהשךכיבויחםלשרפסמ

𝑧)לשםונילופתלופכאוה𝑇לש − 𝜆)𝑚.יכוחיכוה

dim null(𝑇 − 𝜆𝐼)𝑚 ≥ 𝑚.

𝑇־שחיננ5 ∈ ℒ(𝑉)־ו𝑚יכוחיכוה.יבויחםלשרפסמ

dim null𝑇𝑚 ≤ 𝑚 dim null𝑇.
.ןורתפבעייסללכוי2גהדיחיב21ליגרת:זמר

𝑇־שחיננ6 ∈ ℒ(𝑉).יכוארה

𝑉 = range𝑇0 ⊇ range𝑇1 ⊇ ⋯ ⊇ range𝑇𝑘 ⊇ range𝑇𝑘+1 ⊇ ⋯ .

𝑇־שחיננ7 ∈ ℒ(𝑉)־ו𝑚־שךכילילש־יאםלשרפסמ

range𝑇𝑚 = range𝑇𝑚+1.
range𝑇𝑘יכוחיכוה = range𝑇𝑚לכל𝑘 > 𝑚.

𝑇־שחיננ8 ∈ ℒ(𝑉).יכוחיכוה

range𝑇dim 𝑉 = range𝑇dim 𝑉+1 = range𝑇dim 𝑉+2 = ⋯ .

𝑇־שחיננ9 ∈ ℒ(𝑉)־ו𝑚יכוחיכוה.ילילש־יאםלשרפסמ

null𝑇𝑚 = null𝑇𝑚+1 ⟺ range𝑇𝑚 = range𝑇𝑚+1.

𝑇רידגנ10 ∈ ℒ(𝐂2)ידילע𝑇(𝑤, 𝑧) = (𝑧, םיימצעהםירוטקווהלכתאואצמ.(0

.𝑇לשםיללכומה

𝑇־שחיננ11 ∈ ℒ(𝑉).לשסיסבםייקיכוחיכוה𝑉םיימצעםירוטקוומבכרומה

⋯(𝑧−𝜆1)־להווש𝑇לשילמינימהםונילופהםא־קרו־םא𝑇לשםיללכומ (𝑧−𝜆𝑚)
…,𝜆1רובע , 𝜆𝑚 ∈ 𝐅םהשלכ.

𝐅־שחיננ = 𝐑הרקמהשרחאמ𝐅 = 𝐂8.9־ו)ב(5.27־מעבונ.

םיימצעםירוטקוומבכרומה𝑉לשסיסבלשומויקליאנתהיכעבוקהזליגרת

הצירטמ𝑇־לשיוילאסחיברשאסיסבלשומויקליאנתלההזאוה𝑇לשםיללכומ

.)5.44ואר(הנוילעתישלושמ

…,𝑣1סיסבלסחיבהנוילעתישלושמהצירטמ𝑇־לשיםא:הרהזא , 𝑣𝑛לש𝑉,
…,𝑣2יכחרכהבעובקללכונאלךא𝑇לשימצערוטקואוה𝑣1יזא , 𝑣𝑛םהםג

.𝑇לשםיללכומםיימצעםירוטקו
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𝑇־שחיננ12 ∈ ℒ(𝑉)־בספאמהנושהרוטקולכשךכ𝑉ללכומימצערוטקואוה

𝜆םייקיכוחיכוה.𝑇לש ∈ 𝐅־שךכ𝑇 − 𝜆𝐼יטנטופלינ.

𝑆,𝑇־שחיננ13 ∈ ℒ(𝑉)־ו𝑆𝑇יכוחיכוה.יטנטופלינ𝑇𝑆יטנטופלינ.

𝑇־שחיננ14 ∈ ℒ(𝑉)־ויטנטופלינ𝑇 ≠ .ןיסכלוניא𝑇יכוחיכוה.0

𝐅־שחיננ15 = 𝐂־ו𝑇 ∈ ℒ(𝑉).יכוחיכוה𝑇ימצערוטקולכםא־קרו־םאןיסכל

.𝑇לשימצערוטקואוה𝑇לשללכומ
𝐅רובע = 𝐂,־בתוניסכלרובעםיאנתהתמישרלתפסונתוליקשףיסומהזליגרת

5.55.

ךכירוטקובחרמותואלעמ𝑆,𝑇םייטנטופלינםירוטרפואלשהמגודואיבה.א16

𝑆־מדחאףאש + 𝑇־ו𝑆𝑇יטנטופלינוניא.

𝑆,𝑇־שחיננ.ב ∈ ℒ(𝑉)־וםייטנטופלינ𝑆𝑇 = 𝑇𝑆.יכוחיכוה𝑆 + 𝑇־ו𝑆𝑇
.םייטנטופלינ

𝑇־שחיננ17 ∈ ℒ(𝑉)־ויטנטופלינ𝑚־שךכיבויחםלשרפסמ𝑇𝑚 = 0.

𝐼יכוחיכוה.א − 𝑇יכוךיפה(𝐼 − 𝑇)−1 = 𝐼 + 𝑇 + ⋯ + 𝑇𝑚−1.

.ליעלהחסונהתאםישחנמםתייהדציכוריבסה.ב

𝑇־שחיננ18 ∈ ℒ(𝑉)יכוחיכוה.יטנטופלינ𝑇1+dim range 𝑇 = 0.

dimםא range𝑇 < dim𝑉 − .8.16תארפשמהזליגרתיזא,1

𝑇־שחיננ19 ∈ ℒ(𝑉)יכוארה.יטנטופלינוניא

𝑉 = null𝑇dim 𝑉−1 ⊕ range𝑇dim 𝑉−1.
.8.4תארפשמהזליגרת,םייטנטופלינםניאשםירוטרפוארובע

𝑇־ותימינפהלפכמבחרמ𝑉־שחיננ20 ∈ ℒ(𝑉)יכוחיכוה.יטנטופלינוילמרונ

𝑇 = 0.

𝑇־שחיננ21 ∈ ℒ(𝑉)־שךכnull𝑇dim 𝑉−1 ≠ null𝑇dim 𝑉.יכוחיכוה𝑇יטנטופלינ
dimיכו null𝑇𝑘 = 𝑘לכל𝑘0רשאכ,םלשרפסמ ≤ 𝑘 ≤ dim𝑉.

𝑇־שחיננ22 ∈ ℒ(𝐂5)־שךכrange𝑇4 ≠ range𝑇5.יכוחיכוה𝑇יטנטופלינ.

אוה0־שךכיפוסדמממישממירוטקובחרמלעמ𝑇רוטרפואלשהמגודואיבה23

.יטנטופלינוניא𝑇ךא𝑇לשדיחיהימצעהךרעה

𝐅־שהחנההאללםייקתמוניא8.17־ב)ב(ףיעסשהארמהזליגרת = 𝐂.

לשהצירטמהשךכםוחתהבחרמלשסיסבואצמ,8.15המגודבףיעסלכל24

ידילעחטבומכהנוילעתישלושמאיההזסיסבלסחיביטנטופלינהרוטרפואה

.)ג(8.18

𝑇־ותימינפהלפכמבחרמ𝑉־שחיננ25 ∈ ℒ(𝑉)סיסבונשייכוארה.יטנטופלינ

חטבומכהנוילעתישלושמ𝑇לשהצירטמהוילאסחיברשא𝑉לשילמרונותרוא

.)ג(8.18ידילע
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םיללכומםיימצעםיבחרמלקוריפ2ח

םיללכומםיימצעםיבחרמ

𝐺(𝜆,𝑇),ללכומימצעבחרמ:הרדגה8.19

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉)־ו𝜆 ∈ 𝐅.לשללכומהימצעהבחרמה𝑇־לךיישה𝜆,ןמוסמו
ידילערדגומ,𝐺(𝜆,𝑇)ידילע

𝐺(𝜆,𝑇) = {𝑣 ∈ 𝑉 ∶ (𝑇 − 𝜆𝐼)𝑘𝑣 = 0, 𝑘והשלכיבויחםלש }.
,𝜆־לםיכיישה𝑇לשםיללכומהםיימצעהםירוטקווהתצובקאוה𝐺(𝜆,𝑇)ךכיפל
.ספאהרוטקוםעדחי

𝑘וביצה(𝑇לשללכומימצערוטקואוה𝑇לשימצערוטקולכשרחאמ = הרדגהב1

םילימב.םיאתמהללכומהימצעהבחרמבלכומימצעבחרמלכ,)ללכומימצערוטקולש

𝑇םא,תורחא ∈ ℒ(𝑉)־ו𝜆 ∈ 𝐅,יזא𝐸(𝜆,𝑇) ⊆ 𝐺(𝜆,𝑇).

𝑇םאשתררוגהאבההנקסמה ∈ ℒ(𝑉)־ו𝜆 ∈ 𝐅,ללכומהימצעהבחרמהיזא

𝐺(𝜆,𝑇)לשבחרמ־תתאוה𝑉)לעמתיראינילהקתעהלכלשספאהבחרמשרחאמ

𝑉לשבחרמ־תתאוה𝑉(.

םיללכומםיימצעםיבחרמלשרואית8.20

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉)־ו𝜆 ∈ 𝐅.יזא𝐺(𝜆,𝑇) = null(𝑇 − 𝜆𝐼)dim 𝑉.

𝑣־שחיננהחכוה ∈ null(𝑇 − 𝜆𝐼)dim 𝑉.־שעבונתורדגההמ𝑣 ∈ 𝐺(𝜆,𝑇).ךכיפל

𝐺(𝜆,𝑇) ⊇ null(𝑇 − 𝜆𝐼)dim 𝑉.

𝑣־שחיננ,ךופההןוויכב ∈ 𝐺(𝜆,𝑇).יבויחםלשרפסמםייקךכיפל𝑘ךכ

𝑣־ש ∈ null(𝑇 − 𝜆𝐼)𝑘.תבצהםע(8.3־ו8.1־מ𝑇 − 𝜆𝐼םוקמב𝑇(,עבונ

𝑣־ש ∈ null(𝑇 − 𝜆𝐼)dim 𝑉.ךכיפל𝐺(𝜆,𝑇) ⊆ null(𝑇 − 𝜆𝐼)dim 𝑉,המלשוהךכבו

.החכוהה

𝐂3לעמרוטרפואלשםיללכומםיימצעםיבחרמ:המגוד8.21

𝑇רידגנ ∈ ℒ(𝐂3)ידילע

𝑇(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3) = (4𝑧2, 0, 5𝑧3).

תוצובקתאונאצמו,5־ו0םה𝑇לשםיימצעהםיכרעהשוניאר,8.10המגודב

םעולאתוצובקלשדוחיאהתאחקינ.םהלםיכיישהםיללכומהםיימצעהםירוטקווה

לבקנו{0}

𝐺(0,𝑇) = {(𝑧1, 𝑧2, 0) ∶ 𝑧1, 𝑧2 ∈ 𝐂} םגו 𝐺(5,𝑇) = {(0, 0, 𝑧3) ∶ 𝑧3 ∈ 𝐂}.

=𝐂3־שבלומיש 𝐺(0,𝑇) ⊕ 𝐺(5,𝑇).
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םיללכומהםיימצעהםיבחרמהלשרשיהםוכסהאוה𝐂3םוחתהבחרמ,8.21המגודב

ןפואבתמייקתמוזהעפותשהארמהאבההנקסמה.איהההמגודב𝑇רוטרפואהלש

𝐅םאשהארמהאבהתיזכרמההנקסמה,קוידרתיל.יללכ = 𝐂־ו𝑇 ∈ ℒ(𝑉),יזא

𝑉לשםיללכומהםיימצעהםיבחרמהלשרשיהםוכסהאוה𝑇,םהמדחאלכרשאכ

רוטרפואלשרלקסתלופכתפסותביטנטופלינרוטרפואאוה𝑇וילעמו𝑇תחתרומש

םירומשבחרמ־יתתל𝑉קוריפלונתרטמתאהגישמהאבההנקסמהךכיפל.תוהזה

.העודי𝑇תוגהנתהםהילעמרשא
םיללכומםיימצעםיבחרמלעונדמלשהמףוריצמתעבונהחכוהה,הארנשיפכ

𝑇רוטרפואלכלהיפלשוזהנקסמבשומישןכמרחאלו ∈ ℒ(𝑉),לשסיסבםייק𝑉
.𝑇לשםיללכומםיימצעםירוטקוומבכרומה

םיללכומםיימצעםיבחרמלקוריפ8.22

𝐅־שחיננ = 𝐂־ו𝑇 ∈ ℒ(𝑉).ויהי𝜆1,… , 𝜆𝑚לשםינושהםיימצעהםיכרעה𝑇.
יזא

𝑘לכל𝑇תחתרומש𝐺(𝜆𝑘,𝑇).א = 1,… ,𝑚

𝑇).ב − 𝜆𝑘𝐼)|𝐺(𝜆𝑘,𝑇)לכליטנטופלינ𝑘 = 1,… ,𝑚

𝑉.ג = 𝐺(𝜆1,𝑇) ⊕ ⋯ ⊕ 𝐺(𝜆𝑚,𝑇).

החכוה

𝑘־שחיננ.א ∈ {1,… ,𝑚}.־שעבונ8.20־מיזא

𝐺(𝜆𝑘,𝑇) = null(𝑇 − 𝜆𝑘𝐼)dim 𝑉.
𝑝(𝑧)םע,5.18ךכיפל = (𝑧 − 𝜆𝑘)dim 𝑉,־שררוג𝐺(𝜆𝑘,𝑇)תחתרומש𝑇,ךכבו
.)א(תאונחכוה

𝑘־שחיננ.ב ∈ {1,… ,𝑚}.םא𝑣 ∈ 𝐺(𝜆𝑘,𝑇),יזא(𝑇 − 𝜆𝑘𝐼)dim 𝑉𝑣 = .)8.20יפל(0

𝑇))ךכיפל − 𝜆𝑘𝐼)|𝐺(𝜆𝑘,𝑇))
dim 𝑉 = 𝑇)ןכל.0 − 𝜆𝑘𝐼)|𝐺(𝜆𝑘,𝑇)ךכבו,יטנטופלינ

.)ב(תאונחכוה

𝐺(𝜆1,𝑇)יכתוארהלידכ.ג + ⋯ + 𝐺(𝜆𝑚,𝑇)־שחיננ,רשיםוכס

𝑣1 + ⋯ + 𝑣𝑚 = 0,
םיכיישה𝑇לשםיללכומםיימצעםירוטקוושרחאמ.𝐺(𝜆𝑘,𝑇)־ב𝑣𝑘לכרשאכ

𝑣𝑘לכשעבונןאכמ,)8.12יפל(תיראינילםייולתיתלבםינושםיימצעםיכרעל
𝐺(𝜆1,𝑇)ךכיפל.0הווש + ⋯ + 𝐺(𝜆𝑚,𝑇)1.45יפל(רשיםוכס(.

םיללכומםיימצעםירוטקולשיפוסםוכסכהביתכלןתינ𝑉־ברוטקולכ,םויסל

ךכיפל.)8.9יפל(𝑇לש

𝑉 = 𝐺(𝜆1,𝑇) ⊕ ⋯ ⊕ 𝐺(𝜆𝑚,𝑇),
.)ג(תאונחכוהךכבו

𝐅רשאכתיגולנאההנקסמל = 𝐑,8ליגרתואר.
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ימצעךרעלשיוביר

𝑇־ובכורמירוטקובחרמ𝑉םא ∈ ℒ(𝑉),לשקוריפהיזא𝑉קוריפהידילעןתינה

בחרמה־יתתידממ.המצוע־ברילככשמשללוכי)8.22(םיללכומםיימצעםיבחרמל

.האבההרדגהבםהלןתינה,ידועייםשתלבקלםיידםיבושחהזקוריפבםילולכה

יוביר:הרדגה8.23

𝑇־שחיננ• ∈ ℒ(𝑉).ימצעךרעלשיובירה𝜆לש𝑇בחרמהלשדממכרדגומ

.𝐺(𝜆,𝑇)םיאתמהללכומהימצעה

־להווש𝑇לש𝜆ימצעךרעלשיובירה,תורחאםילימב•

dim null(𝑇 − 𝜆𝐼)dim 𝑉.

𝐺(𝜆,𝑇)־שרחאמםייקתמליעלהרדגהבינשהףיעסה = null(𝑇 − 𝜆𝐼)dim 𝑉)ואר

8.20(.

רוטרפואלשימצעךרעלכלשיוביר:המגוד8.24

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝐂3)ידילערדגומ

𝑇(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3) = (6𝑧1 + 3𝑧2 + 4𝑧3, 6𝑧2 + 2𝑧3, 7𝑧3).
איה)יטרדנטסהסיסבלסחיב(𝑇לשהצירטמה

⎛⎜⎜⎜
⎝

6 3 4
0 6 2
0 0 7

⎞⎟⎟⎟
⎠
.

אדוולולכות.5.41־מעבונשיפכ,7־ו6ןוסכלאהירביאםה𝑇לשםיימצעהםיכרעה

:ןלהלדכםה𝑇לשםיללכומהםיימצעהםיבחרמהיכ

𝐺(6,𝑇) = span((1, 0, 0), (0, 1, 0)) םגו 𝐺(7,𝑇) = span((10, 2, 1)).

הוושימצעךרעלכלשיובירה,וזהמגודב

לעעיפומימצעהךרעהשםימעפהרפסמל

הנוילעתישלושמהצירטמלשןוסכלאה

וזתוגהנתה.רוטרפואהתאתגציימה

.8.31־בהארנשיפכ,דימתתשחרתמ

2אוה6ימצעהךרעהלשיובירהךכיפל
םוכסה.1אוה7ימצעהךרעהלשיובירהו

=𝐂3רשיה 𝐺(6,𝑇)⊕𝐺(7,𝑇)קוריפהאוה

לעחטבוהשיפכםיללכומםיימצעםיבחרמל

םירוטקוומבכרומה𝐂3לשסיסב.8.22ידי

ידילעחטבוהשיפכ,𝑇לשםיללכומםיימצע

,1)אוה,8.9 0, 0), (0, 1, 0), (10, 2, םירוטקוומבכרומה𝐂3לשסיסבםייקאל.(1

.הזרוטרפואלשםיימצע

דממאוהש,3הווש𝑇לשםיימצעהםיכרעהלשםייובירהםוכס,ליעלהמגודב

בחרמלעמםירוטרפואהלכלםייקתמרבדהשהארמהאבההנקסמה.𝑇לשםוחתה

.יפוסדמממבכורמירוטקו
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dim𝑉־להוושםייובירהלשםוכס8.25

𝐅־שחיננ = 𝐂־ו𝑇 ∈ ℒ(𝑉).לשםיימצעהםיכרעהלכלשםייובירהםוכסיזא

𝑇־להוושdim𝑉.

החסונהמו)8.22(םיללכומםיימצעםיבחרמלקוריפהמתעבונהיוצרההאצותההחכוה

.)3.94ואר(רשיםוכסלשדממהרובע

םתלקתנםא.ירטמואגיובירוירבגלאיובירםיחנומבםישמתשמהםירפסםנשי

יובירהוןאכרדגומהיובירלההזאוהירבגלאהיובירהיכבלומיש,ולאםיחנומב

𝑇םא,תורחאםילימב.םיאתמהימצעהבחרמהלשדממהאוהירטמואגה ∈ ℒ(𝑉)
יזא,𝑇לשימצעךרע𝜆־ו

𝜆 לשירבגלאיוביר = dim null(𝑇 − 𝜆𝐼)dim 𝑉 = dim𝐺(𝜆,𝑇),

𝜆 לשירטמואגיוביר = dim null(𝑇 − 𝜆𝐼) = dim𝐸(𝜆,𝑇).
דממכתירטמואגתועמשמףסונבשיירבגלאהיובירל,ליעלרדגוהשיפכ,יכבלומיש

הרדגההמרתויתיטנגלאאיהןאכהנתינשיובירלשהרדגהה.םיוסמספאבחרמלש

.תולוקשולאתורדגהשררוג9.62;תוטננימרטדתברעמהתיתרוסמה

𝑇,תימינפהלפכמבחרמ𝑉םא ∈ ℒ(𝑉)־ו,ילמרונ𝜆לשימצעךרע𝑇,יזא

ליגרתתלעפהמתוארלןתינשיפכ,𝜆לשירטמואגהיובירלהווש𝜆לשירבגלאהיובירה

𝑇ילמרונהרוטרפואהלע1זהדיחיב27 − 𝜆𝐼.םיירלוגניסהםיכרעה,דחוימהרקמכ

𝑆לש ∈ ℒ(𝑉,𝑊))ןאכ𝑉־ו𝑊םייולת)יפוסדמממתימינפהלפכמיבחרמםהינש

ומצעלדומצהרוטרפואהלשםיימצעהםיכרעהלש)ירטמואגהואירבגלאה(םייובירב

𝑆∗𝑆.

בכורמירוטקובחרמלעמרוטרפואלכלןקותמםונילופתכיישמהאבההרדגהה

.יפוסדמממ

ינייפואםונילופ:הרדגה8.26

𝐅־שחיננ = 𝐂־ו𝑇 ∈ ℒ(𝑉).־בןמסנ𝜆1,… , 𝜆𝑚םינושהםיימצעהםיכרעהתא

…,𝑑1םייובירהםע,𝑇לש , 𝑑𝑚.םונילופה

(𝑧 − 𝜆1)𝑑1 ⋯(𝑧 − 𝜆𝑚)𝑑𝑚

.𝑇לשינייפואהםונילופהארקנ

רוטרפואלשינייפואהםונילופה:המגוד8.27

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝐂3)לשםיימצעהםיכרעהשרחאמ.8.24המגודבומכרדגומ

𝑇לשינייפואהםונילופהיכםיאורונא,1יובירםע,7־ו,2יובירםע,6םה𝑇אוה

(𝑧 − 6)2(𝑧 − 7).
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ינייפואםונילופלשםישרושוהלעמ8.28

𝐅־שחיננ = 𝐂־ו𝑇 ∈ ℒ(𝑉).יזא

dim𝑉איה𝑇לשינייפואהםונילופהתלעמ.א

.𝑇לשםיימצעהםיכרעהםה𝑇לשינייפואהםונילופהלשםישרושה.ב

םונילופהתרדגה.)א(תאתררוג)8.25(םייובירהםוכסלעגונבונתנקסמהחכוה

.)ב(תאתררוגינייפואה

יתש(תוטננימרטדבשומישךותרדגומינייפואהםונילופהדומילהירפסבורב

הטושפתיתועמשמהדימבאיהש,ןאכתטקננההשיגה.)9.62יפלתולוקשתורדגהה

.ןוטלימה־ילייקטפשמלשהאבההדמחנההחכוההלאהליבומ,רתוי

ןוטלימה־ילייקטפשמ8.29

𝐅־שחיננ = 𝐂, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉),־ו𝑞לשינייפואהםונילופה𝑇.יזא𝑞(𝑇) = 0.

…,𝜆1ויהיהחכוה , 𝜆𝑚לשםינושהםיימצעהםיכרעה𝑇,יהיו𝑑𝑘 = dim𝐺(𝜆𝑘,𝑇).

𝑘לכל ∈ {1,… ,𝑚},יכםיעדויונא(𝑇 − 𝜆𝑘𝐼)|𝐺(𝜆𝑘,𝑇)םייקתמךכיפל.יטנטופלינ

השולשםסרפ)1895–1821(ילייקרותרא

ראותהתאםייסםרטהקיטמתמבםירמאמ

.ולשןושארה

(𝑇 − 𝜆𝑘𝐼)𝑑𝑘 |𝐺(𝜆𝑘,𝑇) = 0
𝑘לכל)8.16יפל( ∈ {1,… ,𝑚}.

םיללכומםיימצעםיבחרמלקוריפה

…,𝐺(𝜆1,𝑇)־בםירוטקולשםוכסאוה𝑉־ברוטקולכיכעבוק)8.22( ,𝐺(𝜆𝑚,𝑇).

𝑞(𝑇)יכחיכוהלידכךכיפל = 𝑞(𝑇)|𝐺(𝜆𝑘,𝑇)יכאוהתוארהלונילעשלכ,0 = .𝑘לכל0
𝑘עַבֵּקַנְ ∈ {1,… ,𝑚}לבקנו

𝑞(𝑇) = (𝑇 − 𝜆1𝐼)𝑑1 ⋯(𝑇 − 𝜆𝑚𝐼)𝑑𝑚.
זיזהלםילוכיונאשךכ,םייביטטומוקםלוכליעלהאוושמהלשינמיהףגאבםירוטרפואה

𝑇)םרוגהתא − 𝜆𝑘𝐼)𝑑𝑘־שרחאמ.ינמיהףגאביוטיבבןורחאהרביאההיהישךכ

(𝑇 − 𝜆𝑘𝐼)𝑑𝑘 |𝐺(𝜆𝑘,𝑇) = 𝑞(𝑇)|𝐺(𝜆𝑘,𝑇)םייקתמ,0 = .וניצרשיפכ,0

𝑇רוטרפואלשילמינימהםונילופהתלעמםאשתררוגהאבההנקסמה ∈ ℒ(𝑉)
יזא,)5.24ירחאשתואקספהואר—םירקמהלשעירכמהבורבהרוקשיפכ(dim𝑉איה

.𝑇לשילמינימהםונילופלהווש𝑇לשינייפואהםונילופה

ילמינימהםונילופהלשהלופכאוהינייפואהםונילופה8.30

𝐅־שחיננ = 𝐂־ו𝑇 ∈ ℒ(𝑉).לשינייפואהםונילופהיזא𝑇םונילופתלופכאוה

.𝑇לשילמינימהםונילופהלש

.5.29־ו)8.29(ןוטלימה־ילייקטפשממתורישיתעבונהיוצרההאצותההחכוה
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םירוטרפואהלכלתמייקתמ8.24המגודבתעצומההאצותהיכחיכוהללכונתעכ

.יפוסדמממםיבכורמםיירוטקוםיבחרמלעמ

ןוסכלאהלעםיעפומהרפסמלהוושימצעךרעלשיוביר8.31

𝐅־שחיננ = 𝐂־ו𝑇 ∈ ℒ(𝑉).־שחיננ𝑣1,… , 𝑣𝑛לשסיסב𝑉־שךכ

ℳ(𝑇, (𝑣1,… , 𝑣𝑛))ימצעךרעלכשםימעפהרפסמיזא.הנוילעתישלושמ𝜆
,ℳ(𝑇לשןוסכלאהלעעיפומ𝑇לש (𝑣1,… , 𝑣𝑛))לשיובירלהווש𝜆ימצעךרעכ

.𝑇לש

𝐴יהיהחכוה = ℳ(𝑇, (𝑣1,… , 𝑣𝑛)).ךכיפל𝐴־בןמסנ.הנוילעתישלושמהצירטמ

𝜆1,… , 𝜆𝑛לשןוסכלאהירביאתא𝐴.לכלךכיפל𝑘 ∈ {1,… , 𝑛},לבקנ

𝑇𝑣𝑘 = 𝑢𝑘 + 𝜆𝑘𝑣𝑘

𝑢𝑘רובע ∈ span(𝑣1,… , 𝑣𝑘−1)םאןכל.והשלכ𝑘 ∈ {1,… , 𝑛}־ו𝜆𝑘 ≠ 𝑇𝑣𝑘יזא,0
…,𝑇𝑣1לשיראינילףוריצוניא ,𝑇𝑣𝑘−1.תררוגתעכ)2.19(תיראינילהתולתהתמל

𝜆𝑘רשאכולא𝑇𝑣𝑘לשהמישרהש ≠ .תיראינילהיולתיתלב0

𝑘םיסקדניאהרפסמתא𝑑־בןמסנ ∈ {1,… , 𝑛}־שךכ𝜆𝑘 = הקספבהנקסמה.0

־שתררוגתמדוקה

dim range𝑇 ≥ 𝑛 − 𝑑.
𝑛־שרחאמ = dim𝑉 = dim null𝑇 + dim range𝑇,־שררוגליעלןויווש־יאה

8.32 dim null𝑇 ≤ 𝑑.

…,𝑣1סיסבהלאסחיב𝑇𝑛רוטרפואהלשהצירטמה , 𝑣𝑛תישלושמהצירטמאיה

𝜆1םההלשןוסכלאהירבאש,𝐴𝑛הנוילע
𝑛,… , 𝜆𝑛

𝑛
.]3ההדיחיב)ב(2ליגרתואר[

𝜆𝑘־שרחאמ
𝑛 = 𝜆𝑘םא־קרו־םא0 = לשןוסכלאהלעעיפומ0־שםימעפהרפסמ,0

𝐴𝑛הווש𝑑.רשאכ8.32תלעפהךכיפל𝑇־בףלחומ𝑇𝑛ונלתנתונ

8.33 dim null𝑇𝑛 ≤ 𝑑.

ןמסנו𝑇לשימצעךרעכ𝜆לשיובירהתא𝑚𝜆־בןמסנ,𝑇לשימצעךרע𝜆רובע
־ב8.33־ב𝑇ףילחנשכ.𝐴לשןוסכלאהלעעיפומ𝜆־שםימעפהרפסמתא𝑑𝜆־ב

𝑇 − 𝜆𝐼,יכםיאורונא

8.34 𝑚𝜆 ≤ 𝑑𝜆

,𝑛הווש𝑇לש𝜆םיימצעהםיכרעהלכלש𝑚𝜆םייובירהםוכס.𝑇לש𝜆ימצעךרעלכל
אוהםג𝑇לש𝜆םיימצעהםיכרעהלש𝑑𝜆םירפסמהםוכס.)8.25יפל(𝑉לשדממה

.𝑛אוה𝐴לשןוסכלאהךרואשרחאמ,𝑛הווש
הבינמ𝑇לש𝜆םיימצעהםיכרעהלכלעמ8.34לשםיפגאהינשתמיכסךכיפל

ךרעכ𝜆לשיובירהךכיפל.𝑇לש𝜆ימצעךרעלכלןויוושתווהלבייח8.34ןכל.ןויווש

.וניצרשיפכ,𝐴לשןוסכלאהלעעיפומ𝜆־שםימעפהרפסמלהווש𝑇לשימצע
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תוינוסכלאםיקולבתוצירטמ

הצירטמןיבהללכונתובורקםיתיעל

תבכרומכהילעבושחנשךכברתויבוט

.רתויתונטקתוצירטממ

תינבתבונלשתונקסמלתונשרפקינעהלידכ

,ןלהלהרדגההתאםיחסנמונא,הצירטמלש

.תינוסכלאההצירטמהןויערתאהלילכמה

איהןלהלהרדגהב𝐴𝑘הצירטמלכםא

1הצירטמ × .תינוסכלאהצירטמלעופבתלבקתמיזא,1

תינוסכלאםיקולבתצירטמ:הרדגה8.35

הרוצהמתיעובירהצירטמאיהתינוסכלאםיקולבתצירטמ

⎛⎜⎜⎜
⎝

𝐴1 0
⋱

0 𝐴𝑚

⎞⎟⎟⎟
⎠

,

…,𝐴1רשאכ ,𝐴𝑚ירביאראשלכוןוסכלאהךרואלתובצומהתויעובירתוצירטמןה

.0םיוושהצירטמה

תינוסכלאםיקולבתצירטמ:המגוד8.36

5הצירטמה × 5

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

( 4 ) 0 0 0 0

0
0

⎛⎜
⎝

2 −3
0 2

⎞⎟
⎠

0 0
0 0

0
0

0 0
0 0

⎛⎜
⎝

1 7
0 1

⎞⎟
⎠

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

םעתינוסכלאםיקולבתצירטמאיה

𝐴 =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝐴1 0
𝐴2

0 𝐴3

⎞⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

,

רשאכ

𝐴1 = ( 4 ) , 𝐴2 = ⎛⎜
⎝

2 −3
0 2

⎞⎟
⎠

, 𝐴3 = ⎛⎜
⎝

1 7
0 1

⎞⎟
⎠
.

5הצירטמבתוימינפהתוצירטמהתאונמחת,ונלשהרקמב × ידכםיקולבבליעל5

.תינוסכלאםיקולבתצירטמכהילעבושחלןתינדציכשיחמהל

,𝐴1תוצירטמהמתחאלכ,ליעלהמגודבשבלומיש 𝐴2, 𝐴3תישלושמהצירטמאיה

סיסבלסחיבשהארמהאבההנקסמה.םיוושםלוכהלשןוסכלאהירבאשהנוילע

.וזהרוצמהצירטמשייפוסדמממבכורמירוטקובחרמלעמרוטרפואלכל,םיאתמ

הצירטמלשהמויקלםישרדנהולאמםיספארתוישיהצירטמבךכמהאצותכשבלומיש

.הנוילעתישלושמ
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תונוילעתוישלושמתוצירטמיקולבםעתינוסכלאםיקולבתצירטמ8.37

𝐅־שחיננ = 𝐂־ו𝑇 ∈ ℒ(𝑉).ויהי𝜆1,… , 𝜆𝑚לשםינושהםיימצעהםיכרעה𝑇,
…,𝑑1םייובירהםע , 𝑑𝑚.לשסיסבםייקיזא𝑉־לשיוילאסחיברשא𝑇תצירטמ

הנבמבתינוסכלאםיקולב

⎛⎜⎜⎜
⎝

𝐴1 0
⋱

0 𝐴𝑚

⎞⎟⎟⎟
⎠

,

𝑑𝑘הנוילעתישלושמהצירטמאוה𝐴𝑘לכרשאכ × 𝑑𝑘הנבמב

𝐴𝑘 =
⎛⎜⎜⎜
⎝

𝜆𝑘 ∗
⋱

0 𝜆𝑘

⎞⎟⎟⎟
⎠
.

𝑇)לכהחכוה − 𝜆𝑘𝐼)|𝐺(𝜆𝑘,𝑇)לכל.)8.22ואר(יטנטופלינאוה𝑘,לשסיסברחבנ

𝐺(𝜆𝑘,𝑇),דמממירוטקובחרמאוהש𝑑𝑘,לשהצירטמהשךכ(𝑇 − 𝜆𝑘𝐼)|𝐺(𝜆𝑘,𝑇)סחיב

הוושה,𝑇|𝐺(𝜆𝑘,𝑇)לשהצירטמה,הזסיסבלסחיבךכיפל.)ג(8.18־בומכאיההזסיסבל

(𝑇 − 𝜆𝑘𝐼)|𝐺(𝜆𝑘,𝑇) + 𝜆𝑘𝐼|𝐺(𝜆𝑘,𝑇),רובעליעלתגצומההיוצרההרוצהומכתיארנ𝐴𝑘.

־הלשםיסיסבהלכלשףוריצשהארמ)8.22(םיללכומםיימצעםיבחרמלקוריפה

𝐺(𝜆𝑘,𝑇)לשסיסבןתייליעלורחבנשםי־𝑉.לשהצירטמל𝑇תאשיהזסיסבלסחיב

.שקובמההנבמה

םיללכומםיימצעםירוטקותועצמאבתינוסכלאםיקולבתצירטמ:המגוד8.38

𝑇יהי ∈ ℒ(𝐂3)ידילערדגומ𝑇(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3) = (6𝑧1 + 3𝑧2 + 4𝑧3, 6𝑧2 + 2𝑧3, 7𝑧3).

איה)יטרדנטסהסיסבלסחיב(𝑇לשהצירטמה

⎛⎜⎜⎜
⎝

6 3 4
0 6 2
0 0 7

⎞⎟⎟⎟
⎠

,

.8.37ידילעחטבוהשהנבמהמהניאךאהנוילעתישלושמהצירטמאיהש

ףסונבו,7־ו6םה𝑇לשםיימצעהםיכרעה,8.24המגודבוניארשיפכ
𝐺(6,𝑇) = span((1, 0, 0), (0, 1, 0)) םגו 𝐺(7,𝑇) = span((10, 2, 1)).

אוה𝑇לשםיללכומםיימצעםירוטקוומבכרומה𝐂3לשסיסביכףסונבוניאר

(1, 0, 0), (0, 1, 0), (10, 2, 1).
איההזסיסבלסחיב𝑇לשהצירטמה

⎛⎜⎜⎜
⎝

⎛
⎝

6 3
0 6

⎞
⎠

0
0

0 0 ( 7 )

⎞⎟⎟⎟
⎠

,

.8.37ידילעחטבוהשיפכתינוסכלאםיקולבתצירטמאיהש
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2חםיליגרת

𝑇רידגנ1 ∈ ℒ(𝐂2)ידילע𝑇(𝑤, 𝑧) = (−𝑧,𝑤).םיימצעהםיבחרמהתאואצמ

.𝑇לשםינושהםיימצעהםיכרעלםיכיישהםיללכומה

𝑇־שחיננ2 ∈ ℒ(𝑉)יכוחיכוה.ךיפה𝐺(𝜆,𝑇) = 𝐺( 1
𝜆 ,𝑇−1)לכל𝜆 ∈ 𝐅םע

𝜆 ≠ 0.

𝑇־שחיננ3 ∈ ℒ(𝑉).־שחיננ𝑆 ∈ ℒ(𝑉)־ליכוחיכוה.ךיפה𝑇־לו𝑆−1𝑇𝑆שי

.םייובירםתואםעםיימצעםיכרעםתוא

dim𝑉־שחיננ4 ≥ 𝑇־ו2 ∈ ℒ(𝑉)־שךכnull𝑇dim 𝑉−2 ≠ null𝑇dim 𝑉−1.וחיכוה

.רתויהלכלםינושםיימצעםיכרעינש𝑇־לשייכ

𝑇־שחיננ5 ∈ ℒ(𝑉)לשםיימצעםיכרעםה8־ו3־ו𝑇.יהי𝑛 = dim𝑉.וחיכוה

𝑉יכ = (null𝑇𝑛−2) ⊕ (range𝑇𝑛−2).

𝑇־שחיננ6 ∈ ℒ(𝑉)־ו𝜆לשימצעךרע𝑇.לשךירעמהעודמוריבסה𝑧 − 𝜆
𝑚יבויחהםלשהרפסמהאוה𝑇לשילמינימהםונילופהלשםימרוגלקוריפב
𝑇)־שךכרתויבןטקה − 𝜆𝐼)𝑚|𝐺(𝜆,𝑇) = 0.

𝑇־שחיננ7 ∈ ℒ(𝑉)־ו𝜆לשימצעךרע𝑇יובירםע𝑑.יכוחיכוה𝐺(𝜆,𝑇) =
null(𝑇 − 𝜆𝐼)𝑑.

𝑑םא < dim𝑉,8.20תארפשמהזליגרתיזא.

𝑇־שחיננ8 ∈ ℒ(𝑉)־ו𝜆1,… , 𝜆𝑚לשםינושהםיימצעהםיכרעה𝑇.יכוחיכוה

𝑉 = 𝐺(𝜆1,𝑇) ⊕ ⋯ ⊕ 𝐺(𝜆𝑚,𝑇)
𝑧)־להווש𝑇לשילמינימהםונילופהםא־קרו־םא − 𝜆1)𝑘1 ⋯(𝑧 − 𝜆𝑚)𝑘𝑚רובע

𝑘1,… , 𝑘𝑚םהשלכםייבויחםימלשםירפסמ.

𝐅לשהרקמה = 𝐂םיללכומםיימצעםיבחרמלקוריפהו)ב(5.27־מתורישיעבונ

𝐅רשאכקרןיינעמהזליגרתךכיפל;)8.22( = 𝐑.

𝐅־שחיננ9 = 𝐂־ו𝑇 ∈ ℒ(𝑉).םימייקיכוחיכוה𝐷,𝑁 ∈ ℒ(𝑉)־שךכ

𝑇 = 𝐷 + 𝑁,רוטרפואה𝐷ןיסכל,𝑁־ו,יטנטופלינ𝐷𝑁 = 𝑁𝐷.

…,𝑒1,בכורמתימינפהלפכמבחרמ𝑉־שחיננ10 , 𝑒𝑛לשילמרונותרואסיסב𝑉,
𝑇־ו ∈ ℒ(𝑉).ויהי𝜆1,… , 𝜆𝑛לשםיימצעהםיכרעה𝑇,ללכנדחאלכרשאכ

יכוחיכוה.ויוביריפלםימעפרפסמ

|𝜆1|2 + ⋯ + |𝜆𝑛|2 ≤ ‖𝑇𝑒1‖2 + ⋯ + ‖𝑇𝑒𝑛‖2.
.1זהדיחיב5ליגרתירחאהעיפומההרעההואר

.2(𝑧−8)2(𝑧−7)הוושולשינייפואהםונילופהש𝐂4לעמרוטרפואלשהמגודואיבה11
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3(𝑧−5)(𝑧−1)הוושולשינייפואהםונילופהש𝐂4לעמרוטרפואלשהמגודואיבה12

𝑧)הוושולשילמינימהםונילופהו − 1)(𝑧 − 5)2.

םהינשולשילמינימהוינייפואהםימונילופהש𝐂4לעמרוטרפואלשהמגודואיבה13

𝑧(𝑧םיווש − 1)2(𝑧 − 3).

𝑧(𝑧−1)2(𝑧−3)הוושולשינייפואהםונילופהש𝐂4לעמרוטרפואלשהמגודואיבה14
𝑧(𝑧הוושולשילמינימהםונילופהו − 1)(𝑧 − 3).

,𝑇(𝑧1ידילערדגומה𝐂4לעמרוטרפואה𝑇יהי15 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4) = (0, 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3).

.𝑇לשילמינימהםונילופהוינייפואהםונילופהתאואצמ

ידילערדגומה𝐂6לעמרוטרפואה𝑇יהי16

𝑇(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4, 𝑧5, 𝑧6) = (0, 𝑧1, 𝑧2, 0, 𝑧4, 0).
.𝑇לשילמינימהםונילופהוינייפואהםונילופהתאואצמ

𝐅־שחיננ17 = 𝐂־ו𝑃 ∈ ℒ(𝑉)־שךכ𝑃2 = 𝑃.לשינייפואהםונילופהיכוחיכוה

𝑃אוה𝑧𝑚(𝑧 − 1)𝑛,רשאכ𝑚 = dim null𝑃־ו𝑛 = dim range𝑃.

𝑇־שחיננ18 ∈ ℒ(𝑉)־ו𝜆לשימצעךרע𝑇.םירפסמהתעבראעודמוריבסה

.םיוושםיאבה

𝑧לשךירעמה.א − 𝜆לשילמינימהםונילופהלשםימרוגלקוריפב𝑇.
𝑇)־שךכרתויבןטקה𝑚יבויחהםלשהרפסמה.ב − 𝜆𝐼)𝑚|𝐺(𝜆,𝑇) = 0.

־שךכרתויבןטקה𝑚יבויחהםלשהרפסמה.ג

null(𝑇 − 𝜆𝐼)𝑚 = null(𝑇 − 𝜆𝐼)𝑚+1.

־שךכרתויבןטקה𝑚יבויחהםלשהרפסמה.ד

range(𝑇 − 𝜆𝐼)𝑚 = range(𝑇 − 𝜆𝐼)𝑚+1.

𝐅־שחיננ19 = 𝐂־ו𝑆 ∈ ℒ(𝑉)לשטלחומהךרעהיכוחיכוה.ירטינוארוטרפוא

.1אוה𝑆לשינייפואהםונילופבעובקהרביאה

𝐅־שחיננ20 = 𝐂־ו𝑉1,… ,𝑉𝑚לשספאמםינושהבחרמ־יתת𝑉־שךכ

𝑉 = 𝑉1 ⊕ ⋯ ⊕ 𝑉𝑚.
𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉)לכו𝑉𝑘תחתרומש𝑇.לכל𝑘,־בןמסנ𝑝𝑘םונילופהתא

𝑇|𝑉𝑘לשינייפואה
𝑝1־להווש𝑇לשינייפואהםונילופהיכוחיכוה. ⋯𝑝𝑚.

,𝑝־שחיננ21 𝑞 ∈ 𝒫(𝐂)־וםישרושםתואםעםינקותמםימונילופ𝑞םונילופתלופכ

𝑇םייקיכוחיכוה.𝑝לש ∈ ℒ(𝐂deg 𝑞)לשינייפואהםונילופהשךכ𝑇אוה𝑞
.𝑝אוה𝑇לשילמינימהםונילופהו

.והשלכרוטרפואלשינייפואםונילופאוהןקותמםונילופלכשעבונהזליגרתמ
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הנבמהמתוינוסכלאםיקולבתוצירטמ𝐵־ו𝐴־שחיננ22

𝐴 =
⎛⎜⎜⎜
⎝

𝐴1 0
⋱

0 𝐴𝑚

⎞⎟⎟⎟
⎠

, 𝐵 =
⎛⎜⎜⎜
⎝

𝐵1 0
⋱

0 𝐵𝑚

⎞⎟⎟⎟
⎠

,

𝑘לכללדוגהותואמתויעובירתוצירטמ𝐵𝑘־ו𝐴𝑘רשאכ = 1,… ,𝑚.יכוארה

𝐴𝐵הנבמבתינוסכלאםיקולבתצירטמאיה

𝐴𝐵 =
⎛⎜⎜⎜
⎝

𝐴1𝐵1 0
⋱

0 𝐴𝑚𝐵𝑚

⎞⎟⎟⎟
⎠
.

𝐅־שחיננ23 = 𝐑, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉),־ו𝜆 ∈ 𝐂.

𝑢יכוארה.א + 𝑖𝑣 ∈ 𝐺(𝜆,𝑇𝐂)םא־קרו־םא𝑢 − 𝑖𝑣 ∈ 𝐺(𝜆,𝑇𝐂).

לשימצעךרעכ𝜆לשיובירלהווש𝑇𝐂לשימצעךרעכ𝜆לשיובירהיכוארה.ב

𝑇𝐂.

יכתוארהלידכ)8.25(םייובירהלשםוכסהיבגלהנקסמבו)ב(־בושמתשה.ג

.ישממימצעךרע𝑇𝐂־לשייזא,יגוז־יארפסמdim𝑉םא

17ליגרת(𝑇𝐂לשםיישממםיימצעםיכרעיבגלהנקסמבו)ג(־בושמתשה.ד

ךרע𝑇־לשייזא,יגוז־יארפסמdim𝑉םאיכתוארהלידכ)1ההדיחיב

.)5.34לשתיפולחהחכוההיהתוזךכיפל(ימצע

.𝑇𝐂בוכרימהלשהרדגההרובע2גהדיחיב33ליגרתואר
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םיללכומםיימצעםיבחרמלקוריפהמתונקסמ3ח

םירוטרפואלשםייעובירםישרוש

𝑇רוטרפואלשיעובירשרושיכריכזנ ∈ ℒ(𝑉)רוטרפואאוה𝑅 ∈ ℒ(𝑉)־שךכ

𝑅2 = 𝑇)רוטרפואלכלאלךא,יעובירשרוששיבכורמרפסמלכל.)7.36ואר

לערדגומה𝐂3לעמרוטרפואל,המגודל.יעובירשרוששיבכורמירוטקובחרמלעמ

,𝑇(𝑧1ידי 𝑧2, 𝑧3) = (𝑧2, 𝑧3, .1ליגרתבתוארהלםתשרדנשיפכ,יעובירשרושןיא(0

ךכבםיחתופונא.בורקבהארנשיפכ,תירקמהניאהזרוטרפואלשתוכיפה־יאה

.יעובירשרוששייטנטופלינרוטרפואלכתפסותבתוהזהרוטרפואליכהארנש

יעובירשרוששייטנטופלינתפסותבתוּהזֶּל8.39ַ

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉)־ליזא.יטנטופלינ𝐼 + 𝑇יעובירשרוששי.

1√היצקנופהרובערולייטרוטבןנובתנהחכוה + 𝑥:

8.40 √1 + 𝑥 = 1 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥2 + ⋯ .

𝑎1־שרחאמ = 1
תררוגליעלהחסונה,2

+1־ש 𝑥
1√רובעהבוטהכרעהאוה2 + 𝑥

.ןטק𝑥רשאכ

םימדקמלתשרופמהחסונםיאצומונניא

םוכסהםאההלאשהמםידרטומוא

םישמתשמונאשרחאמסנכתמיפוסניאה

.היצביטומכקרוזהאוושמב

𝑇𝑚,יטנטופלינ𝑇־שרחאמ = רובע0

𝑚תאםיפילחמונאשחיננ,8.40־ב.והשלכיבויחםלשרפסמ𝑥־ב𝑇־ב1תאו𝐼.
𝑇𝑘־שרחאמ(יפוסםוכסלךפוהינמיהףגאביפוסניאהםוכסהיזא = 𝑘לכל0 ≥ 𝑚(.

𝐼לשיעובירשרושםייקשםישחנמונאךכיפל + 𝑇הרוצהמ

𝐼 + 𝑎1𝑇 + 𝑎2𝑇2 + ⋯ + 𝑎𝑚−1𝑇𝑚−1.
,𝑎1רוחבלתוסנללכונ,תאזונשחינשירחא 𝑎2,… , 𝑎𝑚−1ליעלרוטרפואהעובירשךכ

𝐼־להווש + 𝑇.תעכ

(𝐼+𝑎1𝑇 + 𝑎2𝑇2 + 𝑎3𝑇3 + ⋯ + 𝑎𝑚−1𝑇𝑚−1)2

= 𝐼 + 2𝑎1𝑇 + (2𝑎2 + 𝑎1
2)𝑇2 + (2𝑎3 + 2𝑎1𝑎2)𝑇3 + ⋯

+ (2𝑎𝑚−1 + …,𝑎1םיללוכהםירביא , 𝑎𝑚−2 )𝑇𝑚−1.
𝐼־להוושהיהיליעלהאוושמהלשינמיהףגאהשםיצורונא + 𝑇.רחבנןכל𝑎1ךכ

2𝑎1־ש = 𝑎1ךכיפל(1 = 2𝑎2־שךכ𝑎2רחבנ,אבהבלשב.)1/2 + 𝑎1
2 = ךכיפל(0

𝑎2 = ליעלהאוושמהלשינמיהףגאב𝑇3לשםדקמהשךכ𝑎3רחבנןכמרחאל.)1/8−

𝑎3ךכיפל(0הווש = 𝑘לכרובעוזךרדבךישמנ.)1/16 = 4,… ,𝑚 − בלשלכב,1

,השעמל.0הוושליעלהאוושמהלשינמיהףגאב𝑇𝑘לשםדקמהשךכ𝑎𝑘רובערותפנ

יכאוהתעדלםישקבמונאשהמלכ.םי־𝑎𝑘־הרובעתשרופמהחסונבןיינעונלןיא

𝐼לשיעובירשרושתקפסמםי־𝑎𝑘־הלשיהשלכהריחב + 𝑇.
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,תאזםע.םיבכורמוםיישממםיירוטקוםיבחרמלעמתמייקתמתמדוקההמלה

רוטרפואל,המגודל.םיבכורמםיירוטקוםיבחרמלעמקרתמייקתמןלהלהנקסמה

.יעובירשרושןיא𝐑ידממ־דחהישממהירוטקווהבחרמהלעמ1−־בלפכלש

לשתיבטוקהגצה

.בכורמרפסמ

𝑧לכליכתעדלונילע,ןלהלהחכוההרובע ∈ 𝐂יעובירשרוששי

בותכנ,תאזתוארהלידכ.𝐂־ב

𝑧 = 𝑟(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃),
תישארמבכורמהרושימברשיהעטקהלשוכרואאוה𝑟רשאכ

יקפואהריצהםערשיעטקותואלשתיווזהאיה𝜃־ו𝑧לאםיריצה

יזא.יבויחה
√
𝑟(cos 𝜃

2 + 𝑖 sin 𝜃
2)

בכורמרפסמלשעובירהיכוארתשךכבאדוולולכותשיפכ,𝑧לשיעובירשרושאוה

.𝑧־להוושהז

םייעובירםישרוששיםיכיפהםירוטרפואל,𝐂לעמ8.41

𝑇־ובכורמירוטקובחרמ𝑉־שחיננ ∈ ℒ(𝑉)־לשייזא.ךיפה𝑇יעובירשרוש.

…,𝜆1ויהיהחכוה , 𝜆𝑚לשםינושהםיימצעהםיכרעה𝑇.לכל𝑘,רוטרפואםייק

𝑇𝑘יטנטופלינ ∈ ℒ(𝐺(𝜆𝑘,𝑇))־שךכ𝑇|𝐺(𝜆𝑘,𝑇) = 𝜆𝑘𝐼 + 𝑇𝑘]־שרחאמ.])ב(8.22ואר

𝑇־הלכ,ךיפה𝜆𝑘בותכללכונןכל,0־מםינושםי־

𝑇|𝐺(𝜆𝑘,𝑇) = 𝜆𝑘⎛⎝
𝐼 +

𝑇𝑘

𝜆𝑘
⎞
⎠

ליפכנשכ.)8.39יפל(יעובירשרוש𝐼+𝑇𝑘/𝜆𝑘־לשי,יטנטופלינ𝑇𝑘/𝜆𝑘־שרחאמ.𝑘לכל

𝐼לשיעובירשרושב𝜆𝑘בכורמהרפסמהלשיעובירשרוש + 𝑇𝑘/𝜆𝑘,יעובירשרושלבקנ

𝑅𝑘לש𝑇|𝐺(𝜆𝑘,𝑇).

𝑣יסופיטרוטקו,)8.22(םיללכומםיימצעםיבחרמלקוריפהיפל ∈ 𝑉הביתכלןתינ

הרוצבדיחיןפואב

𝑣 = 𝑢1 + ⋯ + 𝑢𝑚,
𝑅רוטרפוארידגנ,הזקוריפבשומישב.𝐺(𝜆𝑘,𝑇)־באוה𝑢𝑘לכרשאכ ∈ ℒ(𝑉)לע

ידי

𝑅𝑣 = 𝑅1𝑢1 + ⋯ + 𝑅𝑚𝑢𝑚.
.החכוהההמלשוהךכבו,𝑇לשיעובירשרושאוההז𝑅רוטרפואיכאדוולםכילע

𝑉םאיכחיכוהלםכתלוכיב,קרפהלשוזהדיחי־תתבתוקינכטהיוקיחתועצמאב
𝑇־ובכורמירוטקובחרמ ∈ ℒ(𝑉)־לשייזא,ךיפה𝑇שרוש𝑘thלכל𝑘םלשרפסמ

.יבויח

רלסקאןודלש:רבחמ,תיעיברהרודהמ,רשיהךרדבתיראינילהרבגלא
Linear Algebra Done Right, fourth edition, by Sheldon Axler



321םיללכומםיימצעםיבחרמלקוריפהמתונקסמ3ח

ןדרו׳זתרוצ

𝑇לכליזא,בכורמירוטקובחרמאוה𝑉םאיכםיעדויונא ∈ ℒ(𝑉)לשסיסבםייק𝑉
וזהדיחי־תתב.)8.37ואר(הדמחנהנוילעתישלושמהצירטמ𝑇־לשיוילאסחיברשא

וילאסחיברשא𝑉לשסיסבםייק—רתויבוטףאתושעלםילוכיונאשהארנקרפהלש

ךרואלוישארהןוסכלאהלעילואדבלמםוקמלכבםיספאהליכמ𝑇לשהצירטמה

.םייטנטופלינםירוטרפואלשתואמגודיתשבתוננובתהתועצמאבחתפנ.וילעמשוקה

הדמחנהצירטמםעיטנטופלינרוטרפוא:המגוד8.42

ידילערדגומה𝐂4לעמרוטרפואה𝑇יהי

𝑇(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4) = (0, 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3).
𝑇4יזא = 𝑣םא.יטנטופלינ𝑇ךכיפל;0 = (1, 0, 0, ,𝑇3𝑣,𝑇2𝑣,𝑇𝑣יזא,(0 𝑣לשסיסב

𝐂4.לשהצירטמה𝑇איההזסיסבלסחיב

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

.ליעלהמגודבשוזמרתויתבכרומהאבההמגודביטנטופלינהרוטרפואהתוגהנתה

תבכרומרתויטעמהצירטמםעיטנטופלינרוטרפוא:המגוד8.43

ידילערדגומה𝐂6לעמרוטרפואה𝑇יהי

𝑇(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4, 𝑧5, 𝑧6) = (0, 𝑧1, 𝑧2, 0, 𝑧4, 0).
𝑇3יזא = יטנטופלינהרוטרפואהלשהדמחנהותוגהנתהלדוגינב.יטנטופלינ𝑇ךכיפל;0

𝑣רוטקוהזיטנטופלינרוטרפוארובעםייקאל,תמדוקההמגודהמ ∈ 𝐂6־שךכ

𝑇5𝑣,𝑇4𝑣,𝑇3𝑣,𝑇2𝑣,𝑇𝑣, 𝑣לשסיסב𝐂6.חקינםא,תאזםע𝑣1 = (1, 0, 0, 0, 0, 0),
𝑣2 = (0, 0, 0, 1, 0, 𝑣3־ו,(0 = (0, 0, 0, 0, 0, ,𝑇2𝑣1,𝑇𝑣1יזא,(1 𝑣1,𝑇𝑣2, 𝑣2, 𝑣3סיסב

איההזסיסבלסחיב𝑇לשהצירטמה.𝐂6לש

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

⎛⎜⎜⎜
⎝

0 1 0
0 0 1
0 0 0

⎞⎟⎟⎟
⎠

0 0
0 0
0 0

0
0
0

0 0 0
0 0 0

⎛
⎝

0 1
0 0

⎞
⎠

0
0

0 0 0 0 0 ( 0 )

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

הצירטמהלעבושחללכוניכתוארהלידכםיקולבכונמוסןאכתוימינפהתוצירטמה

6 × 3קולבמתבכרומהתינוסכלאםיקולבתצירטמכליעל6 × וקהלעםי־1םע3

2קולב,םירביאהראשבםיספאוןוסכלאהלעמ × םיספאוןוסכלאהלעמ1םע2

1קולבו,םירביאהראשב × .0ליכמה1
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𝑇יטנטופלינרוטרפואלכיכתוארהלאיההאבהונתרטמ ∈ ℒ(𝑉)ןפואבגהנתמ

…,𝑣1םירוטקולשיפוסףסואםייק,קוידרתיל.ליעלהמגודברוטרפואלהמוד , 𝑣𝑛 ∈ 𝑉
־ל1־מהנתשמ𝑘רשאכ,𝑇𝑗𝑣𝑘הרוצהמםירוטקווהמבכרומה𝑉לשסיסבםייקשךכ

𝑛־ו𝑗ילילש־יאהםלשהרפסמל0־מ)ךופהרדסב(הנתשמ𝑚𝑘־שךכרתויבלודגה

𝑇𝑚𝑘𝑣𝑘 ≠ .ליעלהמגודבהצירטמהומכתיארנ𝑇לשהצירטמה,הזסיסבלסחיב.0

קולבלכרשאכ,הזסיסבלסחיבתינוסכלאםיקולבתצירטמ𝑇־לשי,טוריפרתיב

.ןוסכלאהלעמוקהלעדבלמםוקמלכב0םעתיעובירהצירטמאוה

דימשוקה,𝑇לשוהשלכימצעךרע𝜆𝑘ץבושמ𝐴𝑘לכלשןוסכלאב,האבההרדגהב

עודמןיבהל(0םה𝐴𝑘לשםירביאהראשלכו,םי־1־באלמ𝐴𝑘לשןוסכלאהלעמ

,ףסונב.םינושתויהלםיבייחאלםי־𝜆𝑘־ה.)5.41ואר,𝑇לשימצעךרעאוה𝜆𝑘לכ

1הצירטמאיה𝐴𝑘־שןכתיי × לכםא.𝑇לשימצעךרעאוהש(𝜆𝑘)קרהליכמה1

𝜆𝑘יכריכזנ(ליעלהקספבהראותשתוגהנתההתאתדכולהאבההרדגההיזא,0אוה

.)𝑇לשדיחיהימצעהךרעהאוה0יזא,יטנטופלינ𝑇םא

ןדרו׳זסיסב:הרדגה8.44

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉).לשסיסב𝑉רובעןדרו׳זסיסבארקנ𝑇הזסיסבלסחיבםא

תינוסכלאםיקולבתצירטמ𝑇־לשי

⎛⎜⎜⎜
⎝

𝐴1 0
⋱

0 𝐴𝑝

⎞⎟⎟⎟
⎠

הנבמהמהנוילעתישלושמהצירטמאיה𝐴𝑘לכרשאכ

𝐴𝑘 =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝜆𝑘 1 0
⋱ ⋱

⋱ 1
0 𝜆𝑘

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

שייפוסדמממבכורמירוטקובחרמלעמרוטרפואלכלשךכלהחכוההתכאלמבור

.םייטנטופלינםירוטרפואלשןלהליטרפההרקמהתחכוהךלהמבתעצבתמןדרו׳זסיסב

.םיבכורמוםיישממםיירוטקוםיבחרמלעמםייקתמהזיטרפהרקמ

ןדרו׳זסיסבשייטנטופלינרוטרפואלכל8.45

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉)לשסיסבםייקיזא.יטנטופלינ𝑉רובעןדרו׳זסיסבאוהש𝑇.

בלםישנ,הליחתב.dim𝑉לעהיצקודניאתועצמאבוזהנקסמחיכונונאהחכוה

dim𝑉םאתמייקתמהיוצרההאצותהש = רוטרפואה,הזהרקמבשרחאמ(1

dim𝑉־שחיננתעכ.)ספאהרוטרפואאוהידיחיהיטנטופלינה > האצותהיכו1

.רתויןטקדמממםיירוטקווהםיבחרמהלכלעמתמייקתמהיוצרה
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𝑇𝑚־שךכרתויבןטקהיבויחהםלשהרפסמה𝑚יהי = 𝑢םייקךכיפל.0 ∈ 𝑉ךכ

𝑇𝑚−1𝑢־ש ≠ יהי.0

𝑈 = span(𝑢,𝑇𝑢,… ,𝑇𝑚−1𝑢).
…,𝑢,𝑇𝑢המישרה ,𝑇𝑚−1𝑢םא.)1חהדיחיב2ליגרתואר(תיראינילהיולתיתלב

𝑈 = 𝑉,רובעןדרו׳זסיסבונלתנתונךופהרדסבוזהמישרתביתכיזא𝑇ונמייסו.
𝑈־שחינהלםילוכיונאךכיפל ≠ 𝑉.

𝑈לשסיסבםייק,היצקודניאהתחנהתועצמאב.𝑇תחתרומש𝑈־שבלומיש
𝑊בחרמ־תתאוצמלאיהונלשהחכוההתייגטרטסא.𝑇|𝑈רובעןדרו׳זסיסבאוהש
𝑉־ו𝑇תחתרומש𝑊םגשךכ𝑉לש = 𝑈 ⊕ 𝑊.היצקודניאהתחנהתועצמאב,בוש,

לשןדרו׳זיסיסבלשדחיםפוריצ.𝑇|𝑊רובעןדרו׳זסיסבאוהש𝑊לשסיסבהיהי

𝑇|𝑈לשו𝑇|𝑊רובעןדרו׳זסיסבונלקינעי𝑇.

𝜑יהי ∈ 𝑉′־שךכ𝜑(𝑇𝑚−1𝑢) ≠ יהי.0

𝑊 = {𝑣 ∈ 𝑉 ∶ 𝜑(𝑇𝑘𝑣) = 0 לכל 𝑘 = 0,… ,𝑚 − 1}.

𝑣םאשרחאמםייקתמרומישה)𝑇תחתרומשה𝑉לשבחרמ־תת𝑊יזא ∈ 𝑊יזא

𝜑(𝑇𝑘(𝑇𝑣)) = 𝑘רובע0 = 0,… ,𝑚−1,לשהרקמהרשאכ𝑘 = 𝑚−1רחאמםייקתמ

𝑇𝑚־ש = 𝑉יכהארנונא.(0 = 𝑈 ⊕ 𝑊,תאםילשיליעלהקספהיפלעשךלהמ

.החכוהה

𝑈יכתוארהלידכ + 𝑊־שחיננ,רשיםוכס𝑣 ∈ 𝑈 ∩ 𝑊םע𝑣 ≠ ־שרחאמ.0

𝑣 ∈ 𝑈,םימייק𝑐0,… , 𝑐𝑚−1 ∈ 𝐅־שךכ

𝑣 = 𝑐0𝑢 + 𝑐1𝑇𝑢 + ⋯ + 𝑐𝑚−1𝑇𝑚−1𝑢.
𝑐𝑗־שךכרתויבךומנהסקדניאה𝑗יהי ≠ האוושמהיפגאינשלע𝑇𝑚−𝑗−1תאליעפנ.0

לבקנוליעל

𝑇𝑚−𝑗−1𝑣 = 𝑐𝑗𝑇𝑚−1𝑢,
𝑇𝑚האוושמבונשמתשהרשאכ = ליעלהאוושמהיפגאינשלע𝜑תאליעפנתעכ.0

לבקנו

𝜑(𝑇𝑚−𝑗−1𝑣) = 𝑐𝑗𝜑(𝑇𝑚−1𝑢) ≠ 0.
𝑣־שהארמליעלהאוושמה ∉ 𝑊.יכונחכוהןכל𝑈∩𝑊 = 𝑈+𝑊־שררוגשהמ,{0}
.)1.46ואר(רשיםוכס

𝑈יכתוארהלידכ ⊕ 𝑊 = 𝑉,רידגנ𝑆 ∶ 𝑉 → 𝐅𝑚ידילע

𝑆𝑣 = (𝜑(𝑣),𝜑(𝑇𝑣),… ,𝜑(𝑇𝑚−1𝑣)).
nullךכיפל 𝑆 = 𝑊.ןכל

dim𝑊 = dim null 𝑆 = dim𝑉 − dim range 𝑆 ≥ dim𝑉 − 𝑚,
שומישב.)3.21(תויראינילהתוקתעההלשידוסיהטפשמהמעבונינשהןויוושהרשאכ

לבקנ,ליעלןויווש־יאב

dim(𝑈 ⊕ 𝑊) = dim𝑈 + dim𝑊 ≥ 𝑚 + (dim𝑉 − 𝑚) = dim𝑉.
𝑈ךכיפל ⊕ 𝑊 = 𝑉)החכוהההמלשוהךכבו,)2.39יפל.
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לשהחכוהםסרפ)1922–1838(ןדרו׳זימאק

.1870תנשב8.46

םיללכומםיימצעםיבחרמלקוריפהתעכ

תמדוקההנקסמהתאביחרהלונלרשפאמ

.םייטנטופלינםניאשןכתיישםירוטרפואל

.םיבכורמםיירוטקוםיבחרמבקוסעלשרדינוזהמישמל

ןדרו׳זתרוצ8.46

𝐅־שחיננ = 𝐂־ו𝑇 ∈ ℒ(𝑉).לשסיסבונשייזא𝑉רובעןדרו׳זסיסבאוהש𝑇.

…,𝜆1ויהיהחכוה , 𝜆𝑚לשםינושהםיימצעהםיכרעה𝑇.םיימצעםיבחרמלקוריפה

יכעבוקםיללכומ

𝑉 = 𝐺(𝜆1,𝑇) ⊕ ⋯ ⊕ 𝐺(𝜆𝑚,𝑇),
𝑇)לכרשאכ − 𝜆𝑘𝐼)|𝐺(𝜆𝑘,𝑇)והשלכסיסבשררוג8.45ךכיפל.)8.22ואר(יטנטופלינ

𝑇)רובעןדרו׳זסיסבאוה𝐺(𝜆𝑘,𝑇)לכלש − 𝜆𝑘𝐼)|𝐺(𝜆𝑘,𝑇).וידחיולאםיסיסבףוריצ

.𝑇רובעןדרו׳זסיסבאוהש𝑉לשסיסבונלןתיי

3חםיליגרת

𝑇־שחיננ1 ∈ ℒ(𝐂3)ידילערדגומהרוטרפואהאוה𝑇(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3) = (𝑧2, 𝑧3, 0).

.יעובירשרוש𝑇־לןיאיכוחיכוה

𝑇רידגנ2 ∈ ℒ(𝐅5)ידילע

𝑇(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5) = (2𝑥2, 3𝑥3,−𝑥4, 4𝑥5, 0).

.יטנטופלינ𝑇יכוארה.א
𝐼לשיעובירשרושואצמ.ב + 𝑇.

שרוששי𝑉לעמךיפהרוטרפואלכליכוחיכוה.בכורמירוטקובחרמ𝑉־שחיננ3

.ישילש

יעובירשרוששי𝑉לעמ𝐼−רוטרפואליכוחיכוה.ישממירוטקובחרמ𝑉־שחיננ4

.יגוזרפסמdim𝑉םא־קרו־םא

𝑇־שחיננ5 ∈ ℒ(𝐂2)ידילערדגומהרוטרפואהאוה𝑇(𝑤, 𝑧) = (−𝑤−𝑧, 9𝑤+5𝑧).

.𝑇רובעןדרו׳זסיסבואצמ

𝒫4(𝐑)לעמ𝐷הריזגהרוטרפוארובעןדרו׳זסיסבאוהש𝒫4(𝐑)לשסיסבואצמ6
𝐷𝑝ידילערדגומה = 𝑝′.

𝑇־שחיננ7 ∈ ℒ(𝑉)־ויטנטופלינ𝑣1,… , 𝑣𝑛רובעןדרו׳זסיסב𝑇.יכוחיכוה

הכוראהתזורחמהלשהכרואאוה𝑚רשאכ,𝑧𝑚+1אוה𝑇לשילמינימהםונילופה

סחיב𝑇לשהצירטמבןוסכלאהלעמשוקהלעםיעיפומהםיפוצרםי־1לשרתויב

…,𝑣1־ל , 𝑣𝑛.

𝑇־שחיננ8 ∈ ℒ(𝑉)־ו𝑣1,… , 𝑣𝑛לשסיסב𝑉רובעןדרו׳זסיסבאוהש𝑇.וראת

.הזסיסבלסחיב𝑇2לשהצירטמהתא

רלסקאןודלש:רבחמ,תיעיברהרודהמ,רשיהךרדבתיראינילהרבגלא
Linear Algebra Done Right, fourth edition, by Sheldon Axler



325םיללכומםיימצעםיבחרמלקוריפהמתונקסמ3ח

𝑇־שחיננ9 ∈ ℒ(𝑉)םימייקעודמוריבסה.יטנטופלינ𝑣1,… , 𝑣𝑛 ∈ 𝑉םירפסמו

…,𝑚1םיילילש־יאםימלש ,𝑚𝑛םימייקתמםהינשןלהל)ב(־ו)א(־שךכ.

…,𝑇𝑚1𝑣1.א ,𝑇𝑣1, 𝑣1,… ,𝑇𝑚𝑛𝑣𝑛,… ,𝑇𝑣𝑛, 𝑣𝑛לשסיסב𝑉.
𝑇𝑚1+1𝑣1.ב = ⋯ = 𝑇𝑚𝑛+1𝑣𝑛 = 0.

𝑇־שחיננ10 ∈ ℒ(𝑉)־ו𝑣1,… , 𝑣𝑛לשסיסב𝑉רובעןדרו׳זסיסבאוהש𝑇.וראת

…,𝑣𝑛סיסבלסחיב𝑇לשהצירטמהתא , 𝑣1לשרדסהךופיהתועצמאבגשומה

.םי־𝑣־ה

𝑇־שחיננ11 ∈ ℒ(𝑉).רובעןדרו׳זסיסבלכברוטקולכעודמוריבסה𝑇אוה

.𝑇לשללכומימצערוטקו

𝑇־שחיננ12 ∈ ℒ(𝑉)יכוארה.ןיסכלℳ(𝑇)סיסבלכלסחיבתינוסכלאהצירטמ

.𝑇רובעןדרו׳ז

𝑇־שחיננ13 ∈ ℒ(𝑉)םאיכוחיכוה.יטנטופלינ𝑣1,… , 𝑣𝑛־בםירוטקו𝑉־ו
𝑚1,… ,𝑚𝑛־שךכםיילילש־יאםימלשםירפסמ

𝑇𝑚1𝑣1,… ,𝑇𝑣1, 𝑣1,… ,𝑇𝑚𝑛𝑣𝑛,… ,𝑇𝑣𝑛, 𝑣𝑛

םגו,𝑉לשסיסב
𝑇𝑚1+1𝑣1 = ⋯ = 𝑇𝑚𝑛+1𝑣𝑛 = 0,

…,𝑇𝑚1𝑣1יזא ,𝑇𝑚𝑛𝑣𝑛לשסיסבnull𝑇.

𝑛יכהארמהזליגרת = dim null𝑇.יבויחהםלשהרפסמהךכיפל𝑛ליעלעיפומה

.𝑇רובערחבנשיפיצפסןדרו׳זסיסבבאלו𝑇־בקריולת

𝐅־שחיננ14 = 𝐂־ו𝑇 ∈ ℒ(𝑉).לשרשיםוכסקוריפםייקאליכוחיכוה𝑉ינשל

לשילמינימהםונילופהםא־קרו־םא𝑇תחתםירומשהספאמםינושהבחרמ־יתת

𝑇הרוצהמאוה(𝑧 − 𝜆)dim 𝑉רובע𝜆 ∈ 𝐂והשלכ.
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םירוטרפואותוצירטמןיברשקה:הבקע4ח

רפסמחתפַנשירחא.תיעובירהצירטמלשהבקעהתרדגהבוזהדיחיםיחתופונא

.רוטרפואלשהבקערידגהלידכהזןויערבשמתשנ,תיעובירהצירטמתבקעלשתונוכת

הצירטמתבקע:הרדגה8.47

,tr𝐴תנמוסמה,𝐴לשהבקעה.𝐅־בםירביאםעתיעובירהצירטמ𝐴־שחיננ

.𝐴לשןוסכלאהירביאםוכסכתרדגומ

3הצירטמלשהבקע:המגוד8.48 × 3

־שחיננ

𝐴 =
⎛⎜⎜⎜
⎝

3 −1 −2
5 2 −3
1 6 0

⎞⎟⎟⎟
⎠
.

,3םה,ליעלםודאבםיגצומה,𝐴לשןוסכלאהירביא tr𝐴ךכיפל.0־ו2 = 3+2+0 = 5.

תוצירטמלפכלשרדסהשהארמהאבההנקסמהךא,יביטטומוקוניאתוצירטמלפכ

.הבקעהלעעיפשמוניא

𝐵𝐴לשהבקעלהווש𝐴𝐵לשהבקע8.49

𝑚הצירטמ𝐴־שחיננ × 𝑛־ו𝐵הצירטמ𝑛 × 𝑚.יזא

tr(𝐴𝐵) = tr(𝐵𝐴).

־שחיננהחכוה

𝐴 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝐴1,1 ⋯ 𝐴1,𝑛

⋮ ⋮
𝐴𝑚,1 ⋯ 𝐴𝑚,𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

, 𝐵 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝐵1,1 ⋯ 𝐵1,𝑚

⋮ ⋮
𝐵𝑛,1 ⋯ 𝐵𝑛,𝑚

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
.

𝑚הצירטמאיהש,𝐴𝐵הצירטמהלשןוסכלאהלע𝑗th־הרביאה × 𝑚,־להווש

∑𝑛
𝑘=1 𝐴𝑗,𝑘𝐵𝑘,𝑗.ךכיפל

tr(𝐴𝐵) =
𝑚
∑

𝑗 = 1

𝑛
∑
𝑘=1

𝐴𝑗,𝑘𝐵𝑘,𝑗

=
𝑛
∑
𝑘=1

𝑚
∑

𝑗 = 1
𝐵𝑘,𝑗𝐴𝑗,𝑘

=
𝑛
∑
𝑘=1

( 𝑛הצירטמ𝐵𝐴ןוסכלאלע𝑘th־הרביאה × 𝑛 )

= tr(𝐵𝐴),
.וניצרשיפכ
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𝑇רוטרפואהתבקעתארידגהלוננוצרב ∈ ℒ(𝑉)לשהצירטמהתבקעכ𝑇סחיב

.רחבנהסיסבבהיולתיתלבתויהלהכירצוזהרדגה,תאזםע.𝑉לשוהשלכסיסבל

.תאזגישהלונלתרשפאמהאבההנקסמה

סיסבבהיולתהניארוטרפואלשהצירטמתבקע8.50

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉).־שחיננ𝑢1,… , 𝑢𝑛־ו𝑣1,… , 𝑣𝑛לשםיסיסב𝑉.יזא

tr ℳ(𝑇, (𝑢1,… , 𝑢𝑛)) = tr ℳ(𝑇, (𝑣1,… , 𝑣𝑛)).

𝐴ויהיהחכוה = ℳ(𝑇, (𝑢1,… , 𝑢𝑛))־ו𝐵 = ℳ(𝑇, (𝑣1,… , 𝑣𝑛)).יונישלהחסונה

𝑛הצירטמ𝐶תמייקשונלתרמואסיסב × 𝑛־שךכהכיפה𝐴 = 𝐶−1𝐵𝐶)3.84ואר(.

ךכיפל

tr𝐴 = tr((𝐶−1𝐵)𝐶)

= tr(𝐶(𝐶−1𝐵))

= tr((𝐶𝐶−1)𝐵)

= tr𝐵,
.8.49־מתעבונהיינשההרושהרשאכ

.תינויגהתעכהאבההרדגהה,8.50רואל

רוטרפואתבקע:הרדגה8.51

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉).לשהבקעה𝑇,־בתנמוסמהtr𝑇,ידילעתרדגומ

tr𝑇 = tr ℳ(𝑇, (𝑣1,… , 𝑣𝑛)),
…,𝑣1רשאכ , 𝑣𝑛לשוהשלכסיסבאוה𝑉.

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉)־ו𝜆לשימצעךרע𝑇.לשיובירהתאונרדגהיכרכזינ𝜆
־להוושהזיוביריכונחכוה;)8.23ואר(𝐺(𝜆,𝑇)ללכומהימצעהבחרמהלשדממכ

dim null(𝑇 − 𝜆𝐼)dim 𝑉)םאיכףסונבריכזנ.)8.20ואר𝑉יזא,בכורמירוטקובחרמ

.)8.25ואר(dim𝑉־להווש𝑇לשםיימצעהםיכרעהלכלשםייובירהםוכס

ךרעלכלשםיעפומהרפסמרשאכ״םיימצעהםיכרעהלשםוכסה,ןלהלהנקסמב

…,𝜆1םאשאיהותועמשמ״ויובירלהוושימצע , 𝜆𝑚לשםינושהםיימצעהםיכרעהםה

𝑇םייובירהםע𝑑1,… , 𝑑𝑚,אוהםוכסהיזא

𝑑1𝜆1 + ⋯ + 𝑑𝑚𝜆𝑚.
רשאכ,םינושחרכהבםניאשםיימצעםיכרעלשהמישרםעדובעלףידענםא,ןיפוליחל

םיימצעהםיכרעהתאןמסללכוניזא,יובירלהוושימצעךרעלכלשםיעפומהרפסמ

…,𝜆1ידילע , 𝜆𝑛)רשאכ𝑛־להוושdim𝑉(אוהםוכסהו

𝜆1 + ⋯ + 𝜆𝑛.
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םיימצעהםיכרעהםוכסלהוושהבקעה,םיבכורמםיירוטקוםיבחרמלעמ8.52

𝐅־שחיננ = 𝐂־ו𝑇 ∈ ℒ(𝑉).יזאtr𝑇לשםיימצעהםיכרעהםוכסלהווש𝑇,
.יובירלהוושימצעךרעלכלשםיעפומהרפסמרשאכ

רשאכהנוילעתישלושמהצירטמ𝑇־לשיוילאסחיברשא𝑉לשסיסבםייקהחכוה

םיעפומהרפסמרשאכ,𝑇לשםיימצעהםיכרעהמםיבכרומהצירטמהןוסכלאירביא

םעדחירוטרפואתבקעלשהרדגההךכיפל.8.37ואר—ויובירלהוושימצעךרעלכלש

םיכרעהםוכסלהוושtr𝑇־שתררוג,הריחביפלסיסבבשמתשהלונלתרשפאמה,8.50

.יובירלהוושימצעךרעלכלשםיעפומהרפסמרשאכ,𝑇לשםיימצעה

𝐂3לעמרוטרפואתבקע:המגוד8.53

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝐂3)ידילערדגומ

𝑇(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3) = (3𝑧1 − 𝑧2 − 2𝑧3, 3𝑧1 + 2𝑧2 − 3𝑧3, 𝑧1 + 2𝑧2).
איה𝐂3לשיטרדנטסהסיסבלסחיב𝑇לשהצירטמהיזא

⎛⎜⎜⎜
⎝

3 −1 −2
3 2 −3
1 2 0

⎞⎟⎟⎟
⎠
.

tr𝑇יכונלהארמוזהצירטמלשןוסכלאהירביארוביח = 5.

,1םה𝑇לשםיימצעהםיכרעה 2 + 3𝑖2־ו − 3𝑖,ולכותשיפכ,1יובירםעדחאלכ

הוושימצעךרעלכלשםיעפומהרפסמרשאכ,ולאםיימצעםיכרעלשםוכסה.אדוול

1אוה,ויובירל + (2 + 3𝑖) + (2 − 3𝑖),8.52יפלהפוצמכ,5הוושה.

𝐅־שחיננ.ינייפואהםונילופהםעקודהרשקשיהבקעל = 𝐂, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉),־ו

𝜆1,… , 𝜆𝑛לשםיימצעהםיכרעה𝑇,הוושימצעךרעלכלשםיעפומהרפסמרשאכ

־להווש𝑇לשינייפואהםונילופה,)8.26ואר(הרדגההיפליזא.ויובירל

(𝑧 − 𝜆1)⋯ (𝑧 − 𝜆𝑛).
ןפואב𝑇לשינייפואהםונילופהתאבותכללכונ,ליעלםונילופהלשםיירגוסתחיתפב

אבה

𝑧𝑛 − (𝜆1 + ⋯ + 𝜆𝑛)𝑧𝑛−1 + ⋯ + (−1)𝑛(𝜆1 ⋯ 𝜆𝑛).

,9.65הנקסמואר,ףסונב.האבההנקסמלרישיןפואבליבומליעלאבומההזיוטיב

𝐅יכהחנההתאתשרודהניאש = 𝐂.

ינייפואםונילופוהבקע8.54

𝐅־שחיננ = 𝐂־ו𝑇 ∈ ℒ(𝑉).יהי𝑛 = dim𝑉.יזאtr𝑇םדקמהלשידגנלהווש

.𝑇לשינייפואהםונילופב𝑧𝑛−1לש
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הלפכמבחרמלעמרוטרפואהתבקערובעהדמחנהחסונתקפסמהאבההנקסמה

.תימינפ

תימינפהלפכמבחרמלעמהבקע8.55

𝑇,תימינפהלפכמבחרמ𝑉־שחיננ ∈ ℒ(𝑉),־ו𝑒1,… , 𝑒𝑛לשילמרונותרואסיסב

𝑉.יזא

tr𝑇 = ⟨𝑇𝑒1, 𝑒1⟩ + ⋯ + ⟨𝑇𝑒𝑛, 𝑒𝑛⟩.

לש𝑘הדומע,𝑘הרושברביאהיכהנחבההמתעבונתשקובמההחסונההחכוה

ℳ(𝑇, (𝑒1,… , 𝑒𝑛))־להווש⟨𝑇𝑒𝑘, 𝑒𝑘⟩]רשאכ)א(6.30־בושמתשה𝑣 = 𝑇𝑒𝑘[.

תומגרותמתיעובירהצירטמלעמתרדגומאיהשיפכהבקעהלשתוירבגלאהתונוכתה

הנקסמבהארנשיפכ,םירוטרפואלעמתרדגומאיהשיפכהבקעהלשתוירבגלאתונוכתל

.האבה

תיראינילאיההבקעה8.56

trהיצקנופה ∶ ℒ(𝑉) → 𝐅לעמיראיניללנויצקנופאיהℒ(𝑉)־שךכ

tr(𝑆𝑇) = tr(𝑇𝑆)
𝑆,𝑇לכל ∈ ℒ(𝑉).

סחיבהנייהתוזהחכוהבםירוטרפואהלשתוצירטמהלכ.𝑉לשסיסברחבנהחכוה

𝑆,𝑇־שחיננ.הזסיסבל ∈ ℒ(𝑉).

𝜆םא ∈ 𝐅,יזא

tr(𝜆𝑇) = tr ℳ(𝜆𝑇) = tr(𝜆ℳ(𝑇)) = 𝜆 tr ℳ(𝑇) = 𝜆 tr𝑇,
ינשהןויוושה,רוטרפואהתבקעתרדגהמםיעבונןורחאהוןושארהתונויוושהרשאכ

.תיעובירהצירטמלשהבקעהתרדגהמעבונישילשהןויוושהו,3.38־מעבונ

,ףסונב

tr(𝑆+𝑇) = tr ℳ(𝑆+𝑇) = tr(ℳ(𝑆)+ℳ(𝑇)) = tr ℳ(𝑆)+ tr ℳ(𝑇) = tr 𝑆+ tr𝑇,
ינשהןויוושה,רוטרפואהתבקעתרדגהמםיעבונןורחאהוןושארהתונויוושהרשאכ

יתש.תיעובירהצירטמלשהבקעהתרדגהמעבונישילשהןויוושהו,3.35־מעבונ

trיכוארהליעלתואקספה ∶ ℒ(𝑉) → 𝐅לעמיראיניללנויצקנופℒ(𝑉).

,ןכלערתי

tr(𝑆𝑇)= tr ℳ(𝑆𝑇)= tr(ℳ(𝑆)ℳ(𝑇))= tr(ℳ(𝑇)ℳ(𝑆))= tr ℳ(𝑇𝑆)= tr(𝑇𝑆),
־מעבונבושחהישילשהןויוושהו3.43־מםיעבוניעיברהוינשהתונויוושהרשאכ

8.49.

tr(𝑆𝑇)תואוושמה = tr(𝑇𝑆)־וtr 𝐼 = dim𝑉הבקעהתאדיחיןפואבתונייפאמ

.10ליגרתואר—ℒ(𝑉)לעמםייראינילהםילנויצקנופהלכןיבמ
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ללוכוניאהאבההנקסמהלשחוסינה

תשמתשמהרצקההחכוההךא,תובקע

תשחרתמוזכהעפותרשאכ.תובקעב

הלתברואעקרבללכךרדב,הקיטמתמב

.הבוטהרדגה

tr(𝑆𝑇)האוושמה = tr(𝑇𝑆)הליבומ

תמייקתמהניארשא,האבהונתנקסמלא

ואר(יפוסניאדמממםיירוטקוםיבחרמלעמ

יבגלתופסונתוחנה,תאזלכב.)13ליגרת

𝑆, 𝑇־ו𝑉הנקסמהלשהללכהלתוליבומ

םיבושחםימושייםע,יפוסניאדממלןלהל

.םיטנווקהתרותב

𝑇𝑆־ו𝑆𝑇לששרפההוניאתוהזהרוטרפוא8.57

𝑆,𝑇םירוטרפואםימייקאל ∈ ℒ(𝑉)־שךכ𝑆𝑇 − 𝑇𝑆 = 𝐼.

𝑆,𝑇־שחיננהחכוה ∈ ℒ(𝑉).יזא

tr(𝑆𝑇 − 𝑇𝑆) = tr(𝑆𝑇) − tr(𝑇𝑆) = 0,
.0־מהנושה,dim𝑉־להווש𝐼לשהבקעה.8.56־מםיעבונתונויוושהינשרשאכ
𝑆𝑇לשתובקעהשרחאמ − 𝑇𝑆־ו𝐼םירוטרפואה,תונוש𝑆𝑇 − 𝑇𝑆־ו𝐼םילוכיםניא

.םיוושתויהל

4חםיליגרת

𝑣,𝑤־ותימינפהלפכמבחרמ𝑉־שחיננ1 ∈ 𝑉.רוטרפוארידגנ𝑇 ∈ ℒ(𝑉)לע

𝑇𝑢ידי = ⟨𝑢, 𝑣⟩𝑤.רובעהחסונואצמtr𝑇.

𝑃־שחיננ2 ∈ ℒ(𝑉)םייקמ𝑃2 = 𝑃.יכוחיכוה

tr𝑃 = dim range𝑃.
𝑇־שחיננ3 ∈ ℒ(𝑉)־ו𝑇5 = 𝑇.לשהמודמהוישממהםיקלחהיכוחיכוהtr𝑇

.םימלשםירפסמםהינש

𝑇־ותימינפהלפכמבחרמ𝑉־שחיננ4 ∈ ℒ(𝑉).יכוחיכוה

tr𝑇∗ = tr𝑇.
𝑇־שחיננ.תימינפהלפכמבחרמ𝑉־שחיננ5 ∈ ℒ(𝑉)־ויבויחרוטרפוא

tr𝑇 = 𝑇יכוחיכוה.0 = 0.

𝑃,𝑄־ותימינפהלפכמבחרמ𝑉־שחיננ6 ∈ ℒ(𝑉)וחיכוה.םיילנוגותרואםילטיה

tr(𝑃𝑄)יכ ≥ 0.

𝑇־שחיננ7 ∈ ℒ(𝐂3)איהולשהצירטמהשרוטרפואהאוה

⎛⎜⎜⎜
⎝

51 −12 −21
60 −40 −28
57 −68 1

⎞⎟⎟⎟
⎠
.

ילב.𝑇לשםיימצעםיכרעםה24־ו48−יכ)קיודמב(םכלרמואוהשימ

ישילשהימצעהךרעהתאואצמ,םהשלכהביתכילכבואבשחמבושמתשתש

.𝑇לש
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𝑆,𝑇םא:תידגנהמגודואיבהואוחיכוה8 ∈ ℒ(𝑉),יזאtr(𝑆𝑇) = (tr 𝑆)(tr𝑇).

𝑇־שחיננ9 ∈ ℒ(𝑉)־שךכtr(𝑆𝑇) = 𝑆לכל0 ∈ ℒ(𝑉).יכוחיכוה𝑇 = 0.

𝜏דיחיהיראינילהלנויצקנופהאיההבקעהיכוחיכוה10 ∶ ℒ(𝑉) → 𝐅־שךכ

𝜏(𝑆𝑇) = 𝜏(𝑇𝑆)
𝑆,𝑇לכל ∈ ℒ(𝑉)־ו𝜏(𝐼) = dim𝑉.

…,𝑣1־שחיננ:זמר , 𝑣𝑛לשסיסב𝑉.רובע𝑗, 𝑘 ∈ {1,… , 𝑛},רידגנ𝑃𝑗,𝑘 ∈ ℒ(𝑉)
𝑃𝑗,𝑘(𝑎1𝑣1ידילע + ⋯ + 𝑎𝑛𝑣𝑛) = 𝑎𝑘𝑣𝑗.יכוחיכוה

𝜏(𝑃𝑗,𝑘) =
⎧{
⎨{⎩

1 if 𝑗 = 𝑘,
0 if 𝑗 ≠ 𝑘.

𝑇רובעזאו ∈ ℒ(𝑉),האוושמבושמתשה𝑇 = ∑𝑛
𝑘=1 ∑𝑛

𝑗 = 1 ℳ(𝑇)𝑗,𝑘𝑃𝑗,𝑘ידכ

𝜏(𝑇)יכתוארהל = tr𝑇.

𝑇־ותימינפהלפכמיבחרמ𝑊־ו𝑉־שחיננ11 ∈ ℒ(𝑉,𝑊).םאיכוחיכוה

𝑒1,… , 𝑒𝑛לשילמרונותרואסיסב𝑉־ו𝑓1,… , 𝑓𝑚לשילמרונותרואסיסב𝑊,יזא

tr(𝑇∗𝑇) =
𝑛
∑
𝑘=1

𝑚
∑

𝑗 = 1
|⟨𝑇𝑒𝑘, 𝑓𝑗⟩|2.

,𝑇𝑒𝑘⟩םירפסמה 𝑓𝑗⟩לשהצירטמהירביאםה𝑇םיילמרונותרואהםיסיסבהלאסחיב

𝑒1,… , 𝑒𝑛־ו𝑓1,… , 𝑓𝑚.ךא,םיסיסבבםייולתולאםירפסמtr(𝑇∗𝑇)היולתהניא

םיכרעהלשםיעובירהלשםוכסהיכהארמהזליגרתךכיפל.םיסיסבלשהריחבב

.שומישבשםיילמרונותרואהםיסיסבביולתוניאהצירטמהירביאלשםיטלחומה

.יפוסדמממתימינפהלפכמיבחרמ𝑊־ו𝑉־שחיננ12

⟨𝑆,𝑇⟩יכוחיכוה.א = tr(𝑇∗𝑆)לעמתימינפהלפכמרידגמℒ(𝑉,𝑊).

…,𝑒1־שחיננ.ב , 𝑒𝑛לשילמרונותרואסיסב𝑉־ו𝑓1,… , 𝑓𝑚ילמרונותרואסיסב

ההזאיה)א(ףיעסמℒ(𝑉,𝑊)לעמתימינפההלפכמהיכוארה.𝑊לש

לשרביאלכםיהזמונארשאכ,𝐅𝑚𝑛לעמתיטרדנטסהתימינפההלפכמל

ℒ(𝑉,𝑊)םעזאו)ורכזוההתעהזשםיסיסבהלאסחיב(ולשהצירטמהםע

.𝐅𝑚𝑛לשרביא

𝑇תיראינילהקתעהלשהמרונה:הרהזא ∈ ℒ(𝑉,𝑊)ההזהניא7.86־בתרדגומה

,תרחאשרופמבןיוצאלםא.ליעל)א(ףיעסבתימינפההלפכמהמתעבונההמרונל

תעבונההמרונה.7.86־בהרדגוהשיפכהמרונלתסחייתמ‖𝑇‖־שחיננדימת

.טדימש־טרבליהתמרונואסוינבורפתמרונתארקנ)א(ףיעסבתימינפההלפכמהמ

𝑆,𝑇ואצמ13 ∈ ℒ(𝒫(𝐅))־שךכ𝑆𝑇 − 𝑇𝑆 = 𝐼.

.3.9המגודבםירוטרפואלםימיאתמהםייונישהתאועצב:זמר

תרגסמל8.57תאביחרהלידכ𝑇־ו𝑆יבגלתופסונתוחנהתושרדנשהארמהזליגרת

.יפוסניאדמממםיירוטקוםיבחרמלש
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טקרפ

תוטננימרטדותיראיניל־יטלומהרבגלא

בחרמלעמתויעובירתוינבתותויראיניליבתוינבתתריקחבםיחתופונאקרפהתא

בחרמהיכהארנונא.תויראיניל־יטלומתוינבתלאםינופונאןכמרחאל.ירוטקו

דמממירוטקובחרמלעמידממ־דחאוהתופלחתמתויראיניל־𝑛תוינבתלשירוטקווה

𝑛.רובעסיסבתריחבבהיולתהניאשהייקנהרדגהקפסלונלרשפאתוזהנקסמ

.רוטרפואלשהטננימרטדה

הליבומתופלחתמתויראיניל־יטלומתוינבתתועצמאבהטננימרטדלוזהשיג

יכהארנונא,המגודל.תוטננימרטדלשחתפמתונוכתלשתוטושפתוחכוהל

det(𝑆𝑇)רמולכ,תילפכאיההטננימרטדה = (det 𝑆)(det𝑇)םירוטרפואהלכל𝑆
det𝑇םא־קרו־םאךיפה𝑇יכהארנףסונב.ירוטקובחרמותואלעמ𝑇־ו ≠ הנקסמ.0

הוושבכורמירוטקובחרמלעמרוטרפואלשהטננימרטדהיכתעבוקתפסונהבושח

םימעפרפסמללכנימצעךרעלכרשאכ,רוטרפואהלשםיימצעהםיכרעהתלפכמל

.ויובירלהוושה

.תוירוזנטתולפכמםעתורכיהבםימתוחונאקרפהתא

הזקרפלאצומהתוחנה

•𝐅ןמסמ𝐑וא𝐂.
•𝑉־ו𝑊לעמספאמםינושהיפוסדמממםיירוטקוםיבחרמםינמסמ𝐅.

D
an
iel

S
ch
w
en

C
C
B
Y
-S
A

)1935–1882(רתֶנֵימִאֵרשאכ,1930תנשבחתפנהזןיינב.ןגניטגתטיסרבינואבהקיטמתמלןוכמה

הנומשב(םינש15הזמהטיסרבינואבלגסתרבחורקחמבתקסועהתיאקיטמתמהתייהרבכ

םידוהיםיצרמלהמודב,רתנ,ןוטלשלםיצאנהתיילערחאל,1933־ב.)רכשאללתונושארהםינשה

ורצירבכהיתימעורתנהזבלשב.היידוהיהתויהםושמןגניטגתטיסרבינואמהרטופ,םירחא

לשהחותיפלהמרתשתטשפומהרבגלאלשטבמתדוקנללוכ,תינרדומההרבגלאהתודוסימםיבר

.תיראינילהרבגלא
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333תויעובירתוינבתותויראיניליבתוינבת1ט

תויעובירתוינבתותויראיניליבתוינבת1ט

תויראיניליבתוינבת

×𝑉־מהיצקנופאיה𝑉לעמתיראיניליבתינבת 𝑉לא𝐅ביכרלכבתיראינילאיהש

היצקנופתלבקתמםיביכרהינשמדחאלכעוביקביכאיהרבדהתועמשמ,דרפנב

.תימשרההרדגההןלהל.רחאהביכרבתיראיניל

תיראיניליבתינבת:הרדגה9.1

𝛽היצקנופאיה𝑉לעמתיראיניליבתינבת ∶ 𝑉× 𝑉 → 𝐅־שךכ

𝑣 ↦ 𝛽(𝑣, 𝑢) םגו 𝑣 ↦ 𝛽(𝑢, 𝑣)
𝑢לכל𝑉לעמםייראינילםילנויצקנופםהינש ∈ 𝑉.

אבומה,יראיניללנויצקנופחנומהיכריכזנ

תיראינילהיצקנופותועמשמ,ליעלהרדגהב

ךכיפל.𝐅םירלקסההדשלאהקיתעמה

בינמהיהיראיניליבלנויצקנופחנומה

,תיראיניליבתינבתרשאמרתוייבקעחונימ

.טרדנטסלךפהרעצמההברמלש

תימינפהלפכמבחרמ𝑉םא,המגודל

רודסגוזהקיתעמההיצקנופהיזא,ישממ

(𝑢, 𝑣) ∈ 𝑉 × 𝑉לא⟨𝑢, 𝑣⟩תינבתאיה

בחרמ𝑉םא.𝑉לעמתיראיניליב

יזא,ספאמהנושהבכורמתימינפהלפכמ

רחאמתיראיניליבתינבתהניאוזהיצקנופ

ביכרבתיראינילהניאתימינפההלפכמהש

.)םהלשבכורמהדומצכינשהביכרהמםיפלשנםיבכורמםירלקס(ינשה

𝐅םא = 𝐑,הלפכמדועבשךכבתימינפהלפכממהנושתיראיניליבתינבתיזא

𝛽(𝑣,𝑤)רמולכ[הירטמיסתשרודתימינפ = 𝛽(𝑤, 𝑣)לכל𝑣,𝑤 ∈ 𝑉[ןיטולחלתויבויח

,𝛽(𝑣רמולכ[ 𝑣) > 𝑣לכל0 ∈ 𝑉\{0}[,תינבתרובעתושרדנןניאולאתונוכת

.תיראיניליב

תויראיניליבתוינבת:המגוד9.2

𝛽היצקנופה• ∶ 𝐅3 × 𝐅3 → 𝐅ידילעתרדגומה

𝛽((𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), (𝑦1, 𝑦2, 𝑦3)) = 𝑥1𝑦2 − 5𝑥2𝑦3 + 2𝑥3𝑦1

.𝐅3לעמתיראיניליבתינבתאיה

𝑛הצירטמ𝐴־שחיננ• × 𝑛םע𝐴𝑗,𝑘 ∈ 𝐅הרושב𝑗,הדומע𝑘.תינבתרידגנ

ידילע𝐅𝑛לעמ𝛽𝐴תיראיניליב

𝛽𝐴((𝑥1,… , 𝑥𝑛), (𝑦1,… , 𝑦𝑛)) =
𝑛
∑
𝑘=1

𝑛
∑

𝑗 = 1
𝐴𝑗,𝑘𝑥𝑗𝑦𝑘.

𝑛םעהזףיעסלשיטרפהרקמאוהןושארהףיעסה = ־ו3

𝐴 =
⎛⎜⎜⎜
⎝

0 1 0
0 0 −5
2 0 0

⎞⎟⎟⎟
⎠
.
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𝑇־וישממתימינפהלפכמבחרמ𝑉־שחיננ• ∈ ℒ(𝑉).היצקנופהיזא𝛽 ∶ 𝑉×𝑉 → 𝐑
ידילעתרדגומה

𝛽(𝑢, 𝑣) = ⟨𝑢,𝑇𝑣⟩
.𝑉לעמתיראיניליבתינבתאיה

𝛽היצקנופהיזא,יבויחםלשרפסמ𝑛םא• ∶ 𝒫𝑛(𝐑) × 𝒫𝑛(𝐑) → 𝐑ידילעתרדגומה

𝛽(𝑝, 𝑞) = 𝑝(2) ⋅ 𝑞′(3)
.𝒫𝑛(𝐑)לעמתיראיניליבתינבתאיה

,𝜑־שחיננ• 𝜏 ∈ 𝑉′.היצקנופהיזא𝛽 ∶ 𝑉× 𝑉 → 𝐅ידילעתרדגומה

𝛽(𝑢, 𝑣) = 𝜑(𝑢) ⋅ 𝜏(𝑣)
.𝑉לעמתיראיניליבתינבתאיה

…,𝜑1־שחיננ,רתוייללכןפואב• ,𝜑𝑛, 𝜏1,… , 𝜏𝑛 ∈ 𝑉′.היצקנופהיזא𝛽 ∶ 𝑉×𝑉 → 𝐅
ידילעתרדגומה

𝛽(𝑢, 𝑣) = 𝜑1(𝑢) ⋅ 𝜏1(𝑣) + ⋯ + 𝜑𝑛(𝑢) ⋅ 𝜏𝑛(𝑣)
.𝑉לעמתיראיניליבתינבתאיה

×𝑉־מהיצקנופאיה𝑉לעמתיראיניליבתינבת 𝑉לא𝐅.־שרחאמ𝑉× 𝑉בחרמ

הקתעהתויהלאיהםגהלוכיתיראיניליבתינבתםאההלאשהתאררועמרבדה,ירוטקו

×𝑉־מתיראיניל 𝑉לא𝐅.הניא9.2־בתויראיניליבהתוינבתהמתחאףאשבלםישנ

איהתיראיניליבהתינבתהרשאכםימיוסמםייטרפםירקמטעמלתיראינילהקתעה

תיראינילהקתעהאיה𝑉לעמ𝛽תיראיניליבתינבתיכהארמ3ליגרת.ספאהתקתעה

×𝑉לעמ 𝑉םאקר𝛽 = 0.

𝑉(2):הרדגה9.3

.𝑉(2)ידילעתנמוסמ𝑉לעמתויראיניליבהתוינבתהתצובק

בחרמאוה𝑉(2),תויצקנופלשרלקסבלפכורוביחלשתוליגרהתולועפהםע

.ירוטקו

…,𝑒1סיסבו𝑉ידממ־𝑛ירוטקובחרמלעמרוטרפוא𝑇רובע , 𝑒𝑛לש𝑉,ונשמתשה

𝑛הצירטמב × 𝑛יבגלעדימקפסלידכ𝑇.רובערבדהותואתאםישועונאתעכ

.𝑉לעמתויראיניליבתוינבת

ℳ(𝛽),תיראיניליבתינבתלשהצירטמ:הרדגה9.4

…,𝑒1־ו𝑉לעמתיראיניליבתינבת𝛽־שחיננ , 𝑒𝑛לשסיסב𝑉.לשהצירטמה𝛽
𝑛הצירטמℳ(𝛽)איההזסיסבלסחיב × 𝑛רביאהשℳ(𝛽)𝑗,𝑘הרושב𝑗,הדומע

𝑘ידילעןותנ

ℳ(𝛽)𝑗,𝑘 = 𝛽(𝑒𝑗, 𝑒𝑘).
…,𝑒1סיסבהםא , 𝑒𝑛ןומיסבשומישהשעניזא,רשקההמרורבוניא

ℳ(𝛽, (𝑒1,… , 𝑒𝑛)).
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𝑛תוצירטמלשירוטקווהבחרמהתאןמסמ𝐅𝑛,𝑛יכריכזנ × 𝑛־בםירביאםע𝐅
dimיכו 𝐅𝑛,𝑛 = 𝑛2)3.40־ו3.39ואר(.

9.5dim𝑉(2) = (dim𝑉)2

…,𝑒1־שחיננ , 𝑒𝑛לשסיסב𝑉.הקתעההיזא𝛽 ↦ ℳ(𝛽)לשםזיפרומוזיאאיה

𝑉(2)לע𝐅𝑛,𝑛.ןכלערתי,dim𝑉(2) = (dim𝑉)2.

𝛽הקתעהההחכוה ↦ ℳ(𝛽)לשתיראינילהקתעהרוריבבאיה𝑉(2)לא𝐅𝑛,𝑛.

𝐴רובע ∈ 𝐅𝑛,𝑛,תיראיניליבתינבתרידגנ𝛽𝐴לעמ𝑉ידילע

𝛽𝐴(𝑥1𝑒1 + ⋯ + 𝑥𝑛𝑒𝑛, 𝑦1𝑒1 + ⋯ + 𝑦𝑛𝑒𝑛) =
𝑛
∑
𝑘=1

𝑛
∑

𝑗 = 1
𝐴𝑗,𝑘𝑥𝑗𝑦𝑘

…,𝑥1רובע , 𝑥𝑛, 𝑦1,… , 𝑦𝑛 ∈ 𝐅)םא𝑉 = 𝐅𝑛־ו𝑒1,… , 𝑒𝑛לשיטרדנטסהסיסבהאוה

𝐅𝑛,יזא𝛽𝐴תיראיניליבהתינבתלההזוז𝛽𝐴9.2המגודלשינשהףיעסב(.

𝛽תיראינילההקתעהה ↦ ℳ(𝛽)־מ𝑉(2)לא𝐅𝑛,𝑛תיראינילההקתעההו𝐴 ↦ 𝛽𝐴
𝛽ℳ(𝛽)־שרחאמהיינשהלשתחאתויכפוה𝑉(2)לא𝐅𝑛,𝑛־מ = 𝛽לכל𝛽 ∈ 𝑉(2)־ו

ℳ(𝛽𝐴) = 𝐴לכל𝐴 ∈ 𝐅𝑛,𝑛,אדוולםכילעשיפכ.

.ההזדממתורבחמןהשםיבחרמהינשלוםימזיפרומוזיאןהתוקתעההיתשךכיפל

dim𝑉(2)ןכל = dim 𝐅𝑛,𝑛 = 𝑛2 = (dim𝑉)2.

𝐶יכריכזנ tלשתפלחושמההצירטמהתאןמסמ𝐶.הצירטמה𝐶 tידילעתגשומ

.𝐶לשתודומעהותורושהתפלחה

רוטרפואותיראיניליבתינבתלשהבכרה9.6

𝑇־ו𝑉לעמתיראיניליבתינבת𝛽־שחיננ ∈ ℒ(𝑉).תויראיניליבתוינבתרידגנ𝛼
ידילע𝑉לעמ𝜌־ו

𝛼(𝑢, 𝑣) = 𝛽(𝑢,𝑇𝑣) םגו 𝜌(𝑢, 𝑣) = 𝛽(𝑇𝑢, 𝑣).
…,𝑒1יהי , 𝑒𝑛לשסיסב𝑉.יזא

ℳ(𝛼) = ℳ(𝛽)ℳ(𝑇) םגו ℳ(𝜌) = ℳ(𝑇)tℳ(𝛽).

,𝑗םאהחכוה 𝑘 ∈ {1,… , 𝑛},יזא

ℳ(𝛼)𝑗,𝑘 = 𝛼(𝑒𝑗, 𝑒𝑘)

= 𝛽(𝑒𝑗,𝑇𝑒𝑘)

= 𝛽(𝑒𝑗,
𝑛
∑

𝑚=1
ℳ(𝑇)𝑚,𝑘 𝑒𝑚)

=
𝑛
∑

𝑚=1
𝛽(𝑒𝑗, 𝑒𝑚)ℳ(𝑇)𝑚,𝑘

= (ℳ(𝛽)ℳ(𝑇))𝑗,𝑘.
ℳ(𝛼)ךכיפל = ℳ(𝛽)ℳ(𝑇).יכהחכוההℳ(𝜌) = ℳ(𝑇)tℳ(𝛽)המוד.
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םינשמונאםאהנתשמתיראיניליבתינבתלשהצירטמהדציכהארמןלהלהנקסמה

הצירטמהרובעסיסביונישתחסונלתוושהלשיןלהלהנקסמבהחסונהתא.סיסבהתא

𝐶תפלחושמהיכהדבועהדבלמ,תומודתואחסונהיתש.)3.84ואר(רוטרפואלש t

לשהצירטמהרובעסיסביונישתחסונבהעיפומ𝐶−1תיכפוההוןלהלהחסונבהעיפומ

.רוטרפוא

סיסביונישתחסונ9.7

𝛽־שחיננ ∈ 𝑉(2).־שחיננ𝑒1,… , 𝑒𝑛־ו𝑓1,… , 𝑓𝑛לשםיסיסב𝑉.הנייהת

𝐴 = ℳ(𝛽, (𝑒1,… , 𝑒𝑛)) ־ו 𝐵 = ℳ(𝛽, ( 𝑓1,… , 𝑓𝑛))
𝐶־ו = ℳ(𝐼, (𝑒1,… , 𝑒𝑛), ( 𝑓1,… , 𝑓𝑛)).יזא

𝐴 = 𝐶 t𝐵𝐶.

𝑇רוטרפואםייקיכונלהרומ)3.4(תיראינילההקתעההתמלהחכוה ∈ ℒ(𝑉)ךכ

𝑇־ש 𝑓𝑘 = 𝑒𝑘לכל𝑘 = 1,… , 𝑛.תררוגסיסבלסחיברוטרפואלשהצירטמהתרדגה

־ש

ℳ(𝑇, ( 𝑓1,… , 𝑓𝑛)) = 𝐶.

,𝛼תויראיניליבתוינבתרידגנ 𝜌לעמ𝑉ידילע

𝛼(𝑢, 𝑣) = 𝛽(𝑢,𝑇𝑣) ־ו 𝜌(𝑢, 𝑣) = 𝛼(𝑇𝑢, 𝑣) = 𝛽(𝑇𝑢,𝑇𝑣).
,𝛽(𝑒𝑗יזא 𝑒𝑘) = 𝛽(𝑇 𝑓𝑗,𝑇 𝑓𝑘) = 𝜌( 𝑓𝑗, 𝑓𝑘)לכל𝑗, 𝑘 ∈ {1,… , 𝑛}.ךכיפל

𝐴 = ℳ(𝜌, ( 𝑓1,… , 𝑓𝑛))
= 𝐶 tℳ(𝛼, ( 𝑓1,… , 𝑓𝑛))
= 𝐶 t𝐵𝐶,

.9.6־מתועבונתישילשהוהיינשהתורושהרשאכ

𝒫2(𝐑)לעמתיראיניליבתינבתלשהצירטמה:המגוד9.8

,𝛽(𝑝ידילע𝒫2(𝐑)לעמ𝛽תיראיניליבתינבתרידגנ 𝑞) = 𝑝(2) ⋅ 𝑞′(3).ויהי

𝐴 = ℳ(𝛽, (1, 𝑥 − 2, (𝑥 − 3)2)) ־ו 𝐵 = ℳ(𝛽, (1, 𝑥, 𝑥2))
𝐶־ו = ℳ(𝐼, (1, 𝑥 − 2, (𝑥 − 3)2), (1, 𝑥, 𝑥2)).יזא

𝐴 =
⎛⎜⎜⎜
⎝

0 1 0
0 0 0
0 1 0

⎞⎟⎟⎟
⎠

םגו 𝐵 =
⎛⎜⎜⎜
⎝

0 1 6
0 2 12
0 4 24

⎞⎟⎟⎟
⎠

םגו 𝐶 =
⎛⎜⎜⎜
⎝

1 −2 9
0 1 −6
0 0 1

⎞⎟⎟⎟
⎠
.

𝐴יכתעבוק9.7סיסבהיונישתחסונ,תעכ = 𝐶 t𝐵𝐶,תועצמאבאדוולולכותשהעיבק

.ליעלתוצירטמהלשתוצירטמלפכ
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תוירטמיסתויראיניליבתוינבת

𝑉(2),תירטמיסתיראיניליבתינבת:הרדגה9.9
sym

𝜌תיראיניליבתינבת ∈ 𝑉(2)םאתירטמיסתארקנ

𝜌(𝑢,𝑤) = 𝜌(𝑤, 𝑢)
𝑢,𝑤לכל ∈ 𝑉.לעמתוירטמיסהתויראיניליבהתוינבתהתצובק𝑉לעתנמוסמ

𝑉(2)ידי
sym.

תוירטמיסתויראיניליבתוינבת:המגוד9.10

𝜌־וישממתימינפהלפכמבחרמ𝑉םא• ∈ 𝑉(2)ידילערדגומ

𝜌(𝑢,𝑤) = ⟨𝑢,𝑤⟩,
.𝑉לעמתירטמיסתיראיניליבתינבת𝜌יזא

𝑇־וישממתימינפהלפכמבחרמ𝑉־שחיננ• ∈ ℒ(𝑉).רידגנ𝜌 ∈ 𝑉(2)ידילע

𝜌(𝑢,𝑤) = ⟨𝑢,𝑇𝑤⟩.
ומצעלדומצרוטרפוא𝑇םא־קרו־םא𝑉לעמתירטמיסתיראיניליבתינבת𝜌יזא

𝑇לשיטרפההרקמהאוההמגודבםדוקהףיעסה( = 𝐼(.

𝜌־שחיננ• ∶ ℒ(𝑉) × ℒ(𝑉) → 𝐅ידילעתרדגומ

𝜌(𝑆,𝑇) = tr(𝑆𝑇).
לנויצקנופאיההבקעהשרחאמℒ(𝑉)לעמתירטמיסתיראיניליבתינבת𝜌יזא

tr(𝑆𝑇)־וℒ(𝑉)לעמיראיניל = tr(𝑇𝑆)לכל𝑆,𝑇 ∈ ℒ(𝑉);8.56ואר.

תירטמיסהצירטמ:הרדגה9.11

.הלשתפלחושמלהוושאיהםאתירטמיסתארקנ𝐴תיעובירהצירטמ

אלךאוהשלכסיסבלסחיבתירטמיסהצירטמהיהתשןכתיי𝑉לעמרוטרפואל

𝑉לעמתיראיניליבתינבתלשהארמהאבההנקסמה,דגנמ.𝑉לשםיסיסבהלכלסחיב
.𝑉לשםיסיסבהמדחאאלףאלסחיבוא𝑉יסיסבלכלסחיבואתירטמיסהצירטמשי

תוניסכלןהתוירטמיסתויראיניליבתוינבת9.12

𝜌־שחיננ ∈ 𝑉(2).םילוקשםיאבהםיאנתהיזא.

.𝑉לעמתירטמיסתיראיניליבתינבת𝜌.א

,ℳ(𝜌.ב (𝑒1,… , 𝑒𝑛))סיסבלכלתירטמיסהצירטמ𝑒1,… , 𝑒𝑛לש𝑉.

,ℳ(𝜌.ג (𝑒1,… , 𝑒𝑛))והשלכסיסברובעתירטמיסהצירטמ𝑒1,… , 𝑒𝑛לש𝑉.

,ℳ(𝜌.ד (𝑒1,… , 𝑒𝑛))והשלכסיסברובעתינוסכלאהצירטמ𝑒1,… , 𝑒𝑛לש𝑉.
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־שחיננ.תירטמיסתיראיניליבתינבת𝜌ןכלו,םייקתמ)א(יכחיננהליחתהחכוה

𝑒1,… , 𝑒𝑛לשסיסב𝑉־ו𝑗, 𝑘 ∈ {1,… , 𝑛}.יזא𝜌(𝑒𝑗, 𝑒𝑘) = 𝜌(𝑒𝑘, 𝑒𝑗)־שרחאמ𝜌
,ℳ(𝜌ךכיפל.תירטמיס (𝑒1,… , 𝑒𝑛))ררוג)א(יכוניארהךכבו,תירטמיסהצירטמ

.)ב(תא

.רוריבב)ג(תאררוג)ב(

…,𝑒1־וםייקתמ)ג(יכחיננתעכ , 𝑒𝑛לשסיסב𝑉־שךכℳ(𝜌, (𝑒1,… , 𝑒𝑛))
𝑢,𝑤־שחיננ.תירטמיסהצירטמ ∈ 𝑉.םימייק𝑎1,… , 𝑎𝑛, 𝑏1,… , 𝑏𝑛 ∈ 𝐅־שךכ

𝑢 = 𝑎1𝑒1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑒𝑛־ו𝑤 = 𝑏1𝑒1 + ⋯ + 𝑏𝑛𝑒𝑛.תעכ

𝜌(𝑢,𝑤) = 𝜌(
𝑛
∑

𝑗 = 1
𝑎𝑗𝑒𝑗,

𝑛
∑
𝑘=1

𝑏𝑘𝑒𝑘)

=
𝑛
∑

𝑗 = 1

𝑛
∑
𝑘=1

𝑎𝑗𝑏𝑘𝜌(𝑒𝑗, 𝑒𝑘)

=
𝑛
∑

𝑗 = 1

𝑛
∑
𝑘=1

𝑎𝑗𝑏𝑘𝜌(𝑒𝑘, 𝑒𝑗)

= 𝜌(
𝑛
∑
𝑘=1

𝑏𝑘𝑒𝑘,
𝑛
∑

𝑗 = 1
𝑎𝑗𝑒𝑗)

= 𝜌(𝑤, 𝑢),
האוושמה.תירטמיסהצירטמℳ(𝜌)־שרחאמתמייקתמתישילשההרושהרשאכ

.)א(תאררוג)ג(יכוניארהךכבו,תירטמיסתיראיניליבתינבת𝜌־שהארמליעל

איהתינוסכלאהצירטמלכשרחאמ.םילוקש)ג(־ו)ב(,)א(יכונחכוה,וזהדוקנב

ידילע)ד(תאררוג)א(יכהארנ,החכוההתמלשהל.)ג(תאררוג)ד(,תירטמיס

𝑛לעהיצקודניא = dim𝑉.

𝑛םא = 1הצירטמלכשרחאמ)ד(תאררוג)א(יזא,1 × תעכ.תינוסכלאאיה1

𝑛־שחיננ > )א(־שחיננ.דחאבךומנדממרובעתמייקתמ)ד(⟹)א(הרירגהו1

𝜌םא.תירטמיסתיראיניליבתינבת𝜌ןכלו,םייקתמ = סחיב𝜌לשהצירטמהיזא,0

םילוכיונאןכל.תינוסכלאהצירטמאיהש,ספאהתצירטמאיה𝑉לשסיסבלכלא

𝜌־שחינהל ≠ 𝑢,𝑤םימייקרמולכ,0 ∈ 𝑉־שךכ𝜌(𝑢,𝑤) ≠ תעכ.0

2𝜌(𝑢,𝑤) = 𝜌(𝑢 + 𝑤, 𝑢 + 𝑤) − 𝜌(𝑢, 𝑢) − 𝜌(𝑤,𝑤).
ינמיהףגאבםייוטיבהתשולש,ספאמהנושליעלהאוושמהלשילאמשהףגאהשרחאמ

𝑣םייקןכל.0םלוכתויהלםילוכיאל ∈ 𝑉־שךכ𝜌(𝑣, 𝑣) ≠ 0.

𝑈יהי = {𝑢 ∈ 𝑉 ∶ 𝜌(𝑢, 𝑣) = לנויצקנופהלשספאהבחרמאוה𝑈ךכיפל.{0

𝑢יראינילה ↦ 𝜌(𝑢, 𝑣)לעמ𝑉.־שרחאמספאהלנויצקנופוניאהזיראיניללנויצקנופ

𝑣 ∉ 𝑈.ךכיפלdim𝑈 = 𝑛 − …,𝑒1סיסבםייק,היצקודניאהתחנהיפל.1 , 𝑒𝑛−1לש

𝑈תירטמיסהתיראיניליבהתינבתלשישךכ𝜌|𝑈×𝑈סיסבלסחיבתינוסכלאהצירטמ

.הז

𝑣־שרחאמ ∉ 𝑈,המישרה𝑒1,… , 𝑒𝑛−1, 𝑣לשסיסב𝑉.־שחיננ𝑘 ∈ {1,… , 𝑛−1}.

,𝜌(𝑒𝑘יזא 𝑣) = ־שםגלבקנ,תירטמיס𝜌־שרחאמ.𝑈תיינבןפואתמחמ0

𝜌(𝑣, 𝑒𝑘) = …,𝑒1־לסחיב𝜌לשהצירטמהךכיפל.0 , 𝑒𝑛−1, 𝑣ךכבותינוסכלאהצירטמ

.)ד(תאררוג)א(יכהחכוהההמלשוה
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תינוסכלאהצירטמשיתירטמיסתיראיניליבתינבתלכליכתעבוקתמדוקההנקסמה

תימינפהלפכמבחרמםגהרקמבאוהירוטקווהבחרמהםא.והשלכסיסבלסחיב

הצירטמשיתירטמיסתיראיניליבתינבתלכלשהארמהאבההנקסמהיזא,ישממ

הניאןאכתימינפההלפכמהשבלומיש.והשלכילמרונותרואסיסבלסחיבתינוסכלא

.תיראיניליבהתינבתלהרושק

ילמרונותרואסיסבידילעתירטמיסתיראיניליבתינבתלשןוסכל9.13

.𝑉לעמתירטמיסתיראיניליבתינבת𝜌־וישממתימינפהלפכמבחרמ𝑉־שחיננ
.𝑉לשוהשלכילמרונותרואסיסבלסחיבתינוסכלאהצירטמ𝜌־לשייזא

…,𝑓1יהתהחכוה , 𝑓𝑛לשילמרונותרואסיסב𝑉.יהת𝐵 = ℳ(𝜌, ( 𝑓1,… , 𝑓𝑛)).

𝑇יהי.)9.12יפל(תירטמיסהצירטמאיה𝐵יזא ∈ ℒ(𝑉)־שךכרוטרפואה

ℳ(𝑇, ( 𝑓1,… , 𝑓𝑛)) = 𝐵.ךכיפל𝑇ומצעלדומצ.

סחיבתינוסכלאהצירטמ𝑇־לשייכעבוק)7.29(ישממהילרטקפסהקוריפהטפשמ

…,𝑒1ילמרונותרואסיסבל , 𝑒𝑛לשוהשלכ𝑉.יהת𝐶 = ℳ(𝐼, (𝑒1,… , 𝑒𝑛), ( 𝑓1,… , 𝑓𝑛)).

…,𝑒1סיסבלסחיב𝑇לשהצירטמהאיה𝐶−1𝐵𝐶ךכיפל , 𝑒𝑛)ןכל.)3.84יפל𝐶−1𝐵𝐶
תעכ.תינוסכלאהצירטמ

ℳ(𝜌, (𝑒1,… , 𝑒𝑛)) = 𝐶 t𝐵𝐶 = 𝐶−1𝐵𝐶,
הצירטמ𝐶־שרחאמםייקתמינשהןויוושהו9.7יפלםייקתמןושארהןויוושהרשאכ

𝐶−1־שררוגשהמ(םיישממםירביאםעתירטינוא = 𝐶 t;7.57ואר(.

תויראיניל־יטלומתוינבתל.תופלחתמתויראיניליבתוינבתבדקמתהלרובענתעכ

.הזקרפךשמהבתוטננימרטדלונתשיגביזכרמדיקפתהיהיתופלחתמ

𝑉(2),תפלחתמתיראיניליבתינבת:הרדגה9.14
alt

𝛼תיראיניליבתינבת ∈ 𝑉(2)םאתפלחתמתארקנ

𝛼(𝑣, 𝑣) = 0
𝑣לכל ∈ 𝑉.לעמתופלחתמהתויראיניליבהתוינבתהתצובק𝑉ידילעתנמוסמ

𝑉(2)
alt.

תופלחתמתויראיניליבתוינבת:המגוד9.15

𝑛־שחיננ• ≥ 𝛼־ו3 ∶ 𝐅𝑛 × 𝐅𝑛 → 𝐅ידילעתרדגומ

𝛼((𝑥1,… , 𝑥𝑛), (𝑦1,… , 𝑦𝑛)) = 𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1 + 𝑥1𝑦3 − 𝑥3𝑦1.
.𝐅𝑛לעמתפלחתמתיראיניליבתינבת𝛼יזא

,𝜑־שחיננ• 𝜏 ∈ 𝑉′.תיראיניליבהתינבתהיזא𝛼לעמ𝑉ידילעתרדגומה

𝛼(𝑢,𝑤) = 𝜑(𝑢)𝜏(𝑤) − 𝜑(𝑤)𝜏(𝑢)
.תפלחתמאיה
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רדסיונישםא־קרו־םאתפלחתמאיהתיראיניליבתינבתשהארמהאבההנקסמה

.1−־בהאצותהתאליפכמםיביכרה

תופלחתמתויראיניליבתוינבתןויפא9.16

םא־קרו־םאתפלחתמאיה𝑉לעמ𝛼תיראיניליבתינבת

𝛼(𝑢,𝑤) = −𝛼(𝑤, 𝑢)
𝑢,𝑤לכל ∈ 𝑉.

𝑢,𝑤םא.תפלחתמ𝛼יכחיננהליחתהחכוה ∈ 𝑉,יזא

0 = 𝛼(𝑢 + 𝑤, 𝑢 + 𝑤)

= 𝛼(𝑢, 𝑢) + 𝛼(𝑢,𝑤) + 𝛼(𝑤, 𝑢) + 𝛼(𝑤,𝑤)

= 𝛼(𝑢,𝑤) + 𝛼(𝑤, 𝑢).
𝛼(𝑢,𝑤)ךכיפל = −𝛼(𝑤, 𝑢),וניצרשיפכ.

𝛼(𝑢,𝑤)־שחיננ,ינשהןוויכבהרירגהתחכוהל = −𝛼(𝑤, 𝑢)לכל𝑢,𝑤 ∈ 𝑉.יזא

𝛼(𝑣, 𝑣) = −𝛼(𝑣, 𝑣)לכל𝑣 ∈ 𝑉,־שררוגשהמ𝛼(𝑣, 𝑣) = 𝑣לכל0 ∈ 𝑉.ךכיפל𝛼
.תפלחתמ

רשיםוכסאוה𝑉לעמתויראיניליבתוינבתלשירוטקווהבחרמהיכהארנתעכ

תופלחתמהתויראיניליבהתוינבתהו𝑉לעמתוירטמיסהתויראיניליבהתוינבתהלש

.𝑉לעמ

9.17𝑉(2) = 𝑉(2)
sym ⊕ 𝑉(2)

alt

𝑉(2)תוצובקה
sym־ו𝑉(2)

altלשבחרמ־יתתןה𝑉(2).ןכלערתי,

𝑉(2) = 𝑉(2)
sym ⊕ 𝑉(2)

alt .

תוינבתיתשלכלשםוכסהשתררוגתירטמיסתיראיניליבתינבתלשהרדגהההחכוה

תלופכלכו,𝑉לעמתירטמיסתיראיניליבתינבתאוה𝑉לעמתוירטמיסתויראיניליב

תירטמיסתיראיניליבתינבתאיה𝑉לעמיהשלכתירטמיסתיראיניליבתינבתלשרלקס

𝑉(2)־בתאצמנספאהתיראיניליבהתינבתה,ףסונב.𝑉לעמ
sym.ךכיפל𝑉(2)

symאוה

𝑉(2)־שאודיווה,המודןפואב.𝑉(2)לשבחרמ־תת
altלשבחרמ־תתאוה𝑉(2)רישיאוה.

𝑉(2)־שתוארהלוננוצרב,תעכ = 𝑉(2)
sym + 𝑉(2)

alt.־שחיננ,ךכךרוצל𝛽 ∈ 𝑉(2).

,𝜌רידגנ 𝛼 ∈ 𝑉(2)ידילע

𝜌(𝑢,𝑤) =
𝛽(𝑢,𝑤) + 𝛽(𝑤, 𝑢)

2
םגו 𝛼(𝑢,𝑤) =

𝛽(𝑢,𝑤) − 𝛽(𝑤, 𝑢)
2

.

𝜌יזא ∈ 𝑉(2)
sym־ו𝛼 ∈ 𝑉(2)

alt,םגו𝛽 = 𝜌 + 𝛼.ךכיפל𝑉(2) = 𝑉(2)
sym + 𝑉(2)

alt.

־שחיננ,{0}־להוושםינודנהבחרמה־יתתינשלשךותיחהשתוארהלידכ,ףוסבל

𝛽 ∈ 𝑉(2)
sym ∩ 𝑉(2)

alt.םא𝑢,𝑤 ∈ 𝑉,־שררוג9.16יזא

𝛽(𝑢,𝑤) = −𝛽(𝑤, 𝑢) = −𝛽(𝑢,𝑤)
𝛽(𝑢,𝑤)ןכלו = 𝛽ךכיפל.0 = 𝑉(2)ןכל.0 = 𝑉(2)

sym ⊕ 𝑉(2)
alt)1.46יפל(.
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תויעובירתוינבת

𝑞𝛽,תיראיניליבתינבתלהמיאתמהתיעובירתינבת:הרדגה9.18

𝑞𝛽היצקנופרידגנ,𝑉לעמתיראיניליבתינבת𝛽רובע ∶ 𝑉 → 𝐅ידילע𝑞𝛽(𝑣) =
𝛽(𝑣, 𝑣).היצקנופ𝑞 ∶ 𝑉 → 𝐅לעמתיעובירתינבתתארקנ𝑉תינבתתמייקםא

𝑞־שךכ𝑉לעמ𝛽תיראיניליב = 𝑞𝛽.

𝑞𝛽יזא,תיראיניליבתינבת𝛽םאיכבלםישנ = .תפלחתמ𝛽םא־קרו־םא0

תיעובירתינבת:המגוד9.19

ידילעתרדגומה𝐑3לעמתיראיניליבהתינבתהאיה𝛽־שחיננ

𝛽((𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), (𝑦1, 𝑦2, 𝑦3)) = 𝑥1𝑦1 − 4𝑥1𝑦2 + 8𝑥1𝑦3 − 3𝑥3𝑦3.
החסונהתועצמאבתנתינה𝐑3לעמתיעובירהתינבתה𝑞𝛽יזא

𝑞𝛽(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥1
2 − 4𝑥1𝑥2 + 8𝑥1𝑥3 − 3𝑥3

2.

,𝐅𝑛לעמתויעובירתוינבתלתיסופיטתינבתאיהליעלהמגודבתיעובירהתינבתה

.האבההנקסמבהארנשיפכ

𝐅𝑛לעמתויעובירתוינבת9.20

לעמתיעובירתינבת𝑞יזא.𝐅לא𝐅𝑛־מהיצקנופ𝑞־ויבויחםלשרפסמ𝑛־שחיננ

𝐅𝑛םירפסמםימייקםא־קרו־םא𝐴𝑗,𝑘 ∈ 𝐅רובע𝑗, 𝑘 ∈ {1,… , 𝑛}־שךכ

𝑞(𝑥1,… , 𝑥𝑛) =
𝑛
∑
𝑘=1

𝑛
∑

𝑗 = 1
𝐴𝑗,𝑘𝑥𝑗𝑥𝑘

…,𝑥1)לכל , 𝑥𝑛) ∈ 𝐅𝑛.

𝛽תיראיניליבתינבתתמייקךכיפל.𝐅𝑛לעמתיעובירתינבת𝑞יכחיננהליחתהחכוה
𝑞־שךכ𝐅𝑛לעמ = 𝑞𝛽.יהת𝐴לשהצירטמה𝛽לשיטרדנטסהסיסבלסחיב𝐅𝑛.יזא

…,𝑥1)לכל , 𝑥𝑛) ∈ 𝐅𝑛,תשקובמההאוושמהתמייקתמ

𝑞(𝑥1,… , 𝑥𝑛) = 𝛽((𝑥1,… , 𝑥𝑛), (𝑥1,… , 𝑥𝑛)) =
𝑛
∑
𝑘=1

𝑛
∑

𝑗 = 1
𝐴𝑗,𝑘𝑥𝑗𝑥𝑘.

𝐴𝑗,𝑘םירפסמםימייקיכחיננ,ךופההןוויכב ∈ 𝐅רובע𝑗, 𝑘 ∈ {1,… , 𝑛}־שךכ

𝑞(𝑥1,… , 𝑥𝑛) =
𝑛
∑
𝑘=1

𝑛
∑

𝑗 = 1
𝐴𝑗,𝑘𝑥𝑗𝑥𝑘

…,𝑥1)לכל , 𝑥𝑛) ∈ 𝐅𝑛.תיראיניליבתינבתרידגנ𝛽לעמ𝐅𝑛ידילע

𝛽((𝑥1,… , 𝑥𝑛), (𝑦1,… , 𝑦𝑛)) =
𝑛
∑
𝑘=1

𝑛
∑

𝑗 = 1
𝐴𝑗,𝑘𝑥𝑗𝑦𝑘.

𝑞יזא = 𝑞𝛽,וניצרשיפכ.
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תוליקשה,תיתורירשתיראיניליבתינבתלשםיחנומבתורדגומתויעובירתוינבתשףא

תיראיניליבתינבתבשמתשהללכונדימתיכונלהארמןלהלהנקסמב)ב(־ו)א(לש

.תירטמיס

תויעובירתוינבתלשםינויפא9.21

𝑞־שחיננ ∶ 𝑉 → 𝐅םילוקשםיאבהםיאנתה.היצקנופ.

.תיעובירתינבת𝑞.א

𝑞־שךכ𝑉לעמ𝜌הדיחיתירטמיסתיראיניליבתינבתתמייק.ב = 𝑞𝜌.

𝑞(𝜆𝑣).ג = 𝜆2𝑞(𝑣)לכל𝜆 ∈ 𝐅לכלו𝑣 ∈ 𝑉,היצקנופהו

(𝑢,𝑤) ↦ 𝑞(𝑢 + 𝑤) − 𝑞(𝑢) − 𝑞(𝑤)
.𝑉לעמתירטמיסתיראיניליבתינבתאיה

𝑞(2𝑣).ד = 4𝑞(𝑣)לכל𝑣 ∈ 𝑉,היצקנופהו

(𝑢,𝑤) ↦ 𝑞(𝑢 + 𝑤) − 𝑞(𝑢) − 𝑞(𝑤)
.𝑉לעמתירטמיסתיראיניליבתינבת

תינבתתמייקןכל.תיעובירתינבת𝑞־שךכ,םייקתמ)א(יכחיננהליחתהחכוה

𝑞־שךכ𝛽תיראיניליב = 𝑞𝛽.תירטמיסתיראיניליבתינבתתומייק,9.17יפל𝜌לעמ𝑉
𝛽־שךכ𝑉לעמ𝛼תפלחתמתיראיניליבתינבתו = 𝜌 + 𝛼.תעכ

𝑞 = 𝑞𝛽 = 𝑞𝜌 + 𝑞𝛼 = 𝑞𝜌.
′𝜌םגםא ∈ 𝑉(2)

symתמייקמ𝑞𝜌′ = 𝑞,יזא𝑞𝜌′−𝜌 = ′𝜌ךכיפל;0 − 𝜌 ∈ 𝑉(2)
sym ∩𝑉(2)

alt,המ

′𝜌־שררוגש = 𝜌)ב(תאררוג)א(יכהחכוהההמלשוהךכב.)9.17יפל(.

ךכ𝑉לעמ𝜌תירטמיסתיראיניליבתינבתתמייקןכלו,םייקתמ)ב(יכחיננתעכ

𝑞־ש = 𝑞𝜌.םא𝜆 ∈ 𝐅־ו𝑣 ∈ 𝑉יזא

𝑞(𝜆𝑣) = 𝜌(𝜆𝑣, 𝜆𝑣) = 𝜆𝜌(𝑣, 𝜆𝑣) = 𝜆2𝜌(𝑣, 𝑣) = 𝜆2𝑞(𝑣),
.םייקתמ)ג(לשןושארהקלחהיכוניארהךכבו

𝑢,𝑤םא ∈ 𝑉,יזא

𝑞(𝑢 + 𝑤) − 𝑞(𝑢) − 𝑞(𝑤) = 𝜌(𝑢 + 𝑤, 𝑢 + 𝑤) − 𝜌(𝑢, 𝑢) − 𝜌(𝑤,𝑤) = 2𝜌(𝑢,𝑤).
(𝑢,𝑤)היצקנופהךכיפל ↦ 𝑞(𝑢 + 𝑤) − 𝑞(𝑢) − 𝑞(𝑤)2־להווש𝜌,תינבתאיהש

.)ג(תאררוג)ב(יכהחכוההתאונמלשהךכבו,𝑉לעמתירטמיסתיראיניליב

.רוריבב)ד(תאררוג)ג(

תרדגומה𝑉לעמתירטמיסהתיראיניליבהתינבתה𝜌יהת.םייקתמ)ד(יכחיננתעכ

ידילע

𝜌(𝑢,𝑤) =
𝑞(𝑢 + 𝑤) − 𝑞(𝑢) − 𝑞(𝑤)

2
.

𝑣םא ∈ 𝑉,יזא

𝜌(𝑣, 𝑣) =
𝑞(2𝑣) − 𝑞(𝑣) − 𝑞(𝑣)

2
=

4𝑞(𝑣) − 2𝑞(𝑣)
2

= 𝑞(𝑣).

𝑞ךכיפל = 𝑞𝜌,א(תאררוג)ד(יכהחכוההתאונמלשהךכבו(.
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תיעובירתינבתלהמיאתמהתירטמיסתיראיניליבתינבת:המגוד9.22

החסונהתועצמאבתנתינה𝐑3לעמתיעובירהתינבתה𝑞־שחיננ

𝑞(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥1
2 − 4𝑥1𝑥2 + 8𝑥1𝑥3 − 3𝑥3

2.
𝑞־שךכ𝐑3לעמ𝛽תיראיניליבתינבת = 𝑞𝛽תינבתםלוא,9.19המגודידילעהנותנ

תיראיניליבהתינבתה,תאזלכב.)ב(9.21ידילעחטבומכ,תירטמיסהניאוזתיראיניליב

𝜌לעמ𝐑3ידילעתרדגומה

𝜌((𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), (𝑦1, 𝑦2, 𝑦3)) = 𝑥1𝑦1 − 2𝑥1𝑦2 − 2𝑥2𝑦1 + 4𝑥1𝑦3 + 4𝑥3𝑦1 − 3𝑥3𝑦3

𝑞תמייקמותירטמיסאיה = 𝑞𝜌.

תינבתהשךכסיסברוחבללכונתיעובירתינבתלכרובעשתעבוקהאבההנקסמה

םירביאןיארמולכ,תוטנידרואוקהיעובירלשללקושמםוכסכהאריתתיעובירה

𝑗םע𝑥𝑗𝑥𝑘הרוצהמםיברועמ ≠ 𝑘.

תיעובירתינבתלשןוסכל9.23

.𝑉לעמתיעובירתינבת𝑞־שחיננ

…,𝑒1סיסבםימייק.א , 𝑒𝑛לש𝑉םירלקסו𝜆1,… , 𝜆𝑛 ∈ 𝐅־שךכ

𝑞(𝑥1𝑒1 + ⋯ + 𝑥𝑛𝑒𝑛) = 𝜆1𝑥1
2 + ⋯ + 𝜆𝑛𝑥𝑛

2

…,𝑥1לכל , 𝑥𝑛 ∈ 𝐅.

𝐅םא.ב = 𝐑־ו𝑉ףיעסבסיסבהתארוחבללכוניזא,תימינפהלפכמבחרמ

.𝑉לשילמרונותרואסיסבכ)א(

החכוה

𝑞־שךכ𝑉לעמ𝜌תירטמיסתיראיניליבתינבתתמייק.א = 𝑞𝜌)תעכ.)9.21יפל

…,𝑒1סיסבםייק , 𝑒𝑛לש𝑉־שךכℳ(𝜌, (𝑒1,… , 𝑒𝑛))יפל(תינוסכלאהצירטמ

…,𝜆1־בןמסנ.)9.12 , 𝜆𝑛ךכיפל.וזהצירטמלשןוסכלאהירביאתא

𝜌(𝑒𝑗, 𝑒𝑘) =
⎧{
⎨{⎩

𝜆𝑗 if 𝑗 = 𝑘,
0 if 𝑗 ≠ 𝑘

,𝑗לכל 𝑘 ∈ {1,… , 𝑛}.םא𝑥1,… , 𝑥𝑛 ∈ 𝐅,יזא

𝑞(𝑥1𝑒1 + ⋯ + 𝑥𝑛𝑒𝑛) = 𝜌(𝑥1𝑒1 + ⋯ + 𝑥𝑛𝑒𝑛, 𝑥1𝑒1 + ⋯ + 𝑥𝑛𝑒𝑛)

=
𝑛
∑
𝑘=1

𝑛
∑

𝑗 = 1
𝑥𝑗𝑥𝑘𝜌(𝑒𝑗, 𝑒𝑘)

= 𝜆1𝑥1
2 + ⋯ + 𝜆𝑛𝑥𝑛

2,
.וניצרשיפכ

𝐅־שחיננ.ב = 𝐑־ו𝑉רוחבללכוניכונלהרומ9.13יזא.תימינפהלפכמבחרמ

.𝑉לשילמרונותרואסיסבכ)א(־בסיסבהתא
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1טםיליגרת

𝑐םייקיזא,𝐅לעמתיראיניליבתינבת𝛽םאיכוחיכוה1 ∈ 𝐅־שךכ

𝛽(𝑥, 𝑦) = 𝑐𝑥𝑦
,𝑥לכל 𝑦 ∈ 𝐅.

𝑛יהי2 = dim𝑉.־שחיננ𝛽לעמתיראיניליבתינבת𝑉.םימייקיכוחיכוה

𝜑1,… ,𝜑𝑛, 𝜏1,… , 𝜏𝑛 ∈ 𝑉′־שךכ

𝛽(𝑢, 𝑣) = 𝜑1(𝑢) ⋅ 𝜏1(𝑣) + ⋯ + 𝜑𝑛(𝑢) ⋅ 𝜏𝑛(𝑣)
,𝑢לכל 𝑣 ∈ 𝑉.

𝑛םאיכהארמהזליגרת = dim𝑉,לעמתיראיניליבתינבתלכיזא𝑉הרוצהמאיה

.9.2המגודלשןורחאהףיעסבהנתינש

𝛽־שחיננ3 ∶ 𝑉× 𝑉 → 𝐅לעמתיראיניליבתינבת𝑉יראיניללנויצקנופףסונבו

×𝑉לעמ 𝑉.יכוחיכוה𝛽 = 0.

יכוארה.𝑉לעמתיראיניליבתינבת𝛽־וישממתימינפהלפכמבחרמ𝑉־שחיננ4

𝑇דיחירוטרפואםייק ∈ ℒ(𝑉)־שךכ

𝛽(𝑢, 𝑣) = ⟨𝑢,𝑇𝑣⟩
,𝑢לכל 𝑣 ∈ 𝑉.

תיראיניליבתינבתלכיזא,ישממתימינפהלפכמבחרמ𝑉םאיכעבוקהזליגרת

.9.2המגודלשישילשהףיעסבהנתינשהרוצהמאיה𝑉לעמ

אוה𝑇־ו𝑉ישממתימינפהלפכמבחרמלעמתיראיניליבתינבת𝛽־שחיננ5

,𝛽(𝑢־שךכ𝑉לעמדיחיהרוטרפואה 𝑣) = ⟨𝑢,𝑇𝑣⟩לכל𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉)ליגרתואר

ךיפהיבויחרוטרפוא𝑇םא־קרו־םא𝑉לעמתימינפהלפכמאיה𝛽יכוארה.)4

.𝑉לעמ

יזא,𝑉לעמתירטמיסתיראיניליבתינבת𝜌םא:תידגנהמגודואיבהואוחיכוה6

{𝑣 ∈ 𝑉 ∶ 𝜌(𝑣, 𝑣) = 0}
.𝑉לשבחרמ־תת

ידילעתירטמיסתיראיניליבתינבתלשןוסכל(9.13לשהחכוההעודמוריבסה7

תאםיטימשמםאתלשכנ)ישממתימינפהלפכמבחרמלעמילמרונותרואסיסב

𝐅־שהחנהה = 𝐑.

dim𝑉(2)רובעתואחסונואצמ8
sym־וdim𝑉(2)

altלשםיחנומבdim𝑉.

𝑉־ויבויחםלשרפסמ𝑛־שחיננ9 = {𝑝 ∈ 𝒫𝑛(𝐑) ∶ 𝑝(0) = 𝑝(1)}.רידגנ

𝛼 ∶ 𝑉× 𝑉 → 𝐑ידילע

𝛼(𝑝, 𝑞) = ∫
1

0
𝑝𝑞′.

.𝑉לעמתפלחתמתיראיניליבתינבת𝛼יכוארה
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םגויבויחםלשרפסמ𝑛־שחיננ10

𝑉 = {𝑝 ∈ 𝒫𝑛(𝐑) ∶ 𝑝(0) = 𝑝(1) and 𝑝′(0) = 𝑝′(1)}.
𝜌רידגנ ∶ 𝑉× 𝑉 → 𝐑ידילע

𝜌(𝑝, 𝑞) = ∫
1

0
𝑝𝑞″.

.𝑉לעמתירטמיסתיראיניליבתינבת𝜌יכוארה
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תויראיניל־יטלומתוינבת

𝑉𝑚:הרדגה9.24

ידילע𝑉𝑚רידגנ,יבויחםלשרפסמ𝑚רובע

𝑉𝑚 = 𝑉× ⋯ × 𝑉⏟
םימעפ 𝑚

.

תויראיניליבהתוינבתהלשהללכהכתויראיניל־𝑚תוינבתרידגהלונתלוכיבתעכ

.תמדוקההדיחיבונרבידןהילעש

תיראיניל־יטלומתינבת,𝑉(𝑚),תיראיניל־𝑚תינבת:הרדגה9.25

𝛽היצקנופאיה𝑉לעמתיראיניל־𝑚תינבת,יבויחםלשרפסמ𝑚רובע• ∶ 𝑉𝑚 → 𝐅
רבדהתועמשמ.םיעבוקמםיביכרהראשרשאכביכרלכבתיראינילאיהשךכ

𝑘לכליכאיה ∈ {1,… ,𝑚}לכלו𝑢1,… , 𝑢𝑚 ∈ 𝑉,היצקנופה

𝑣 ↦ 𝛽(𝑢1,… , 𝑢𝑘−1, 𝑣, 𝑢𝑘+1,… , 𝑢𝑚)
.𝐅לא𝑉־מתיראינילהקתעהאיה

.𝑉(𝑚)ידילעתנמוסמ𝑉לעמתויראיניל־𝑚־התוינבתהתצובק•

תיראיניל־𝑚תינבתאיהםא𝑉לעמתיראיניל־יטלומתינבתתארקנ𝛽היצקנופ•
.והשלכיבויחםלשרפסמ𝑚רובע𝑉לעמ

…,𝛽(𝑢1יוטיבהתועמשמ,ליעלתאבומההרדגהב , 𝑢𝑘−1, 𝑣, 𝑢𝑘+1,… , 𝑢𝑚)איה

𝛽(𝑣, 𝑢2,… , 𝑢𝑚)םא𝑘 = …,𝛽(𝑢1־ו1 , 𝑢𝑚−1, 𝑣)םא𝑘 = 𝑚.

תיראיניל־ודתינבת.𝑉לעמיראיניללנויצקנופאיה𝑉לעמתיראיניל־דחתינבת

רוביחהתולועפםעיכאדוולםכתורשפאב.𝑉לעמתיראיניליבתינבתאיה𝑉לעמ

.ירוטקובחרמ𝑉(𝑚),תויצקנופלשתוליגרהרלקסבלפכהו

תויראיניל־𝑚תוינבת:המגוד9.26

,𝛼־שחיננ• 𝜌 ∈ 𝑉(2).היצקנופרידגנ𝛽 ∶ 𝑉4 → 𝐅ידילע

𝛽(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4) = 𝛼(𝑣1, 𝑣2) 𝜌(𝑣3, 𝑣4).
𝛽יזא ∈ 𝑉(4).

𝛽רידגנ• ∶ (ℒ(𝑉))𝑚 → 𝐅ידילע

𝛽(𝑇1,… ,𝑇𝑚) = tr(𝑇1 ⋯𝑇𝑚).
.ℒ(𝑉)לעמתיראיניל־𝑚תינבתאיה𝛽יזא
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שגינרשאכיזכרמדיקפת,תעכרידגנןתואש,תופלחתמתויראיניל־יטלומתוינבתל

.תוטננימרטדהתרדגהלא

𝑉(𝑚),תופלחתמתוינבת:הרדגה9.27
alt

.יבויחםלשרפסמ𝑚־שחיננ

…,𝛼(𝑣1םאתפלחתמתארקנ𝑉לעמ𝛼תיראיניל־𝑚תינבת• , 𝑣𝑚) = תעלכב0

…,𝑣1־ש , 𝑣𝑚־בםירוטקולשהמישראיה𝑉םע𝑣𝑗 = 𝑣𝑘םיכרעינשרובע

…,1}־ב𝑘־ו𝑗לשםינוש ,𝑚}.

•𝑉(𝑚)
alt = {𝛼 ∈ 𝑉(𝑚) ∶ 𝛼 לעמתפלחתמתיראיניל־𝑚תינבת 𝑉}.

𝑉(𝑚)יכאדוולםכילע
altלשבחרמ־תתאוה𝑉(𝑚).לשתואמגוד9.15המגודבואר

תיראיניל־תלתתינבתלשהמגודרובע2ליגרתואר.תופלחתמתויראיניל־ודתוינבת

.תפלחתמ

תינבתלטלקכתשמשמתיראינילהיולתהמישרםאשונלתרמואהאבההנקסמה

.0הוושהאצותהיזא,תפלחתמתיראיניל־יטלומ

תיראינילתולתותופלחתמתויראיניל־יטלומתוינבת9.28

םא.𝑉לעמתפלחתמתיראיניל־𝑚תינבת𝛼־ויבויחםלשרפסמ𝑚־שחיננ

𝑣1,… , 𝑣𝑚־בתיראינילהיולתהמישר𝑉,יזא

𝛼(𝑣1,… , 𝑣𝑚) = 0.

…,𝑣1־שחיננהחכוה , 𝑣𝑚־בתיראינילהיולתהמישר𝑉.תיראינילהתולתהתמליפל

…,𝑣1לשיראינילףוריצאוהוהשלכ𝑣𝑘רוטקו,)2.19( , 𝑣𝑘−1.םימייקךכיפל𝑏1,… , 𝑏𝑘−1
𝑣𝑘־שךכ = 𝑏1𝑣1 + ⋯ + 𝑏𝑘−1𝑣𝑘−1.תעכ

𝛼(𝑣1,… , 𝑣𝑚) = 𝛼(𝑣1,… , 𝑣𝑘−1,
𝑘−1
∑
𝑗=1

𝑏𝑗𝑣𝑗, 𝑣𝑘+1,… , 𝑣𝑚)

=
𝑘−1
∑
𝑗=1

𝑏𝑗 𝛼(𝑣1,… , 𝑣𝑘−1, 𝑣𝑗, 𝑣𝑘+1,… , 𝑣𝑚)

= 0.

𝑚םאשתעבוקהאבההנקסמה > dim𝑉,תוינבתןיאיזא𝑚תופלחתמתויראיניל־

.0תיתוהזאיהש𝑉𝑚לעמהיצקנופהדבלמ𝑉לעמ

𝑚רובע9.29 > dim𝑉תוינבתןיא𝑚ספאמתונושתופלחתמתויראיניל־

𝑚־שחיננ > dim𝑉.־התינבתהאיה0יזא𝑚לעמהדיחיהתפלחתמהתיראיניל־

𝑉.

…,𝑣1־ו𝑉לעמתפלחתמתיראיניל־𝑚תינבת𝛼־שחיננהחכוה , 𝑣𝑚 ∈ 𝑉.רחאמ

𝑚־ש > dim𝑉,תררוג9.28ךכיפל.)2.22יפל(תיראינילהיולתיתלבהניאוזהמישר

…,𝛼(𝑣1־ש , 𝑣𝑚) = .𝐅לא𝑉𝑚־מספאהתייצקנופאיה𝛼ןכל.0
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תורומתותופלחתמתויראיניל־יטלומתוינבת

תפלחתמתיראיניל־יטלומתינבתבטלקירוטקוןיבהפלחה9.30

…,𝑣1־ו,𝑉לעמתפלחתמתיראיניל־𝑚תינבת𝛼,יבויחםלשרפסמ𝑚־שחיננ , 𝑣𝑚
לשםיביכרינשלכבםירוטקווהןיבהפלחהיזא.𝑉־בםירוטקולשהמישר

𝛼(𝑣1,… , 𝑣𝑚)לשךרעהתאהנשמ𝛼1−לשרוטקפב.

𝑣1ביצנהחכוה + 𝑣2לבקנוםינושארהםיביכרהינשב

0 = 𝛼(𝑣1 + 𝑣2, 𝑣1 + 𝑣2, 𝑣3,… , 𝑣𝑚).
ליעלהאוושמהלשינמיהףגאהתחיתפל𝛼לשתויראיניל־יטלומהתונוכתבשמתשנ

לבקנו)9.16תחכוהבומכ(

𝛼(𝑣2, 𝑣1, 𝑣3,… , 𝑣𝑚) = −𝛼(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3,… , 𝑣𝑚).

…,𝛼(𝑣1לשםיביכרינשלכבםירוטקווהןיבהפלחה,המודןפואב , 𝑣𝑚)תאהנשמ

.1−לשרוטקפב𝛼לשךרעה

תיראיניל־תלתתינבתאיה𝛼־שחיננ,תופלחהרפסמםעתורקללוכיהמתוארלידכ

,𝑣1־ו𝑉לעמתפלחתמ 𝑣2, 𝑣3 ∈ 𝑉.תאבשחלידכ𝛼(𝑣3, 𝑣1, 𝑣2)לשםיחנומב

𝛼(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3),םעליחתנ𝛼(𝑣3, 𝑣1, 𝑣2)לבקנוישילשהוןושארהםיביכרהןיבףילחנו

𝛼(𝑣3, 𝑣1, 𝑣2) = −𝛼(𝑣2, 𝑣1, 𝑣3).םיביכרהירביאןיבףילחנ,ןורחאהיוטיבב,תעכ

לבקנוינשהוןושארה

𝛼(𝑣3, 𝑣1, 𝑣2) = −𝛼(𝑣2, 𝑣1, 𝑣3) = 𝛼(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3).
ךרעהיזא,תופלחהלשיגוז־יארפסמםיעצבמונאםאיכםיאורונא,רתוייללכןפואב

ךרעהיזא,תופלחהלשיגוזרפסמםיעצבמונאםאו,1−לשרוטקפבהנתשמ𝛼לש

.הנתשמוניא𝛼לש

.תורומתלעגונהעדימטעמלקקדזנ,תופלחהלשיתורירשרפסמבקוסעלידכ

perm𝑚,הרומת:הרדגה9.31

.יבויחםלשרפסמ𝑚־שחיננ

…,1)לשהרומת• ,𝑚)המישראיה(𝑗1,… , 𝑗𝑚)םירפסמהמדחאלכתאהליכמה

1,… ,𝑚תחאםעפקוידב.

…,1)לשתורומתהלכתצובק• ,𝑚)ידילעתנמוסמperm𝑚.

,2),המגודל 3, 4, 5, 1) ∈ perm רודיסכperm𝑚לשרביאלעבושחלםכילע.5

.םינושארהםייבויחהםימלשה𝑚לששדחמ

…,𝑗1)הרומתתונשלידכעצבנשתופלחההרפסמ , 𝑗𝑚)1)יעבטהרדסל,… ,𝑚)
תמשהאוההאבההרדגהבןורתיה.ורחבנשתויפיצפסהתופלחהביולתתויהללוכי

.הרומתלכלבטיהרדגומןמיס
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הרומתלשןמיס:הרדגה9.32

…,𝑗1)הרומתלשןמיסה , 𝑗𝑚)ידילערדגומ

sign(𝑗1,… , 𝑗𝑚) = (−1)𝑁,
,𝑘)םימלשהםירפסמהתוגוזרפסמאוה𝑁רשאכ ℓ)1רובע ≤ 𝑘 < ℓ ≤ 𝑚־שךכ

𝑘ירחאעיפומℓהמישרב(𝑗1,… , 𝑗𝑚).

הוושויגוזאוהיעבטהרדסהלשםייונישהרפסמםא1הוושהרומתלשןמיסהןכל

.יגוז־יאאוהיעבטהרדסהלשםייונישהרפסמםא1−

םינמיס:המגוד9.33

…,1)הרומתהןמיס• ,𝑚)]1אוה]יעבטהרדסביונישאלל.

,𝑘)ידיחיהםימלשהםירפסמהגוז• ℓ)םע𝑘 < ℓ־שךכ𝑘ירחאעיפומℓהמישרב

(2, 1, 3, ,1)אוה(4 ,2)הרומתהןמיסךכיפל.(2 1, 3, .1−אוה(4

,2)הרומתב• 3,… ,𝑚, ,𝑘)םידיחיהתוגוזה,(1 ℓ)םע𝑘 < ℓםההנושרדסבםיעיפומה

(1, 2), (1, 3),… , (1,𝑚).ונלשישרחאמ𝑚 − הרומתלשןמיסה,הלאכשתוגוז1

.𝑚−1(1−)הוושוז

הרומתבםירביאינשתפלחה9.34

.1−־בהרומתהןמיסתאהליפכמהרומתבםירביאינשתפלחה

האצותכתגשומהיינשההרומתהרשאכ,תורומתיתשונידיבשישחיננהחכוה

יעבטהםרדסכועיפוהםיפלחומהםירביאהינש.הנושארהלשםירביאינשתפלחהמ

ךכיפל.היינשההרומתביעבטהםרדסכםניאםהםא־קרו־םאהנושארההרומתב

לשרפסמהרובע)םייגוז־יאםירפסמםהינש(1−וא1לש)הכדע(וטניונישלבקתמ

.יעבטהםרדסכםניאשתוגוזה

היהםהיניבבצומהרביאםא.םיפלחומםירביאינשםתואןיברביאלכבןנובתנ

וניאתעכהזרביאיזא,םיפלחומהםירביאהינשלסחיביעבטהרדסבבצומרוקמב

בצומהרביאםא,המודןפואב.םיפלחומהםירביאהינשמדחאףאלסחיביעבטהרדסב

יזא,םיפלחומהםירביאהינשמדחאלכלסחיביעבטהרדסבאלשרוקמבהיהםהיניב

רביאםא.םיפלחומהםירביאהינשמדחאלכלסחיביעבטהרדסבתעכאוההזרביא

יזא,דבלבדחאףלחומרביאלסחיביעבטהרדסבבצומרוקמבהיהםהיניבבצומה

םתואןיבאוהםירביאהמדחאובשגוזלכל(וטניונישהךכיפל.םייקתמןיידעהזבצמ

,2אוהיעבטהרדסבםניאשתוגוזהרפסמב)םיפלחומםירביאינש םלוכ(0וא2−
.)םייגוזםירפסמ

.אלםאיעבטהםרדסבםהםאהלאשביונישןיאםירביאהתוגוזראשלכרובע

ןכל.יגוז־יארפסמאוהיעבטהםרדסבםניאשתוגוזהרפסמבוטניונישהךסךכיפל

.הנושארההרומתהןמיסלופכ1−אוההיינשההרומתהלשןמיסה
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תופלחתמתויראיניל־יטלומתוינבתותורומת9.35

𝛼־ויבויחםלשרפסמ𝑚־שחיננ ∈ 𝑉(𝑚)
alt.יזא

𝛼(𝑣𝑗1
,… , 𝑣𝑗𝑚

) = (sign(𝑗1,… , 𝑗𝑚))𝛼(𝑣1,… , 𝑣𝑚)
…,𝑣1םירוטקותמישרלכל , 𝑣𝑚־ב𝑉לכלו(𝑗1,… , 𝑗𝑚) ∈ perm𝑚.

…,𝑣1־שחיננהחכוה , 𝑣𝑚 ∈ 𝑉־ו(𝑗1,… , 𝑗𝑚) ∈ perm𝑚.־מעיגהללכונ(𝑗1,… , 𝑗𝑚)
…,1)לא ,𝑚)וזכשהפלחהלכ.םינושםיביכרבםירביאתופלחהלשהרדסתועצמאב

לשןמיסהתאהנשמףסונבו)9.30יפל(1−לשרוטקפב𝛼לשוכרעתאהנשמ

עיגנ,םיאתמתופלחהרפסמירחא.)9.34יפל(1−לשרוטקפבהרתונשהרומתה

…,1הרומתל ,𝑚,ךרעךכיפל.1הנמיסש𝛼םאםימעפלשיגוזרפסמןמיסהנשמ

sign(𝑗1,… , 𝑗𝑚) = …,sign(𝑗1םאםימעפלשיגוז־יארפסמו1 , 𝑗𝑚) = קינעמשהמ,1−

.היוצרההאצותהתאונל

ןלהלתאבומההפיההחסונהלאיעבטחרואבתעכליבומתורומתבונלששומישה

.𝑛דמממירוטקובחרמלעמתופלחתמתויראיניל־𝑛תוינבתרובע

𝑉לעמתופלחתמתויראיניל־(dim𝑉)תוינבתרובעהחסונ9.36

𝑛יהי = dim𝑉.־שחיננ𝑒1,… , 𝑒𝑛לשסיסב𝑉־ו𝑣1,… , 𝑣𝑛 ∈ 𝑉.לכל𝑘 ∈
{1,… , 𝑛},ויהי𝑏1,𝑘,… , 𝑏𝑛,𝑘 ∈ 𝐅־שךכ

𝑣𝑘 =
𝑛
∑
𝑗=1

𝑏𝑗,𝑘𝑒𝑗.

יזא

𝛼(𝑣1,… , 𝑣𝑛) = 𝛼(𝑒1,… , 𝑒𝑛) ∑
(𝑗1,…,𝑗𝑛)∈perm 𝑛

(sign(𝑗1,… , 𝑗𝑛))𝑏𝑗1,1 ⋯𝑏𝑗𝑛,𝑛

.𝑉לעמ𝛼תפלחתמתיראיניל־𝑛תינבתלכל

יזא.𝑉לעמתפלחתמתיראיניל־𝑛תינבת𝛼־שחיננהחכוה

𝛼(𝑣1,… , 𝑣𝑛) = 𝛼(
𝑛
∑
𝑗1=1

𝑏𝑗1,1𝑒𝑗1
,… ,

𝑛
∑

𝑗𝑛=1
𝑏𝑗𝑛,𝑛𝑒𝑗𝑛

)

=
𝑛
∑
𝑗1=1

⋯
𝑛
∑

𝑗𝑛=1
𝑏𝑗1,1 ⋯𝑏𝑗𝑛,𝑛 𝛼(𝑒𝑗1

,… , 𝑒𝑗𝑛
)

= ∑
(𝑗1,…,𝑗𝑛)∈perm 𝑛

𝑏𝑗1,1 ⋯𝑏𝑗𝑛,𝑛 𝛼(𝑒𝑗1
,… , 𝑒𝑗𝑛

)

= 𝛼(𝑒1,… , 𝑒𝑛) ∑
(𝑗1,…,𝑗𝑛)∈perm 𝑛

(sign(𝑗1,… , 𝑗𝑛))𝑏𝑗1,1 ⋯𝑏𝑗𝑛,𝑛,

𝛼(𝑒𝑗1־שרחאמתמייקתמתישילשההרושהרשאכ
,… , 𝑒𝑗𝑛

) = …,𝑗1םא0 , 𝑗𝑛םניא

.9.35יפלתמייקתמהנורחאההרושהו,םינושםימלשםירפסמ
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.האבההדיחיבהטננימרטדלונלשהרדגהבךוותהדומעהיהתהאבההנקסמה

9.37dim𝑉(dim 𝑉)
alt = 1

𝑉(dimירוטקווהבחרמה 𝑉)
altידממ־דחאוה.

𝑛יהיהחכוה = dim𝑉.־שחיננ𝛼־ו𝛼′תוינבת𝑛לעמתופלחתמתויראיניל־𝑉םע

𝛼 ≠ …,𝑒1ויהי.0 , 𝑒𝑛־שךכ𝛼(𝑒1,… , 𝑒𝑛) ≠ 𝑐םייק.0 ∈ 𝐅־שךכ

𝛼′(𝑒1,… , 𝑒𝑛) = 𝑐𝛼(𝑒1,… , 𝑒𝑛).
…,𝑒1־שררוג9.28,ןכלערתי , 𝑒𝑛לשסיסבךכיפלותיראינילהיולתיתלב𝑉.

…,𝑣1־שחיננ , 𝑣𝑛 ∈ 𝑉.יהי𝑏𝑗,𝑘רובע9.36־בומכ𝑗, 𝑘 = 1,… , 𝑛.יזא

𝛼′(𝑣1,… , 𝑣𝑛) = 𝛼′(𝑒1,… , 𝑒𝑛) ∑
(𝑗1,…,𝑗𝑛)∈perm 𝑛

(sign(𝑗1,… , 𝑗𝑛))𝑏𝑗1,1 ⋯𝑏𝑗𝑛,𝑛

= 𝑐𝛼(𝑒1,… , 𝑒𝑛) ∑
(𝑗1,…,𝑗𝑛)∈perm 𝑛

(sign(𝑗1,… , 𝑗𝑛))𝑏𝑗1,1 ⋯𝑏𝑗𝑛,𝑛

= 𝑐𝛼(𝑣1,… , 𝑣𝑛),
־שתררוגליעלהאוושמה.9.36־מתועבונליעלהנורחאהוהנושארהתורושהרשאכ

𝛼′ = 𝑐𝛼.ךכיפל𝛼′, 𝛼־שררוגשהמ,תיראינילהיולתיתלבהמישרהניאdim𝑉(𝑛)
alt ≤ 1.

תיראיניל־𝑛תינבתתמייקיכאוהתוארהלונלרתונשלכ,החכוההתמלשהל
dim𝑉(𝑛)־שתורשפאהללשיתךכבו(𝑉לעמ𝛼ספאמהנושתפלחתמ

altךרוצל.)0הווש

…,𝑒1יהת,ךכ , 𝑒𝑛לשוהשלכסיסב𝑉,ויהיו𝜑1,… ,𝜑𝑛 ∈ 𝑉′םייראינילהםילנויצקנופה

…,𝑒1לשיראינילףוריצכ𝑉לשרביאלכאטבלונלםירשפאמה𝑉לעמ , 𝑒𝑛.םילימב

,תורחא

𝑣 =
𝑛
∑
𝑗=1

𝜑𝑗(𝑣)𝑒𝑗

𝑣לכל ∈ 𝑉)רובע,תעכ.)3.114ואר𝑣1,… , 𝑣𝑛 ∈ 𝑉,רידגנ

9.38 𝛼(𝑣1,… , 𝑣𝑛) = ∑
(𝑗1,…,𝑗𝑛)∈perm 𝑛

(sign(𝑗1,… , 𝑗𝑛))𝜑𝑗1
(𝑣1)⋯𝜑𝑗𝑛

(𝑣𝑛).

.טושפאוה𝑉לעמתיראיניל־𝑛תינבת𝛼יכאודיווה

…,𝑣1־שחיננ,תפלחתמ𝛼־שתוארלידכ , 𝑣𝑛 ∈ 𝑉םע𝑣1 = 𝑣2.לכל(𝑗1,… , 𝑗𝑛) ∈
perm 𝑛,הרומתל(𝑗2, 𝑗1, 𝑗3,… , 𝑗𝑛)־שרחאמ.ךופהןמיס𝑣1 = 𝑣2,יתשלשתומורתה

,𝛼(𝑣1ןכל.היינשהתאתחאהתולטבמ9.38םוכסלתורומתה 𝑣1, 𝑣3,… , 𝑣𝑛) = 0.

…,𝛼(𝑣1,המודןפואב , 𝑣𝑛) = …,𝑣1המישרבםהשלכםירוטקוינשםא0 , 𝑣𝑛םיווש.

.תפלחתמ𝛼ךכיפל

𝑣𝑘לכרשאכ9.38־בןנובתנ,םויסל = 𝑒𝑘.־שרחאמ𝜑𝑗(𝑒𝑘)םא0הווש𝑗 ≠ 𝑘
𝑗םא1הוושו = 𝑘,1)הרומתהקר,… , 𝑛)ינמיהףגאלספאמהנושההמורתתמרות

…,𝛼(𝑒1ךרעהתאהאוושמלהקינעמו,הזההרקמב9.38לש , 𝑒𝑛) = ונקפהךכיפל.1

.וניצרשיפכ,𝑉לעמ𝛼ספאמהנושתפלחתמתיראיניל־𝑛תינבת
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החכוהבונשמתשההבש9.38החסונה

תיראיניל־𝑛תינבתתיינבלהנורחאה
החסונו,9.36־בהחסונהמתעבונתפלחתמ

תינבתלשתונוכתהמיעבטןפואבתעבונוז

.תפלחתמתיראיניל־יטלומ

לשךרעהיכוניארהרתויםדקומ

תלחומהתפלחתמתיראיניל־יטלומתינבת

.9.28ואר;0אוהתיראינילהיולתהמישרלע

9.28־לךופהןוויכתקפסמהאבההנקסמה

רשאכתופלחתמתויראיניל־𝑛תוינבתרובע

𝑛 = dim𝑉.יכהעיבקה,האבההנקסמב𝛼
איהש𝑉𝑛לעמהיצקנופההניא𝛼־ש)היצקנופלכרובעומכ(התועמשמספאמהנוש

.0תיתוהז

תיראינילתולת־יאותופלחתמתויראיניל־(dim𝑉)תוינבת9.39

𝑛יהי = dim𝑉.־שחיננ𝛼תינבת𝑛לעמתפלחתמתיראיניל־𝑉־וספאמהנושה

𝑒1,… , 𝑒𝑛־בםירוטקולשהמישר𝑉.יזא

𝛼(𝑒1,… , 𝑒𝑛) ≠ 0
…,𝑒1םא־קרו־םא , 𝑒𝑛תיראינילהיולתיתלב.

…,𝛼(𝑒1יכחיננהליחתהחכוה , 𝑒𝑛) ≠ …,𝑒1־שררוג9.28יזא.0 , 𝑒𝑛היולתיתלב

.תיראיניל

…,𝑒1־שחיננתעכ,ינשהןוויכבהרירגהתחכוהל , 𝑒𝑛רחאמ.תיראינילהיולתיתלב

𝑛־ש = dim𝑉,־שעבונןאכמ𝑒1,… , 𝑒𝑛לשסיסב𝑉)2.38ואר(.

…,𝑣1םימייק,ספאהתיראיניל־𝑛תינבתהניא𝛼־שרחאמ , 𝑣𝑛 ∈ 𝑉־שךכ

𝛼(𝑣1,… , 𝑣𝑛) ≠ …,𝛼(𝑒1־שתררוג9.36תעכ.0 , 𝑒𝑛) ≠ 0.

2טםיליגרת

dim𝑉(𝑚)יכוארה.יבויחםלשרפסמ𝑚־שחיננ1 = (dim𝑉)𝑚.

𝑛־שחיננ2 ≥ 𝛼־ו3 ∶ 𝐅𝑛 × 𝐅𝑛 × 𝐅𝑛 → 𝐅ידילעתרדגומ

𝛼((𝑥1,… , 𝑥𝑛), (𝑦1,… , 𝑦𝑛), (𝑧1,… , 𝑧𝑛))
= 𝑥1𝑦2𝑧3 − 𝑥2𝑦1𝑧3 − 𝑥3𝑦2𝑧1 − 𝑥1𝑦3𝑧2 + 𝑥3𝑦1𝑧2 + 𝑥2𝑦3𝑧1.

.𝐅𝑛לעמתפלחתמתיראיניל־3תינבת𝛼יכוארה

ךכ𝑉לעמתיראיניל־𝑚תינבתאיה𝛼־ויבויחםלשרפסמאוה𝑚־שחיננ3

…,𝛼(𝑣1־ש , 𝑣𝑚) = …,𝑣1־שתעלכב0 , 𝑣𝑚־בםירוטקולשהמישר𝑉םע

𝑣𝑗 = 𝑣𝑗+1רובע𝑗 ∈ {1,… ,𝑚 − תיראיניל־𝑚תינבת𝛼יכוחיכוה.והשלכ{1
.𝑉לעמתפלחתמ

𝛼םא:תידגנהמגודואיבהואוחיכוה4 ∈ 𝑉(4)
alt,יזא

{(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4) ∈ 𝑉4 ∶ 𝛼(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4) = 0}
.𝑉4לשבחרמ־תת
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תינבתרידגנ.𝑉לעמתיראיניל־𝑚תינבת𝛽־ויבויחםלשרפסמ𝑚־שחיננ5

𝑚תיראיניל־𝛼לעמ𝑉ידילע

𝛼(𝑣1,… , 𝑣𝑚) = ∑
(𝑗1,…,𝑗𝑚)∈perm 𝑚

(sign(𝑗1,… , 𝑗𝑚))𝛽(𝑣𝑗1
,… , 𝑣𝑗𝑚

)

…,𝑣1רובע , 𝑣𝑚 ∈ 𝑉.עודמוריבסה𝛼 ∈ 𝑉(𝑚)
alt.

תינבתרידגנ.𝑉לעמתיראיניל־𝑚תינבת𝛽־ויבויחםלשרפסמ𝑚־שחיננ6

𝑚תיראיניל־𝛼לעמ𝑉ידילע

𝛼(𝑣1,… , 𝑣𝑚) = ∑
(𝑗1,…,𝑗𝑚)∈perm 𝑚

𝛽(𝑣𝑗1
,… , 𝑣𝑗𝑚

)

…,𝑣1רובע , 𝑣𝑚 ∈ 𝑉.עודמוריבסה

𝛼(𝑣𝑘1
,… , 𝑣𝑘𝑚

) = 𝛼(𝑣1,… , 𝑣𝑚)
…,𝑣1לכל , 𝑣𝑚 ∈ 𝑉לכלו(𝑘1,… , 𝑘𝑚) ∈ perm𝑚.

המישרו𝐑3לעמ𝛼ספאמהנושתפלחתמתיראיניל־2תינבתלשהמגודואיבה7

,𝑣1תיראינילהיולתיתלב 𝑣2־ב𝐑3־שךכ𝛼(𝑣1, 𝑣2) = 0.

𝑛יכהחנההתאריסנםאלשכיהלהלולע9.39יכהארמהזליגרת = dim𝑉.
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תוטננימרטד3ט

הטננימרטדהתרדגה

תריחבבהיולתהניאש,רוטרפואלשהטננימרטדהלשהפיוהייקנהרדגהלאביתנה

.האבההרדגההךרדרבוע,סיסב

𝛼𝑇:הרדגה9.40

𝑇־ויבויחםלשרפסמ𝑚־שחיננ ∈ ℒ(𝑉).רובע𝛼 ∈ 𝑉(𝑚)
alt,רידגנ𝛼𝑇 ∈ 𝑉(𝑚)

alt

ידילע

𝛼𝑇(𝑣1,… , 𝑣𝑚) = 𝛼(𝑇𝑣1,… ,𝑇𝑣𝑚)
…,𝑣1םירוטקותמישרלכל , 𝑣𝑚־ב𝑉.

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉).םא𝛼 ∈ 𝑉(𝑚)
alt־ו𝑣1,… , 𝑣𝑚־בםירוטקותמישר𝑉םע

𝑣𝑗 = 𝑣𝑘רובע𝑗 ≠ 𝑘יזא,םהשלכ𝑇𝑣𝑗 = 𝑇𝑣𝑘,־שררוגשהמ𝛼𝑇(𝑣1,… , 𝑣𝑚) =
𝛼(𝑇𝑣1,… ,𝑇𝑣𝑚) = 𝛼היצקנופהךכיפל.0 ↦ 𝛼𝑇לשתיראינילהקתעהאיה𝑉(𝑚)

alt

.ומצעל

dim𝑉(dimיכםיעדויונא 𝑉)
alt = ירוטקובחרממתיראינילהקתעהלכ.)9.37ואר(1

𝛼תיראינילההקתעההרובע.והשלכדיחירלקסבלפכאיהומצעלידממ־דח ↦ 𝛼𝑇,

.הזרלקסכdet𝑇תאתעכרידגנ

det𝑇,רוטרפואלשהטננימרטד:הרדגה9.41

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉).לשהטננימרטדה𝑇,ידילעתנמוסמdet𝑇,רפסמכתרדגומ

־שךכ𝐅־בדיחיה

𝛼𝑇 = (det𝑇) 𝛼
𝛼לכל ∈ 𝑉(dim 𝑉)

alt.

םירוטרפואלשתוטננימרטד:המגוד9.42

𝑛יהי = dim𝑉.

𝛼𝐼יזא,𝑉לעמתוהזהרוטרפואאוה𝐼םא• = 𝛼לכל𝛼 ∈ 𝑉(𝑛)
alt.ךכיפלdet 𝐼 = 1.

𝜆םא,רתוייללכןפואב• ∈ 𝐅,יזא𝛼𝜆𝐼 = 𝜆𝑛𝛼לכל𝛼 ∈ 𝑉(𝑛)
alt.ךכיפלdet(𝜆𝐼) = 𝜆𝑛.

𝑇םא,רתוידועיללכןפואב• ∈ ℒ(𝑉)־ו𝜆 ∈ 𝐅,יזא𝛼𝜆𝑇 = 𝜆𝑛𝛼𝑇 = 𝜆𝑛(det𝑇)𝛼
𝛼לכל ∈ 𝑉(𝑛)

alt.ךכיפלdet(𝜆𝑇) = 𝜆𝑛 det𝑇.

𝑇־שחיננ• ∈ ℒ(𝑉)סיסבםייקו𝑒1,… , 𝑒𝑛לש𝑉לשםיימצעםירוטקוומבכרומה

𝑇,םיימצעהםיכרעלםיכיישה𝜆1,… , 𝜆𝑛.םא𝛼 ∈ 𝑉(𝑛)
alt,יזא

𝛼𝑇(𝑒1,… , 𝑒𝑛) = 𝛼(𝜆1𝑒1,… , 𝜆𝑛𝑒𝑛) = (𝜆1 ⋯ 𝜆𝑛)𝛼(𝑒1,… , 𝑒𝑛).
𝛼םא ≠ …,𝛼(𝑒1־שתררוג9.39יזא,0 , 𝑒𝑛) ≠ ־שתררוגליעלהאוושמהךכיפל.0

det𝑇 = 𝜆1 ⋯ 𝜆𝑛.
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.תיעובירהצירטמלשהטננימרטדהרובעהחסונתתלורידגהלאיההאבהונתמישמ

לשהטננימרטדהתארידגנזאורוטרפואתיעובירהצירטמלכלךיישנ,ךכךרוצל

.ךיושמהרוטרפואהלשהטננימרטדכהצירטמה

det𝐴,הצירטמלשהטננימרטד:הרדגה9.43

𝑛תיעובירהצירטמאיה𝐴־ויבויחםלשרפסמ𝑛־שחיננ × 𝑛־בםירביאםע𝐅.
𝑇יהי ∈ ℒ(𝐅𝑛)לשיטרדנטסהסיסבלסחיבולשהצירטמהשרוטרפואה𝐅𝑛הווש

det𝐴ידילעתרדגומ,det𝐴ידילעתנמוסמ,𝐴לשהטננימרטדה.𝐴־ל = det𝑇.

תוצירטמלשתוטננימרטד:המגוד9.44

𝑛תוהזהתצירטמאיה𝐼םא• × 𝑛,לעמםיאתמהרוטרפואהיזא𝐅𝑛רוטרפואאוה

תצירטמלשהטננימרטדהשררוג9.42לשןושארהףיעסהךכיפל.𝐅𝑛לעמ𝐼תוהזה

.1איהתוהזה

…,𝜆1םעתינוסכלאהצירטמ𝐴־שחיננ• , 𝜆𝑛םיאתמהרוטרפואליזא.ןוסכלאהלע

םיימצעםיכרעםע,םיימצעםירוטקווכ𝐅𝑛לשיטרדנטסהסיסבהתאשי𝐅𝑛לעמ

𝜆1,… , 𝜆𝑛.־שררוג9.42לשןורחאהףיעסהךכיפלdet𝐴 = 𝜆1 ⋯ 𝜆𝑛.

…,𝑣1המישרלכלעובשח,האבההנקסמהרובע , 𝑣𝑛לש𝑛־בםירוטקו𝐅𝑛המישרכ

𝑛הדומעירוטקולש × )ןומיסה.1 𝑣1 ⋯ 𝑣𝑛 תיעובירהצירטמןמסמןכםא(

𝑛 × 𝑛־ההדומעהש𝑘thאיההלש𝑣𝑘לכל𝑘 = 1,… , 𝑛.

תפלחתמתיראיניל־יטלומתינבתאיההטננימרטד9.45

…,𝑣1םירוטקולשהמישרתחלושההקתעהה.יבויחםלשרפסמ𝑛־שחיננ , 𝑣𝑛־ב

𝐅𝑛לאdet ( 𝑣1 ⋯ 𝑣𝑛 .𝐅𝑛לעמתפלחתמתיראיניל־𝑛תינבתאיה(

…,𝑒1יהיהחכוה , 𝑒𝑛לשיטרדנטסהסיסבה𝐅𝑛־שחיננו𝑣1,… , 𝑣𝑛םירוטקותמישר

𝑇יהי.𝐅𝑛־ב ∈ ℒ(𝐅𝑛)־שךכרוטרפואה𝑇𝑒𝑘 = 𝑣𝑘רובע𝑘 = 1,… , 𝑛.ךכיפל

𝑇־לסחיבולשהצירטמהשרוטרפואהאוה𝑒1,… , 𝑒𝑛איה( 𝑣1 ⋯ 𝑣𝑛 ןכל.(

det ( 𝑣1 ⋯ 𝑣𝑛 ) = det𝑇,הצירטמלשהטננימרטדהלשהרדגההיפל.

…,𝛼(𝑒1־שךכ𝐅𝑛לעמתפלחתמתיראיניל־𝑛תינבת𝛼יהת , 𝑒𝑛) = יזא.1

det ( 𝑣1 ⋯ 𝑣𝑛 ) = det𝑇
= (det𝑇) 𝛼(𝑒1,… , 𝑒𝑛)
= 𝛼(𝑇𝑒1,… ,𝑇𝑒𝑛)
= 𝛼(𝑣1,… , 𝑣𝑛),

ליעלהאוושמה.רוטרפואלשהטננימרטדהתרדגהמתעבונתישילשההרושהרשאכ

…,𝑣1םירוטקותמישרתחלושההקתעההשהארמ , 𝑣𝑛־ב𝐅𝑛לאdet ( 𝑣1 ⋯ 𝑣𝑛 )
.𝐅𝑛לעמ𝛼תפלחתמהתיראיניל־𝑛־התינבתהאיה
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ןפואבתררוגהנקסמה,המגודל.תובושחתוכלשהרפסמשיתמדוקההנקסמל

בושנדוערתוירחואמ.0איהתוהזתודומעיתשםעהצירטמלשהטננימרטדהשרישי

הטננימרטדלהחסונקינעהלםיניינועמונאהתעתעלךא,תופסונתוכלשהרפסמלא

,𝑗הרושברביאהתאןמסמ𝐴𝑗,𝑘יזא,הצירטמ𝐴םאיכריכזנ.תיעובירהצירטמלש
.𝐴לש𝑘הדומע

הצירטמלשהטננימרטדרובעהחסונ9.46

𝑛תיעובירהצירטמ𝐴־ויבויחםלשרפסמ𝑛־שחיננ × 𝑛.יזא

det𝐴 = ∑
(𝑗1,…,𝑗𝑛)∈perm 𝑛

(sign(𝑗1,… , 𝑗𝑛))𝐴𝑗1,1 ⋯𝐴𝑗𝑛,𝑛.

𝑉םע9.36תאליעפנהחכוה = 𝐅𝑛־ו𝑒1,… , 𝑒𝑛לשיטרדנטסהסיסבה𝐅𝑛־ו𝛼תינבתה

𝑛לעמתפלחתמהתיראיניל־𝐅𝑛תאתחלושה𝑣1,… , 𝑣𝑛לאdet ( 𝑣1 ⋯ 𝑣𝑛 ואר[(

,םויסל.𝐴𝑗,𝑘־להווש9.36־ב𝑏𝑗,𝑘לכיזא,𝐴לש𝑘th־ההדומעהאוה𝑣𝑘לכםא.]9.45

𝛼(𝑒1,… , 𝑒𝑛) = det ( 𝑒1 ⋯ 𝑒𝑛 ) = det 𝐼 = 1.
.וזהנקסמבהעבקנשהחסונלתכפוה9.36־בהחסונהךכיפל

הטננימרטדרובעתשרופמהחסונ:המגוד9.47

2הצירטמ𝐴םא• × ־לתכפוה9.46־בהחסונהיזא,2

det𝐴 = 𝐴1,1𝐴2,2 − 𝐴2,1𝐴1,2.

3הצירטמ𝐴םא• × ־לתכפוה9.46־בהחסונהיזא,3

det𝐴 =𝐴1,1𝐴2,2𝐴3,3 − 𝐴2,1𝐴1,2𝐴3,3 − 𝐴3,1𝐴2,2𝐴1,3

− 𝐴1,1𝐴3,2𝐴2,3 + 𝐴3,1𝐴1,2𝐴2,3 + 𝐴2,1𝐴3,2𝐴1,3.

־שלככתוריהמבלדג!𝑛־שרחאמ.םירביא!𝑛ליכמ9.46־בהחסונבםוכסה

𝑛רובעוליפאתוטננימרטדבושיחלאמייק־תבהטישהניא9.46־בהחסונה,לדג𝑛
,10158ךרעבאוה!100־ו,ןוילימהשולשללעמאוה!10,המגודל.עונצלדוגרדסב

תונקסמריכנבורקב.בשחללוכיוניארתויבריהמהבשחמהוליפאשםוכסלליבומה

םוכסהלשרישיהבושיחהמרתויתוריהמתוטננימרטדבושיחתוטישלונתואוליבויש

.9.46־ב

הנוילעתישלושמהצירטמלשהטננימרטד9.48

…,𝜆1םעהנוילעתישלושמהצירטמ𝐴־שחיננ , 𝜆𝑛יזא.ןוסכלאהלעdet𝐴 =
𝜆1 ⋯ 𝜆𝑛.

…,𝑗1)םאהחכוה , 𝑗𝑛) ∈ perm 𝑛םע(𝑗1,… , 𝑗𝑛) ≠ (1,… , 𝑛),יזא𝑗𝑘 > 𝑘רובע

𝑘 ∈ {1,… , 𝑛}־שררוגשהמ,והשלכ𝐴𝑗𝑘,𝑘 = הלוכישהדיחיההרומתהךכיפל.0

…,1)הרומתהאיה9.46־בםוכסלספאמהנושהךרעףיסוהל , 𝑛).־שרחאמ

𝐴𝑘,𝑘 = 𝜆𝑘לכל𝑘 = 1,… , 𝑛,־שעבונןאכמdet𝐴 = 𝜆1 ⋯ 𝜆𝑛.
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תוטננימרטדלשתונוכת

.תילפכהטננימרטדהשךכלהאבההמוסקההחכוהלהליבומונלשהטננימרטדהתרדגה

תילפכאיההטננימרטד9.49

𝑆,𝑇־שחיננ.א ∈ ℒ(𝑉).יזאdet(𝑆𝑇) = (det 𝑆)(det𝑇).

יזא.לדוגהותואבתויעובירתוצירטמ𝐵־ו𝐴־שחיננ.ב

det(𝐴𝐵) = (det𝐴)(det𝐵).

החכוה

𝑛יהי.א = dim𝑉.־שחיננ𝛼 ∈ 𝑉(𝑛)
alt־ו𝑣1,… , 𝑣𝑛 ∈ 𝑉.יזא

𝛼𝑆𝑇(𝑣1,… , 𝑣𝑛) = 𝛼(𝑆𝑇𝑣1,… , 𝑆𝑇𝑣𝑛)
= (det 𝑆)𝛼(𝑇𝑣1,… ,𝑇𝑣𝑛)
= (det 𝑆)(det𝑇)𝛼(𝑣1,… , 𝑣𝑛),

תרדגהמתעבונהיינשההאוושמה,𝛼𝑆𝑇תרדגהמתעבונהנושארההאוושמהרשאכ

det 𝑆,תרדגהמתעבונתישילשההאוושמהוdet𝑇.־שתררוגליעלהאוושמה

det(𝑆𝑇) = (det 𝑆)(det𝑇).

𝑆,𝑇ויהי.ב ∈ ℒ(𝐅𝑛)־שךכℳ(𝑆) = 𝐴־וℳ(𝑇) = 𝐵,תוצירטמהלכרשאכ

ℳ(𝑆𝑇)יזא.𝐅𝑛לשיטרדנטסהסיסבלסחיבןהוזהחכוהבםירוטרפואהלש =
ℳ(𝑆)ℳ(𝑇) = 𝐴𝐵)ךכיפל.)3.43ואר

det(𝐴𝐵) = det(𝑆𝑇) = (det 𝑆)(det𝑇) = (det𝐴)(det𝐵),
.)א(ףיעסבהנקסמהמעבונינשהןויוושהרשאכ

.ךיפהרוטרפואהםאהתעבוקרוטרפואלשהטננימרטדה

ספאמהנושהטננימרטד⟺ךיפה9.50

𝑇רוטרפוא ∈ ℒ(𝑉)םא־קרו־םאךיפהאוהdet𝑇 ≠ ,ךיפה𝑇םא,ןכלערתי.0

det(𝑇−1)יזא = 1
det 𝑇.

𝑇𝑇−1ךכיפל.ךיפה𝑇יכחיננהליחתהחכוה = 𝐼.־שררוג9.49תעכ

1 = det 𝐼 = det(𝑇𝑇−1) = (det𝑇)(det(𝑇−1)).
det𝑇ןכל ≠ .det𝑇לשלפכליכפוההרביאהאוהdet(𝑇−1)־ו0

det𝑇־שחיננתעכ,רחאהןוויכהתחכוהל ≠ 𝑣־שחיננ.0 ∈ 𝑉־ו𝑣 ≠ יהת.0

𝑣, 𝑒2,… , 𝑒𝑛לשסיסב𝑉יהתו𝛼 ∈ 𝑉(𝑛)
alt־שךכ𝛼 ≠ ,𝛼(𝑣יזא.0 𝑒2,… , 𝑒𝑛) ≠ יפל(0

תעכ.)9.39

𝛼(𝑇𝑣,𝑇𝑒2,… ,𝑇𝑒𝑛) = (det𝑇)𝛼(𝑣, 𝑒2,… , 𝑒𝑛) ≠ 0.
𝑇𝑣ךכיפל ≠ .ךיפה𝑇ןכל.0
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𝐴הצירטמ𝑛 × 𝑛םא־קרו־םא)הכיפההצירטמלשהרדגההרובע3.80ואר(הכיפה

.ךיפה)𝐅𝑛לשיטרדנטסהסיסבהתועצמאב(𝐴הצירטמלךיושמה𝐅𝑛לעמרוטרפואה

det𝐴םא־קרו־םאהכיפה𝐴תיעובירהצירטמשהארמתמדוקההנקסמהךכיפל ≠ 0.

תוטננימרטדוםיימצעםיכרע9.51

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉)־ו𝜆 ∈ 𝐅.יזא𝜆לשימצעךרע𝑇םא־קרו־םא

det(𝜆𝐼 − 𝑇) = 0.

𝑇םא־קרו־םא𝑇לשימצעךרעאוה𝜆רפסמההחכוה − 𝜆𝐼5.7ואר(ךיפהוניא(,

𝜆𝐼םא־קרו־םאהרוקשהמ − 𝑇םא־קרו־םאהרוקשהמ,ךיפהוניאdet(𝜆𝐼 − 𝑇) = 0
.)9.50יפל(

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉)־ו𝑆 ∶ 𝑊 → 𝑉יכחיכוהלידכ.הכיפהתיראינילהקתעה

det(𝑆−1𝑇𝑆) = det𝑇,בותכלו9.50־ו9.49־בשמתשהלתוסנללכונ

det(𝑆−1𝑇𝑆) = (det 𝑆−1)(det𝑇)(det 𝑆)
= det𝑇.

𝑊םאתדבועוזהחכוה = 𝑉,םאךא𝑊 ≠ 𝑉רחאמתועמשמתרסחאיה

דועב,ומצעלירוטקובחרממתויראינילתוקתעהרובעקרתרדגומהטננימרטדהש

𝑆תאהקיתעמ𝑊לא𝑉,תאתכפוההdet 𝑆ןלהלתנתינההחכוהה.תרדגומיתלבל

𝑊רשאכםגהפקתווזההיעבהתאתפקוע ≠ 𝑉.

ןוֹימְדִּתחתהרומשהטננימרטדה9.52

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉)־ו𝑆 ∶ 𝑊 → 𝑉יזא.הכיפהתיראינילהקתעה

det(𝑆−1𝑇𝑆) = det𝑇.

𝑛יהיהחכוה = dim𝑊 = dim𝑉.־שחיננ𝜏 ∈ 𝑊(𝑛)
alt.רידגנ𝛼 ∈ 𝑉(𝑛)

altידילע

𝛼(𝑣1,… , 𝑣𝑛) = 𝜏(𝑆−1𝑣1,… , 𝑆−1𝑣𝑛)
…,𝑣1רובע , 𝑣𝑛 ∈ 𝑉.־שחיננ𝑤1,… ,𝑤𝑛 ∈ 𝑊.יזא

𝜏𝑆−1𝑇𝑆(𝑤1,… ,𝑤𝑛) = 𝜏(𝑆−1𝑇𝑆𝑤1,… , 𝑆−1𝑇𝑆𝑤𝑛)

= 𝛼(𝑇𝑆𝑤1,… ,𝑇𝑆𝑤𝑛)

= 𝛼𝑇(𝑆𝑤1,… , 𝑆𝑤𝑛)

= (det𝑇)𝛼(𝑆𝑤1,… , 𝑆𝑤𝑛)

= (det𝑇)𝜏(𝑤1,… ,𝑤𝑛).
יכםיקיסמונא𝑆−1𝑇𝑆רוטרפואהלשהטננימרטדהתרדגהמוליעלהאוושמהמ

det(𝑆−1𝑇𝑆) = det𝑇.
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𝑉ובשיטרפההרקמהרובע = 𝐅𝑛־ו𝑒1,… , 𝑒𝑛לשיטרדנטסהסיסבהאוה𝐅𝑛,

ילאמשהףגאה.הצירטמלשהטננימרטדהתרדגהףקותמתמייקתמהאבההנקסמה

ףגאהשאיהרבדהתועמשמו,סיסבתריחבביולתוניאהאבההנקסמבהאוושמהלש

.סיסבתריחבביולתוניאינמיה

ולשהצירטמהלשהטננימרטדלהוושרוטרפואלשהטננימרטד9.53

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉)־ו𝑒1,… , 𝑒𝑛לשסיסב𝑉.יזא

det𝑇 = det ℳ(𝑇, (𝑒1,… , 𝑒𝑛)).

…,𝑓1יהתהחכוה , 𝑓𝑛לשיטרדנטסהסיסבה𝐅𝑛.יהת𝑆 ∶ 𝐅𝑛 → 𝑉הקתעהה

𝑆־שךכתיראינילה 𝑓𝑘 = 𝑒𝑘לכל𝑘 = 1,… , 𝑛.ךכיפלℳ(𝑆, ( 𝑓1,… , 𝑓𝑛), (𝑒1,… , 𝑒𝑛))
,ℳ(𝑆−1־ו (𝑒1,… , 𝑒𝑛), ( 𝑓1,… , 𝑓𝑛))תוהזהתצירטמלתוושןהיתש𝑛 × 𝑛.ןכל

9.54 ℳ(𝑆−1𝑇𝑆, ( 𝑓1,… , 𝑓𝑛)) = ℳ(𝑇, (𝑒1,… , 𝑒𝑛)),
ךכיפל.3.43לשםימושייינשמררגנשיפכ

det𝑇 = det(𝑆−1𝑇𝑆)

= det ℳ(𝑆−1𝑇𝑆, ( 𝑓1,… , 𝑓𝑛))

= det ℳ(𝑇, (𝑒1,… , 𝑒𝑛)),
הטננימרטדהתרדגהמתעבונהיינשההרושה,9.52־מתעבונהנושארההרושהרשאכ

.9.54־מתעבונתישילשההרושהו,הצירטמלש

רתוייביטיאוטניאןפואבתוטננימרטדלעבושחלךרדהקינעמהאבההנקסמה

הרדגהכןלהלהנקסמבןויפאהתאגיצהלונלוכי.9.46־בהחסונהואהרדגההרשאמ

הזהרקמבו,יפוסדמממבכורמירוטקובחרמלעמרוטרפואלשהטננימרטדהלש

.וזהרדגהלשהאצותלתכפוההתייהתיחכונההרדגהה

𝐅םא9.55 = 𝐂,םיימצעהםיכרעהתלפכמלהוושהטננימרטדהיזא

𝐅־שחיננ = 𝐂־ו𝑇 ∈ ℒ(𝑉).יזאdet𝑇לשםיימצעהםיכרעהתלפכמלהווש𝑇,
.ויובירלהוושהםימעפרפסמהלפכמבללכנימצעךרעלכרשאכ

רשאכהנוילעתישלושמהצירטמ𝑇־לשיוילאסחיברשא𝑉לשסיסבםייקהחכוה

םיעפומהרפסמרשאכ,𝑇לשםיימצעהםיכרעהמםיבכרומהצירטמהןוסכלאירביא

הוושdet𝑇־שםיררוג9.48־ו9.53ךכיפל.8.37ואר—ויובירלהוושימצעךרעלכלש

הוושימצעךרעלכלשםיעפומהרפסמרשאכ,𝑇לשםיימצעהםיכרעהלשהלפכמל

.ויובירל

הצירטמלשתפלחושמהםעהפיתדבועהטננימרטדה,הארמהאבההנקסמהשיפכ

הלפכמבחרמלעמרוטרפואלשדומצהרוטרפואהםעוילאודהרוטרפואהםע,תיעוביר

.תימינפ
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דומצרוטרפואוא,ילאוד,תפלחושמלשהטננימרטד9.56

det𝐴tיזא.תיעובירהצירטמ𝐴־שחיננ.א = det𝐴.

𝑇־שחיננ.ב ∈ ℒ(𝑉).יזאdet𝑇′ = det𝑇.

𝑇־ותימינפהלפכמבחרמ𝑉־שחיננ.ג ∈ ℒ(𝑉).יזא

det(𝑇∗) = det𝑇.

החכוה

𝛼רידגנ.יבויחםלשרפסמ𝑛יהי.א ∶ (𝐅𝑛)𝑛 → 𝐅ידילע

𝛼(𝑣1,… , 𝑣𝑛) = det(( 𝑣1 ⋯ 𝑣𝑛 )t)
…,𝑣1לכל , 𝑣𝑛 ∈ 𝐅𝑛.יכהארמהצירטמלשהטננימרטדהרובע9.46־בהחסונה

𝛼תינבתאיה𝑛לעמתיראיניל־𝐅𝑛.

…,𝑣1־שחיננ , 𝑣𝑛 ∈ 𝐅𝑛־ו𝑣𝑗 = 𝑣𝑘רובע𝑗 ≠ 𝑘םא.םהשלכ𝐵הצירטמ𝑛 × 𝑛,

)יזא 𝑣1 ⋯ 𝑣𝑛 )t 𝐵הרוששרחאמתוהזהתצירטמלהוושתויהלהלוכיהניא

𝑗הרושו𝑘לש( 𝑣1 ⋯ 𝑣𝑛 )t 𝐵ךכיפל.תווש( 𝑣1 ⋯ 𝑣𝑛 )tהכיפההניא,

…,𝛼(𝑣1־שררוגשהמ , 𝑣𝑛) = לעמתפלחתמתיראיניל־𝑛תינבתאיה𝛼ןכל.0

𝐅𝑛.

בחרמהשרחאמ.1הווש𝐅𝑛לשיטרדנטסהסיסבהלעתלעפומ𝛼־שבלומיש

,)9.37יפל(ידממ־דחאוה𝐅𝑛לעמתופלחתמתויראיניל־𝑛תוינבתלשירוטקווה

.םייקתמ)א(ךכיפל.הטננימרטדהתייצקנופאיה𝛼־שעבונןאכמ

′det𝑇האוושמה.ב = det𝑇3.132־ו9.53־ו)א(־מתעבונ.

איההזסיסבלסחיב∗𝑇לשהצירטמה.𝑉לשילמרונותרואסיסברחבנ.ג

ךכיפל.)7.9יפל(הזסיסבלסחיב𝑇לשהצירטמהלשתפלחושמ־הדומצה

det(𝑇∗)־שםיררוג)א(־ו,9.53,9.46 = det𝑇.

תוטננימרטדבושיחבתוישומישתואצות9.57

הטננימרטדהיזא,תוושתיעובירהצירטמלשתורושיתשואתודומעיתשםא.א

.0הוושהצירטמהלש

תפלחהתועצמאב𝐴־מהגשוהשהצירטמה𝐵־ותיעובירהצירטמ𝐴־שחיננ.ב

det𝐴יזא.תורושיתשואתודומעיתש = − det𝐵.

יזא,רלקסבתלפכומתיעובירהצירטמלשתחאהרושואתחאהדומעםא.ג

.רלקסותואידילעלפכומהטננימרטדהךרע

,תרחאהדומעלתיעובירהצירטמלשתחאהדומעלשרלקסתלופכרבחנםא.ד

.הנתשמוניאהטננימרטדהךרעיזא

,תרחאהרושלתיעובירהצירטמלשתחאהרושלשרלקסתלופכרבחנםא.ה

.הנתשמוניאהטננימרטדהךרעיזא
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…,𝑣1יכהאצותהמתועבונוזהנקסמבתונעטההחכוה , 𝑣𝑛 ↦ det ( 𝑣1 ⋯ 𝑣𝑛 )
…,𝑣1־ו , 𝑣𝑛 ↦ det ( 𝑣1 ⋯ 𝑣𝑛 )tתוינבתןהיתש𝑛לעמתופלחתמתויראיניל־𝐅𝑛

.])א(9.56־ו9.45ואר[

…,𝑣1־שחיננ)ד(תחכוהל,המגודל , 𝑣𝑛 ∈ 𝐅𝑛־ו𝑐 ∈ 𝐅.יזא

det ( 𝑣1 + 𝑐𝑣2 𝑣2 ⋯ 𝑣𝑛 )

= det ( 𝑣1 𝑣2 ⋯ 𝑣𝑛 ) + 𝑐 det ( 𝑣2 𝑣2 𝑣3 ⋯ 𝑣𝑛 )

= det ( 𝑣1 𝑣2 ⋯ 𝑣𝑛 ) ,
תעבונהיינשההאוושמהותיראיניל־יטלומההנוכתהמתעבונהנושארההאוושמהרשאכ

היינשההדומעהלשהלופכרוביחשהארמליעלהאוושמה.תפלחתמההנוכתהמ

רובעתמייקתמהנקסמהתוא.הטננימרטדהךרעתאהנשמוניאהנושארההדומעל

.םייקתמ)ד(ךכיפל.תודומעיתשלכ

תושמתשמ)ג(־ו)ב(,)א(לשתוחכוהה.)א(9.56־מו)ד(־מתעבונ)ה(לשהחכוהה

.םיארוקלתוראשומוםימודםילכב

הטישלהליבומליעלהנקסמה,םייטרקנוקםירפסמןהירביאשתוצירטמרובע

־בהחסונהלשרישיהםושייהןמיתועמשמןפואבהריהמשהטננימרטדהבושיחל

רבדה,)ב(9.57יפל[תורושתפלחה:סואגלשץוליחהתטישתאוליעפה,טרפב.9.46

יפל[ספאמהנושהעובקבהרושתלפכה,]1−לשרוטקפבהטננימרטדהתאהנשמ

תרחאהרושלתחאהרושתלופכתפסוהו,]עובקהותואבתלפכומהטננימרטדה,)ג(9.57

,הנוילעתישלושמהצירטמתקפהל—]הטננימרטדהתאהנשמהניא,)ה(9.57יפל[

םתאהבשהנכותהםא.)9.48יפל(ןוסכלאהירביאתלפכמאיההלשהטננימרטדהש

שומישהשענםהבשםיעובקהוופלחוהשתורושהרפסמירחאבקעמתעצבמםישמתשמ

.הגשהרבתירוקמההצירטמהלשהטננימרטדהבושיחיזא,תורושתלפכהל

𝜆רפסמשרחאמ ∈ 𝐅רוטרפואלשימצעךרעאוה𝑇 ∈ ℒ(𝑉)םא־קרו־םא

det(𝜆𝐼 − 𝑇) = אוצמלהריהמךרדשבושחלתותפתהלםילולעםתא,)9.51יפל(0

𝐴ןמסל,𝑉לשסיסברוחבלאיהםיימצעםיכרע = ℳ(𝑇),תאבשחלdet(𝜆𝐼 − 𝐴),

det(𝜆𝐼האוושמהתארותפלזאו − 𝐴) = םיתיעלקרליעיהזךילהםלוא.𝜆רובע0

dim𝑉רשאכדבלמ,תורידנ = שמתשהלםכנוצרבםא4וא3הוושdim𝑉רשאכוא(2

איהתחאהיעב.)תיעיברואתישילשהלעממתואוושמלםישרושתאיצמלתואחסונב

הליכמהצירטמהרשאכדבועוניאליעלשהקספבראותשהטננימרטדבושיחלךילההש

עירכהלשיסואגלשץוליחהתטישבשךכמתעבונוזהיעב.)𝜆𝐼−𝐴־ב𝜆־הומכ(למס

למסםיברעמהםייוטיבבתוכבוסמתושענהלאתוערכהו,0םיוושםימיוסמםילדגםא

𝜆.

אוהםאירטינואאוהיפוסדמממתימינפהלפכמבחרמלעמרוטרפואיכריכזנ

שיירטינוארוטרפואלשימצעךרעלכל.)הירחאשהקספהו7.51ואר(תומרונרמשמ

ירטינוארוטרפואלשםיימצעהםיכרעהתלפכמלךכיפל.)7.54יפל(1טלחומךרע

𝐅לשהרקמבתוחפהלכל(ןכל.1טלחומךרעשי = 𝐂(רוטרפואלשהטננימרטדל

אללהפקתההחכוהתקפסמהאבההנקסמה.)9.55יפל(1טלחומךרעשיירטינוא

𝐅־שהחנהה = 𝐂.
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1טלחומךרעםעהטננימרטדשיירטינוארוטרפואלכל9.58

𝑆־ותימינפהלפכמבחרמ𝑉־שחיננ ∈ ℒ(𝑉)יזא.ירטינוארוטרפוא|det 𝑆| = 1.

𝐼,ירטינוא𝑆־שרחאמהחכוה = 𝑆∗𝑆)ךכיפל.)7.53ואר

1 = det(𝑆∗𝑆) = (det 𝑆∗)(det 𝑆) = (det 𝑆)(det 𝑆) = |det 𝑆|2,
ליעלהאוושמה.)ג(9.56־מעבונישילשהןויוושהו)א(9.49־מעבונינשהןויוושהרשאכ

det|־שתררוג 𝑆| = 1.

בטיהתבלתשמתימינפהלפכמבחרמלעמיבויחרוטרפואלשהטננימרטדה

.םיילילש־יאהםיישממהםירפסמלםיליבקמהלאכםירוטרפואהיפלשהיגולנאב

תילילש־יאהטננימרטדשייבויחרוטרפואלכל9.59

𝑇־ותימינפהלפכמבחרמ𝑉־שחיננ ∈ ℒ(𝑉)יזא.יבויחרוטרפואdet𝑇 ≥ 0.

ילמרונותרואסיסב𝑉־לשי,)7.31וא7.29(ילרטקפסהקוריפהטפשמיפלהחכוה

הוושdet𝑇,9.42לשןורחאהףיעסהיפלךכיפל.𝑇לשםיימצעםירוטקוומבכרומה

רפסמאוה𝑇לשימצעךרעלכ.תורזחלתורשפאםע,𝑇לשםיימצעהםיכרעהתלפכמל

det𝑇־שםיקיסמונאךכיפל.)7.38יפל(ילילש־יא ≥ 0.

𝑇־ותימינפהלפכמבחרמ𝑉־שחיננ ∈ ℒ(𝑉).םישרושהתמישריכרכזינ

לכלשםיעפומהרפסמרשאכ(𝑇∗𝑇לשםיימצעהםיכרעהלשםיילילש־יאהםייעובירה

.)5זהדיחיואר(𝑇לשםיירלוגניסהםיכרעהתמישרתארקנ)ויובירלהוושימצעךרע

9.60|det𝑇| 𝑇לשםיירלוגניסםיכרעתלפכמ=

𝑇־ותימינפהלפכמבחרמ𝑉־שחיננ ∈ ℒ(𝑉).יזא

|det𝑇| = √det(𝑇∗𝑇) = לשםיירלוגניסםיכרעתלפכמ 𝑇.

םייקתמהחכוה

|det𝑇|2 = (det𝑇)(det𝑇) = (det(𝑇∗))(det𝑇) = det(𝑇∗𝑇),
תאצוה.)א(9.49־מעבונןורחאהןויוושהו)ג(9.56־מעבוניעצמאהןויוושהרשאכ

|det𝑇|־שהארמליעלהאוושמהיפגאינשלםישרוש = √det(𝑇∗𝑇).

…,𝑠1־בןמסנ , 𝑠𝑛לשםיירלוגניסהםיכרעהתמישרתא𝑇.ךכיפל𝑠1
2,… , 𝑠𝑛

איה2

ילמרונותרואסיסבלתכיושמה,)םאתהבתורזחםע(𝑇∗𝑇לשםיימצעהםיכרעהתמישר

־שררוג9.42לשןורחאהףיעסהןכל.𝑇∗𝑇לשםיימצעםירוטקוומבכרומה𝑉לש
det(𝑇∗𝑇) = 𝑠1

2 ⋯𝑠𝑛
2.

|det𝑇|ךכיפל = 𝑠1 ⋯𝑠𝑛,וניצרשיפכ.
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תלפכמלשרוטקפבחפנהנשמישממתימינפהלפכמבחרמלעמ𝑇רוטרפוא

־ו7.111־מתורישיתעבונהאבההנקסמהךכיפל.)7.111יפל(םיירלוגניסהםיכרעה

תפלחהטפשמבעיפומהטננימרטדלשטלחומהךרעהעודמהריבסמוזהנקסמ.9.60

.א”ודחביללכהםינתשמה

9.61𝑇לשרוטקפבחפנהנשמ|det𝑇|

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝐑𝑛)־וΩ ⊆ 𝐑𝑛.יזא

volume𝑇(Ω) = |det𝑇|(volumeΩ).

תאתעכרבחנונא,יפוסדמממםיבכורמםיירוטקוםיבחרמלעמםירוטרפוארובע

.ונשגפרבכותואשםונילופלהטננימרטדה

𝐅םא9.62 = 𝐂,לשינייפואהםונילופהיזא𝑇־להוושdet(𝑧𝐼 − 𝑇)

𝐅־שחיננ = 𝐂־ו𝑇 ∈ ℒ(𝑉).־בןמסנ𝜆1,… , 𝜆𝑚םינושהםיימצעהםיכרעהתא

…,𝑑1־בו,𝑇לש , 𝑑𝑚יזא.םהלשםייובירהתא

det(𝑧𝐼 − 𝑇) = (𝑧 − 𝜆1)𝑑1 ⋯(𝑧 − 𝜆𝑚)𝑑𝑚.

רשאכהנוילעתישלושמהצירטמ𝑇־לשיוילאסחיברשא𝑉לשסיסבםייקהחכוה

𝑧𝐼־לשי,הזסיסבלסחיב.)8.37יפל(םימעפ𝑑𝑘קוידבןוסכלאהלעעיפומ𝜆𝑘לכ − 𝑇
𝑧רשאכהנוילעתישלושמהצירטמ − 𝜆𝑘קוידבןוסכלאהלעעיפומ𝑑𝑘לכלםימעפ𝑘.
.היוצרההאוושמהתאלבקנ9.48־מךכיפל

𝐅־שחיננ = 𝐂־ו𝑇 ∈ ℒ(𝑉).לשינייפואהםונילופה𝑇םונילופכ8.26־ברדגוה

רוטרפואלשינייפואםונילופהכדעונרדגהאל.9.62־בהאוושמהלשינמיהףגאב

םיכרעויהיאלשןכתייולאםירוטרפואלשרחאמיפוסדמממישממירוטקובחרמלעמ

יתלבל9.62־בהאוושמהלשינמיהףגאבשומישךותהרדגהךפוהשהמ,םיימצע

.המיאתמ

.9.62־מתעבונהלשהיצביטומהשכ,ינייפואהםונילופהלשהשדחהרדגהגיצנתעכ

־בהאוושמה.דחאכםיבכורמוםיישממםיירוטקוםיבחרמבהפקתוזהשדחהרדגה

𝐅רשאכתמדוקההרדגהלהלוקשוזהשדחהרדגהיכונלהארמ9.62 = 𝐂 )8.26(.

ינייפואםונילופ:הרדגה9.63

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉).ידילערדגומהםונילופה

𝑧 ↦ det(𝑧𝐼 − 𝑇)
.𝑇לשינייפואהםונילופהארקנ

𝑇רוטרפואלשינייפואהםונילופהשהארמ9.46־בהחסונה ∈ ℒ(𝑉)םונילופאוה

םיכרעהקוידבםה𝑇לשינייפואהםונילופהלש𝐅־בםישרושה.dim𝑉הלעממןקותמ

.)9.51יפל(𝑇לשםיימצעה
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ונאתעכ.בכורמההרקמב)8.29(ןוטלימה־ילייקטפשמתאונחכוהרתויםדקומ

.םיישממםיירוטקוםיבחרמלעמםירוטרפואלוזהנקסמביחרהלםילוכי

ןוטלימה־ילייקטפשמ9.64

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉)־ו𝑞לשינייפואהםונילופהאוה𝑇.יזא𝑞(𝑇) = 0.

𝐅םאהחכוה = 𝐂,האוושמהיזא𝑞(𝑇) = .8.29־ו9.62־מתעבונ0

𝐅־שחיננתעכ = 𝐑.ְלשסיסבעַבֵּקַנ𝑉,יהתו𝐴לשהצירטמה𝑇סיסבלסחיב

𝐂dimלעמרוטרפואה𝑆יהי.הז 𝑉לשהצירטמהשךכ𝑆)לשיטרדנטסהסיסבלסחיב

𝐂dim 𝑉(איה𝐴.לכל𝑧 ∈ 𝐑םייקתמ

𝑞(𝑧) = det(𝑧𝐼 − 𝑇) = det(𝑧𝐼 − 𝐴) = det(𝑧𝐼 − 𝑆).
𝐅לשהרקמה.𝑆לשינייפואהםונילופהאוה𝑞ךכיפל = 𝐂)החכוהבןושארהטפשמה

0־שררוגתעכ)וז = 𝑞(𝑆) = 𝑞(𝐴) = 𝑞(𝑇).

𝑇רוטרפואלשינייפואהםונילופהשררוג)9.64(ןוטלימה־ילייקטפשמ ∈ ℒ(𝑉)
םונילופהתלעמםאךכיפל.)5.29יפל(𝑇לשילמינימהםונילופהלשםונילופתלופכאוה

ילמינימהםונילופלהווש𝑇לשינייפואהםונילופהיזא,dim𝑉־להווש𝑇לשילמינימה

לש99.999%־ללעמללוכ,םירוטרפואלשדואמהובגזוחאלהרוקרבדה.𝑇לש

4תוצירטמ × ,100−]עטקבםימלשםירפסמןהירביאש4 ירחאשהקספהואר([100

5.25(.

.)8.54ואר(בכורמההרקמהרובעםדוקמחכוההאבההנקסמבןורחאהטפשמה

.דחאכםיבכורמוםיישממםיירוטקוםיבחרמבתדבועההחכוהקפסנתעכ

הטננימרטדוהבקע,ינייפואםונילופ9.65

𝑇־שחיננ ∈ ℒ(𝑉).יהי𝑛 = dim𝑉.לשינייפואהםונילופהיזא𝑇הביתכלןתינ

־כ

𝑧𝑛 − (tr𝑇)𝑧𝑛−1 + ⋯ + (−1)𝑛(det𝑇).

𝑧רשאכםונילופהךרעאוה𝑧לשםונילופתייצקנופלשעובקהרביאההחכוה = 0.

־להוושה,det(−𝑇)־להווש𝑇לשינייפואהםונילופהלשעובקהרביאהךכיפל

(−1)𝑛 det𝑇)9.42־בישילשהףיעסהיפל(.

𝑧𝐼לשהצירטמה.הזסיסבלסחיב𝑇לשהצירטמה𝐴יהתו,𝑉לשסיסבעַבֵּקַנְ − 𝑇
𝑧𝐼איההזסיסבלסחיב − 𝐴.1)תוהזהתרומתמעבונהרביאה,… , 𝑛)9.46החסונב

det(𝑧𝐼רובע − 𝐴)אוה

(𝑧 − 𝐴1,1)⋯ (𝑧 − 𝐴𝑛,𝑛).
𝐴1,1)−אוהליעליוטיבב𝑧𝑛−1לשםדקמה + ⋯ + 𝐴𝑛,𝑛),־להוושה− tr𝑇.םירביאה

det(𝑧𝐼רובעהחסונב − 𝐴)לשםירחאםירביאמםיעבונהperm 𝑛רתויהלכלםיליכמ

𝑛 − 𝑧הרוצהמםימרוג2 − 𝐴𝑘,𝑘לשםדקמלםימרותםניאךכיפלו𝑧𝑛−1םונילופב

.𝑇לשינייפואה
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ןומולסקא׳זידילעהחכוההאבההנקסמה

.1893תנשב)1963–1865(רמָדָאָ

𝐴תודומעלעובשח,ןלהלהנקסמב
𝑛הצירטמ × 𝑛לשםירביאכ𝐅𝑛.תומרונה

הלפכמהתאצותןהןלהלתועיפומה

איהותועמשמןלהלהחכוהב𝑅⋅,𝑘ןומיסהיכרכזינ.𝐅𝑛לעמתיטרדנטסהתימינפה

.)3.44־ברדגוהשיפכ(𝑅הצירטמהלש𝑘th־ההדומעה

רמָדָאָןויווש־יא9.66

𝑛הצירטמ𝐴־שחיננ × 𝑛.־בןמסנ𝑣1,… , 𝑣𝑛תודומעתא𝐴.יזא

|det𝐴| ≤
𝑛
∏
𝑘=1

‖𝑣𝑘‖.

det𝐴יזא,הכיפההניא𝐴םאהחכוה = הרקמבםייקתמיוצרהןויווש־יאהןכלו0

.הז

הצירטמתמייקיכונלרמוא)7.58ואר(QRקוריפה.הכיפה𝐴־שחיננךכיפל

םייבויחםירביאקרליכמהלשןוסכלאהש𝑅הנוילעתישלושמהצירטמו𝑄תירטינוא

𝐴־שךכ = 𝑄𝑅.םייקתמ

|det𝐴| = |det𝑄| |det𝑅|

= |det𝑅|

=
𝑛
∏
𝑘=1

𝑅𝑘,𝑘

≤
𝑛
∏
𝑘=1

‖𝑅⋅,𝑘‖

=
𝑛
∏
𝑘=1

‖𝑄𝑅⋅,𝑘‖

=
𝑛
∏
𝑘=1

‖𝑣𝑘‖,

הרושה,9.58־מתעבונהיינשההרושה,)ב(9.49־מתעבונהנושארההרושהרשאכ

.הירטמוזיא𝑄־שרחאמתמייקתמתישימחההרושהו9.48־מתעבונתישילשה

𝐅־שחיננ,רמדאןויווש־יאלתירטמואגתונשרפתקנעהל = 𝐑.יהי𝑇 ∈ ℒ(𝐑𝑛)
𝑇𝑒𝑘־שךכרוטרפואה = 𝑣𝑘לכל𝑘 = 1,… , 𝑛,רשאכ𝑒1,… , 𝑒𝑛יטרדנטסהסיסבהאוה

…,𝑃(𝑒1הביתהתאקיתעמ𝑇יזא.𝐑𝑛לש , 𝑒𝑛)ןוליבקמהלע𝑃(𝑣1,… , 𝑣𝑛)]7.102ואר

…,𝑃(𝑒1הביתהחפנשרחאמ.]ולאהיגולונימרטוןומיסלשהריקסל7.105־ו , 𝑒𝑛)
…,𝑃(𝑣1ןוליבקמהחפנש)9.61יפל(עבונןאכמ,1אוה , 𝑣𝑛)אוה|det𝑇|,־להוושה

|det𝐴|.ןיבמיכעבוקההזככליעלרמדאןויווש־יאלתונשרפקינעהללכונךכיפל

…,‖𝑣1‖םהיתועלציכרואשםינוליבקמהלכ , ‖𝑣𝑛‖,ולאםהרתויבלודגהחפנהילעב

𝑛∏אוהםחפנךכיפלו(וזלוזתובצינםהיתועלצש
𝑘=1 ‖𝑣𝑘‖(.

.18ליגרתואר,ןויוושהיהירמָדָאָןויווש־יאשקיפסמויחרכהיאנתרובע
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שידנְוֹמרְדֶנְוַתוצירטמל.דנְוֹמרְדֶנְוַתצירטמתארקנהאבההנקסמבהצירטמה

םיפסונםימוחתוהדידבההיירופתרמתה,תימונילופהיצלופרטניאבםיבושחםימושיי

ךולהרבעמבשהמצועהלשהפיהשחמהאיההאבההנקסמהתחכוה.הקיטמתמב

.תויראינילתוקתעהלתוצירטמןיבבושו

דנְוֹמרְדֶנְוַתצירטמלשהטננימרטד9.67

𝑛־שחיננ > …,𝛽1־ו1 , 𝛽𝑛 ∈ 𝐅.יזא

det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 𝛽1 𝛽1
2 ⋯ 𝛽1

𝑛−1

1 𝛽2 𝛽2
2 ⋯ 𝛽2

𝑛−1

⋱

1 𝛽𝑛 𝛽𝑛
2 ⋯ 𝛽𝑛

𝑛−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

= ∏
1≤𝑗<𝑘≤𝑛

(𝛽𝑘 − 𝛽𝑗).

,1יהתהחכוה 𝑧,… , 𝑧𝑛−1לשיטרדנטסהסיסבה𝒫𝑛−1(𝐅)־בןמסנו𝑒1,… , 𝑒𝑛תא

𝑆תיראינילהקתעהרידגנ.𝐅𝑛לשיטרדנטסהסיסבה ∶ 𝒫𝑛−1(𝐅) → 𝐅𝑛ידילע

𝑆𝑝 = (𝑝(𝛽1),… , 𝑝(𝛽𝑛)).

יכבלםישנ.וזהנקסמחוסינבתגצומהדנומרדנותצירטמתא𝐴־בןמסנ

𝐴 = ℳ(𝑆, (1, 𝑧,… , 𝑧𝑛−1), (𝑒1,… , 𝑒𝑛)).

𝑇יהי ∶ 𝒫𝑛−1(𝐅) → 𝒫𝑛−1(𝐅)לעמרוטרפואה𝒫𝑛−1(𝐅)־שךכ𝑇1 = ־ו1

𝑇𝑧𝑘 = (𝑧 − 𝛽1)(𝑧 − 𝛽2)⋯ (𝑧 − 𝛽𝑘)
𝑘רובע = 1,… , 𝑛 − 𝐵יהי.1 = ℳ(𝑇, (1, 𝑧,… , 𝑧𝑛−1), (1, 𝑧,… , 𝑧𝑛−1)).יזא𝐵איה

det𝐵ךכיפל.1םיוושהלשןוסכלאהירביאלכשהנוילעתישלושמהצירטמ = יפל(1

9.48(.

𝐶יהת = ℳ(𝑆𝑇, (1, 𝑧,… , 𝑧𝑛−1), (𝑒1,… , 𝑒𝑛)).ךכיפל𝐶 = 𝐴𝐵)המ,)3.81יפל

־שררוגש

det𝐴 = (det𝐴)(det𝐵) = det𝐶.
,𝐶לשןהיתורדגה 𝑆־ו𝑇יכתוארמ𝐶־להווש

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 0 0 ⋯ 0

1 𝛽2 − 𝛽1 0 ⋯ 0

1 𝛽3 − 𝛽1 (𝛽3 − 𝛽1)(𝛽3 − 𝛽2) ⋯ 0

⋱

1 𝛽𝑛 − 𝛽1 (𝛽𝑛 − 𝛽1)(𝛽𝑛 − 𝛽2) ⋯ (𝛽𝑛 − 𝛽1)(𝛽𝑛 − 𝛽2)⋯ (𝛽𝑛 − 𝛽𝑛−1)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

det𝐴תעכ = det𝐶 = ∏
1≤𝑗<𝑘≤𝑛

(𝛽𝑘 − 𝛽𝑗),9.48־ו)א(9.56־בונשמתשהרשאכ.
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3טםיליגרת

𝑆,𝑇:תידגנהמגודואיבהואוחיכוה1 ∈ ℒ(𝑉) ⟹ det(𝑆 + 𝑇) = det 𝑆 + det𝑇.

דבלמםיספאמהלוכתבכרומ𝐴תיעובירהצירטמלשהנושארההדומעהשחיננ2

𝐴־מתגשומההצירטמה𝐵יהת.ספאוניא𝐴1,1ןושארהרביאהשתורשפאה
det𝐴יכוארה.𝐴לשהנושארההדומעהוהנושארההרושהתקיחמידילע =

𝐴1,1 det𝐵.

𝑇־שחיננ3 ∈ ℒ(𝑉)יכוחיכוה.יטנטופלינdet(𝐼 + 𝑇) = 1.

𝑆־ותימינפהלפכמבחרמ𝑉־שחיננ4 ∈ ℒ(𝑉).יכוחיכוה𝑆םא־קרו־םאירטינוא

|det 𝑆| = ‖𝑆‖ = 1.

הנוילעתישלושמםיקולבתצירטמ𝐴־שחיננ5

𝐴 =
⎛⎜⎜⎜
⎝

𝐴1 ∗
⋱

0 𝐴𝑚

⎞⎟⎟⎟
⎠

,

יכוחיכוה.תיעובירהצירטמאיהןוסכלאהךרואל𝐴𝑘לכרשאכ

det𝐴 = (det𝐴1)⋯ (det𝐴𝑚).

𝐴־שחיננ6 = ( 𝑣1 ⋯ 𝑣𝑛 𝑛הצירטמאיה( × 𝑛,רשאכ𝑣𝑘תאןמסמ

…,𝑚1)םאיכוארה.𝐴לש𝑘th־ההדומעה ,𝑚𝑛) ∈ perm 𝑛,יזא

det ( 𝑣𝑚1
⋯ 𝑣𝑚𝑛

) = (sign(𝑚1,… ,𝑚𝑛)) det𝐴.

𝑇־שחיננ7 ∈ ℒ(𝑉)־בןמסנ.ךיפה𝑝לשינייפואהםונילופהתא𝑇־בו𝑞תא

יכוחיכוה.𝑇−1לשינייפואהםונילופה

𝑞(𝑧) =
1

𝑝(0)
𝑧dim 𝑉 𝑝(

1
𝑧
)

𝑧לכל ∈ 𝐅ספאמהנושה.

𝑇־שחיננ8 ∈ ℒ(𝑉)־שררוגשהמ(םיימצעםיכרעאללרוטרפוא𝐅 = 𝐑(.

det𝑇יכוחיכוה > 0.

𝑇,יגוזדמממישממירוטקובחרמ𝑉־שחיננ9 ∈ ℒ(𝑉)־וdet𝑇 < יכוחיכוה.0

.םינושםיימצעםיכרעינשתוחפהלכל𝑇־לשי

𝑇־ויגוז־יאדמממישממירוטקובחרמ𝑉־שחיננ10 ∈ ℒ(𝑉).ושמתשתשילבמ

.ימצעךרע𝑇־לשייכוחיכוה,ילמינימהםונילופב

ואר—ינייפואהםונילופבואהטננימרטדבשומישאללרתויםדקומהחכוהוזהאצות

5.34.

𝐅םא:תידגנהמגודואיבהואוחיכוה11 = 𝐑, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉)־וdet𝑇 > שייזא,0

.יעובירשרוש𝑇־ל

𝐅םא = 𝐂, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉),־וdet𝑇 ≠ .)8.41ואר(יעובירשרוש𝑇־לשייזא,0

רלסקאןודלש:רבחמ,תיעיברהרודהמ,רשיהךרדבתיראינילהרבגלא
Linear Algebra Done Right, fourth edition, by Sheldon Axler



תוטננימרטדותיראיניל־יטלומהרבגלאטקרפ368

𝑆,𝑇־שחיננ12 ∈ ℒ(𝑉)־ו𝑆רידגנ.ךיפה𝑝 ∶ 𝐅 → 𝐅ידילע

𝑝(𝑧) = det(𝑧𝑆 − 𝑇).
𝑧dimלשםדקמהיכוdim𝑉הלעממםונילופ𝑝יכוחיכוה 𝑉אוההזםונילופב

det 𝑆.

𝐅־שחיננ13 = 𝐂, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉)־ו𝑛 = dim𝑉 > …,𝜆1־בןמסנ.2 , 𝜆𝑛תא

.ויובירלהוושהםימעפרפסמללכנימצעךרעלכרשאכ,𝑇לשםיימצעהםיכרעה

לשםיחנומב𝑇לשינייפואהםונילופב𝑧𝑛−2לשםדקמהרובעהחסונואצמ.א

𝜆1,… , 𝜆𝑛.

לשםיחנומב𝑇לשינייפואהםונילופב𝑧לשםדקמהרובעהחסונואצמ.ב

𝜆1,… , 𝜆𝑛.

יכוחיכוה.𝑉לעמיבויחרוטרפוא𝑇־ותימינפהלפכמבחרמ𝑉־שחיננ14

det √𝑇 = √det𝑇.

𝑇־ותימינפהלפכמבחרמ𝑉־שחיננ15 ∈ ℒ(𝑉).ירלופהקוריפבושמתשה

יכחיכוהל

|det𝑇| = √det(𝑇∗𝑇)
.)9.60ואר(ליעלהנתינשהחכוההמהנושןפואב

𝑇־שחיננ16 ∈ ℒ(𝑉).רידגנ𝑔 ∶ 𝐅 → 𝐅ידילע𝑔(𝑥) = det(𝐼 + 𝑥𝑇).יכוארה

𝑔′(0) = tr𝑇.

לשתכבוסמהךאתשרופמההחסונבושמתשתשילבמ,הזליגרתליקנןורתפושפח

.הצירטמלשהטננימרטדה

,𝑎־שחיננ17 𝑏, 𝑐דיאוספילאהחפנתאואצמ.םייבויחםירפסמ

{(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐑3 ∶ 𝑥2

𝑎2 +
𝑦2

𝑏2 +
𝑧2

𝑐2 < 1}

Ωהצובקתאיצמידילע ⊆ 𝐑3רוטרפואועודיהחפנש𝑇לעמ𝐑3־שךכ𝑇(Ω)
.ליעלדיאוספילאלהווש

ןויוושאוה)9.66(רמדאןויווש־יאיכוחיכוה.הכיפהתיעובירהצירטמ𝐴־שחיננ18

.תורחאהתודומעלתילנוגותרוא𝐴לשהדומעלכםא־קרו־םא

…,𝑒1,תימינפהלפכמבחרמ𝑉־שחיננ19 , 𝑒𝑛לשילמרונותרואסיסב𝑉־ו𝑇 ∈
ℒ(𝑉)יבויחרוטרפוא.

det𝑇יכוחיכוה.א ≤ ∏𝑛
𝑘=1⟨𝑇𝑒𝑘, 𝑒𝑘⟩.

𝑒𝑘םא־קרו־םאןויוושאוה)א(־בןויווש־יאהיזא,ךיפה𝑇םאיכוחיכוה.ב
𝑘לכל𝑇לשימצערוטקואוה = 1,… , 𝑛.
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𝑛הצירטמ𝐴־שחיננ20 × 𝑛,־שחיננו𝑐־שךכ|𝐴𝑗,𝑘| ≤ 𝑐לכל𝑗, 𝑘 ∈ {1,… , 𝑛}.

יכוחיכוה

|det𝐴| ≤ 𝑐𝑛𝑛𝑛/2.
|det𝐴|יכהארמ)9.46(הצירטמלשהטננימרטדהרובעהחסונה ≤ 𝑐𝑛𝑛!.תאזלכב,

𝑐םא,המגודל.רועישןיאלהבוטהזליגרתבתנתינשהכרעהה = 𝑛־ו1 = 100,

!𝑐𝑛𝑛יזא ≈ הברהבןטקהרפסמהאיההזליגרתבתנתינשהכרעההךא,10158

.רופישלםוקמובןיאוקודהליעלןויווש־יאהיזא,2לשהמלשהקזח𝑛םא.10100

𝛿־ויבויחםלשרפסמ𝑛־שחיננ21 ∶ 𝐂𝑛,𝑛 → 𝐂־שךכהיצקנופ

𝛿(𝐴𝐵) = 𝛿(𝐴) ⋅ 𝛿(𝐵)
𝐴,𝐵לכל ∈ 𝐂𝑛,𝑛־ו𝛿(𝐴)לשןוסכלאהירביאתלפכמלהווש𝐴הצירטמלכל

𝐴תינוסכלא ∈ 𝐂𝑛,𝑛.יכוחיכוה

𝛿(𝐴) = det𝐴
𝐴לכל ∈ 𝐂𝑛,𝑛.

𝑛תוצירטמהתצובקתאןמסמ𝐂𝑛,𝑛יכריכזנ × 𝑛־בםירביאםע𝐂.הזליגרת

תיעובירהצירטמלעמתרדגומההדיחיההיצקנופהאיההטננימרטדהיכהארמ

תיגולנאוזהנקסמ.תוינוסכלאתוצירטמלעמהיוצרתוגהנתהתלעבותילפכאיהש

היתונוכתידילעדיחיןפואבתעבקנהבקעהשהארמשהמ,4חהדיחיב10ליגרתל

.תוירבגלאה

תאקיחדהל,םייגוגדפםימעטמ,גהונינא,ילשתוידוסיהתואצרהביכתוארלחכונינא

םיטנדוטסהדועב,יכיתיווחידמתובורקםיתיעל.םיירוחאהםיילושהלאתוטננימרטדה

םיתיעל,םיכוראםייוטיברוציקלתוישומישהכןהש,תואחסונהםעתונמוימםישכור

תויצלופינמעוציבבתונמוימהיכו,ןהיתויועמשמםעתורכיהבםילשוכםהתובורק

תגשהתאםהמהענמךכואשונהיטרפלכלתדרלםיטנדוטסהמהענמתוירבגלא

.ובהטילשה

ןיילקסקילפ,הירטמואג:תמדקתמטבמתדוקנמתידוסיהקיטמתמ—
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תוירוזנטתולפכמ4ט

םיירוטקוםיבחרמינשלשתירוזנטהלפכמ

רוטקולשהלפכמהתארידגהלןוצרהמתעבונקוסענובשאבהאשונלהיצביטומה

𝑣 ∈ 𝑉רוטקוםע𝑤 ∈ 𝑊.ידילעןמוסתוזהלפכמ𝑣 ⊗ 𝑤,״תאטובמ𝑣רוזנט𝑤״,
רוזנט𝑉״־כאטובמאוהםג(𝑉⊗𝑊ארקנהוהשלכשדחירוטקובחרמברביאהיהתו

𝑊״(.
×𝑉ירוטקווהבחרמהתא 𝑊לשהלפכמהארקנה,)5גהדיחיואר(ונרכהרבכ

𝑉־ו𝑊.תאזםע,𝑉× 𝑊תיעבטךרדקפסמוניאשרחאמוניכרצתאתרשייאל

קלחםייקתתירוזנטההלפכמהשםיצורונא.𝑊לשרביאםע𝑉לשרביאתלפכהל

,רמולכ,גוליפהתנוכתלשהמויקבםיניינועמונא,המגודל.לפכלשתוליגרהתונוכתהמ

,𝑣1םא 𝑣2, 𝑣 ∈ 𝑉־ו𝑤1,𝑤2,𝑤 ∈ 𝑊,יזא

(𝑣1 + 𝑣2) ⊗ 𝑤 = 𝑣1 ⊗ 𝑤 + 𝑣2 ⊗ 𝑤 םגו 𝑣 ⊗ (𝑤1 + 𝑤2) = 𝑣 ⊗ 𝑤1 + 𝑣 ⊗ 𝑤2.

.otimes\ודילקה,TEX־ב⊗תקפהל
דובעירלקסבלפכיכףסונבהצרנ

,וזהשדחלפכתלועפםעהקלחהרוצב

רמולכ

𝜆(𝑣 ⊗ 𝑤) = (𝜆𝑣) ⊗ 𝑤 = 𝑣 ⊗ (𝜆𝑤)
𝜆לכל ∈ 𝐅, 𝑣 ∈ 𝑉־ו𝑤 ∈ 𝑊.

וקיפי𝑊לשסיסבלכםעבולישב𝑉לשסיסבלכםאדמחנהיהי,ןכלערתי
⊗𝑉לשסיסב 𝑊.םא,טרפב𝑒1,… , 𝑒𝑚לשסיסב𝑉־ו𝑓1,… , 𝑓𝑛לשסיסב𝑊,יזא

𝑒𝑗־מתבכרומה)אוהשרדסלכב(המישרהשהצרנ ⊗ 𝑓𝑘,רשאכ𝑗דע1־מענ𝑚־ו
𝑘דע1־מענ𝑛,לשסיסבהיהת𝑉⊗ 𝑊.יכעבונןאכמdim(𝑉⊗ 𝑊)תויהלךירצ

dim(𝑉×𝑊)יכרכזינ.(dim𝑊)(dim𝑉)־להווש = dim𝑉+ dim𝑊)המ,)3.92ואר

×𝑉הלפכמהעודמריבסמש 𝑊ןאכוניכרצתאתרשתאל.

,𝑊־ו𝑉־מיעבטןפואב(dim𝑊)(dim𝑉)אוהודממשירוטקובחרמתקפהל
.ןלהלרדגומאוהשיפכ,םייראיניליבםילנויצקנופלשירוטקווהבחרמהלעלכתסנ

×𝑉לעמיראיניליבלנויצקנופ:הרדגה9.68 𝑊,ירוטקווהבחרמהℬ(𝑉,𝑊)

𝛽היצקנופאוה𝑉×𝑊לעמיראיניליבלנויצקנופ• ∶ 𝑉×𝑊 → 𝐅־שךכ𝑣 ↦ 𝛽(𝑣,𝑤)
𝑤לכל𝑉לעמיראיניללנויצקנופאוה ∈ 𝑊־ו𝑤 ↦ 𝛽(𝑣,𝑤)יראיניללנויצקנופ

𝑣לכל𝑊לעמ ∈ 𝑉.

𝑉לעמםייראיניליבםילנויצקנופלשירוטקווהבחרמה• × 𝑊ידילעןמוסמ

ℬ(𝑉,𝑊).

𝑊םא = 𝑉,לעמיראיניליבלנויצקנופיזא𝑉 × 𝑊ואר;תיראיניליבתינבתאוה

9.1.

לפכהורוביחהתולועפכתורדגומℬ(𝑉,𝑊)לעמרלקסבלפכורוביחהתולועפ

תאתוכפוהולאתולועפ,אדוולםכתורשפאבשיפכ.תויצקנופלשתוליגרהרלקסב

ℬ(𝑉,𝑊)־מספאהתייצקנופאוהרוביחלולשתוהזהרביאשירוטקובחרמל𝑉 × 𝑊
.𝐅לא

רלסקאןודלש:רבחמ,תיעיברהרודהמ,רשיהךרדבתיראינילהרבגלא
Linear Algebra Done Right, fourth edition, by Sheldon Axler



371תוירוזנטתולפכמ4ט

םייראיניליבםילנויצקנופ:המגוד9.69

𝜑־שחיננ• ∈ 𝑉′־ו𝜏 ∈ 𝑊′.רידגנ𝛽 ∶ 𝑉× 𝑊 → 𝐅ידילע𝛽(𝑣,𝑤) = 𝜑(𝑣)𝜏(𝑤).

×𝑉לעמיראיניליבלנויצקנופ𝛽יזא 𝑊.

𝑣־שחיננ• ∈ 𝑉־ו𝑤 ∈ 𝑊.רידגנ𝛽 ∶ 𝑉′× 𝑊′ → 𝐅ידילע𝛽(𝜑, 𝜏) = 𝜑(𝑣)𝜏(𝑤).

×′𝑉לעמיראיניליבלנויצקנופ𝛽יזא 𝑊′.

𝛽רידגנ• ∶ 𝑉× 𝑉′ → 𝐅ידילע𝛽(𝑣,𝜑) = 𝜑(𝑣).יזא𝛽לעמיראיניליבלנויצקנופ

𝑉× 𝑉′.

𝜑־שחיננ• ∈ 𝑉′.רידגנ𝛽 ∶ 𝑉× ℒ(𝑉) → 𝐅ידילע𝛽(𝑣,𝑇) = 𝜑(𝑇𝑣).יזא𝛽
×𝑉לעמיראיניליבלנויצקנופ ℒ(𝑉).

𝛽רידגנ.םייבויחםימלשםירפסמ𝑛־ו𝑚־שחיננ• ∶ 𝐅𝑚,𝑛 × 𝐅𝑛,𝑚 → 𝐅ידילע

𝛽(𝐴,𝐵) = tr(𝐴𝐵).יזא𝛽לעמיראיניליבלנויצקנופ𝐅𝑚,𝑛 × 𝐅𝑛,𝑚.

םייראיניליבםילנויצקנופלשירוטקווהבחרמהדממ9.70

dim ℬ(𝑉,𝑊) = (dim𝑉)(dim𝑊).

…,𝑒1יהתהחכוה , 𝑒𝑚לשסיסב𝑉־ו𝑓1,… , 𝑓𝑛לשסיסב𝑊.לנויצקנופרובע

𝛽יראיניליב ∈ ℬ(𝑉,𝑊),יהתℳ(𝛽)הצירטמה𝑚 × 𝑛הרושברביאהש𝑗,הדומע𝑘
,𝛽(𝑒𝑗אוה 𝑓𝑘).הקתעהה𝛽 ↦ ℳ(𝛽)לשתיראינילהקתעהאיהℬ(𝑉,𝑊)לא𝐅𝑚,𝑛.

𝐶הצירטמרובע ∈ 𝐅𝑚,𝑛,יראיניליבלנויצקנופרידגנ𝛽𝐶לעמ𝑉× 𝑊ידילע

𝛽𝐶(𝑎1𝑒1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑒𝑚, 𝑏1 𝑓1 + ⋯ + 𝑏𝑛 𝑓𝑛) =
𝑛
∑
𝑘=1

𝑚
∑

𝑗 = 1
𝐶𝑗,𝑘𝑎𝑗𝑏𝑘

…,𝑎1רובע , 𝑎𝑚, 𝑏1,… , 𝑏𝑛 ∈ 𝐅.

𝛽תיראינילההקתעהה ↦ ℳ(𝛽)־מℬ(𝑉,𝑊)לא𝐅𝑚,𝑛תיראינילההקתעההו

𝐶 ↦ 𝛽𝐶־מ𝐅𝑚,𝑛לאℬ(𝑉,𝑊)ןכשהיינשהלשתחאהתויכפוההןה𝛽ℳ(𝛽) = 𝛽לכל

𝛽 ∈ ℬ(𝑉,𝑊)־וℳ(𝛽𝐶) = 𝐶לכל𝐶 ∈ 𝐅𝑚,𝑛,אדוולםכילעשיפכ.

דממשיתורבחמןהשםיבחרמהינשלוםימזיפרומוזיאןהתוקתעההיתשךכיפל

dimןכל.ההז ℬ(𝑉,𝑊) = dim 𝐅𝑚,𝑛 = 𝑚𝑛 = (dim𝑉)(dim𝑊).

תולוקשולאתורדגה.תיטמתמהתורפסבתועיפומ𝑉⊗𝑊לשתונושתורדגהרפסמ

םיירוטקוםיבחרמינשלכשרחאמ,יפוסדממלשרשקהבתוחפהלכל,היינשלתחא

.םייפרומוזיאםהההזדמממ

ℒ(𝑉,𝑊)־לשישיפכ,ונשקיבשדממהתאℬ(𝑉,𝑊)־לשייכתעבוקליעלהנקסמה
𝐅dim־ו 𝑉,dim 𝑊.תארידגהלותותפתהלםילולעונאךכיפל𝑉⊗ 𝑊־כℬ(𝑉,𝑊)וא

ℒ(𝑉,𝑊)וא𝐅dim 𝑉,dim 𝑊.הניאשהרדגהלליבותאלולאתורדגהמתחאףא,תאזםע

𝑣לשסיסבתריחבבהיולת ⊗ 𝑤רובע𝑣 ∈ 𝑉־ו𝑤 ∈ 𝑊.

שי—תטשפומוהרזומהאריתילואהנושארתומשרתהבשףא—האבההרדגהל

𝑣הרידגמאיהשךכבםוצעןורתי ⊗ 𝑤םירידגמונא.סיסבתריחבביולתוניאשןפואב

⊗𝑉תא 𝑊לעמםייראיניליבםילנויצקנופלשירוטקווהבחרמכ𝑉′ × 𝑊′םוקמב

×𝑉לעמםייראיניליבםילנויצקנופלשירוטקובחרמלשרתויהתפמהתורשפאה 𝑊.
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⊗𝑉,תירוזנטהלפכמ:הרדגה9.71 𝑊, 𝑣 ⊗ 𝑤

⊗𝑉תירוזנטההלפכמה• 𝑊־כתרדגומℬ(𝑉′,𝑊′).

𝑣רובע• ∈ 𝑉־ו𝑤 ∈ 𝑊,תירוזנטההלפכמה𝑣⊗𝑤לשרביאאיה𝑉⊗𝑊רדגומה

ידילע

(𝑣 ⊗ 𝑤)(𝜑, 𝜏) = 𝜑(𝑣)𝜏(𝑤)
,𝜑)לכל 𝜏) ∈ 𝑉′× 𝑊′.

⊗𝑉תרדגהיכתוזירזבחיכוהלונתלוכיב 𝑊יוצרהדממהתאולהקינעמ.

םיירוטקוםיבחרמינשלשתירוזנטההלפכמהדממ9.72

dim(𝑉⊗ 𝑊) = (dim𝑉)(dim𝑊).

′dim𝑉םייקתמ,)3.111יפל(ההזדממולשילאודלוירוטקובחרמלשרחאמהחכוה =
dim𝑉־וdim𝑊′ = dim𝑊.לשדממהיכונלתרמוא9.70ךכיפלℬ(𝑉′,𝑊′)הווש

(dim𝑉)(dim𝑊).

𝑣תירוזנטההלפכמהתרדגהתנבהל ⊗ 𝑤םירוטקוינשלש𝑣 ∈ 𝑉־ו𝑤 ∈ 𝑊,

,′𝑉′×𝑊לעמיראיניליבלנויצקנופאוה𝑉⊗𝑊לשרביא.הזהטקייבואהגוסבודקמתה

הרומאאיה,′𝑉′×𝑊לשרביאלכרובעךכיפל.𝐅לא′𝑉′×𝑊־מהיצקנופאוהטרפבו

𝑣־שרחאמ,היצקנופהגהנתתךכשתאדוומליעלהרדגהה.𝐅לשרביאקיפהל ⊗ 𝑤
,𝜑)יסופיטרביאלעתלעפומה 𝜏)לש𝑉′× 𝑊′רפסמהתאהקיפמ𝜑(𝑣)𝜏(𝑤).

𝑣לשהמתדימבטשפומהיפואה ⊗ 𝑤הדוקנה.םכתחונמתאדירטהלרומאאל

תוירוזנטתולפכמלשהארמהאבההנקסמה.ולאםיטקייבואתוגהנתהאיההבושחה

.תויוצרהתויראיניליבהתונוכתםירוטקולש

תירוזנטהלפכמלשתויראיניליב9.73

,𝑣־שחיננ 𝑣1, 𝑣2 ∈ 𝑉־ו𝑤,𝑤1,𝑤2 ∈ 𝑊־ו𝜆 ∈ 𝐅.יזא

(𝑣1 + 𝑣2) ⊗ 𝑤 = 𝑣1 ⊗ 𝑤 + 𝑣2 ⊗ 𝑤 םגו 𝑣 ⊗ (𝑤1 + 𝑤2) = 𝑣 ⊗ 𝑤1 + 𝑣 ⊗ 𝑤2

םגו

𝜆(𝑣 ⊗ 𝑤) = (𝜆𝑣) ⊗ 𝑤 = 𝑣 ⊗ (𝜆𝑤).

,𝜑)־שחיננהחכוה 𝜏) ∈ 𝑉′× 𝑊′.יזא

((𝑣1 + 𝑣2) ⊗ 𝑤)(𝜑, 𝜏) = 𝜑(𝑣1 + 𝑣2)𝜏(𝑤)
= 𝜑(𝑣1)𝜏(𝑤) + 𝜑(𝑣2)𝜏(𝑤)
= (𝑣1 ⊗ 𝑤)(𝜑, 𝜏) + (𝑣2 ⊗ 𝑤)(𝜑, 𝜏)
= (𝑣1 ⊗ 𝑤 + 𝑣2 ⊗ 𝑤)(𝜑, 𝜏).

𝑣1)ךכיפל + 𝑣2) ⊗ 𝑤 = 𝑣1 ⊗ 𝑤 + 𝑣2 ⊗ 𝑤.

.המודןפואבחיכוהלןתינםיפסונהתונויוושהינשתא
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םירצויונא,המגודל,רשאכתובישחשירדסל.תורודס,הרדגהיפל,ןהתומישר

,םיסקדניאינשםעוזהדיחיבתומישררובע.סיסבלסחיברוטרפואלשהצירטמהתא

𝑒𝑗}תמגוד ⊗ 𝑓𝑘}𝑗=1,…,𝑚;𝑘=1,…,𝑛םינייצמונניאועיפשמאלרדסה,האבההנקסמבש

.תוחוניפלרדסלכרוחבלןתינ—ותוא

⊗𝑉ירביאלשתיראינילהתולתהיא 𝑊תאתדכולןלהלהנקסמהלש)א(־ב

תויראיניליבהמםיעבונהםירשקהדבלמ𝑉⊗𝑊־בםירוטקוןיבםירשקןיאיכןויערה

תיראינילתולתמהאצותכועיפויילואשםירשקהו)9.73ואר(תירוזנטההלפכמהלש

.𝑊־בםירוטקותמישרוא𝑉־בםירוטקותמישרלש

⊗𝑉לשסיסב9.74 𝑊

…,𝑒1־שחיננ , 𝑒𝑚־בםירוטקותמישר𝑉־ו𝑓1,… , 𝑓𝑛־בםירוטקותמישר𝑊.

…,𝑒1םא.א , 𝑒𝑚־ו𝑓1,… , 𝑓𝑛יזא,תיראינילתויולתיתלבתומישרןהיתש

{𝑒𝑗 ⊗ 𝑓𝑘}𝑗=1,…,𝑚;𝑘=1,…,𝑛

⊗𝑉־בתיראינילהיולתיתלבהמישראיה 𝑊.

…,𝑒1םא.ב , 𝑒𝑚לשסיסב𝑉־ו𝑓1,… , 𝑓𝑛לשסיסב𝑊,המישרהיזא

{𝑒𝑗 ⊗ 𝑓𝑘}𝑗=1,…,𝑚;𝑘=1,…,𝑛לשסיסבאיה𝑉⊗ 𝑊.

…,𝑒1־שחיננ,)א(תחכוהלהחכוה , 𝑒𝑚־ו𝑓1,… , 𝑓𝑛תויולתיתלבתומישרןהיתש

םימייקשםיררוג)3.4(תיראינילההקתעההתמלווזתיראינילתולת־יא.תיראיניל

𝜑1,… ,𝜑𝑚 ∈ 𝑉′־ו𝜏1,… , 𝜏𝑛 ∈ 𝑊′־שךכ

𝜑𝑗(𝑒𝑘) =
⎧{
⎨{⎩

1 if 𝑗 = 𝑘,
0 if 𝑗 ≠ 𝑘

םגו 𝜏𝑗( 𝑓𝑘) =
⎧{
⎨{⎩

1 if 𝑗 = 𝑘,
0 if 𝑗 ≠ 𝑘,

,𝑗רשאכ 𝑘 ∈ {1,… ,𝑚}־והנושארההאוושמב𝑗, 𝑘 ∈ {1,… , 𝑛}היינשההאוושמב.

־שךכםירלקסתמישר𝑗=1,…,𝑚;𝑘=1,…,𝑛{𝑎𝑗,𝑘}־שחיננ

9.75

𝑛
∑
𝑘=1

𝑚
∑

𝑗 = 1
𝑎𝑗,𝑘(𝑒𝑗 ⊗ 𝑓𝑘) = 0.

𝑒𝑗)־שבלומיש ⊗ 𝑓𝑘)(𝜑𝑀, 𝜏𝑁)םא1הווש𝑗 = 𝑀־ו𝑘 = 𝑁,הרקמלכב0הוושו

,𝜑𝑀)לע9.75יפגאינשתלעפהךכיפל.רחא 𝜏𝑁)־שהארמ𝑎𝑀,𝑁 = ונחכוהךכבו,0

𝑒𝑗}יכ ⊗ 𝑓𝑘}𝑗=1,…,𝑚;𝑘=1,…,𝑛תיראינילהיולתיתלב.

⊗dim𝑉האוושמה,)א(־מעבונ)ב(תעכ 𝑊 = (dim𝑉)(dim𝑊)]9.72ואר[,

.)2.38ואר(סיסבאיהןוכנהךרואבתיראינילהיולתיתלבהמישריכהנקסמהמו

⊗𝑉לשרביאלכ 𝑊הרוצהמםירביאלשיפוסםוכסאוה𝑣 ⊗ 𝑤,רשאכ𝑣 ∈ 𝑉
𝑤־ו ∈ 𝑊,םא,תאזםע.ליעלהנקסמב)ב(ףיעסמעבונשיפכdim𝑉 > ־ו1

dim𝑊 > יכהארמ4ליגרתיזא,1

{𝑣 ⊗ 𝑤 ∶ (𝑣,𝑤) ∈ 𝑉× 𝑊} ≠ 𝑉⊗ 𝑊.
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𝐅𝑛לשרביאםע𝐅𝑚לשרביאלשתירוזנטהלפכמ:המגוד9.76

…,𝑒1־בןמסנ.םייבויחםימלשםירפסמ𝑛־ו𝑚־שחיננ , 𝑒𝑚יטרדנטסהסיסבהתא

…,𝑓1־בו𝐅𝑚לש , 𝑓𝑛לשיטרדנטסהסיסבהתא𝐅𝑛.־שחיננ

𝑣 = (𝑣1,… , 𝑣𝑚) ∈ 𝐅𝑚 םגו 𝑤 = (𝑤1,… ,𝑤𝑛) ∈ 𝐅𝑛.
יזא

𝑣 ⊗ 𝑤 = (
𝑚
∑

𝑗 = 1
𝑣𝑗𝑒𝑗) ⊗ (

𝑛
∑
𝑘=1

𝑤𝑘 𝑓𝑘)

=
𝑛
∑
𝑘=1

𝑚
∑

𝑗 = 1
(𝑣𝑗𝑤𝑘)(𝑒𝑗 ⊗ 𝑓𝑘).

𝑒𝑗}סיסבהלאסחיבךכיפל ⊗ 𝑓𝑘}𝑗=1,…,𝑚;𝑘=1,…,𝑛לש𝐅𝑚 ⊗ 𝐅𝑛ב(9.74ידילעןתינש(,

םירפסמבותכלםוקמבםא.𝑗=1,…,𝑚;𝑘=1,…,𝑛{𝑣𝑗𝑤𝑘}םירפסמהםה𝑣⊗𝑤לשםימדקמה

𝑚הצירטמכםתואבותכנ,המישרכולא × 𝑛םע𝑣𝑗𝑤𝑘הרושב𝑗,הדומע𝑘,לכוניזא

𝑣תאתוהזל ⊗ 𝑤הצירטמהםע𝑚 × 𝑛

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑣1𝑤1 ⋯ 𝑣1𝑤𝑛

⋱

𝑣𝑚𝑤1 ⋯ 𝑣𝑚𝑤𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

.ליעלהמגודהמיוהיזבשומישהלוגרתל6־ו5םיליגרתואר

ךכבםייראיניליבםילנויצקנופמתונושה,תויראיניליבתוקתעהםירידגמונאתעכ

.םירלקסההדשקרםוקמביתורירשירוטקובחרמתויהללוכידעיהבחרמש

תיראיניליבהקתעה:הרדגה9.77

Γהיצקנופאיה𝑈ירוטקובחרמלא𝑉×𝑊־מתיראיניליבהקתעה ∶ 𝑉×𝑊 → 𝑈ךכ

𝑣־ש ↦ Γ(𝑣,𝑤)־מתיראינילהקתעהאיה𝑉לא𝑈לכל𝑤 ∈ 𝑊־ו𝑤 ↦ Γ(𝑣,𝑤)
𝑣לכל𝑈לא𝑊־מתיראינילהקתעה ∈ 𝑉.

תויראיניליבתוקתעה:המגוד9.78

×𝑉לעמיראיניליבלנויצקנופלכ• 𝑊־מתיראיניליבהקתעהאוה𝑉× 𝑊לא𝐅.

Γהיצקנופה• ∶ 𝑉× 𝑊 → 𝑉⊗ 𝑊ידילעתרדגומהΓ(𝑣,𝑤) = 𝑣 ⊗ 𝑤הקתעהאיה

×𝑉־מתיראיניליב 𝑊לא𝑉⊗ 𝑊)9.73יפל(.

Γהיצקנופה• ∶ ℒ(𝑉)×ℒ(𝑉) → ℒ(𝑉)ידילעתרדגומהΓ(𝑆,𝑇) = 𝑆𝑇הקתעהאיה

ℒ(𝑉)־מתיראיניליב × ℒ(𝑉)לאℒ(𝑉).

Γהיצקנופה• ∶ 𝑉× ℒ(𝑉,𝑊) → 𝑊ידילעתרדגומהΓ(𝑣,𝑇) = 𝑇𝑣הקתעהאיה

×𝑉־מתיראיניליב ℒ(𝑉,𝑊)לא𝑊.
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תוקתעהל𝑉×𝑊לעמתויראיניליבתוקתעהרימהלונלתורשפאמתוירוזנטתולפכמ

,תיטמתמהתורפסב.האבההנקסמהונלהארמשיפכ,)ךפיהלו(𝑉⊗𝑊לעמתויראיניל

.תוירוזנטתולפכמלש״תילסרבינואההנוכתה״ארקנןלהלהנקסמהלש)א(ףיעס

תויראינילתוקתעהלתויראיניליבתוקתעהתרמה9.79

.ירוטקובחרמ𝑈־שחיננ

Γ־שחיננ.א ∶ 𝑉× 𝑊 → 𝑈תיראינילהקתעהתמייקיזא.תיראיניליבהקתעה

Γ̂הדיחי ∶ 𝑉⊗ 𝑊 → 𝑈־שךכ

Γ̂(𝑣 ⊗ 𝑤) = Γ(𝑣,𝑤)
(𝑣,𝑤)לכל ∈ 𝑉× 𝑊.

𝑇־שחיננ,ךופההןוויכב.ב ∶ 𝑉⊗𝑊 → 𝑈הקתעהתמייקיזא.תיראינילהקתעה

#𝑇הדיחיתיראיניליב ∶ 𝑉× 𝑊 → 𝑈־שךכ

𝑇#(𝑣,𝑤) = 𝑇(𝑣 ⊗ 𝑤)
(𝑣,𝑤)לכל ∈ 𝑉× 𝑊.

…,𝑒1יהיהחכוה , 𝑒𝑚לשסיסב𝑉יהיו𝑓1,… , 𝑓𝑛לשסיסב𝑊.תמלתועצמאב

Γ̂הדיחיתיראינילהקתעהתמייק,)ב(9.74־ו)3.4(תיראינילההקתעהה ∶ 𝑉⊗𝑊 → 𝑈
־שךכ

Γ̂(𝑒𝑗 ⊗ 𝑓𝑘) = Γ(𝑒𝑗, 𝑓𝑘)
𝑗לכל ∈ {1,… ,𝑚}־ו𝑘 ∈ {1,… , 𝑛}.

(𝑣,𝑤)־שחיננתעכ ∈ 𝑉× 𝑊.םימייק𝑎1,… , 𝑎𝑚, 𝑏1,… , 𝑏𝑛 ∈ 𝐅־שךכ𝑣 =
𝑎1𝑒1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑒𝑚־ו𝑤 = 𝑏1 𝑓1 + ⋯ + 𝑏𝑛 𝑓𝑛.ךכיפל

Γ̂(𝑣 ⊗ 𝑤) = Γ̂(
𝑛
∑
𝑘=1

𝑚
∑

𝑗 = 1
(𝑎𝑗𝑏𝑘)(𝑒𝑗 ⊗ 𝑓𝑘))

=
𝑛
∑
𝑘=1

𝑚
∑

𝑗 = 1
𝑎𝑗𝑏𝑘Γ̂(𝑒𝑗 ⊗ 𝑓𝑘)

=
𝑛
∑
𝑘=1

𝑚
∑

𝑗 = 1
𝑎𝑗𝑏𝑘Γ(𝑒𝑗, 𝑓𝑘)

= Γ(𝑣,𝑤),
תישילשההרושה,תיראינילΓ̂־שרחאמתמייקתמהיינשההרושהרשאכ,וניצרשיפכ

.תיראיניליבΓ־שרחאמתמייקתמתיעיברההרושהו,Γ̂לשהרדגההבקעתמייקתמ

Γ̂(𝑣תמייקמהΓ̂תיראינילהקתעההלשתודיחיה ⊗ 𝑤) = Γ(𝑣,𝑤)־מתעבונ

.)א(תחכוהתאונמלשהךכבו,)ב(9.74

#𝑇היצקנופרידגנ,)ב(תחכוהל ∶ 𝑉× 𝑊 → 𝑈ידילע𝑇#(𝑣,𝑤) = 𝑇(𝑣 ⊗ 𝑤)לכל

(𝑣,𝑤) ∈ 𝑉× 𝑊.לשתויראינילהו)9.73ואר(תירוזנטההלפכמהלשתויראיניליבה𝑇
.תיראיניליב#𝑇־שםיררוג

.הדיחיתואדוובאיהםיאנתהתאתמייקמה#𝑇לשהריחב

רלסקאןודלש:רבחמ,תיעיברהרודהמ,רשיהךרדבתיראינילהרבגלא
Linear Algebra Done Right, fourth edition, by Sheldon Axler



תוטננימרטדותיראיניל־יטלומהרבגלאטקרפ376

Γ̂(𝑣רידגהלטושפםילוכיונייהאל,)א(9.79תחכוהל ⊗ 𝑤) = Γ(𝑣,𝑤)לכל𝑣 ∈ 𝑉
𝑤־ו ∈ 𝑊)תאביחרהלזאוΓ̂ירביאלכליראינילןפואב𝑉⊗𝑊(םירביאלןיאשרחאמ

⊗𝑉לש 𝑊הרוצהמיפוסםוכסכדיחיגוציי𝑣 ⊗ 𝑤.סיסבבתשמתשמונלשהחכוהה

.וזהיעבףוקעל𝑊לשסיסבו𝑉לש

האוושמה,𝑊לשסיסבו𝑉לשסיסבבהיולת)א(9.79תחכוהבΓ̂תיינבשףא

Γ̂(𝑣 ⊗ 𝑤) = Γ(𝑣,𝑤)לכלתמייקתמה𝑣 ∈ 𝑉־ו𝑤 ∈ 𝑊יכהארמΓ̂היולתהניא

.𝑊־ו𝑉רובעםיסיסבתריחבב

תימינפהלפכמיבחרמלשתירוזנטהלפכמ

𝑉לעמתחא,𝑉⊗𝑊לעמתחא—תונושתוימינפתולפכמשולשתועיפומןלהלהנקסמב
,⋅⟩למסהותואבםישמתשמונאשףא,𝑊לעמתחאו .תוימינפהתולפכמהתשולשלכל⟨⋅

תימינפהלפכמיבחרמינשלשתירוזנטהלפכמלעמתימינפהלפכמ9.80

לעמהדיחיתימינפהלפכמתמייקיזא.תימינפהלפכמיבחרמ𝑊־ו𝑉־שחיננ

𝑉⊗ 𝑊־שךכ

⟨𝑣 ⊗ 𝑤, 𝑢 ⊗ 𝑥⟩ = ⟨𝑣, 𝑢⟩⟨𝑤, 𝑥⟩
,𝑣לכל 𝑢 ∈ 𝑉־ו𝑤, 𝑥 ∈ 𝑊.

…,𝑒1־שחיננהחכוה , 𝑒𝑚לשילמרונותרואסיסב𝑉־ו𝑓1,… , 𝑓𝑛ילמרונותרואסיסב

⊗𝑉לעמתימינפהלפכמרידגנ.𝑊לש 𝑊ידילע

9.81 ⟨
𝑛
∑
𝑘=1

𝑚
∑

𝑗 = 1
𝑏𝑗,𝑘 𝑒𝑗 ⊗ 𝑓𝑘,

𝑛
∑
𝑘=1

𝑚
∑

𝑗 = 1
𝑐𝑗,𝑘 𝑒𝑗 ⊗ 𝑓𝑘⟩ =

𝑛
∑
𝑘=1

𝑚
∑

𝑗 = 1
𝑏𝑗,𝑘𝑐𝑗,𝑘.

⊗𝑉לעמתימינפהלפכמהרידגמ9.81־שידיימהאודיווה 𝑊םיארוקלראשומ

.])ב(9.74־בושמתשה[

,𝑣־שחיננ 𝑢 ∈ 𝑉־ו𝑤, 𝑥 ∈ 𝑊.יהי𝑣1,… , 𝑣𝑚 ∈ 𝐅־שךכ𝑣 = 𝑣1𝑒1 + ⋯ + 𝑣𝑚𝑒𝑚,

,𝑢רובעםימודםייוטיבו 𝑤־ו𝑥.יזא

⟨𝑣 ⊗ 𝑤, 𝑢 ⊗ 𝑥⟩ = ⟨
𝑚
∑

𝑗 = 1
𝑣𝑗𝑒𝑗 ⊗

𝑛
∑
𝑘=1

𝑤𝑘 𝑓𝑘,
𝑚
∑

𝑗 = 1
𝑢𝑗𝑒𝑗 ⊗

𝑛
∑
𝑘=1

𝑥𝑘 𝑓𝑘⟩

= ⟨
𝑛
∑
𝑘=1

𝑚
∑

𝑗 = 1
𝑣𝑗𝑤𝑘 𝑒𝑗 ⊗ 𝑓𝑘,

𝑛
∑
𝑘=1

𝑚
∑

𝑗 = 1
𝑢𝑗𝑥𝑘 𝑒𝑗 ⊗ 𝑓𝑘⟩

=
𝑛
∑
𝑘=1

𝑚
∑

𝑗 = 1
𝑣𝑗𝑢𝑗𝑤𝑘𝑥𝑘

= ⎛
⎝

𝑚
∑

𝑗 = 1
𝑣𝑗𝑢𝑗⎞⎠

⎛
⎝

𝑛
∑
𝑘=1

𝑤𝑘𝑥𝑘⎞⎠
= ⟨𝑣, 𝑢⟩⟨𝑤, 𝑥⟩.

⊗𝑉לעמהדיחיתימינפהלפכמתמייק 𝑊־שךכ⟨𝑣 ⊗ 𝑤, 𝑢 ⊗ 𝑥⟩ = ⟨𝑣, 𝑢⟩⟨𝑤, 𝑥⟩
,𝑣לכל 𝑢 ∈ 𝑉־ו𝑤, 𝑥 ∈ 𝑊לשרביאלכשרחאמ𝑉⊗𝑊יראינילףוריצכהביתכלןתינ

𝑣הרוצהמםירביאלש ⊗ 𝑤]ב(9.74יפל([.
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⊗𝑉לעמתיעבטתימינפהלפכמלשןלהלהרדגהה 𝑊9.80יפלתקדצומתעכ.

𝑣⟩תארידגהלטושפםילוכיונייהאל ⊗ 𝑤, 𝑢 ⊗ 𝑥⟩־כ⟨𝑣, 𝑢⟩⟨𝑤, 𝑥⟩)שמתשהלזאו

רחאמיהשלכהחכוהאלל)𝑉⊗𝑊־להרדגההתבחרהלדרפנבביכרלכבתויביטידאב

⊗𝑉לשםירביאלש 𝑊הרוצהמםירביאלשיפוסםוכסכדיחיגוצייןיא𝑣 ⊗ 𝑤.

תימינפהלפכמיבחרמינשלשתירוזנטהלפכמלעמתימינפהלפכמ:הרדגה9.82

⊗𝑉לעמתימינפההלפכמה.תימינפהלפכמיבחרמ𝑊־ו𝑉־שחיננ 𝑊איה

,⋅⟩הדיחיההיצקנופה ⊗𝑉)־מ⟨⋅ 𝑊) × (𝑉⊗ 𝑊)לא𝐅־שךכ

⟨𝑣 ⊗ 𝑤, 𝑢 ⊗ 𝑥⟩ = ⟨𝑣, 𝑢⟩⟨𝑤, 𝑥⟩
,𝑣לכל 𝑢 ∈ 𝑉־ו𝑤, 𝑥 ∈ 𝑊.

𝑢חקינ = 𝑣־ו𝑥 = 𝑤יכתוארהלםייעובירםישרושאיצונזאוליעלהאוושמב

‖𝑣 ⊗ 𝑤‖ = ‖𝑣‖ ‖𝑤‖
𝑣לכל ∈ 𝑉לכלו𝑤 ∈ 𝑊.

…,𝑒1ילמרונותרואסיסבביולת9.80תחכוהבתימינפההלפכמההנבמ , 𝑒𝑚לש𝑉
…,𝑓1ילמרונותרואסיסבבו , 𝑓𝑛לש𝑊.־שתררוג9.81החסונ{𝑒𝑗 ⊗ 𝑓𝑘}𝑗=1,…,𝑚;𝑘=1,…,𝑛
ילמרונותרואסיסבאיהןכלו𝑉⊗𝑊־בלופכסקדניאתלעבתילמרונותרואהמישראיה

⊗𝑉לש 𝑊]םיסיסבהשרחאמתררועתמהאבההנקסמהתובישח.])ב(9.74יפל

שומישבשםיילמרונותרואהםיסיסבהמםינושתויהלםילוכישומישבשםיילמרונותרואה

9.80תחכוהבםיסיסבהרובעההזהןומיסהתורמל.9.80־בתימינפההלפכמב

.םיילמרונותרואםיסיסבלשתונושתוצובקיתשכםהילעובשח,ןלהלהנקסמבו

⊗𝑉לשילמרונותרואסיסב9.83 𝑊

…,𝑒1־ו,תימינפהלפכמיבחרמ𝑊־ו𝑉־שחיננ , 𝑒𝑚לשילמרונותרואסיסב𝑉־ו
𝑓1,… , 𝑓𝑛לשילמרונותרואסיסב𝑊.יזא

{𝑒𝑗 ⊗ 𝑓𝑘}𝑗=1,…,𝑚;𝑘=1,…,𝑛

⊗𝑉לשילמרונותרואסיסב 𝑊.

𝑒𝑗}יכונלעודיהחכוה ⊗ 𝑓𝑘}𝑗=1,…,𝑚;𝑘=1,…,𝑛לשסיסבאוה𝑉⊗ 𝑊]ב(9.74יפל([.

𝑗,𝑀־שחיננ,ךכךרוצל.תוילמרונותרואהאוהאדוולונילעשלכךכיפל ∈ {1,… ,𝑚}
𝑘,𝑁־ו ∈ {1,… , 𝑛}.יזא

⟨𝑒𝑗 ⊗ 𝑓𝑘, 𝑒𝑀 ⊗ 𝑓𝑁⟩ = ⟨𝑒𝑗, 𝑒𝑀⟩⟨ 𝑓𝑘, 𝑓𝑁⟩ =
⎧{
⎨{⎩

1 if 𝑗 = 𝑀 and 𝑘 = 𝑁,
0 otherwise.

𝑒𝑗}םילופכהםיסקדניאהתלעבהמישרהןכל ⊗ 𝑓𝑘}𝑗=1,…,𝑚;𝑘=1,…,𝑛סיסבטלחהבאיה

⊗𝑉לשילמרונותרוא 𝑊.

⊗𝑉לעמתימינפההלפכמההנבמובשןפואלהמגודל11ליגרתואר 𝑊בלתשמ

.𝑊־ו𝑉לעמםירוטרפואםע
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םיירוטקוםיבחרמרפסמלשתירוזנטהלפכמ

.יפוסדמממםיירוטקוםיבחרמינשלשתירוזנטההלפכמהתונוכתבונקסעהכדע

דמממםיירוטקוםיבחרמרפסמלשתירוזנטהלפכמלונבילתמושתתאהנפנתעכ

םיארוק.ךבוסמרתויטעמןומיסדבלמ,םישדחתונויערתשרודהניאוזהללכה.יפוס

תאעצבלולכויםיירוטקוםיבחרמינשלשתירוזנטההלפכמהלשהבוטהנבהילעב

.יפוסדמממםיירוטקוםיבחרמינשמרתוילשתירוזנטהלפכמלהבחרהה

תונקסמהלשםיחוסינהותורדגהה.תוחכוהוקפוסיאל,וזהדיחי־תתבךכיפל

,םיטרפהתאםילשהלםיארוקלרשפאלידכםיקפסמתויהלםירומאןלהלוקפוסיש

.םיירוטקוםיבחרמינשלשתירוזנטהלפכמלעגונבדמלנרבכשהמבשומישךות

.תואבהןומיסהתוחנהםעחתפנונא

…,𝑉1:ןומיס9.84 ,𝑉𝑚

…,𝑉1־ו1־מלודגהםלשרפסמןמסמ𝑚,וזהדיחיםותדע ,𝑉𝑚םיבחרמםינמסמ

.יפוסדמממםיירוטקו

ןויערתאלילכמ,רידגהלםידמועונאותואש,יראיניל־𝑚לנויצקנופלשןויערה

יוויחאוה״לנויצקנופ״הלימבשומישהיכרכזינ.)9.68ואר(יראיניליבהלנויצקנופה

תינבת״היגולונימרטהיכףסונבריכזנ.𝐅םירלקסההדשלאםיקיתעמונאשךכל

𝑚יטרפההרקמבשומישבאיהםג״תיראיניל־𝑉1 = ⋯ = 𝑉𝑚)ןומיסה.)9.25ואר

ℬ(𝑉1,… ,𝑉𝑚)ןומיסהלשהללכהאוהℬ(𝑉,𝑊)ליעל.

…,ℬ(𝑉1ירוטקווהבחרמה,יראיניל־𝑚לנויצקנופ:הרדגה9.85 ,𝑉𝑚)

𝑉1לעמיראיניל־𝑚לנויצקנופ• × ⋯ × 𝑉𝑚היצקנופאוה𝛽 ∶ 𝑉1 × ⋯ × 𝑉𝑚 → 𝐅
.םיעבוקמםירחאהםיביכרהרשאכביכרלכביראיניללנויצקנופאיהש

𝑉1לעמםייראיניל־𝑚םילנויצקנופלשירוטקווהבחרמה• × ⋯ × 𝑉𝑚לעןמוסמ

…,ℬ(𝑉1ידי ,𝑉𝑚).

יראיניל־𝑚לנויצקנופ:המגוד9.86

𝜑𝑘־שחיננ ∈ 𝑉𝑘
𝑘לכל′ ∈ {1,… ,𝑚}.רידגנ𝛽 ∶ 𝑉1 × ⋯ × 𝑉𝑚 → 𝐅ידילע

𝛽(𝑣1,… , 𝑣𝑚) = 𝜑1(𝑣1) × ⋯ × 𝜑𝑚(𝑣𝑚).
𝑉1לעמיראיניל־𝑚לנויצקנופ𝛽יזא × ⋯ × 𝑉𝑚.

.9.70תחכוהלשיוקיחתועצמאבחיכוהלןתינהאבההנקסמהתא

םייראיניל־𝑚םילנויצקנופלשירוטקווהבחרמהדממ9.87

dim ℬ(𝑉1,… ,𝑉𝑚) = (dim𝑉1)⋯ (dim𝑉𝑚).
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תאוםיירוטקוםיבחרמרפסמלשתירוזנטההלפכמהתארידגהלונתורשפאבתעכ

תיגולנאאיההאבההרדגהה.ולאםיירוטקוםיבחרמירביאלשתירוזנטההלפכמה

𝑚לשהרקמהרובע)9.71(הרדגהלןיטולחל = 2.

𝑉1,תירוזנטהלפכמ:הרדגה9.88 ⊗ ⋯ ⊗ 𝑉𝑚, 𝑣1 ⊗ ⋯ ⊗ 𝑣𝑚

𝑉1תירוזנטההלפכמה• ⊗ ⋯ ⊗ 𝑉𝑚־כתרדגומℬ(𝑉1
′,… ,𝑉𝑚

′).

𝑣1רובע• ∈ 𝑉1,… , 𝑣𝑚 ∈ 𝑉𝑚,תירוזנטההלפכמה𝑣1 ⊗ ⋯ ⊗ 𝑣𝑚לשרביאהאיה

𝑉1 ⊗ ⋯ ⊗ 𝑉𝑚ידילערדגומה
(𝑣1 ⊗ ⋯ ⊗ 𝑣𝑚)(𝜑1,… ,𝜑𝑚) = 𝜑1(𝑣1)⋯𝜑𝑚(𝑣𝑚)

…,𝜑1)לכל ,𝜑𝑚) ∈ 𝑉1
′ × ⋯ × 𝑉𝑚

′.

הנתינשהחכוההירחאתוקחתהתועצמאבחיכוהלןתינהאבההנקסמהתא

𝑚רשאכתיגולנאההנקסמב = .)9.72ואר(2

תירוזנטההלפכמהדממ9.89

dim(𝑉1 ⊗ ⋯ ⊗ 𝑉𝑚) = (dim𝑉1)⋯ (dim𝑉𝑚).

.9.74תאהלילכמהאבההנקסמה

𝑉1לשסיסב9.90 ⊗ ⋯ ⊗ 𝑉𝑚

dim𝑉𝑘־שחיננ = 𝑛𝑘־ו𝑒 𝑘
1 ,… , 𝑒 𝑘

𝑛𝑘
𝑘רובע𝑉𝑘לשסיסב = 1,… ,𝑚.יזא

{𝑒1
𝑗1
⊗ ⋯ ⊗ 𝑒𝑚

𝑗𝑚
}𝑗1=1,…,𝑛1;⋯;𝑗𝑚=1,…,𝑛𝑚

𝑉1לשסיסב ⊗ ⋯ ⊗ 𝑉𝑚.

𝑚־שחיננ = 𝑒1־ו2
1,… , 𝑒1

𝑛1
𝑒2־ו𝑉1לשסיסב

1,… , 𝑒2
𝑛2

סחיביזא.𝑉2לשסיסב

𝑒1}סיסבל
𝑗1

⊗ 𝑒2
𝑗2
}𝑗1=1,…,𝑛1;𝑗2=1,…,𝑛2

𝑉1לשםירביאהימדקמ,ליעלהנקסמב ⊗ 𝑉2
𝑛1הצירטמתועצמאבגוציילםינתינ × 𝑛2לשםדקמהתאהליכמה𝑒1

𝑗1
⊗ 𝑒2

𝑗2
הרושב

𝑗1,הדומע𝑗2.םיסקדניאינשתועצמאבגצוימהךרעמאיהש,הצירטמךרטצנךכיפל,

𝑉1לשרביאגציילידכ ⊗ 𝑉2.

𝑚םא > 𝑚תועצמאברדגומהךרעמםיכירצונאיכהארמליעלהנקסמהיזא,2
𝑉1לשיתורירשרביאגציילידכםיסקדניא ⊗⋯⊗𝑉𝑚.תירוזנטהלפכמשןכתייךכיפל

.םיבורמםיסקדניאילעבםיכרעמידילעםירדגומהםיטקייבואבןודנרשאכעיפות

המודב.)9.77ואר(תיראיניליבההקתעההןויערתאהלילכמהאבההרדגהה

.יתורירשירוטקובחרמתויהללוכידעיהבחרמ,תויראיניליבהתוקתעהל

תיראיניל־𝑚הקתעה:הרדגה9.91

𝑉1־מתיראיניל־𝑚הקתעה × ⋯ × 𝑉𝑚ירוטקובחרמל𝑈היצקנופאיה

Γ ∶ 𝑉1 × ⋯ × 𝑉𝑚 → 𝑈םיביכרהלכרשאכביכרלכבתיראינילהקתעהאיהש

.םיעבוקמםירחאה
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.9.79לשהחכוההתינבתירחאהקחתנשךכבחיכוהלןתינהאבההנקסמהתא

תויראינילתוקתעהלתויראיניל־𝑚תוקתעהתרמה9.92

.ירוטקובחרמ𝑈־שחיננ

Γ־שחיננ.א ∶ 𝑉1 × ⋯ × 𝑉𝑚 → 𝑈הקתעה𝑚הקתעהתמייקיזא.תיראיניל־

Γ̂הדיחיתיראיניל ∶ 𝑉1 ⊗ ⋯ ⊗ 𝑉𝑚 → 𝑈־שךכ

Γ̂(𝑣1 ⊗ ⋯ ⊗ 𝑣𝑚) = Γ(𝑣1,… , 𝑣𝑚)
…,𝑣1)לכל , 𝑣𝑚) ∈ 𝑉1 × ⋯ × 𝑉𝑚.

𝑇־שחיננ,ךופההןוויכב.ב ∶ 𝑉1 ⊗ ⋯ ⊗ 𝑉𝑚 → 𝑈תמייקיזא.תיראינילהקתעה

#𝑇הדיחיתיראיניל־𝑚הקתעה ∶ 𝑉1 × ⋯ × 𝑉𝑚 → 𝑈־שךכ

𝑇#(𝑣1,… , 𝑣𝑚) = 𝑇(𝑣1 ⊗ ⋯ ⊗ 𝑣𝑚)
…,𝑣1)לכל , 𝑣𝑚) ∈ 𝑉1 × ⋯ × 𝑉𝑚.

.תימינפהלפכמיבחרמלשתוירוזנטתולפכמרובע13־ו12םיליגרתואר

4טםיליגרת

𝑣־שחיננ1 ∈ 𝑉־ו𝑤 ∈ 𝑊.יכוחיכוה𝑣⊗𝑤 = 𝑣םא־קרו־םא0 = 𝑤וא0 = 0.

,𝑣1םינושםירוטקוהשישלשהמגודואיבה2 𝑣2, 𝑣3,𝑤1,𝑤2,𝑤3־ב𝐑3־שךכ

𝑣1 ⊗ 𝑤1 + 𝑣2 ⊗ 𝑤2 + 𝑣3 ⊗ 𝑤3 = 0
𝑣1־מדחאףאךא ⊗ 𝑤1, 𝑣2 ⊗ 𝑤2, 𝑣3 ⊗ 𝑤3רחארביאלשרלקסתלופכוניא

.וזהמישרב

…,𝑣1־שחיננ3 , 𝑣𝑚־בתיראינילהיולתיתלבהמישר𝑉.יכףסונבחיננ𝑤1,… ,𝑤𝑚
־שךכ𝑊־בהמישר

𝑣1 ⊗ 𝑤1 + ⋯ + 𝑣𝑚 ⊗ 𝑤𝑚 = 0.
𝑤1יכוחיכוה = ⋯ = 𝑤𝑚 = 0.

dim𝑉־שחיננ4 > dim𝑊־ו1 > יכוחיכוה.1

{𝑣 ⊗ 𝑤 ∶ (𝑣,𝑤) ∈ 𝑉× 𝑊}
⊗𝑉לשבחרמ־תתוניא 𝑊.

dim𝑉םאשררוגהזליגרת > dim𝑊־ו1 > יזא,1

{𝑣 ⊗ 𝑤 ∶ (𝑣,𝑤) ∈ 𝑉× 𝑊} ≠ 𝑉⊗ 𝑊.
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𝑣רובע.םייבויחםימלשםירפסמ𝑛־ו𝑚־שחיננ5 ∈ 𝐅𝑚־ו𝑤 ∈ 𝐅𝑛,תאוהז

𝑣 ⊗ 𝑤הצירטמםע𝑚 × 𝑛הצובקהיכוארה,הזיוהיזםע.9.76המגודבומכ

{𝑣 ⊗ 𝑤 ∶ 𝑣 ∈ 𝐅𝑚 and 𝑤 ∈ 𝐅𝑛}
𝑚תוצירטמהתצובקאיה × 𝑛)־בםירביאםע𝐅(1רתויהלכלאיהןתגרדש.

תצובקלש,5ליגרתליגולנארואיתונת.םייבויחםימלשםירפסמ𝑛־ו𝑚־שחיננ6

𝑚תוצירטמה × 𝑛)־בםירביאםע𝐅(2רתויהלכלןתגרדש.

dim𝑉־שחיננ7 > dim𝑊־ו2 > יכוחיכוה.2

{𝑣1 ⊗ 𝑤1 + 𝑣2 ⊗ 𝑤2 ∶ 𝑣1, 𝑣2 ∈ 𝑉 and 𝑤1,𝑤2 ∈ 𝑊} ≠ 𝑉⊗ 𝑊.

…,𝑣1־שחיננ8 , 𝑣𝑚 ∈ 𝑉־ו𝑤1,… ,𝑤𝑚 ∈ 𝑊־שךכםה

𝑣1 ⊗ 𝑤1 + ⋯ + 𝑣𝑚 ⊗ 𝑤𝑚 = 0.
Γ־וירוטקובחרמ𝑈־שחיננ ∶ 𝑉× 𝑊 → 𝑈יכוארה.תיראיניליבהקתעה

Γ(𝑣1,𝑤1) + ⋯ + Γ(𝑣𝑚,𝑤𝑚) = 0.

𝑆־שחיננ9 ∈ ℒ(𝑉)־ו𝑇 ∈ ℒ(𝑊).לעמדיחירוטרפואםייקיכוחיכוה𝑉⊗ 𝑊
𝑣קיתעמה ⊗ 𝑤לא𝑆𝑣 ⊗ 𝑇𝑤לכל𝑣 ∈ 𝑉־ו𝑤 ∈ 𝑊.

⊗𝑉לעמרוטרפואה,ןומיסבישפוחשומישב 𝑊תובורקםיתיעלהזליגרתבגצומה

𝑆ארקנ ⊗ 𝑇.

𝑆־שחיננ10 ∈ ℒ(𝑉)־ו𝑇 ∈ ℒ(𝑊).יכוחיכוה𝑆 ⊗ 𝑇לעמךיפהרוטרפואאוה

𝑉⊗ 𝑊םא־קרו־םא𝑆־ו𝑇םאיכוחיכוה,ףסונב.םיכיפהםירוטרפואםהינש

𝑆־ו𝑇יזא,םיכיפהםירוטרפואםהינש(𝑆 ⊗ 𝑇)−1 = 𝑆−1 ⊗ 𝑇−1,ונארשאכ

.9ליגרתירחאשהרעההמןומיסבםישמתשמ

𝑆םאיכוחיכוה.תימינפהלפכמיבחרמםהינש𝑊־ו𝑉־שחיננ11 ∈ ℒ(𝑉)־ו

𝑇 ∈ ℒ(𝑊),יזא(𝑆 ⊗ 𝑇)∗ = 𝑆∗ ⊗ 𝑇∗,הרעההמןומיסבםישמתשמונארשאכ

.9ליגרתירחאש

…,𝑉1־שחיננ12 ,𝑉𝑚הלפכמתמייקיכוחיכוה.יפוסדמממתימינפהלפכמיבחרמ

𝑉1לעמהדיחיתימינפ ⊗ ⋯ ⊗ 𝑉𝑚־שךכ

⟨𝑣1 ⊗ ⋯ ⊗ 𝑣𝑚, 𝑢1 ⊗ ⋯ ⊗ 𝑢𝑚⟩ = ⟨𝑣1, 𝑢1⟩⋯ ⟨𝑣𝑚, 𝑢𝑚⟩
…,𝑣1)לכל , 𝑣𝑚)־ו(𝑢1,… , 𝑢𝑚)־ב𝑉1 × ⋯ × 𝑉𝑚.

־שתררוגליעלהאוושמהשבלומיש

‖𝑣1 ⊗ ⋯ ⊗ 𝑣𝑚‖ = ‖𝑣1‖ × ⋯ × ‖𝑣𝑚‖

…,𝑣1)לכל , 𝑣𝑚) ∈ 𝑉1 × ⋯ × 𝑉𝑚.
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…,𝑉1־שחיננ13 ,𝑉𝑚־ויפוסדמממתימינפהלפכמיבחרמ𝑉1 ⊗ ⋯ ⊗ 𝑉𝑚ךפה

𝑒־שחיננ.12ליגרתמתימינפההלפכמבשומישבתימינפהלפכמבחרמל 𝑘
1 ,… , 𝑒 𝑘

𝑛𝑘
𝑘לכל𝑉𝑘לשילמרונותרואסיסב = 1,… ,𝑚.המישרהיכוארה

{𝑒1
𝑗1
⊗ ⋯ ⊗ 𝑒𝑚

𝑗𝑚
}𝑗1=1,…,𝑛1;⋯;𝑗𝑚=1,…,𝑛𝑚

𝑉1לשילמרונותרואסיסבאיה ⊗ ⋯ ⊗ 𝑉𝑚.
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