
درست شیوۀ به خطͬ جبر

چهارم ویرایش
۲۰۲۶ ژوئن ۱۸

© ۲۰۲۴ اکسلر شلدون

اکسلر شلدون
Sheⅼⅾon Axⅼer

مترجمان:

خمونژاد ایلاترا خمونژاد رابرت تکریمͬ علیرضا
Iⅼⅼatra Khaⅿounejaⅾ Rabert Khaⅿounejaⅾ Aⅼireza Takriⅿi

۱۴۰۵ خرداد ۳۰ بە روزرسانͬ:
Update: June 20, 2026

دربارۀ پیشنهادها و اصلاح ها نظرها،
ͬ شوند. م پذیرفته میل کمال با کتاب، این

کنید. ارسال ⅼinear@axⅼer.net به را آن ها لطفا

است. شده منتشر اشپرینگر انتشارات توسط کتاب این چاپی نسخۀ

«۴̸ ۰ غیرتجاری استفادۀ و انتساب با خلاقانه مشترکات بین المللͬ «مجوز شرایط تحت کتاب این آزاد دسترسͬ

را قالبی یا رسانه هر در تکثیر و توزیع اقتباس، اشتراک گذاری، بە  غیرتجاری، استفادە های مجوز، این است. شده منتشر (https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0 )

وضوح بە  موضوع این تغییرات، اعمال درصورت و گردد ارائه خلاقانه مشترکات مجوز به پیوندی شود، داده اصلͬ منبع و نویسنده به مناسب اعتبار آنکه بر مشروط ͬ داند، م مجاز

آن ها، به مربوط اعتبار ذکر در آنکه مͽر هستند، کتاب خلاقانه مشترکات مجوز مشمول شدە اند، درج کتاب این در که ثالث اشخاص به متعلق محتوای سایر یا تصاویر شود. مشخص

حدود از فراتر یا نباشد، مجاز قانونͬ مقررات با مطابق شما نظر مورد استفادۀ و نباشد کتاب این خلاقانه مشترکات مجوز مشمول محتوایی چنانچه باشد. شده تصریح دیͽر گونە ای بە 

نمایید. دریافت اثر مادی حقوق دارندۀ از مستقیما را استفاده اجازۀ است لازم باشد، مجاز
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مؤلف دربارۀ

را خود ریاضͬ دکترای سپس و پرینستون۲ دانشͽاه از را خود کارشناسͬ مدرک اکسلر۱ 1شلدون Sheldon Axler
2 Princeton

است. کرده دریافت برکل۴ͬ در کالیفرنیا۳ دانشͽاه 3از California
4 Berkeley

دانشͽاه سطح در تدریس برای جایزە ای اکسلر ،ⅯIT در مور۵ پسا دکتری استاد مقام 5در Moore
میشیͽان۶ ایالتͬ دانشͽاه در استاد و دانشیار استادیار، بە عنوان وی سپس است. کرده 6دریافت Michigan

هیئت جایزۀ و فریم۷ ساترلند جͬ. تدریس جایزۀ نخستین که جایی است، شده 7مشغول بە کار J. Sutherland Frame

است. کرده دریافت را برجسته علمͬ

لستر جایزۀ یافت، گسترش کتاب این به نهایت در که مقالە ای برای ۱۹۹۶ سال در اکسلر

علاوە بر او است. کرده دریافت آمریͺا ریاضͬ انجمن از را تشریحͬ نویسندگͬ برای فورد۸ 8آر. Lester R. Ford

تا مقدماتͬ سطوح که است ریاضͬ درسͬ کتاب شش نویسندۀ متعدد، پژوهشͬ مقالات انتشار

از بیش در درسͬ کتاب بە عنوان کتاب این قبلͬ نسخە های ͬ شود. م شامل را تکمیلͬ تحصیلات

است. شده ترجمه زبان سه به و شده پذیرفته دانشͺده و دانشͽاه ۳۷۵

تحریریۀ هیئت عضو و ۹Ⅿatheⅿatiⅽaⅼ Inteⅼⅼigenⅽer نشریۀ در سردبیر بە عنوان ریاضͬاکسلر مخبر ۹

ریاضͬ انجمن شورای عضو او است. کرده فعالیت ۱۰Aⅿeriⅽan Ⅿatheⅿatiⅽaⅼ Ⅿonthⅼyاͺآمری ریاضͬ ماهانۀ ۱۰

هیئت تحریریۀ در همچنین او است. بوده ریاضͬ علوم تحقیقات مؤسسۀ هیئت امنای و آمریͺا

تکمیلͬ تحصیلات متون ریاضیات، کارشناسͬ متون شامل اشپرینگر۱۱ انتشارات 11مجموعە های Springer

است. داشته فعالیت اشپرینگر، ریاضͬ تک  نگاری های و Universitext ریاضیات،

کرده دریافت علوم ملͬ بنیاد از متعددی جوایز و است آمریͺا ریاضͬ انجمن عضو اکسلر
سان فرانسیسͺو۱۲ ایالتͬ دانشͽاه به ریاضیات، بخش رئیس بە عنوان ۱۹۹۷ سال در اکسلر 12است. San Francisco

پس از و کرده خدمت مهندسͬ و علوم دانشͺدۀ رئیس بە عنوان ۲۰۱۵ تا ۲۰۰۲ سال از او پیوست.

است. بازگشته علمͬ هیئت جایͽاه به ریاضیات، بخش در استاد بە عنوان آن

(Ⅿoon) مون او گربۀ و مؤلف
Carrie Heeter, Bishnu Sarangi منبع:

۴ .۵ بخش از ۲۱ تمرین در خطͬ جبر از 𝑛ام. جملۀ فیبوناچ۱۳ͬ عدد فرمول جلد: روی 13معادلۀ Fibonacci

است. شده استفاده فرمول این آوردن دست به برای





مطالب فهرست

پ مؤلف دربارۀ

ذ دانشجویان برای پیشͽفتار

ز استادان برای پیشͽفتار

ص سپاسͽزاری

ط مترجمان پیشͽفتار

۱ برداری فضاهای ۱

۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝐂𝑛 و 𝐑𝑛 ۱ −۱

۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مختلط عددهای

۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لیست ها

۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝐅𝑛

۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . میدان ها بر مروری

۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۱ −۱ تمرین های

۱۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برداری فضای تعریف ۲ −۱

۱۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۲ −۱ تمرین های

۱۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زیرفضاها ۳ −۱

۱۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زیرفضاها حاصل جمع

۱۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مستقیم حاصل جمع های

۱۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۳ −۱ تمرین های

۲۳ متناهͬ بعد با برداری فضاهای ۲

۲۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ استقلال و گستره ۱ −۲

۲۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گستره و خطͬ ترکیبات

۲۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ استقلال

۳۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۱ −۲ تمرین های

۳۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایە ها ۲ −۲

۳۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۲ −۲ تمرین های

۳۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بعد ۳ −۲

۴۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۳ −۲ تمرین های



مطالب فهرست ج

۴۳ خطͬ نگاشت های ۳

۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ نگاشت های برداری فضای ۱ −۳

۴۴ . . . . . . . . . . . . . خطͬ نگاشت های از مثال هایی و تعریف

۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . ℒ(𝑉 ,𝑊) روی جبری عملیات

۴۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۱ −۳ تمرین های

۵۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بردها و پوچ فضاهای ۲ −۳

۵۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . بودن ͷبە ی ͷی و پوچ فضای

۵۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بودن پوشا و برد

۵۳ . . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ نگاشت های اساسͬ قضیۀ

۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۲ −۳ تمرین های

۵۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماتریس ها ۳ −۳

۵۸ . . . . . . . . . . . . . . . . ماتریس با خطͬ نگاشت نمایش

۵۹ . . . . . . . . . . . . . . . . ماتریس ها اسͺالر ضرب و جمع

۶۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماتریسͬ ضرب

۶۵ . . . . . . . . . . . . . ماتریس ͷی رتبۀ و ستونͬ⁃سطری تجزیۀ

۶۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۳ −۳ تمرین های

۶۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͬ ها یͷ ریخت و وارون پذیری ۴ −۳

۶۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . وارون پذیر خطͬ نگاشت های

۷۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . یͷ ریخت برداری فضاهای

۷۴ . . . . . . . ماتریسͬ ضرب بە عنوان خطͬ نگاشت های گرفتن نظر در

۷۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایه تغییر

۷۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴ −۳ تمرین های

۸۱ . . . . . . . . . . برداری فضاهای خارج  قسمت های و حاصل ضرب ها ۵ −۳

۸۱ . . . . . . . . . . . . . . . برداری فضاهای حاصل ضرب های

۸۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خارج  قسمتͬ فضاهای

۸۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۵ −۳ تمرین های

۸۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوگانͬ ۶ −۳

۸۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . دوگان نگاشت و دوگان فضای

۹۱ . . . . . . . . . . . . . . خطͬ نگاشت دوگان برد و پوچ فضای

۹۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ نگاشت دوگانِ ماتریس

۹۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۶ −۳ تمرین های

۱۰۱ چند جملە ای ها ۴

۱۰۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چند جملە ای ها صفر های

۱۰۵ . . . . . . . . . . . . . . . چندجملە ای ها برای تقسیم الͽوریتم

۱۰۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝐂 روی چندجملە ای ها تجزیۀ

۱۰۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝐑 روی چندجملە ای ها تجزیۀ

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



مطالب چفهرست

۱۱۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴ تمرین های

۱۱۳ بردارهای ویژه و مقدارهای ویژه ۵

۱۱۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناوردا زیرفضاهای ۱ −۵

۱۱۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدارهای ویژه

۱۱۷ . . . . . . . . . . . . . عملͽرها بر اعمال شده چندجملە ای های

۱۱۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۱ −۵ تمرین های

۱۲۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مینیمال چندجملە ای ۲ −۵

۱۲۲ . . . . . . . . . مختلط برداری فضاهای روی مقدارهای ویژه وجود

۱۲۲ . . . . . . . . . . . . . . مینیمال چندجملە ای و مقدارهای ویژه

۱۲۷ . . . . . . . . فرد بعد با حقیقͬ برداری فضاهای در مقدارهای ویژه

۱۲۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۲ −۵ تمرین های

۱۳۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بالامثلثͬ ماتریس های ۳ −۵

۱۳۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۳ −۵ تمرین های

۱۳۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قطری  پذیر عملͽرهای ۴ −۵

۱۳۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قطری ماتریس های

۱۳۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شرط های قطری پذیری

۱۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گرشͽورین ͷدیس قضیۀ

۱۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴ −۵ تمرین های

۱۴۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جابە جاشونده عملͽرهای ۵ −۵

۱۵۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۵ −۵ تمرین های

۱۵۳ داخلͬ حاصل ضرب فضاهای ۶

۱۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرم ها و داخلͬ حاصل ضرب های ۱ −۶

۱۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . داخلͬ حاصل ضرب های

۱۵۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرم ها

۱۶۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۱ −۶ تمرین های

۱۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یͺامتعامد پایە های ۲ −۶

۱۶۶ . . . . . . . . . . . . گرام⁃اشمیت روش و یͺامتعامد لیست های

۱۷۲ . . . . . . . . . داخلͬ حاصل ضرب فضاهای روی خطͬ تابعک های

۱۷۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۲ −۶ تمرین های

۱۷۷ . . . . . . . . . . . . . . . . کمینە سازی مسائل و متعامد مͺمل های ۳ −۶

۱۷۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متعامد مͺمل های

۱۸۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کمینە سازی مسائل

۱۸۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبە وارون

۱۸۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۳ −۶ تمرین های

۱۹۱ داخلͬ حاصل ضرب فضاهای روی عملͽرها ۷

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



مطالب فهرست ح

۱۹۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرمال و خودالحاقͬ عملͽرهای ۱ −۷

۱۹۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͬ ها الحاق

۱۹۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خودالحاقͬ عملͽرهای

۱۹۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرمال عملͽرهای

۲۰۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۱ −۷ تمرین های

۲۰۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . طیفͬ قضیۀ ۲ −۷

۲۰۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حقیقͬ طیفͬ قضیۀ

۲۰۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مختلط طیفͬ قضیۀ

۲۰۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۲ −۷ تمرین های

۲۱۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثبت عملͽرهای ۳ −۷

۲۱۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۳ −۷ تمرین های

۲۱۵ . . . . . . . . . . . . ماتریسͬ تجزیۀ و یͺانͬ عملͽرهای ایزومتری ها، ۴ −۷

۲۱۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ایزومتری ها

۲۱۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یͺانͬ عملͽرهای

۲۱۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . QR تجزیۀ

۲۲۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͬͺچولس تجزیۀ

۲۲۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴ −۷ تمرین های

۲۲۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تکین مقدار تجزیۀ ۵ −۷

۲۲۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تکین مقدارهای

۲۲۸ . . . . . . ماتریس ها برای و خطͬ نگاشت های برای تکین مقدار تجزیۀ
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دانشجویان برای پیشͽفتار

برخوردتان اولین برخلاف هستید. خطͬ جبر با خود آشنایی دومین شروع آستانۀ در احتمالا شما

فضاهای بر مواجهه این داشت، تأکید ماتریس ها و اقلیدسͬ فضاهای بر احتمالا که موضوع این با

خواهند تعریف بعدا اصطلاحات این داشت. خواهد تمرکز خطͬ نگاشت های و مجرد برداری

شروع موضوع ابتدای از کتاب این نباشید. نگران چیست، آن ها معنͬ ͬ دانید نم اگر بنابراین شد،

بر تأکید با که است این کلیدی نکتۀ ͬ گیرد. نم پیش فرض را خطͬ جبر از دانشͬ هیچ و ͬ شود م

مباحث در شدن غوطە ور آستانۀ در شما اثبات ها، و قضیە ها تعریف ها، از عمیقͬ درک به دستیابی

هستید. ریاضͬ جدی

ساعت ͷی از کمتر در را صفحه ͷی اگر بخوانید. رمان ͷی همانند را ریاضیات ͬ توانید نم

کنید» بررسͬ باید خود «چنان که عبارت با هرگاه ͬ روید. م پیش سریع خیلͬ احتمالا زدید، ورق

از نوشتن مستلزم معمولا که کاری دهید، انجام را بررسͬ این بە واقع است لازم شدید، روبە رو

تکمیل را آن ها باید شما شدە اند، حذف استدلال  از مراحلͬ که مواردی در بود. خواهد شما سوی

کنید تلاش قضیه، هر برای کنید. جذب را آن و کرده تعمق تعریف هر در است ضروری کنید.

سایر با گفت و گو است. ضروری آن بیان در فرض هر وجود چرا دهید نشان مثال هایی یافتن با

باشد. سودمند ͬ تواند م دانشجویان

نسخە های (در آبی قاب های در قضیە ها و زرد قاب های در تعریف ها بصری، ͷکم بە جهت

دارد. غیررسمͬ توصیفͬ نام ͷی قضیه هر دارند. قرار کتاب) رنگͬ

رایͽان بە صورت که ویدئوهایی به پیوند جمله، از و کتاب مورد در بیشتر اطلاعات برای لطفا

کنید. مراجعه زیر وبسایت به هستند، دسترس در کتاب با همراهͬ برای

ͬ شود. م استقبال بسیار شما اصلاحات و نظرات پیشنهادات، از

خطͬ! جبر یادگیری در لذت و موفقیت آرزوی با

اکسلر شلدون

سان فرانسیسͺو ایالتͬ دانشͽاه

https:̸̸ⅼinear.axⅼer.net وبسایت:

ⅼinear@axⅼer.net ایمیل:

https://linear.axler.net
mailto:linear@axler.net




استادان برای پیشͽفتار

خواهد خطͬ جبر با دانشجویان آشنایی دومین احتمالا که هستید دورە ای تدریس آستانۀ در شما

ماتریس ها و اقلیدسͬ فضاهای با احتمالا شما دانشجویان موضوع، این با برخوردشان اولین در بود.

خواهد تأکید خطͬ نگاشت های و مجرد برداری فضاهای بر دوره این مقابل، در کردە اند. کار

داشت.

برای دترمینان ها از خطͬ جبر درسͬ کتاب های اکثر است. توضیح شایسته کتاب این عنوان

بعد با مختلط برداری فضای ͷی روی بر خطͬ عملͽر هر که ͬ کنند م استفاده موضوع این اثبات

تعریف انگیزه بدون اغلب و غیرشهودی دشوار، دترمینان ها است. مقدارویژه ͷی دارای متناهͬ،

اکثر مختلط، برداری فضاهای در ویژه مقدارهای  وجود به مربوط قضیۀ اثبات برای ͬ شوند. م

اگر نیست، وارون پذیر خطͬ عملͽر ͷی که کنند ثابت کنند، تعریف را دترمینان ها باید کتاب ها

مسیر این کنند. تعریف را مشخصه چندجملە ای سپس و باشد صفر با برابر آن دترمینان اگر تنها و

ͬ دهد. م دانشجویان به مقدارهای ویژه وجود چرایی از کمͬ درک پرپیچ وخم،

۱۹ .۵ مثال، (بە عنوان شدە اند ارائه اینجا در که دترمینان بدون و ساده اثبات های مقابل، در

ͬ شوند، م منتقل کتاب انتهای به دترمینان ها که هنگامͬ ͬ دهند. م ارائه را بیشتری بینش ببینید) را

ͬ شود. م خطͬ–باز عملͽرهای ساختار خطͬ–درک جبر اصلͬ هدف به جدیدی مسیر

ندارد. مناسب ریاضͬ بلوغ جز پیش نیازی هیچ و ͬ شود م شروع موضوع ابتدای از کتاب این

اگر است. انتگرال گیری و مشتق گیری پیوستگͬ، مانند حسابان مفاهیم شامل تمرین و مثال چند

کنید. نظر صرف تمرین ها و مثال ها آن از راحتͬ به ͬ توانید م نگذراندە اند، حسابان شما دانشجویان

بین ارتباط دادن نشان با ͬ توانند م تمرین ها و مثال ها آن گذراندە اند، حسابان شما دانشجویان اگر

کنند. ͬ تر غن را آن ها تجربه ریاضیات، مختلف بخش های

به است ممͺن باشند، دیده را اول فصل چند مطالب از برخͬ قبلا شما دانشجویان اگر حتͬ

درک به نیاز آن ها اکثر که باشند، نداشته عادت اینجا در شده ارائه نوع از تمرین های با کردن کار

دارند. اثبات ها

است: آمده کتاب برجستۀ نکات فصل بە فصل خلاصه اینجا در

داده توسعه آن ها اساسͬ خاصیت های و شده تعریف برداری فضاهای فصل این در :۱ فصل ●

ͬ شود. م

اساسͬ نظریۀ که شدە اند، تعریف فصل این در بعد و پایه گستره، خطͬ، استقلال :۲ فصل ●

ͬ کند. م ارائه را متناهͬ بعد با برداری فضاهای

اساسͬ قضیۀ اینجا، در کلیدی نتیجۀ ͬ کند. م معرفͬ را خطͬ نگاشت های فصل این :۳ فصل ●

آن گاه باشد، 𝑉 روی بر خطͬ نگاشت ͷی 𝑇 اگر است: خطͬ نگاشت های

موضوعاتͬ دوگانͬ، و خارج قسمتͬ فضاهای .ⅾiⅿ𝑉 = ⅾiⅿ nuⅼⅼ𝑇 + ⅾiⅿ range𝑇
از ͬ توان م دارند، کتاب مطالب بیشتر به نسبت بالاتری تجرید سطح که هستند فصل این از

بخش در تانسوری حاصل ضرب های برای دوگانͬ اینکه (بە جز کرد صرف نظر موضوعات این

است). نیاز مورد ۴ −۹

در است، نیاز مورد خطͬ عملͽرهای درک برای که چندجملە ای ها نظریه از بخشͬ :۴ فصل ●



استادان برای پیشͽفتار ژ

به را آن ͬ توان م نیست. خطͬ جبر از مبحثͬ هیچ شامل فصل این است. شده ارائه فصل این

باشند. آشنا نتایج این با قبلا شما دانشجویان اگر بە خصوص داد، پوشش سرعت

فصل این ابتدای در ،ͷکوچ زیرفضاهای به آن تحدید با خطͬ عملͽر ͷی مطالعۀ ایدۀ :۵ فصل ●

برداری فضاهای در که است سادە  اثبات این فصل، این اوج نکتۀ ͬ انجامد. م مقدارهای ویژه به

داده نشان تا ͬ شود م استفاده نتیجه این از سپس دارند. وجود همیشه مقدارهای ویژه مختلط،

بالامثلثͬ ماتریس ͷی دارای مختلط، برداری فضای ͷی روی بر خطͬ عملͽر هر که شود

ایفا کتاب در بعدها و اینجا در مهمͬ نقش مینیمال، چندجملە ای است. پایە ای به نسبت

چندجملە ای برحسب را قطری پذیر عملͽرهای مشخصە یابی فصل این مثال، بە عنوان ͬ کند. م

صرف ۵ −۵ بخش از ͬ توانید م کنید، صرفە جویی زمان در ͬ خواهید م اگر ͬ دهد. م ارائه مینیمال

کنید. نظر

آن ها اساسͬ خاصیت های و شده تعریف داخلͬ حاصل ضرب فضاهای فصل این در :۶ فصل ●

این ͬ شوند. م داده توسعه گرام⁃اشمیت روش و یͺامتعامد پایە های مانند ابزارهایی با همراه

مسائل برخͬ حل برای قائم تصویرهای از ͬ توان م چͽونه که ͬ دهد م نشان همچنین فصل

وارون وجود عدم درصورت مفید ابزاری بە عنوان شبە وارون سپس کرد. استفاده کمینە سازی

به مربوط مطالب از ͬ توانید م کنید، صرفە جویی زمان در ͬ خواهید م اگر ͬ شود. م معرفͬ

کنید. نظر صرف شبە وارون

یͺامتعامد پایۀ ͷی که ͬ کند م توصیف را خطͬ عملͽرهای از دسته آن که طیفͬ قضیۀ :۷ فصل ●

کار است. کتاب این برجستۀ نکات از ͬͺی دارد، وجود آن ها برای بردارهای ویژه از متشͺل

فصل این ͬ رسد. م ثمر به ساده بسیار اثبات های با اینجا در قبلͬ فصل های در شده انجام

بە ویژه، و ماتریس ها تجزیۀ یͺانͬ، عملͽرهای ایزومتری ها، مثبت، عملͽرهای به همچنین

ͬ شود. م خطͬ نگاشت های نرم های و قطبی تجزیۀ به منجر که ͬ پردازد م تکین مقدار تجزیۀ

ͷی مختلط، برداری فضای ͷی روی بر عملͽر هر برای که ͬ دهد م نشان فصل این :۸ فصل ●

است. شده تشͺیل عملͽر تعمیم یافته بردارهای ویژۀ از که دارد وجود برداری فضای برای پایه

را مختلط برداری فضای ͷی روی بر خطͬ عملͽر ͷی تعمیم یافته، ویژۀ فضای  تجزیۀ سپس

تعریف متناظر تعمیم یافتۀ فضای ویژۀ بعد بە عنوان مقدارویژه ͷی چندگانگͬ ͬ کند. م توصیف

برداری فضای ͷی روی بر وارون پذیر خطͬ عملͽر هر اینکه اثبات برای ابزارها این از ͬ شود. م

که ͬ شود م ارائه اثباتͬ فصل، این در سپس ͬ شود. م استفاده است، دوم ریشۀ دارای مختلط

فصل کرد. تبدیل ژوردان فرم به ͬ توان م را مختلط برداری فضای ͷی روی خطͬ عملͽر هر

ͬ رسد. م پایان به عملͽرها اثر بررسͬ با

فرم های برداری فضای اینکه دادن نشان و دو خطͬ فرم های بررسͬ با فصل این :۹ فصل ●

متناوب دوخطͬ فرم های و متقارن دوخطͬ فرم های زیرفضاهای مستقیم حاصل جمع دوخطͬ،

فرم های بە سوی حرکت با ͬ شوند. م قطری دوم درجۀ فرم های سپس ͬ شود. م آغاز است،

فضای ͷی روی بر متناوب 𝑛⁃خطͬ فرم های زیرفضای که ͬ دهد م نشان فصل چندخطͬ،

برای پایه از مستقل و مرتب تعریف ͷی به نتیجه این است. ͷی بعد دارای 𝑛⁃بعدی برداری

دترمینان که ͬ شود م معلوم مختلط، برداری فضاهای برای ͬ انجامد. م عملͽر ͷی دترمینان

در آن چندگانگͬ تعداد به که مقدارویژه هر با است، مقدارهای ویژه حاصل ضرب با برابر

ͬ رسد. م پایان به تانسوری حاصل ضرب های بر مقدمە ای با فصل ͬ شود. م منظور حاصل ضرب

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



استادان برای سپیشͽفتار

توسعه مختلط و حقیقͬ برداری فضاهای برای هم زمان بە طور را خطͬ جبر معمولا کتاب این

ترجیح شما دانشجویان و شما اگر است. مختلط یا حقیقͬ عددهای 𝐅نشان دهندۀ آن در و ͬ دهد م

مراجعه ۱ −۱ بخش انتهای نظرات به بͽیرید، نظر در دل خواه میدان ͷی بە عنوان را 𝐅 ͬ دهید م

هیچ به آنکه بدون زیرا کنم، اجتناب دل خواه میدان های از سطح این در ͬ دهم م ترجیح کنید.

در دانشجویان همچنین، ͬ شوند. م بیشتری انتزاع باعث شوند، منجر خطͬ جبر در جدیدی مطلب

چندجملە ای ها برای که ͬ تری رسم اشیای تا هستند راحت تر توابع، بە عنوان چندجملە ای ها تصور

با نظریه ابتدایی بخش اگر حتͬ نهایت، در است. نیاز مورد متناهͬ میدان های در ضرایب با

به دوباره را ملاحظات داخلͬ، حاصل ضرب فضاهای ͬ شد، م داده توسعه دل خواه میدان های

ͬ کرد. م محدود مختلط و حقیقͬ برداری فضاهای

مطالب همۀ مرور دهید. پوشش ترم ͷی در را کتاب این مطالب همۀ ͬ توانید نم احتمالا

باشد. داشته نیاز بالایی سرعت به است ممͺن ترمͬ ͷی دورۀ ͷی در اول فصل هشت یا هفت

بخش در خارج قسمتͬ فضاهای به مربوط مطالب که بͽیرید نظر در برسید، ۹ فصل به باید اگر

به پرداختن قصد اینکه (مͽر کنید نظر صرف دوگانͬ دربارۀ ۶ −۳ بخش از کنید، حذف را ۵ −۳

در را چندجملە ای ها مورد در ۴ فصل باشید)، داشته را ۴ −۹ بخش در تانسوری حاصل ضرب های

از و کنید نظر صرف جابە جا شونده عملͽرهای مورد در ۵ −۵ بخش از دهید، پوشش ساعت نیم

کنید. نظر صرف نیز ۳ −۶ بخش در شبە وارون به مربوط زیربخش

دست کاری و درک در دانشجویان توانایی توسعه خاص، قضیۀ هر آموزش از مهم تر هدفͬ

خطͬ جبر خوشبختانه، ͬ شود. م آموخته آن دادن انجام با تنها ریاضیات است. خطͬ جبر اشیای

جلسه هر در معمولا من دوره، این تدریس هنگام دارد. تکالیف برای زیادی خوب تمرین های

است ممͺن تکالیف بررسͬ ͬ کنم. م تعیین بعد جلسه برای تکلیف بە عنوان را تمرین ها از تعدادی

دهد. اختصاص خود به معمولͬ کلاس ͷی در را توجهͬ قابل زمان

معمولا آنچه از فراتر مهم موضوعات به کنجͺاو دانشجویان هدایت برای تمرین ها از برخͬ

شدە اند. گرفته نظر در ͬ شود، م گنجانده خطͬ جبر مقدماتͬ دوم دورۀ ͷی در

مؤلف دید از برتر نتیجۀ ده

شده فهرست کتاب، در آن ها شدن مطرح بە ترتیب کتاب، از مؤلف علاقۀ مورد نتیجۀ ده زیر، در

بسیار پایه برسانند، پایان به حیاتͬ نتایج این از خوبی درک با را شما دورۀ که دانشجویانͬ است.

داشت: خواهند خطͬ جبر در خوبی

(۳۴ .۲) دارند یͺسانͬ طول برداری فضای ͷی پایۀ دو هر ●

(۲۱ .۳) خطͬ نگاشت های اساسͬ قضیۀ ●

(۱۹ .۵) 𝐅 = 𝐂 اگر مقدارهای ویژه، وجود ●

(۴۷ .۵) 𝐅 = 𝐂 اگر دارد، وجود همواره بالا مثلثͬ فرم ●

(۱۴ .۶) کوشͬ⁃شوارتز نامساوی ●

(۳۲ .۶) گرام⁃اشمیت روش ●

(۳۱ .۷ و ۲۹ .۷) طیفͬ قضیۀ ●

(۷۰ .۷) تکین مقدار تجزیۀ ●

(۲۲ .۸) 𝐅 = 𝐂 وقتͬ تعمیم یافته، فضای ویژۀ تجزیۀ قضیۀ ●

(۳۷ .۹) ⅾiⅿ𝑉 = 𝑛 اگر است، ۱ با برابر 𝑉 روی بر متناوب 𝑛⁃خطͬ فرم های بعد ●
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چهارم ویرایش در عمده افزودە های و بهبودها

جدید. مثال ۷۰ از بیش و جدید تمرین ۲۵۰ از بیش ●

از نتیجه، چندین برای مرتب تر اثبات های ارائۀ در مینیمال چندجملە ای از روزافزون استفادۀ ●

پایە ای به نسبت بالامثلثͬ ماتریس ͷی دارای عملͽر ͷی آنکه برای کافͬ و لازم شرط های جمله

و ببینید) را ۴ −۵ (بخش قطری پذیری برای کافͬ و لازم شرایط ببینید)، را ۳ −۵ (بخش باشد

ببینید). را ۲ −۷ (بخش حقیقͬ طیفͬ قضیۀ

ببینید). را ۵ −۵ (بخش جابە جاشوندە  عملͽرهای مورد در جدید بخش ●

ببینید). را ۳ −۶ (بخش شبە وارون مورد در جدید زیربخش ●

ببینید). را ۴ −۷ (بخش ͬͺچولس QR\تجزیۀ تجزیۀ مورد در جدید زیربخش های ●

فضای به داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی از خطͬ نگاشت های برای تکین مقدار تجزیۀ اکنون ●

از خطͬ عملͽرهای برای نە تنها ͬ شود، م انجام متفاوت) (احتمالا دیͽر داخلͬ حاصل ضرب

ببینید). را ۵ −۷ (بخش خودش به داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی

به منجر امر این عکس؛ ترتیب با نه ͬ شود، م اثبات تکین مقدار تجزیۀ از قطبی تجزیۀ اکنون ●

تجزیۀ برای هم و ببینید) را ۵ −۷ (بخش تکین مقدار تجزیۀ برای هم مرتب تری، اثبات های

است. شده ببینید) را ۶ −۷ (بخش قطبی

با داخلͬ حاصل ضرب فضاهای روی بر خطͬ نگاشت های نرم های مورد در جدید زیربخش ●

بالا کران کمترین به اشاره حتͬ از اجتناب برای تکین مقدار تجزیۀ از استفاده با متناهͬ، بعد

ببینید). را ۶ −۷ (بخش خطͬ نگاشت ͷی نرم تعریف در

۶ −۷ (بخش پایین تر بعد برد با خطͬ نگاشت های توسط تقریب درخصوص جدید زیربخش ●

ببینید). را

برداری فضای ͷی روی بر عملͽر ͷی 𝑇 اگر که مهم نتیجۀ این برای جدید ابتدایی اثبات ●

تعمیم یافتۀ بردارهای ویژۀ از که دارد وجود 𝑉 از پایە ای آن گاه باشد، 𝑉 متناهͬ بعد با مختلط

ببینید). را ۹ .۸) است شده تشͺیل 𝑇
فرم های دوم، درجه فرم های دوخطͬ، فرم های شامل چندخطͬ، جبر مورد در ۹ جدید فصل ●

مستقل رویͺرد ͷی از استفاده با اکنون دترمینان ها تانسوری. حاصل ضرب های و چندخطͬ

ͬ شوند. م تعریف متناوب چندخطͬ فرم های طریق از پایه، از

نتیجه، و تعریف قاب های مثال، بە عنوان کتاب. کاربرپسند ظاهر بهبود برای جدید قالب بندی ●

فونت اندازۀ باشند. داشته ملایم تر ظاهری تا دارند گرد گوشە های تیز، گوشە های بە جای اکنون

است. یافته کاهش ۱۰̸ ۵ به ۱۱ از اصلͬ

پیشنهادات، کنید. مراجعه زیر وبسایت به کتاب، مورد در بیشتر اطلاعات و پیوند ها برای لطفا

ͬ گیرد. م قرار استقبال مورد بسیار شما اصلاحات و نظرات

خطͬ! جبر موفق کلاس ͷی تدریس در موفقیت آرزوی با
استفادە های سایر یا ترجمه مجوز دریافت جهت

بͽیرید تماس مؤلف با کتاب، این محتوای از تجاری
اشپرینگر انتشارات با نبودن، دسترس در درصورت و

بͽیرید. تماس

اکسلر شلدون

سان فرانسیسͺو ایالتͬ دانشͽاه
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سپاسͽزاری

را خطͬ جبر گذشته، قرن دو طول در که دارم ͬ دانانͬ ریاض همۀ به عظیمͬ فکری بدهͬ من

حالت است. ریاضیات مشترک میراث به متعلق کتاب این در موجود نتایج کردە اند. خلق

ͬ دانان ریاض توسط سپس باشد، شده اثبات پیش مدت ها نخست است ممͺن قضیه ͷی از خاصͬ

به مناسب اعتبار اعطای باشد. یافته بهبود و شده دقیق تر مختلف، زمانͬ دورە های در بسیاری

وجه هیچ به خواننده ندادە ام. انجام را آن من که بود خواهد دشواری کار مشارکت کنندگان همه

است. من نوآورانه دستاورد دهندۀ نشان شده، ارائه اینجا در که نتیجە ای هر که کند تصور نباید

درسͬ کتاب به عنوان کتاب قبلͬ نسخۀ سه کردە اند. ͷکم کتاب این بهبود به زیادی افراد

پیشنهاد هزاران من گرفتە اند. قرار استفاده مورد جهان سراسر در کالج و دانشͽاه ۳۷۵ از بیش در

آن از بسیاری کردە ام. دریافت کردە اند، استفاده کتاب این از که دانشجویانͬ و اساتید از نظر و

۳۰ در حاضر، چهارم ویرایش خطͬ نسخۀ شدە اند. نسخه این در بهبودهایی به منجر پیشنهادات

در که هستم مفیدی بازخورد سپاسͽزار عمیقا من است. شده تدریس آزمایشͬ بە صورت دانشͽاه

کردە ام. دریافت دانشجویان و اساتید از کلاسͬ، آزمایش این طول

پر را زیادی صفحات شود، تشͺر آن ها از پیشنهاداتشان برای باید که افرادی طولانͬ فهرست

مشارکت کنندگان همۀ از نمایندگͬ برای بنابراین، است. خستە کننده فهرست ها خواندن کرد. خواهد

خواهم یاد استرالیا، ملͬ دانشͽاه فارغ التحصیل دانشجوی هینتون۱، نوئل از تنها نسخه، این 1در Noel Hinton

فرستاده من برای چهارم ویرایش این برای اصلاحیه و پیشنهاد دیͽری، کس هر از بیش که کرد

بسیار سپاسͽزارم. شما همۀ از چقدر که بͽویم بͽذارید دادە اند، پیشنهاد که کسانͬ همۀ به است.

ممنون! بسیار

عمل آزادی دادن برای و داشتم نیاز آن به که زمانͬ در ͷکم ارائه برای اشپرینگر انتشارات از

ویراستار دو از ویژه تشͺر ͬ کنم. م تشͺر کتاب، این ظاهر و محتوا مورد در نهایی تصمیم گیری در
بارتولین۲ͬ کردند–لورتا همͺاری من با پروژه این در که اشپرینگر انتشارات در ریاضͬ 2فوق العادۀ Loretta Bartolini

چهارم. ویرایش روی بر کارم دوم نیمه در لو۳ الیزابت و چهارم ویرایش روی بر کارم اول نیمه 3در Elizabeth Loew

از و داد انجام متن ویرایش در شͽفت انگیزی کار که هستم کرامر۴ دیوید مدیون عمیقا 4من David Kramer

کرد. جلوگیری زیادی اشتباهات

این من به او تشویق و درک هیتر۵. کری فوق العادە ام، زندگͬ ͷشری از ویژه فوق العاده 5تشͺر Carrie Heeter

عکس که مون شͽفت انگیزمان گربه کنم. کار جدید نسخۀ این روی فشرده بە طور که داد را امͺان

ͬ کرد. م فراهم را شیرینͬ وقفە های نوشتن، فرآیند طول در است، آمده مؤلف» «دربارۀ صفحۀ در آن

درگذشت. ͬ رسید، م پایان به کتاب این که حالͬ در خون شدن لخته اثر در ناگهانͬ بە طور مون

بودیم. او کنار در که هستیم گران بهایی سال پنج قدردان

اکسلر شلدون





مترجمان پیشͽفتار

در اثرگذار و شناختە شده منابع جمله از اکسلر۲ شلدون نوشتۀ ۱ درست شیوۀ به خطͬ جبر 1کتاب Linear Algebra Done Right
2 Sheldon Axler بنیادی مفاهیم که است آن کتاب این برجستۀ ویژگͬ است. دانشͽاهͬ سطح در خطͬ جبر آموزش

خطͬ نگاشت های و برداری فضاهای دیدگاه از بلͺه ماتریسͬ، محاسبات مسیر از نه را، خطͬ جبر

آشͺار بیشتری شفافیت با را ریاضیات از شاخه این مفهومͬ ساختار ترتیب بدین و ͬ کند م عرضه

بە عنوان جهان دانشͽاە های از بسیاری در کتاب این که است شده سبب رویͺرد این ͬ سازد. م

گیرد. قرار استفاده مورد نظری خطͬ جبر درس های برای مناسب متنͬ

پیشبرد در دترمینان ها از محدودتر استفادۀ اکسلر، آموزشͬ رویͺرد در متمایز نکات از ͬͺی

دسامبر ۲۱ در دترمینان!»۳ بر «مرگ عنوان با مقالە ای زمینه این در وی است. خطͬ جبر 3مفاهیم Down with Determinants!

در حتͬ که رویͺردی ͬ کند؛ م دنبال نیز کتاب این در را دیدگاه همان و است کرده منتشر ۱۹۹۴

با همراه ،۹ فصل در آن کاربردهای و دترمینان مفهوم این رو از است. یافته بازتاب نیز کتاب نام

استادان به خطاب پیشͽفتار در مؤلف که همان گونه است. شده مطرح چندخطͬ جبر از مباحثͬ

با و دترمینان ها به توسل بدون ͬ توان م را خطͬ جبر اساسͬ نتایج از بسیاری ͬ دهد، م توضیح

ساختارهای عمیق تر درک به او دید از که امری کرد؛ اثبات روشنگرانە تر و سادە تر استدلال هایی

ͬ کند. م ͷکم خطͬ جبر

ͷسب و رویͺرد بە دلیل ͬ کرد م تصور و بود آشنا کتاب چهارم نسخۀ با این از پیش اول مترجم

در باشد. مفید علاقە مندان و دانشجویان برای ͬ تواند م فارسͬ زبان به آن ترجمۀ مؤلف، خاص

تخصصͬ نثر به و است ریاضͬ دانش آموختۀ که شد داده دوم مترجم به مشارکت پیشنهاد نتیجه

شد. آغاز ۱۴۰۴ سال ابتدای از کار نهایتا دارد. تسلط فارسͬ زبان در ریاضͬ

نیز ترجمه فرایند طول در است. شده انجام مؤلف از اجازه کسب با کتاب این ترجمۀ

اطلاع به فصل به فصل بە صورت کار پیشرفت و گرفته صورت وی با متعددی ͬ های هماهنگ

شده استفاده چهارم نسخۀ ویرایش آخرین از همواره ترجمه، فرایند سراسر در است. رسیده وی

کنید: دریافت مؤلف سایت از بە رایͽان را کتاب PⅮF فایل نسخۀ آخرین ͬ توانید م است.

https://www.axler.net/

اصلاحات اعمال اولیه، ترجمۀ لاتک، قالب در کتاب ساختار ایجاد فارسͬ، لاتک قالب تهیۀ

انجام اول مترجم توسط مؤلف، با مͺاتبات و فارسͬ لاتک قالب با متناسب ریاضͬ، روابط در

متن کامل تطبیق ضمن ریاضͬ، تخصصͬ نثر و واژگان زمینۀ در پیشنهادهایی ارائۀ است. شده

است. شده انجام دوم مترجم توسط اصلͬ، نسخۀ با ریاضͬ روابط و اولیه ترجمۀ

سوم مترجم ورود و دارد وجود بیشتر بهبود برای ظرفیت کماکان رسید نظر به کار ادامۀ در

نیز وی که سوم مترجم توسط ترجمه کامل بررسͬ فرایند دهد. ارتقا را کار کیفیت ͬ تواند م

خواهد منعکس بعدی نسخۀ در آن نتایج ولͬ است، انجام درحال ͬ باشد، م ریاضͬ دانش آموختۀ

خواهد فارسͬ⁃انگلیسͬ و انگلیسͬ⁃فارسͬ واژە نامۀ افزودن در بعدی نسخۀ عمدۀ تفاوت شد.

بود.

ͬ رسد: م نظر به لازم زیر نکات ذکر انتها در

استفاده فارسͬ حروف چینͬ برای ۰ −۷ نوشتافت نام به دامن افشان وحید آقای لاتک قالب از ●

https://www.axler.net/


مترجمان پیشͽفتار ظ

است. شده

توسط رفته کار به بستە های و قالب از متفاوت فارسͬ حروف چینͬ قالب اینکه به توجه با ●

بخش ترجمه از وی، اجازۀ با است، کتاب انگلیسͬ نسخۀ در مؤلف

Ⅽoⅼophon: Notes on Typesetting

شد. صرف نظر است، کتاب انگلیسͬ  ͬ حروف چین در بە کار رفته بستە های با مرتبط که

تغییرات باشد، داشته شباهت انگلیسͬ کتاب به بیشتر چه هر کتاب ساختار و ظاهر اینکه برای ●

است. شده اعمال اول مترجم توسط نوشتافت قالب کلͬ تنظیمات در بسیاری

بە صورت اثبات ها نیز و آبی قاب های است. دو ستونͬ طراحͬ دارای نوشتافت لاتک قالب ●

شوند. دیده متمایز تا شدە اند حروف چینͬ تمام عرض

بیشتری ظاهری ͷتفکی تا است شده استفاده ابجد حروف از الفبا، حروف با بندها نام گذاری در ●

شود. اعمال

به راست از خوانش (با است آمده N.Ⅽ بە صورت شمارە دار معادلات نیز و قاب ها شمارۀ ●

ͬ باشد. م فصل آن در معادله یا قاب شمارۀ N و است فصل شمارۀ Ⅽ آن در که چپ)،

در که چپ)، به راست از خوانش (با است آمده S−Ⅽ بە صورت بخش هر تمرین های شمارۀ ●

ͬ باشد. م بخش شمارۀ S و است فصل شمارۀ Ⅽ آن

نوشتاری یͺنواختͬ تا است شده پیروی ویراستاران وبسایت رسم الخط از فارسͬ متن نگارش در ●

شود: حفظ کتاب سراسر در

https://emla.virastaran.net/

است. شده آورده پرانتز داخل مناسب محل در مͺان ها و اشخاص لاتین نام ●

عین در و شود رعایت مطالب انتقال در امانت تاحدامͺان، است شده کوشش ترجمه این در

صورت در ͬ شود م درخواست گرامͬ خوانندگان و استادان از باشد. دقیق و روان فارسͬ نثر حال،

نسخە های در تا کنند ارسال مترجمان برای را خود اصلاحات و پیشنهادها کاستͬ، یا خطا مشاهدۀ

گیرند. قرار استفاده مورد بعدی

تکریمͬ علیرضا مهندس

۰۹۱۴۳۴۱۰۱۸۶

aⅼireza.takriⅿi@yahoo.ⅽoⅿ

a.takriⅿi@gⅿaiⅼ.ⅽoⅿ

ارومیه) دانشͽاه در ریاضͬ دکترای دورۀ (دانشجوی خمونژاد رابرت

۰۹۱۴۳۴۵۲۴۵۹

rabertkh@yahoo.ⅽoⅿ

ارومیه) دانشͽاه ریاضͬ (مدرس خمونژاد ایلاترا دکتر

۰۹۱۴۵۴۶۷۷۰۲

i.khaⅿonezhaⅾ@urⅿia.aⅽ.ir

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر

https://emla.virastaran.net/
mailto:alireza.takrimi@yahoo.com
mailto:a.takrimi@gmail.com
mailto:rabertkh@yahoo.com
mailto:i.khamonezhad@urmia.ac.ir


برداری فضاهای ۱
با نهایت، در است. متناهͬ بعد با برداری فضاهای روی خطͬ نگاشت های مطالعۀ خطͬ جبر

و ͬ کنیم م تعریف را برداری فضاهای فصل، این در شد. خواهیم آشنا اصطلاحات این همۀ معنͬ

کرد. خواهیم بررسͬ را آن ها اولیۀ خاصیت های

قضایای ͬ شوند، م بررسͬ حقیقͬ عددهای با همراه مختلط عددهای که زمانͬ خطͬ، جبر در

و مختلط عددهای ابتدا بنابراین، ͬ شود. م حاصل عمیق تری بینش و ͬ آید م دست به بهتری

کرد. خواهیم معرفͬ را آن ها اولیۀ خاصیت های

آن ها سپس و داد خواهیم تعمیم Ⅽ𝑛 و R𝑛 به را معمولͬ فضای و صفحه از مثال هایی

برداری فضای ͷی دید، کهخواهیم همان  طور داد. خواهیم گسترش برداری فضای مفهوم به را

ͬ کنند. م صدق جبر طبیعͬ خاصیت های در که اسͺالر ضرب و جمع عمل های با است مجموعە ای

نقش با قیاس در نقشͬ برداری، فضاهای در که بود خواهند زیرفضاها بعدی، موضوع سپس

با قیاس (در زیرفضاها حاصل جمع به نهایت، در ͬ کنند. م ایفا را مجموعە ها برای زیرمجموعە ها

مجزا) مجموعە های اجتماع با قیاس (در زیرفضاها مستقیم حاصل جمع و زیرمجموعە ها) اجتماع

پرداخت. خواهیم

توضیح درحال (René Ⅾesⅽartes) دکارت رنه
از (Ⅽhristina) کریستینا ملͺه به خود کارهای

ͷی توصیف از تعمیمͬ برداری، فضاهای سوئد.
همان طور هستند، مختصات دو از استفاده با صفحه

کرد. منتشر ۱۶۳۷ در دکارت که
Pierre Louis Dumesnil, Nils Forsberg منبع:



برداری فضاهای ۱ ۲

𝐂𝑛 و 𝐑𝑛 ۱ −۱

مختلط عددهای

عددهای باشید. آشنا حقیقͬ عددهای از 𝐑 مجموعۀ پایە ای خاصیت های با پیش از باید شما

این منظور آوریم. دست به را منفͬ عددهای دوم ریشۀ بتوانیم که شدند ابداع این برای مختلط

معمول قاعدە های از و ͬ شود م داده نشان 𝑖 با که داریم −۱ برای دومͬ ریشۀ کنیم فرض که است

هستند. زیر بە قرار رسمͬ تعریف  های ͬ کند. م پیروی حساب
معنͬ به reaⅼ مخفف بە ترتیب 𝐂 و 𝐑 مترجمان:

هستند. مختلط معنͬ به ⅽoⅿpⅼex و 𝐂حقیقͬ مختلط، عددهای تعریف: ۱ .۱

بە صورت را آن ولͬ ،𝑎, 𝑏 ∈ 𝐑 آن در که است (𝑎, 𝑏) مرتب زوج ͷی مختلط، عدد ͷی ●

ͬ نویسیم. م 𝑎 + 𝑏𝑖
ͬ شود: م داده نمایش 𝐂 با مختلط عددهای همۀ مجموعۀ ●

𝐂 = {𝑎 + 𝑏𝑖 ∶ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐑}.

بە صورت 𝐂 روی ضرب و جمع ●

(𝑎 + 𝑏𝑖) + (𝑐 + 𝑑𝑖) = (𝑎 + 𝑐) + (𝑏 + 𝑑)𝑖,
(𝑎 + 𝑏𝑖)(𝑐 + 𝑑𝑖) = (𝑎𝑐 − 𝑏𝑑) + (𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)𝑖;

.𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝐑 آن ها در که ͬ شوند، م تعریف

𝐑 مجموعۀ بنابراین ͬ کنیم. م همانند سازی 𝑎 حقیقͬ عدد با را 𝑎 + ۰𝑖 عدد ،𝑎 ∈ 𝐑 اگر

𝑏𝑖 تنها خلاصه بە صورت را 𝑏𝑖 + ۰ عبارت معمولا ͬ گیریم. م نظر در 𝐂 از زیرمجموعە ای را

ͬ نویسیم. م 𝑖 سادە  بە صورت نیز را ۱𝑖 + ۰ و ͬ نویسیم م

ریاضͬ مجزای شͬء دو میان همانندسازی مترجمان:
نظر در یͺسان را آن ها ریاضͬ رفتار یا نقش یعنͬ

بͽیریم.

در بار اولین برای (Ⅼeonharⅾ Euⅼer) اویلر لئونارد
کرد. استفاده

√−۱ نمایش برای 𝑖 نماد از ۱۷۷۷
𝑖۲ = −۱ ͬ دانیم م کنید فرض شد، ارائه بالا در که مختلط عددهای ضرب تعریف توجیه برای

استفاده مختلط عدد دو حاصل ضرب  فرمول آوردن دست به برای حساب معمول قوانین از سپس و

بە واقع که نمایید بررسͬ تا کنید استفاده فرمول آن از سپس کنید.

𝑖۲ = −۱.

سپس و 𝑖۲ = −۱ اینکه آوردن یاد به نکنید–با حفظ را مختلط عدد دو حاصل ضرب  فرمول

آورید. به دست دوباره را آن ͬ توانید م همواره ،(۳ .۱ با (مطابق حساب معمول قواعد از استفاده

ͬ دهد. م نشان را روش این بعدی مثال

مختلط حساب مثال: ۲ .۱

و شرکت پذیری خاصیت های بردن کار به با ͬ توان م را (۲+ ۳𝑖)(۴+ ۵𝑖) حاصل ضرب 
کرد: محاسبه ۳ .۱ طبق جابە جایی،

(۲+ ۳𝑖)(۴+ ۵𝑖) = ۲× (۴+ ۵𝑖) + (۳𝑖)(۴+ ۵𝑖)
= (۲× ۴) + (۲× ۵𝑖) + (۳𝑖 × ۴) + (۳𝑖)(۵𝑖)
= ۸+ ۱۰𝑖 + ۱۲𝑖 − ۱۵

= −۷+ ۲۲𝑖.

هستند آشنایی خاصیت های دارای مختلط، ضرب و مختلط جمع که ͬ کند م بیان نتیجه اولین

داریم. انتظار که

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



𝐂𝑛 و 𝐑𝑛 ۱ −۱۳

مختلط حساب خاصیت های ۳ .۱

جابە جایی خاصیت
.𝛼, 𝛽 ∈ 𝐂 هر برای ،𝛼𝛽 = 𝛽𝛼 و 𝛼 + 𝛽 = 𝛽 + 𝛼

شرکت پذیری
.𝛼, 𝛽, 𝜆 ∈ 𝐂 هر برای ،(𝛼𝛽)𝜆 = 𝛼(𝛽𝜆) و (𝛼 + 𝛽) + 𝜆 = 𝛼 + (𝛽 + 𝜆)

همانͬ عضوهای
.𝜆 ∈ 𝐂 هر برای ،𝜆۱ = 𝜆 و 𝜆 + ۰ = 𝜆

جمع وارون
.𝛼 + 𝛽 = ۰ که بە طوری دارد، وجود یͺتا 𝛽 ∈ 𝐂 ͷی ،𝛼 ∈ 𝐂 هر برای

ضرب وارون
.𝛼𝛽 = ۱ که بە طوری دارد، وجود یͺتا 𝛽 ∈ 𝐂 ͷی ،𝛼 ≠ ۰ با ،𝛼 ∈ 𝐂 هر برای

توزیع پذیری خاصیت
.𝜆, 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐂 هر برای ،𝜆(𝛼 + 𝛽) = 𝜆𝛼 + 𝜆𝛽

و جمع تعریف های و حقیقͬ عددهای شناختە شدۀ خاصیت های از استفاده با بالا خاصیت های

جابە جایی خاصیت چͽونه که ͬ دهد م نشان بعدی مثال ͬ شوند. م اثبات مختلط عددهای ضرب در

ͬ شوند. م واگذار تمرین ها به بالا خاصیت های سایر اثبات های ͬ شود. م ثابت مختلط ضرب

مختلط ضرب جابە جایی خاصیت مثال: ۴ .۱

کنید فرض ،𝛼𝛽 = 𝛽𝛼 داریم 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐂 هر برای دهیم نشان اینکه برای

𝛼 = 𝑎 + 𝑏𝑖 و 𝛽 = 𝑐 + 𝑑𝑖,

که ͬ دهند م نشان مختلط عددهای ضرب تعریف آن گاه .𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝐑 آن در که

𝛼𝛽 = (𝑎 + 𝑏𝑖)(𝑐 + 𝑑𝑖)
= (𝑎𝑐 − 𝑏𝑑) + (𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)𝑖

و

𝛽𝛼 = (𝑐 + 𝑑𝑖)(𝑎 + 𝑏𝑖)
= (𝑐𝑎 − 𝑑𝑏) + (𝑐𝑏 + 𝑑𝑎)𝑖.

که ͬ دهند م نشان حقیقͬ، عددهای جمع و ضرب جابە جایی خاصیت و بالا معادلە های
.𝛼𝛽 = 𝛽𝛼

آن ها از سپس و ͬ کنیم م تعریف را مختلط عددهای ضرب و جمع وارون های بعد، مرحلۀ در

ͬ کنیم. م استفاده مختلط عددهای تقسیم و تفریق عمل های تعریف برای

۱/𝛽 تقسیم، ،−𝛼 تفریق، تعریف: ۵ .۱

.𝛼, 𝛽 ∈ 𝐂 کنید فرض
است، یͺتایی مختلط عدد −𝛼 بنابراین دهیم. نشان −𝛼 با را 𝛼 جمع وارون کنید فرض ●

که بە طوری
𝛼 + (−𝛼) = ۰.

ͬ شود: م تعریف زیر بە صورت 𝐂 روی تفریق ●

𝛽 − 𝛼 = 𝛽 + (−𝛼).

۱/𝛼 بنابراین دهیم. نشان ۱
𝛼 و ۱/𝛼 با را 𝛼 ضرب وارون کنید فرض ،𝛼 ≠ ۰ برای ●

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



برداری فضاهای ۱ ۴

که بە طوری است، یͺتایی مختلط عدد

𝛼(۱/𝛼) = ۱.

ͬ شود: م تعریف زیر بە صورت 𝛼 بر تقسیم ،𝛼 ≠ ۰ برای ●

𝛽/𝛼 = 𝛽(۱/𝛼).

برای هم که کنیم اثبات قضیە هایی و دهیم ارائه تعریف هایی بە راحتͬ بتوانیم این که برای

ͬ گیریم. م کار به را زیر نمادگذاری باشند، داشته کاربرد مختلط عددهای برای هم و حقیقͬ عددهای

𝐅 نماد: ۶ .۱

است. 𝐂 یا 𝐑 نشان دهندۀ 𝐅 کتاب، این سراسر در

در هم قضیه، آن که دانست خواهیم است، 𝐅 شامل که کنیم اثبات را قضیە ای اگر بنابراین،

ͬ باشد. م برقرار است، 𝐂 با برابر 𝐅 که حالتͬ در هم و است 𝐑 با برابر 𝐅 که حالتͬ

𝐂 و 𝐑 چون ͬ شود، م استفاده 𝐅 حرف از
نامیده (fieⅼⅾ (مترجمان: میدان که آنچه از مثال هایی

هستند. ͬ شود، م

است)، «عدد» برای اصطلاحͬ واقع در (که «اسͺالر» واژۀ ͬ نامند. م اسͺالرها را 𝐅 عضوهای

به (بردارها بردار نه است، عدد شͬء، ͷی که کنیم تأکید بخواهیم که ͬ رود م کار بە  زمانͬ اغلب

شد). خواهند تعریف  زودی

خودش در 𝛼 ضرب بار 𝑚 حاصل بە عنوان را 𝛼𝑚 عدد ،𝑚 مثبت صحیح عدد و 𝛼 ∈ 𝐅 برای

ͬ کنیم: م تعریف

𝛼𝑚 = 𝛼⋯𝛼⏟
بار 𝑚

.

که ͬ شود م نتیجه تعریف این از ،𝑛 و 𝑚 مثبت صحیح عددهای همۀ و 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐅 هر برای

(𝛼𝑚)𝑛 = 𝛼𝑚𝑛 و (𝛼𝛽)𝑚 = 𝛼𝑚𝛽𝑚.

لیست ها

ͬ اندازیم. م مهم مثال دو به نگاهͬ ،𝐂𝑛 و 𝐑𝑛 تعریف از قبل

𝐑۳ و 𝐑۲ مثال: ۷ .۱

مرتب زوج های همۀ مجموعۀ بͽیرید، نظر در صفحه ͷی را آن ͬ توانید م که 𝐑۲ مجموعۀ ●

است: حقیقͬ عددهای از

𝐑۲ = {(𝑥, 𝑦) ∶ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐑}.

سە تایی های همۀ مجموعۀ بͽیرید، نظر در عادی فضای را آن ͬ توانید م که 𝐑۳ مجموعۀ ●

است: حقیقͬ عددهای از مرتب

𝐑۳ = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∶ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐑}.

بپردازیم. لیست مفهوم به ابتدا است نیاز بالاتر، بعدهای به 𝐑۳ و 𝐑۲ تعمیم برای
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طول لیست، تعریف: ۸ .۱

از مرتب گردایە ای ،𝑛 طول به لیست ͷی باشد. نامنفͬ صحیح عدد ͷی 𝑛 کنید فرض ●

باشند). مجردتر اشیای یا دیͽر، لیست های عددها، است ممͺن (که است عضو 𝑛
ترتیب با و یͺسان عضوهای یͺسان، طول دارای اگر تنها و اگر برابرند، هم با لیست دو ●

باشند. یͺسان

توجه یعنͬ (تجرید̸انتزاع)، مجرد̸انتزاعͬ مترجمان:
بالاتر انتزاع سطح هرچه ͬ تر. کل ساختارهای به
ͬ تری کل قالب های در را مختلف اشیای ͬ رود، م

کتاب، آن و کتاب این از مثال، برای ͬ بینیم. م
𝑥 به نهایت در و کتاب 𝑥 به بعد کتاب، ۲ به ͬ رسیم م
عددهای به طبیعͬ عددهای مجموعۀ از رسیدن شͬء.

عددهای به بعد گویا، عددهای به بعد صحیح،
دیͽری مثال مختلط، عددهای به نهایت در و حقیقͬ

هستند. انتزاع مراحل از

𝑛−تایی را 𝑛 طول به لیستͬ ͬ دانان، ریاض از بسیاری
ͬ نامند. م مرتب

نوشته گرفتە اند، قرار پرانتز در و شدە اند ویرگول جدا با که عضوهایی بە  صورت اغلب لیست ها

شود. نوشته (𝑎, 𝑏) بە شͺل ͬ تواند م که است مرتب زوج ͷی دو، طول به لیستͬ بنابراین ͬ شوند. م

ͷی شود. نوشته (𝑎, 𝑏, 𝑐) بە شͺل ͬ تواند م که است مرتب سە تایی ͷی سه، طول به لیست ͷی

باشد: شͺل این به ͬ تواند م 𝑛 طول به لیست

(𝑧۱,… , 𝑧𝑛).

هر که باشید داشته یاد به بااین حال ͬ کنیم. م استفاده آن طول به اشاره بدون لیست واژه از گاهͬ

شبیه شͬء ͷی بنابراین است. نامنفͬ صحیح عدد ͷی که دارد متناهͬ طولͬ تعریف، طبق لیست

نیست. لیست ͷی تلقͬ شود، نامتناهͬ طول با است ممͺن که (𝑥۱, 𝑥۲,…) به

نظر در لیست ͷی نیز را شیئͬ چنین ما .( ) است: صورت این به ۰ طول به لیست ͷی

نباشند. بدیهͬ استثناهای دارای قضایا از برخͬ تا ͬ گیریم م

و دارد اهمیت ترتیب لیست ها، در متفاوتند: جنبه دو از متناهͬ مجموعە های با لیست ها

ندارند. تکرارها اهمیت  و ترتیب مجموعە ها در دارند، معنͬ تکرارها

مجموعە ها با مقایسه در لیست ها مثال: ۹ .۱

برابرند. {۵, ۳} و {۳, ۵} مجموعە های ولͬ نیستند، برابر (۵, ۳) و (۳, ۵) لیست های ●

مجموعە های گرچه ندارند)، یͺسانͬ (طول نیستند برابر (۴, ۴, ۴) و (۴, ۴) لیست های ●

برابرند. {۴} مجموعۀ با دو هر و بوده ͬͺی هم با {۴, ۴, ۴} و {۴, ۴}

𝐅𝑛

(که کنیم جایͽزین 𝐅 با را 𝐑 است کافͬ بالاتر، بعدهای در 𝐑۳ و 𝐑۲ معادل های تعریف برای

کنیم. جایͽزین دل خواه مثبت صحیح عدد ͷی با را ۳ یا ۲ و است) 𝐂 یا 𝐑 برابر

𝑛 نماد: ۱۰ .۱

بͽیرید. نظر در ثابت را 𝑛 مثبت صحیح عدد فصل، این ادامۀ برای

مختص ،𝐅𝑛 تعریف: ۱۱ .۱

است: 𝐅 عضوهای از 𝑛 طول به لیست های همۀ مجموعۀ 𝐅𝑛

𝐅𝑛 = {(𝑥۱,… , 𝑥𝑛) ∶ 𝑥𝑘 ∈ 𝐅 𝑘 = ۱,… , 𝑛 .{برای

(𝑥۱,… , 𝑥𝑛) 𝑘ام مختص 𝑥𝑘 گوییم 𝑘 ∈ {۱,… , 𝑛} و (𝑥۱,… , 𝑥𝑛) ∈ 𝐅𝑛 برای
است.

𝐑۲ از ما قبلͬ مفاهیم با 𝐅𝑛 از بالا تعریف آن گاه باشد، ۳ یا ۲ برابر 𝑛 و باشد 𝐅 = 𝐑 اگر

دارد. هم خوانͬ 𝐑۳ و
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𝐂۴ مثال: ۱۲ .۱

است: مختلط عدد ۴ از لیست ها همۀ مجموعۀ 𝐂۴

𝐂۴ = {(𝑧۱, 𝑧۲, 𝑧۳, 𝑧۴) ∶ 𝑧۱, 𝑧۲, 𝑧۳, 𝑧۴ ∈ 𝐂}.

بعد چند از عاشقانه داستانͬ مسطح: سرزمین کتاب
را (Eⅾwin A. Abbott) ابوت ادوین نوشتۀ

موجودات اینکه از سرگرم کننده شرحͬ با تا بخوانید
درک را 𝐑۳ فضای است ممͺن چͽونه ،𝐑۲ ساکن
شده منتشر ۱۸۸۴ در که رمان این شوید. آشنا کنند،

ͬͺفیزی فضای تجسم در است ممͺن است،
کند. ͷکم شما به بیشتر، یا و چهار بعدی

𝐂۱ مشابهͬ، بە شͺل کنیم. تجسم ͬͺفیزی شͬء ͷی بە عنوان را 𝐑𝑛 ͬ توانیم نم ،𝑛 ≥ ۴ اگر

𝐂𝑛 از کاملͬ تصویر ͬ تواند نم انسان مغز ،𝑛 ≥ ۲ برای ولͬ گرفت، نظر در صفحه ͬ توان م را

محاسبات بە  راحتͬ ،𝐑۳ یا 𝐑۲ همانند ͬ توانیم م باشد، بزرگ 𝑛 اگر حتͬ با این حال، دهد. ارائه

ͬ شود. م تعریف زیر بە  صورت 𝐅𝑛 در جمع مثال، برای دهیم. انجام 𝐅𝑛 در را جبری

𝐅𝑛 در جمع تعریف: ۱۳ .۱

ͬ شود: م تعریف متناظر مختصات کردن جمع با 𝐅𝑛 در جمع

(𝑥۱,… , 𝑥𝑛) + (𝑦۱,… , 𝑦𝑛) = (𝑥۱ + 𝑦۱,… , 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛).

را مختصات آنکه بدون کنیم، استفاده تک حرف از عدد، 𝑛 از لیست ͷی نمایش برای اگر

با بعدی نتیجۀ مثال، برای ͬ شود. م مرتب  تر 𝐅𝑛 به مربوط ریاضیات اغلب بنویسیم، صریح بە  طور

بە صورت مفصل تری نمادگذاری نیازمند آن اثبات هرچند است، شده بیان 𝐅𝑛 در 𝑦 و 𝑥 از استفاده

است. (𝑦۱,… , 𝑦𝑛) و (𝑥۱,… , 𝑥𝑛)

𝐅𝑛 در جمع جابە جایی خاصیت ۱۴ .۱

.𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥 آن گاه ،𝑥, 𝑦 ∈ 𝐅𝑛 اگر

آن گاه .(𝑦۱,… , 𝑦𝑛) ∈ 𝐅𝑛 و (𝑥۱,… , 𝑥𝑛) ∈ 𝐅𝑛 کنید فرض اثبات

𝑥 + 𝑦 = (𝑥۱,… , 𝑥𝑛) + (𝑦۱,… , 𝑦𝑛)

= (𝑥۱ + 𝑦۱,… , 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛)

= (𝑦۱ + 𝑥۱,… , 𝑦𝑛 + 𝑥𝑛)

= (𝑦۱,… , 𝑦𝑛) + (𝑥۱,… , 𝑥𝑛)

= 𝑦 + 𝑥,

■ است. برقرار 𝐅 در جمع معمول جابە جایی خاصیت بە دلیل سوم تساوی و برقرارند 𝐅𝑛 در جمع تعریف بە دلیل بالا چهارم و دوم تساوی  آن ، در که

با حرف همان اغلب شود، استفاده 𝐅𝑛 از عضو ͷی نمایش برای تک حرف ͷی از اگر

مثال، برای باشد. ضروری مختصات نمایش که ͬ رود م کار به زمانͬ مناسب، زیرنویس های

که همان  طور است، مناسبی نمادگذاری (𝑥۱,… , 𝑥𝑛) بە صورت 𝑥 نوشتن آن گاه ،𝑥 ∈ 𝐅𝑛 اگر

نوشتن از امͺان، درصورت و کنید کار 𝑥 با تنها که است آن بهتر حتͬ شد. دیده بالا اثبات در

نمایید. پرهیز صریح مختصات

است. اثبات» «پایان مفهوم به ■ علامت

۰ نماد: ۱۵ .۱

هستند: صفر همه آن مختصات که بͽیرید 𝑛 طول به لیستͬ نشان دهندۀ را ۰

۰ = (۰,… , ۰).
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نماد بالا، معادلۀ چپ سمت کردە ایم–در استفاده متفاوت شیوۀ دو به ۰ نماد از اینجا در

سمت در ͬ  که درحال ͬ شود، م محسوب 𝐅𝑛 از عضوی که است 𝑛 طول به لیستͬ نشان  دهندۀ ۰

عمل در برسد، نظر به گیج کننده است ممͺن که روش این است. عدد ͷی نمایانگر ۰ هر راست،

داد. تشخیص را ۰ از منظور ͬ توان م همواره متن، به توجه با چراکه ͬ کند، نم ایجاد مشͺلͬ

است نظر مد ۰ کدام که ͬ کند م مشخص متن مثال: ۱۶ .۱

است: 𝐅𝑛 در جمع همانͬ عضو ͷی ۰ که کنید توجه گزاره این به

𝑥 + ۰ = 𝑥 𝑥 ∈ 𝐅𝑛 هر .برای

از عضو ͷی جمع زیرا ،۰ عدد نه و شد تعریف ۱۵ .۱ در که است لیستͬ همان ۰ اینجا در
نکردە ایم. تعریف را ۰ عدد با (𝑥 (یعنͬ 𝐅𝑛

یا نقطە ها بە عنوان ͬ توان م را 𝐑۲ عضوهای
گرفت. نظر در بردارها

زیرا ͬ کنیم، م ترسیم 𝐑۲ فضای در را تصاویر ما کند. ͷکم شهودی درک به ͬ تواند م تصویر

عضو ͷی کرد. ترسیم رایانه صفحە نمایش و کاغذ مانند دوبعدی سطوح روی را فضا این ͬ توان م

بە  عنوان بلͺه نقطه، ͷی بە  عنوان نه 𝑣 به اوقات گاهͬ است. 𝑣 = (𝑎, 𝑏) نقطۀ  ،𝐑۲ از معمولͬ

اینجا در که همان  گونه ͬ کنیم، م نگاه ͬ شود م ختم (𝑎, 𝑏) نقطۀ به و آغاز مبدأ از که پیͺان ͷی

آن به ͬ گیریم، م نظر در پیͺان بە صورت را 𝐑۲ از عضو ͷی که زمانͬ است. شده داده نمایش

ͬ گوییم. م بردار

با موازی بە صورت را پیͺان آن ͬ توان م ͬ کنیم، م تصور پیͺان بە صورت 𝐑۲ در را بردارها وقتͬ

با گرفت. نظر در یͺسانͬ بردار را آن همچنان و جهت) و طول تغییر (بدون کرد جابە جا خودش

بردار خود به تنها و بͽذاریم کنار را مختصات صریح ذکر و مختصات محورهای اگر دیدگاه، این

دو است. شده داده نشان شͺل در که همان طوری ͬ شود، م حاصل بهتری درک اغلب کنیم، فکر

بە  عنوان را آن ها بنابراین، دارند، یͺسانͬ جهت و طول شدە اند، داده نمایش اینجا در که پیͺانͬ

ͬ گیریم. م نظر در یͺسانͬ بردار

بردار ͷی

یاد به ͬ کنیم، م استفاده بردارها و نقطە ها مبهم نسبتا زبان از یا 𝐑۲ در تصاویر از که زمان هر

که  ͬ واقع ریاضیات جایͽزین و هستند ما درک به ͷکم برای ابزارهایی تنها این ها که باشید داشته

کنیم، رسم مناسبی تصویر بالا، بعد با فضاهای در ͬ توانیم نم گرچه نیستند. داد، خواهیم توسعه

شدە اند. تعریف دقیق بە  صورت 𝐑۲ عضوهای به اندازۀ فضاها این عضوهای اما

بە  عنوان آن از اتفاقͬ بە  طور ͬ توانیم م و است 𝐑۵ از عضوی (۲, −۳, ۱۷, 𝜋,√۲) مثال، برای

برای ͬͺفیزی معنای بودن دارا نگران آن که بدون کنیم، یاد 𝐑۵ در بردار ͷی یا 𝐑۵ در نقطه ͷی

باشیم. 𝐑۵ هندسۀ

متغیر هزاران شامل ͬ توانند م اقتصاد ریاضͬ مدل های
که است معنͬ این به (𝑥۱,… , 𝑥۵۰۰۰) مثلا باشند،

را فضایی چنین کنیم. کار 𝐑۵۰۰۰ فضای در باید
با این حال، کرد. تجسم هندسͬ بە  صورت ͬ توان نم

دلیل، همین به ͬ کند. م عمل خوبی به جبری رویͺرد
ͬ شود. م نامیده خطͬ جبر ما موضوع

از که کردیم تعریف 𝐅𝑛 از عضوی بە شͺل را 𝐅𝑛 از عضو دو حاصل جمع که آورید یاد به

حالت در جمع که دید خواهیم اکنون ببینید. را ۱۳ .۱ ͬ شود؛ م حاصل متناظر مختصات جمع

دارد. سادە ای هندسͬ تفسیر ،𝐑۲ خاص

را 𝑣 بردار کنیم. جمع هم با را آن ها ͬ خواهیم م که داریم 𝐑۲ در 𝑣 و 𝑢 بردار دو کنید فرض

منطبق 𝑢 بردار پایان نقطه بر آن آغاز نقطۀ که بە  طوری دهید، حرکت خودش با موازی بە  صورت

نقطۀ که بود خواهد برداری ،𝑢+𝑣 جمع آن گاه است. شده داده نشان اینجا در که همان  طور شود،

نشان که همان گونه است، 𝑣 بردار پایان نقطۀ همان آن، پایان نقطۀ و 𝑢 آغاز نقطۀ همان آن، آغاز

است. شده داده
بردار دو حاصل جمع
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است. ۰ ∈ 𝐅𝑛 لیست نمایش دادە شده، معادلۀ راست سمت در ۰ بعدی، تعریف در

−𝑥 ،𝐅𝑛 در جمع وارون تعریف: ۱۷ .۱

است، −𝑥 ∈ 𝐅𝑛 بردار ͬ شود، م داده نشان −𝑥 با که 𝑥 جمع وارون ،𝑥 ∈ 𝐅𝑛 برای
که بە طوری

𝑥 + (−𝑥) = ۰.
.−𝑥 = (−𝑥۱,… ,−𝑥𝑛) آن گاه ،𝑥 = (𝑥۱,… , 𝑥𝑛) اگر نتیجه در

بعضا نمایش دادە شده»، «معادلۀ از منظور مترجمان:
بدون  معادلۀ به اشاره معادله، موقعیت ذکر با همراه

کرده اشغال را مستقل خط ͷی که دارد شمارە ای
.۱۷ .۱ تعریف در 𝑥 + (−𝑥) = ۰ مانند است،

آن جمع وارون و بردار ͷی

روبە رو شͺل است. مخالف جهت در اما طول، همان با برداری ،𝐑۲ در بردار ͷی جمع وارون

−𝑥 با که برداری ͬ بینید، م که همان طور ͬ دهد. م نشان 𝐑۲ در را جمع وارون به نگرش نوع این

ͬ باشد. م مخالف جهت در اما دارد، 𝑥 بردار با برابر طولͬ شده، نام گذاری

𝐅𝑛 در را ضرب ͬ توانستیم م ͬ پردازیم. م ضرب به اکنون ،𝐅𝑛 در جمع به پرداختن پس از

ضرب با 𝐅𝑛 از دیͽری عضو آوردن دست به و 𝐅𝑛 از عضو دو از شروع با مشابهͬ، بە  صورت

نیست. مفید ما اهداف برای تعریف این که ͬ دهد م نشان تجربه کنیم. تعریف متناظر مختصات

بە  ویژه دارد. مرکزی نقش ما موضوع در ͬ شود، م نامیده اسͺالر ضرب که ضرب از دیͽری نوع

کنیم. تعریف را 𝐅 از عضو ͷی در 𝐅𝑛 از عضو ͷی ضرب معنای داریم نیاز

𝐅𝑛 در اسͺالر ضرب تعریف: ۱۸ .۱

ͬ شود: م محاسبه 𝜆 در بردار مختص هر ضرب با ،𝐅𝑛 از بردار ͷی و 𝜆 عدد حاصل ضرب

𝜆(𝑥۱,… , 𝑥𝑛) = (𝜆𝑥۱,… , 𝜆𝑥𝑛);

.(𝑥۱,… , 𝑥𝑛) ∈ 𝐅𝑛 و 𝜆 ∈ 𝐅 آن در که

بردار ͷی در را اسͺالر ͷی ،𝐅𝑛 در اسͺالر ضرب
برخلاف است. بردار ͷی آن، حاصل و ͬ کند م ضرب
هم در را بردار دو ،𝐑۳ یا 𝐑۲ در که داخلͬ ضرب

است. اسͺالر ͷی آن حاصل و ͬ کند م ضرب
پیدا اهمیت ۶ فصل در داخلͬ ضرب تعمیم های

ͬ کنند. م

اسͺالر ضرب

برداری 𝜆𝑥 آن گاه ،𝑥 ∈ 𝐑۲ و 𝜆 > ۰ اگر دارد. زیبایی هندسͬ تفسیر ،𝐑۲ در اسͺالر ضرب

برای دیͽر، بیان به .𝑥 طول برابر 𝜆 با است برابر آن طول و است 𝑥 جهت همان در که است

یا کرده فشرده ،𝜆 > ۱ یا 𝜆 < ۱ اینکه به بسته ،𝜆 ضریب با را 𝑥 بردار ،𝜆𝑥 آوردن به دست

ͬ کشیم. م

آن طول و دارد قرار 𝑥 مخالف جهت در که است برداری 𝜆𝑥 آن گاه ،𝑥 ∈ 𝐑۲ و 𝜆 < ۰ اگر

است. شده داده نشان شͺل در که همان طور است، 𝑥 طول برابر |𝜆| با برابر

میدان ها بر مروری

عمل های همراه به ،۱ و ۰ نام های به متمایز عضو دو حداقل دارای است مجموعە ای میدان، ͷی

𝐂 و 𝐑 بنابراین، ͬ کند. م تبعیت ۳ .۱ در شده فهرست خاصیت های همۀ از که ضرب و جمع

میدان ͷی ضرب و جمع معمول عمل های با گویا عددهای مجموعۀ که همچنان  هستند، میدان

با ضرب، و جمع معمول عمل های با است {۱, ۰} مجموعۀ میدان، ͷی از دیͽری مثال است.

ͬ شود. م تعریف ۰ با برابر ۱+ ۱ که تفاوت این

تعریف ها، از بسیاری با این حال، بود. نخواهیم مواجه 𝐂 و 𝐑 جز میدانͬ با کتاب این در

برای تغییر بدون ͬ شوند، م بیان 𝐂 و 𝐑 میدان های برای خطͬ جبر در که اثبات هایی و قضیە ها

فصل های (بە  جز کتاب این بخش های بیشتر در باشید، مایل اگر برقرارند. نیز دل خواه میدان های

میدان ͷی برای نمادی بە عنوان را 𝐅 ͬ توانید م ͬ پردازند)، م داخلͬ ضرب فضاهای به که ۷ و ۶

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



𝐂𝑛 و 𝐑𝑛 ۱ −۱۹

ضرب به مربوط فصل های (بە  جز نتایجͬ برای .𝐂 یا 𝐑 برای نە تنها بͽیرید، نظر در دل خواه

فرض این با را فرض آن ͬ توانید م احتمالا است، 𝐂 همان 𝐅 که شده فرض آن ها در که داخلͬ)

با غیرثابت چندجملە ای هر که معنͬ این به است، بسته جبری میدان ͷی 𝐅 که کنید مانندجایͽزین است، ۰ درجۀ از ثابت چندجملە ای مترجمان:
از چند جملە ای به غیرثابت، چندجملە  ای .𝑝(𝑥) = 𝑐

ͬ شود. م اتلاق بالاتر یا ۱ درجۀ که دارند نیاز ۳ −۱ بخش از ۱۳ تمرین مانند نتایج، برخͬ است. ریشه ͷی دارای ،𝐅 در ضرایب

باشد. برقرار 𝐅 میدان در ۱+ ۱ ≠ ۰ رابطۀ

۱ −۱ تمرین های

.𝛼 + 𝛽 = 𝛽 + 𝛼 داریم 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐂 هر برای دهید نشان ۱
.(𝛼 + 𝛽) + 𝜆 = 𝛼 + (𝛽 + 𝜆) داریم 𝛼, 𝛽, 𝜆 ∈ 𝐂 هر برای دهید نشان ۲

.(𝛼𝛽)𝜆 = 𝛼(𝛽𝜆) داریم 𝛼, 𝛽, 𝜆 ∈ 𝐂 هر برای دهید نشان ۳
.𝜆(𝛼 + 𝛽) = 𝜆𝛼 + 𝜆𝛽 داریم 𝛼, 𝛽, 𝜆 ∈ 𝐂 هر برای دهید نشان ۴

.𝛼 + 𝛽 = ۰ که بە طوری دارد، وجود یͺتا  𝛽 ∈ 𝐂 ͷی ،𝛼 ∈ 𝐂 هر برای دهید نشان ۵
.𝛼𝛽 = ۱ که بە طوری دارد، وجود یͺتا  𝛽 ∈ 𝐂 ͷی ،𝛼 ≠ ۰ که ،𝛼 ∈ 𝐂 هر برای دهید نشان ۶

دهید نشان ۷
−۱+√

۳𝑖
۲

است). ۱ با برابر آن سوم توان (یعنͬ است ۱ از سومͬ ریشۀ
کنید. پیدا را 𝑖 متمایز دوم ریشۀ دو ۸
که بە طوری کنید، پیدا را 𝑥 ∈ 𝐑۴ ۹

(۴, −۳, ۱, ۷) + ۲𝑥 = (۵, ۹, −۶, ۸).
که بە طوری ندارد، وجود 𝜆 ∈ 𝐂 ͷی چرا دهید توضیح ۱۰

𝜆(۲− ۳𝑖, ۵+ ۴𝑖, −۶+ ۷𝑖) = (۱۲− ۵𝑖, ۷+ ۲۲𝑖, −۳۲− ۹𝑖).

.(𝑥 + 𝑦) + 𝑧 = 𝑥 + (𝑦 + 𝑧) داریم 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐅𝑛 هر برای دهید نشان ۱۱
.(𝑎𝑏)𝑥 = 𝑎(𝑏𝑥) داریم 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐅 هر برای و 𝑥 ∈ 𝐅𝑛 هر برای دهید نشان ۱۲

.۱𝑥 = 𝑥 داریم 𝑥 ∈ 𝐅𝑛 هر برای دهید نشان ۱۳
.𝜆(𝑥 + 𝑦) = 𝜆𝑥 + 𝜆𝑦 داریم 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐅𝑛 هر برای و 𝜆 ∈ 𝐅 هر برای دهید نشان ۱۴

.(𝑎 + 𝑏)𝑥 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑥 داریم 𝑥 ∈ 𝐅𝑛 هر برای و 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐅 هر برای دهید نشان ۱۵

چند ،ͷی بعلاوۀ ،ͷی بعلاوۀ ،ͷی بعلاوۀ ،ͷی بعلاوۀ ،ͷی بعلاوۀ ،ͷی بعلاوۀ ،ͷی بعلاوۀ ،ͷی بعلاوۀ ،ͷی بعلاوۀ ͷی» پرسید. سفید ملͺه بزنͬ؟»، جمع «بلدی
رفت.» در دستم از حسابش ͬ دونم، «نم گفت: آلیس ͬ شه؟» م

(Ⅼewis Ⅽarroⅼⅼ) کارول لوئیس ، آینه –آن  سوی

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



برداری فضاهای ۱ ۱۰

برداری فضای تعریف ۲ −۱

ͬ شود: م ناشͬ 𝐅𝑛 در اسͺالر ضرب و جمع خاصیت های از برداری فضای ͷی تعریف انگیزۀ

است. جمع وارون دارای عضو هر است. همانͬ عضو دارای و شرکت پذیر جابە جا یی، جمع

و جمع ͬ کند. م عمل انتظار طبق ،۱ عدد در اسͺالر ضرب است. شرکت پذیر اسͺالر ضرب

هستند. مرتبط یͺدیͽر به توزیع پذیری خاصیت توسط اسͺالر ضرب

ضرب و جمع عمل های دارای که ͬ کنیم م تعریف 𝑉 مانند مجموعە ای را برداری فضای ͷی ما

صدق کند. آمد، بالا پاراگراف در که خاصیت هایی در و باشد 𝑉 روی بر اسͺالر

اسͺالر ضرب جمع، تعریف: ۱۹ .۱

عضو زوج هر به را 𝑢 + 𝑣 ∈ 𝑉 عضو ͷی که است تابعͬ ،𝑉 مجموعۀ روی جمع ●

ͬ دهد. م نسبت 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉
𝜆 ∈ 𝐅 هر به را 𝜆𝑉 ∈ 𝑉 عضو ͷی که است تابعͬ ،𝑉 مجموعۀ روی اسͺالر ضرب ●

ͬ دهد. م نسبت 𝑣 ∈ 𝑉 هر و

آمادە ایم. برداری فضای رسمͬ تعریف ارائه برای اکنون

برداری فضای تعریف: ۲۰ .۱

اسͺالر ضرب عمل و 𝑉 روی جمع عمل بە همراه است، 𝑉 مانند مجموعە ای ، برداری فضای
باشند. برقرار زیر خاصیت های که بە طوری ،𝑉 روی

جابە جایی خاصیت
.𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای ،𝑢 + 𝑣 = 𝑣 + 𝑢

شرکت پذیری
برای و 𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ 𝑉 هر برای ،(𝑎𝑏)𝑣 = 𝑎(𝑏𝑣) و (𝑢 + 𝑣) + 𝑤 = 𝑢 + (𝑣 + 𝑤)

.𝑎, 𝑏 ∈ 𝐅 هر
جمع همانͬ

.𝑣 ∈ 𝑉 هر برای ،𝑣 + ۰ = 𝑣 که بە طوری دارد، وجود ۰ ∈ 𝑉 عضو ͷی
جمع وارون

.𝑣 + 𝑤 = ۰ که بە طوری ،𝑤 ∈ 𝑉 دارد وجود ،𝑣 ∈ 𝑉 هر برای
ضرب همانͬ

.𝑣 ∈ 𝑉 هر برای ،۱𝑣 = 𝑣
توزیع پذیری خاصیت های

.𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 هر و 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐅 هر برای ،(𝑎+𝑏)𝑣 = 𝑎𝑣+𝑏𝑣 و 𝑎(𝑢+𝑣) = 𝑎𝑢+𝑎𝑣

ͬ کند. م ͷکم ما شهودی درک به زیر هندسͬ زبان گاهͬ

نقطه بردار، تعریف: ۲۱ .۱

ͬ نامیم. م برداری فضای ͷی عضوهای را، نقطە ها یا بردارها

دقیق بخواهیم اگر بنابراین، است. وابسته 𝐅 میدان به برداری، فضای ͷی در اسͺالر ضرب

ͷی 𝑉 بͽوییم صرفا آنکه بە  جای است، 𝐅 روی برداری فضای ͷی 𝑉 ͬ گوییم م کنیم، صحبت

برداری فضای ͷی 𝐂𝑛 و است 𝐑 روی برداری فضای ͷی 𝐑𝑛 مثال، برای است. برداری فضای

است. 𝐂 روی

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



برداری فضای تعریف ۲ −۱۱۱

مختلط برداری فضای حقیقͬ، برداری فضای تعریف: ۲۲ .۱

ͬ نامند. م حقیقͬ برداری فضای را، 𝐑 روی برداری فضای ͷی ●

ͬ نامند. م مختلط برداری فضای را، 𝐂 روی برداری فضای ͷی ●

ͬ کنیم م فرض اغلب ازاین رو ندارد. اهمیتͬ یا است، فهم قابل متن از یا ،𝐅 انتخاب معمولا

کنیم. اشاره آن به مشخص بە  طور آنکه بدون دارد، حضور پس زمینه در 𝐅 که

شامل تنها که است {۰} برداری، فضای سادە ترین
است. نقطه ͷی

باید خود که است، 𝐅 روی برداری فضای ͷی 𝐅𝑛 اسͺالر، ضرب و جمع معمول عمل های با

شد. برداری فضای تعریف برای ما انگیزۀ ،𝐅𝑛 مثال کنید. بررسͬ

𝐅∞ مثال: ۲۳ .۱

ͬ شود: م تعریف 𝐅 عضوهای دنبالە های همۀ مجموعۀ بە صورت 𝐅∞

𝐅∞ = {(𝑥۱, 𝑥۲,… ) ∶ 𝑥𝑘 ∈ 𝐅 𝑘 = ۱, ۲,… .{برای

ͬ شوند: م تعریف ͬ رود، م انتظار که همان گونه ،𝐅∞ روی اسͺالر ضرب و جمع

(𝑥۱, 𝑥۲,…) + (𝑦۱, 𝑦۲,…) = (𝑥۱ + 𝑦۱, 𝑥۲ + 𝑦۲,…),
𝜆(𝑥۱, 𝑥۲,…) = (𝜆𝑥۱, 𝜆𝑥۲,…).

کنید. بررسͬ باید خود که ͬ شود م 𝐅 روی برداری فضای ͷی به تبدیل 𝐅∞ تعریف ها، این با
ͬ باشد. م ۰ها همۀ دنبالۀ برداری، فضای این در جمع همانͬ

است. توابع از مجموعە ای شامل برداری، فضای از ما بعدی مثال

است. مجموعه معنͬ به set مخفف 𝑆 مترجمان: 𝐅𝑆 نماد: ۲۴ .۱

است. 𝐅 به 𝑆 از توابع مجموعۀ نشان دهندۀ 𝐅𝑆 آن گاه باشد، مجموعه ͷی 𝑆 اگر ●

بە صورت 𝑥 ∈ 𝑆 هر برای که است تابعͬ ،𝑓+𝑔 ∈ 𝐅𝑆 حاصل جمع ،𝑓, 𝑔 ∈ 𝐅𝑆 برای ●

ͬ شود: م تعریف زیر
(𝑓 + 𝑔)(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥).

𝑥 ∈ 𝑆 هر برای که است تابعͬ ،𝜆𝑓 ∈ 𝐅𝑆 حاصل ضرب  ،𝑓 ∈ 𝐅𝑆 و 𝜆 ∈ 𝐅 برای ●

ͬ شود: م تعریف زیر بە صورت

(𝜆𝑓)(𝑥) = 𝜆𝑓(𝑥).

مجموعۀ 𝐑[۰,۱] آن گاه باشد، 𝐅 = 𝐑 و [۰, ۱] بازۀ 𝑆 اگر بالا، نمادگذاری از مثالͬ بە عنوان

است. [۰, ۱] بازۀ روی ͬ مقدار حقیق توابع

کنید. بررسͬ باید خود را بعدی مثال مورد سه هر

است برداری فضای ͷی 𝐅𝑆 مثال: ۲۵ .۱

طبق اسͺالر ضرب و جمع عمل های (با 𝐅𝑆 آن گاه باشد، ناتهͬ مجموعۀ ͷی 𝑆 اگر ●

است. 𝐅 روی برداری فضای ͷی بالا)، تعریف 
بە صورت ،𝑥 ∈ 𝑆 هر برای که است ۰ ∶ 𝑆 → 𝐅 تابع ،𝐅𝑆 جمع همانͬ ●

۰(𝑥) = ۰

ͬ شود. م تعریف
بە صورت 𝑥 ∈ 𝑆 هر برای که است −𝑓 ∶ 𝑆 → 𝐅 تابع ،𝑓 جمع وارون ،𝑓 ∈ 𝐅𝑆 برای ●

(−𝑓)(𝑥) = −𝑓(𝑥)

ͬ شود. م تعریف

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



برداری فضاهای ۱ ۱۲

(𝑥۱,… , 𝑥𝑛) ∈ 𝐅𝑛 هر زیرا است، 𝐅𝑆 برداری فضای از خاصͬ حالت ،𝐅𝑛 برداری فضای

𝑥(𝑘) که صورت این به کرد، فرض 𝐅 به {۱, ۲,… , 𝑛} مجموعۀ از 𝑥 تابع بە  صورت ͬ توان م را

بە صورت را 𝐅𝑛 ͬ توان م دیͽر، به بیان بنویسیم. (𝑥۱,… , 𝑥𝑛) از 𝑘ام مختص برای 𝑥𝑘 بە جای را

کرد. فرض 𝐅{۱,۲,…} بە  صورت را 𝐅∞ ͬ توان م مشابه، بە  طور گرفت. نظر در 𝐅{۱,۲,…,𝑛}

بلͺه نیستند، لیست  𝐑[۰,۱] برداری فضای عضوهای
فضای هستند. [۰, ۱] بازۀ روی ͬ مقدار حقیق توابع

که است انتزاعͬ ساختار ͷی کلͬ بە طور برداری
اشیای یا توابع، لیست ها، است ممͺن آن عضوهای

باشند. نامتعارف

خاصیت های برخͬ است لازم ابتدا اما دید، خواهیم برداری فضاهای از بیشتری مثال های بە زودی

کنیم. بررسͬ را برداری فضاهای اولیۀ

این که ͬ کند م بیان بعدی نتیجۀ است. جمع همانͬ داشتن مستلزم برداری فضای تعریف

ͬ باشد. م یͺتا همانͬ،

یͺتا جمع همانͬ ۲۶ .۱

ͬ باشد. م یͺتا جمع همانͬ دارای برداری فضای ͷی

آن گاه باشند. 𝑉 برداری فضای ͷی برای جمع همانͬ عضو دو، هر ،۰′ و ۰ کنید فرض اثبات

۰′ = ۰′ + ۰ = ۰+ ۰′ = ۰,

۰′ چون است، برقرار سوم تساوی و است جابە جایی خاصیت نتیجۀ دوم تساوی است، جمع همانͬ ͷی ۰ چون است، برقرار اول تساوی آن، در که

■ است. جمع همانͬ ͷی دارای تنها 𝑉 که ͬ شود م ثابت و ۰′ = ۰ نتیجه در است. جمع همانͬ ͷی

برداری، فضای در 𝑤 عضو ͷی است، جمع وارون ͷی دارای برداری فضای ͷی در 𝑣 عضو هر

ͷی تنها برداری، فضای ͷی عضو هر که ͬ دهد م نشان بعدی نتیجۀ .𝑣 + 𝑤 = ۰ بە  طوری که

دارد. جمع وارون

یͺتا جمع وارون ۲۷ .۱

ͬ باشد. م یͺتا جمع وارون ͷی دارای برداری، فضای ͷی در عضو هر

آن گاه باشند. 𝑣 جمع وارون های 𝑤′ و 𝑤 کنید فرض .𝑣 ∈ 𝑉 و است برداری فضای ͷی 𝑉 کنید فرض اثبات

𝑤 = 𝑤+ ۰ = 𝑤+ (𝑣 + 𝑤′) = (𝑤 + 𝑣) + 𝑤′ = ۰+𝑤′ = 𝑤′.

■ است. مطلوب چنان که ،𝑤 = 𝑤′ بنابراین

ͬ کنند. م پیدا معنͬ زیر نمادگذاری های اکنون هستند، یͺتا جمع وارون های چون

𝑤 − 𝑣 ،−𝑣 نماد: ۲۸ .۱

آن گاه .𝑣, 𝑤 ∈ 𝑉 کنید فرض
است؛ 𝑣 جمع وارون نشان دهندۀ −𝑣 ●

ͬ شود. م تعریف 𝑤 + (−𝑣) بە صورت 𝑤 − 𝑣 ●

مͺرر بیان از خودداری برای دارند. سروکار برداری فضای نوعͬ با کتاب این نتایج همۀ تقریبا

ابراز را ضرورت این همیشه، برای و یͷ بار اکنون است، برداری فضای ͷی 𝑉 که موضوع این

ͬ کنیم. م

𝑉 نماد: ۲۹ .۱

است. 𝐅 روی برداری فضای ͷی نشان دهندۀ 𝑉 کتاب، این باقͬ در

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



برداری فضای تعریف ۲ −۱۱۳

سمت در و است (۰ ∈ 𝐅 عدد (یعنͬ اسͺالر ͷی معادله، چپ سمت در ۰ بعدی، نتیجۀ در

ͬ دهد. م نمایش را (𝑉 جمع همانͬ (یعنͬ بردار ͷی معادله، راست

بردار ͷی ضرب در ۰ عدد ۳۰ .۱

.۰𝑣 = ۰ داریم 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای

داریم 𝑣 ∈ 𝑉 برای اثبات

۰𝑣 = (۰+ ۰)𝑣 = ۰𝑣 + ۰𝑣.

■ است. مطلوب چنان که ͬ دهد، م دست به را ۰ = ۰𝑣 بالا، معادلۀ طرف دو به ۰𝑣 جمع وارون کردن اضافه

و 𝑉 جمع همانͬ شامل ۳۰ .۱ در ارائه شده نتیجۀ
فضای تعریف از بخشͬ تنها است. اسͺالر ضرب
هم به را اسͺالر ضرب و برداری جمع که برداری

بنابراین، است. توزیع پذیری خاصیت ͬ سازد، م مرتبط
استفاده توزیع پذیری خاصیت از باید ۳۰ .۱ اثبات در

شود.

هستند، مشابه آن ها اثبات های هرچند است. 𝑉 جمع همانͬ نشان دهندۀ ۰ بعدی، نتیجۀ در

۰ اسͺالر حاصل ضرب که ͬ کند م بیان ۳۰ .۱ دقیق تر، بە طور نیستند. یͺسان ۳۱ .۱ و ۳۰ .۱ ولͬ

در اسͺالری هر حاصل ضرب که ͬ کند م بیان ۳۱ .۱ ͬ  که درحال است، ۰ بردار با برابر بردار، هر در

است. ۰ بردار با برابر ۰ بردار

۰ بردار ضرب در عدد ͷی ۳۱ .۱

.𝑎۰ = ۰ داریم ،𝑎 ∈ 𝐅 هر برای

داریم ،𝑎 ∈ 𝐅 برای اثبات

𝑎۰ = 𝑎(۰+ ۰) = 𝑎۰+ 𝑎۰.

■ است. مطلوب چنان که ͬ دهد، م دست به را ۰ = 𝑎۰ بالا، معادلۀ طرف دو به 𝑎۰ جمع وارون کردن اضافه با

وارون آن، حاصل شود، ضرب −۱ اسͺالر عدد در 𝑉 از عضو ͷی اگر که ͬ دهیم م نشان اکنون

بود. خواهد 𝑉 عضو آن جمع

بردار ͷی ضرب در −۱ عدد ۳۲ .۱

.(−۱)𝑣 = −𝑣 داریم ،𝑣 ∈ 𝑉 هر برای

داریم 𝑣 ∈ 𝑉 برای اثبات

𝑣 + (−۱)𝑣 = ۱𝑣 + (−۱)𝑣 = (۱+ (−۱))𝑣 = ۰𝑣 = ۰.

مطلوب چنان که است، 𝑣 جمع وارون (−۱)𝑣 نتیجه؛ در ͬ دهد. م دست به را ۰ شود، جمع 𝑣 با که درصورتͬ (−۱)𝑣 که ͬ دهد م نشان معادله این

■ است.

۲ −۱ تمرین های

.−(−𝑣) = 𝑣 داریم 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای کنید ثابت ۱
.𝑣 = ۰ یا 𝑎 = ۰ کنید ثابت .𝑎𝑣 = ۰ و 𝑣 ∈ 𝑉 ،𝑎 ∈ 𝐅 کنید فرض ۲

.𝑣 + ۳𝑥 = 𝑤 که بە طوری دارد، وجود یͺتا 𝑥 ∈ 𝑉 ͷی چرا دهید نشان .𝑣, 𝑤 ∈ 𝑉 کنید فرض ۳
خاصیت آن .(۲۰ .۱) نیست صادق تهͬ مجموعۀ برای برداری فضای تعریف الزامات از ͬͺی تنها نیست. برداری فضای ͷی تهͬ، مجموعۀ ۴

است؟ کدام
شرط با ͬ توان م را جمع وارون شرط ،(۲۰ .۱) برداری فضای ͷی تعریف در دهید نشان ۵

۰𝑣 = ۰ 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



برداری فضاهای ۱ ۱۴

است. 𝑉 جمع همانͬ راست، سمت ۰ و است ۰ عدد چپ، سمت ۰ اینجا در کرد. جایͽزین

شرط جایͽزینͬ درصورت ͬ کنند، م صدق تعریف در که اشیائͬ گردایۀ که است معنͬ این به شود» جایͽزین ͬ تواند م شرط ͷی» عبارت تعریف، ͷی در
ͬ ماند. م باقͬ تغییر بدون جدید، شرط با اصلͬ

𝐑 ∪ {∞,−∞} روی را اسͺالر ضرب و جمع ͷی نیستند. 𝐑 در ͷهیچ ی که باشند متمایز شͬء دو نشان دهندۀ ،−∞ و ∞ کنید فرض ۶
،𝑡 ∈ 𝐑 برای و باشند معمول طبق حقیقͬ عدد دو ضرب و حاصل جمع بە ویژه، باشد. حدس قابل نمادگذاری از که بە طوری کنید، تعریف

ͬ کنیم: م تعریف

𝑡∞ =
⎧{{
⎨{{⎩

−∞ 𝑡 < ۰ ,اگر
۰ 𝑡 = ۰ ,اگر
∞ 𝑡 > ۰ ,اگر

𝑡(−∞) =
⎧{{
⎨{{⎩

∞ 𝑡 < ۰ ,اگر
۰ 𝑡 = ۰ ,اگر
−∞ 𝑡 > ۰ ,اگر

و

𝑡 +∞ = ∞+ 𝑡 = ∞+∞ = ∞,
𝑡 + (−∞) = (−∞) + 𝑡 = (−∞) + (−∞) = −∞,

∞+ (−∞) = (−∞) +∞ = ۰.

دهید. توضیح است؟ 𝐑 روی برداری میدان ͷی 𝐑 ∪ {∞,−∞} آیا اسͺالر، ضرب و جمع عمل های این با
روی طبیعͬ اسͺالر ضرب و جمع ͷی باشد. 𝑉 به 𝑆 از توابع مجموعۀ نشان دهندۀ 𝑉 𝑆 کنید فرض باشد. ناتهͬ مجموعۀ ͷی 𝑆 کنید فرض ۷

است. برداری فضای ͷی تعریف ها، این طبق 𝑉 𝑆 دهید نشان و کنید تعریف 𝑉 𝑆

است. حقیقͬ برداری فضای ͷی 𝑉 کنید فرض ۸
،𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 آن در که است (𝑢, 𝑣) مرتب زوج ͷی ،𝑉𝐂 از عضو ͷی است. 𝑉 ×𝑉 با برابر ͬ شود، م داده نمایش 𝑉𝐂 با که 𝑉 مختلط سازی ●

ͬ نویسیم. م 𝑢 + 𝑖𝑣 بە صورت را آن ولͬ
ͬ شود: م تعریف زیر بە صورت 𝑢۱, 𝑣۱, 𝑢۲, 𝑣۲ ∈ 𝑉 هر برای 𝑉𝐂 روی جمع ●

(𝑢۱ + 𝑖𝑣۱) + (𝑢۲ + 𝑖𝑣۲) = (𝑢۱ + 𝑢۲) + 𝑖(𝑣۱ + 𝑣۲).

ͬ شود: م تعریف زیر بە صورت ،𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 هر و 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐑 هر برای 𝑉𝐂 روی مختلط اسͺالر ضرب ●

(𝑎 + 𝑏𝑖)(𝑢 + 𝑖𝑣) = (𝑎𝑢 − 𝑏𝑣) + 𝑖(𝑎𝑣 + 𝑏𝑢).

است. مختلط برداری فضای ͷی 𝑉𝐂 بالا، بە صورت اسͺالر ضرب و جمع تعریف های با کنید ثابت

𝐂𝑛 ساخت تعمیم بە عنوان ͬ توان م را 𝑉 𝑉𝐂 از ساخت آن گاه بͽیرید. نظر در 𝑢 + 𝑖۰ با 𝑢 ∈ 𝑉 همانندسازی با ،𝑉𝐂 از زیرمجموعە ای بە عنوان را 𝑉
گرفت. نظر در 𝐑𝑛 از

است.) مختلط سازی معنͬ به ⅽoⅿpⅼexifiⅽation مخفف 𝐶 (مترجمان:

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



زیرفضاها ۳ −۱۱۵

زیرفضاها ۳ −۱

دهیم. گسترش چشم گیری بە  طور را برداری فضای مثال های ͬ توانیم م زیرفضاها، گرفتن نظر در با

زیرفضا تعریف: ۳۳ .۱

با برداری فضای ͷی نیز 𝑈 اگر ͬ شود، م نامیده 𝑉 زیرفضای ͷی ،𝑉 از 𝑈 زیرمجموعۀ ͷی
باشد. 𝑉 روی اسͺالر ضرب و جمع عمل جمع، همانͬ عضو همان

که ͬ کنند م استفاده خطͬ زیرفضای اصطلاح از برخͬ
ͬ باشد. م زیرفضا معنͬ همان به

فضای ͷی از زیرمجموعه ͷی بودن زیر فضا تشخیص برای را روش سادە ترین بعدی نتیجۀ

ͬ دهد. م ارائه برداری

زیرفضا ͷی برای شرط ها ۳۴ .۱

کند. صدق زیر شرط سه در 𝑈 اگر تنها و اگر ͬ شود، م نامیده 𝑉 زیرفضای ͷی ،𝑉 از 𝑈 زیرمجموعۀ ͷی
جمع همانͬ
.۰ ∈ 𝑈

جمع به نسبت بودن بسته
.𝑢 + 𝑤 ∈ 𝑈 آن گاه ،𝑢,𝑤 ∈ 𝑈 اگر

اسͺالر ضرب به نسبت بودن بسته
.𝑎𝑢 ∈ 𝑈 آن گاه ،𝑢 ∈ 𝑈 و 𝑎 ∈ 𝐅 اگر

ͬ کند. م صدق بالا شرط سه در برداری فضای تعریف طبق 𝑈 آن گاه باشد، 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈 اگر اثبات

جمع همانͬ که ͬ کند م تضمین اول شرط کند. صدق بالا شرط سه در 𝑈 کنید فرض برعکس،

سوم شرط است. معنادار 𝑈 روی جمع عمل که ͬ کند م تضمین دوم شرط دارد. وجود 𝑈 در 𝑉
است. معنادار 𝑈 روی اسͺالر ضرب که ͬ کند م تضمین

𝑈 در بالا سوم شرط طبق نیز است] (−۱)𝑢 با برابر ۳۲ .۱ طبق [که −𝑢 آن گاه ،𝑢 ∈ 𝑈 اگر

است. 𝑈 در جمع وارون دارای 𝑈 عضو هر نتیجه، در دارد. وجود

بزرگتر فضای در زیرا هستند، برقرار 𝑈 برای خودکار بە طور جابە جایی، خاصیت و شرکت پذیری مانند برداری، فضای تعریف قسمت های سایر

■ است. 𝑉 از زیرفضایی نتیجه در و است برداری فضای ͷی 𝑈 بنابراین برقرارند. 𝑉

بودن ناتهͬ شرط با ͬ تواند م بالا، در جمع همانͬ شرط
انتخاب با صورت این در (زیرا شود جایͽزین 𝑈

که ͬ شود م نتیجه ،۰ در آن ضرب و 𝑢 ∈ 𝑈
،𝑉 از 𝑈 زیرمجموعۀ ͷی اگر بااین حال، .(۰ ∈ 𝑈
برای راه سریع ترین معمولا باشد، زیرفضا ͷی بە واقع

دهیم نشان که است آن 𝑈 بودن ناتهͬ دادن نشان
.۰ ∈ 𝑈

𝑉 از معین زیرمجموعۀ ͷی بودن زیر فضا تا ͬ سازند م قادر را ما معمولا بالا نتیجۀ شرط سه

خود باید را بعدی مثال در موجود حͺم های همۀ دهیم. تشخیص بە سرعت ،𝑉 خود به نسبت را

کنید. بررسͬ

زیرفضاها مثال: ۳۵ .۱

آن گاه ،𝑏 ∈ 𝐅 اگر (ا)

{(𝑥۱, 𝑥۲, 𝑥۳, 𝑥۴) ∈ 𝐅۴ ∶ 𝑥۳ = ۵𝑥۴ + 𝑏}

.𝑏 = ۰ اگر تنها و اگر است، 𝐅۴ زیرفضای ͷی
است. 𝐑[۰,۱] زیرفضای ͷی ،[۰, ۱] بازۀ روی ͬ مقدار حقیق پیوستۀ توابع مجموعۀ (ب)

است. 𝐑𝐑 زیرفضای ͷی ،𝐑 روی ͬ مقدار حقیق مشتق پذیر توابع مجموعۀ (ج)
،𝑓 ′(۲) = 𝑏 که بە طوری ،(۰, ۳) بازه روی 𝑓 ͬ مقدار حقیق مشتق پذیر توابع مجموعۀ (د)

.𝑏 = ۰ اگر تنها و اگر است، 𝐑(۰,۳) زیرفضای ͷی
است. 𝐂∞ زیرفضای ͷی ،۰ حد با مختلط عددهای دنبالە های همۀ مجموعۀ (ه)

برای ͬ دهد. م نشان را حسابان از بخش هایی خطͬ ساختار زیربنای بالا، موارد از برخͬ بررسͬ

بە عنوان باشد. پیوسته پیوسته، تابع دو مجموع که است نتیجه این نیازمند بالا در (ب) بند مثال،

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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𝑐 با برابر ،𝑐𝑓 مشتق ،𝑐 ثابت ͷی برای که است نتیجه این نیازمند بالا در (د) بند دیͽر، مثالͬ

باشد. 𝑓 مشتق برابر
و است 𝑉 زیرفضای کوچͷ ترین ،{۰} مجموعۀ
مجموعۀ است. 𝑉 زیرفضای بزرگ ترین ،𝑉 خود

ͷی باید زیرفضا ͷی زیرا نیست، 𝑉 زیرفضای تهͬ،
ͷی دارای حداقل باید ازاین رو و باشد برداری فضای

جمع. همانͬ ͷی یعنͬ باشد، زیرفضاهایعضو .𝐑۲ و مبدأ شامل 𝐑۲ در خطوط همۀ ،{۰} از عبارتند دقیقا 𝐑۲ زیرفضاهای

و مبدأ شامل 𝐑۳ در صفحات همۀ مبدأ، شامل 𝐑۳ در خطوط همۀ ،{۰} از عبارتند دقیقا 𝐑۳

است این دشوار است–بخش سرراست هستند، زیرفضا بە واقع اشیا این همۀ اینکه اثبات .𝐑۳

در بیشتر ابزارهای برخͬ معرفͬ پس از هستند. 𝐑۳ و 𝐑۲ زیرفضاهای تنها این ها دهیم نشان که

بود. خواهد آسان تر امر این بعد، فصل

زیرفضاها حاصل جمع

زیرمجموعە های به نه هستیم، علاقە مند زیر فضاها به تنها معمولا برداری، فضاهای با کار هنگام

بود. خواهد مفید زیر فضاها حاصل جمع مفهوم پس دل خواه.

ͬ باشد م زیر فضا ͷی خود بە  ندرت زیر فضاها، اجتماع
بە  جای معمولا دلیل، همین به و ببینید) را ۱۲ (تمرین

ͬ کنیم. م کار زیر فضاها حاصل جمع با اجتماع،

زیرفضاها حاصل جمع تعریف: ۳۶ .۱

با که 𝑉۱,… , 𝑉𝑚 حاصل جمع باشند. 𝑉 زیر فضاهای 𝑉۱,… , 𝑉𝑚 کنید فرض
عضوهای از ممͺن حاصل جمع های همۀ از مجموعە ای ͬ شود، م داده نمایش 𝑉۱+⋯+𝑉𝑚 

دقیق تر: به بیان است. 𝑉۱,… , 𝑉𝑚

𝑉۱ +⋯+ 𝑉𝑚 = {𝑣۱ +⋯+ 𝑣𝑚 ∶ 𝑣۱ ∈ 𝑉۱,… , 𝑣𝑚 ∈ 𝑉𝑚}.

کنیم. مشاهده را زیرفضاها حاصل جمع مورد در مثال چند

𝐅۳ زیرفضاهای از حاصل جمع ͷی مثال: ۳۷ .۱

با برابر آن ها سوم و دوم مختصات که است 𝐅۳ عضوهای همۀ مجموعۀ ،𝑈 کنید فرض
۰ با برابر آن ها سوم و اول مختصات که است 𝐅۳ عضوهای همۀ مجموعۀ ،𝑊 و هستند ۰

هستند:

𝑈 = {(𝑥, ۰, ۰) ∈ 𝐅۳ ∶ 𝑥 ∈ 𝐅} و 𝑊 = {(۰, 𝑦, ۰) ∈ 𝐅۳ ∶ 𝑦 ∈ 𝐅}.

آن گاه
𝑈 +𝑊 = {(𝑥, 𝑦, ۰) ∈ 𝐅۳ ∶ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐅},

نمایید. بررسͬ باید خود چنان که

𝐅۴ زیرفضاهای از حاصل جمع ͷی مثال: ۳۸ .۱

کنید فرض

𝑈 ={(𝑥, 𝑥, 𝑦, 𝑦) ∈ 𝐅۴ ∶ 𝑥, 𝑦 ∈𝐅} و 𝑊 ={(𝑥, 𝑥, 𝑥, 𝑦) ∈ 𝐅۴ ∶ 𝑥, 𝑦 ∈𝐅}.

𝐅۴ عضوهای از مجموعە ای 𝑈 گفت ͬ توان م کنیم، استفاده واژە ها از نمادها بە جای اگر
برابرند. هم با نیز چهارم و سوم مختص دو و برابرند هم با آن ها اول مختص دو که است
برابرند. هم با آن ها اول مختص سه که است 𝐅۴ عضوهای از مجموعە ای 𝑊 مشابه، بە  طور
عضو ͷی و (𝑎, 𝑎, 𝑎, 𝑏) مانند 𝑈 از نمونه عضو ͷی ،𝑈 + 𝑊 از توصیفͬ یافتن برای

داریم پس .𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝐅 آن ها در که بͽیرید نظر در را (𝑐, 𝑐, 𝑐, 𝑑) مانند 𝑊 از نمونه

(𝑎, 𝑎, 𝑏, 𝑏) + (𝑐, 𝑐, 𝑐, 𝑑) = (𝑎 + 𝑐, 𝑎 + 𝑐, 𝑏 + 𝑐, 𝑏 + 𝑑),

نتیجه در است. برابر اول مختص دو دارای 𝑈 +𝑊 از عضو هر ͬ دهد م نشان که

𝑈 +𝑊 ⊆ {(𝑥, 𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐅۴ ∶ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐅}. (۳۹ .۱)

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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آن گاه .𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐅 کنید فرض معکوس، جهت در شمول اثبات برای

(𝑥, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥, 𝑥, 𝑦, 𝑦) + (۰, ۰, ۰, 𝑧 − 𝑦),

است. 𝑊 عضو راست، سمت در دوم بردار و 𝑈 عضو راست، سمت در اول بردار آن در که
نیز معکوس جهت در ۳۹ .۱ شمول ͬ دهد م نشان که ،(𝑥, 𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝑈 + 𝑊 بنابراین

بنابراین است. برقرار

𝑈 +𝑊 = {(𝑥, 𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐅۴ ∶ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐅}

با آن ها اول مختص دو که است 𝐅۴ عضوهای از مجموعە ای 𝑈 +𝑊 که ͬ دهد م نشان و
برابرند. هم

کوچͷ ترین واقع در و است زیر فضا ͷی خود زیر فضاها، حاصل جمع که ͬ کند م بیان بعدی نتیجۀ

عامل های همۀ که زیر فضایی هر (یعنͬ ͬ گیرد م بر در را جمع عامل های همۀ که است زیر فضایی

دارد). خود در نیز را آن ها حاصل جمع حتما دارد، خود در را جمع

است آن ها شامل زیرفضای کوچͷ ترین زیرفضاها، حاصل جمع ۴۰ .۱

ͬ باشد. م 𝑉۱,… , 𝑉𝑚 شامل که است 𝑉 زیرفضای کوچͷ ترین 𝑉۱ +⋯+ 𝑉𝑚 آن گاه باشند. 𝑉 زیرفضاهای 𝑉۱,… , 𝑉𝑚 کنید فرض

بنابراین است. بسته اسͺالر ضرب و جمع عمل به نسبت و است ۰ جمع همانͬ شامل 𝑉۱ + ⋯ + 𝑉𝑚 که کند بررسͬ ͬ تواند م خواننده اثبات

باشد. 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑉۱ +⋯+ 𝑉𝑚 که ͬ کند م ایجاب ۳۴ .۱

حاصل جمع های آن، به پی بردن (برای دارند. 𝑉۱+⋯+𝑉𝑚قرار در …,𝑉۱همه , 𝑉𝑚 زیرفضا های

هر برعکس، هستند). ۰ ͬͺی بە  جز 𝑣𝑘ها همۀ آن ها، در که بͽیرید نظر در 𝑣۱ را + ⋯ + 𝑣𝑚
شامل باید زیرفضاها (زیرا است 𝑉۱+⋯+𝑉𝑚 شامل است، 𝑉۱,… , 𝑉𝑚 شامل که 𝑉 زیرفضای

کوچͷ ترین ،𝑉۱ +⋯+ 𝑉𝑚 نتیجه در باشند). خود عضوهای از متناهͬ حاصل جمع های همۀ

■ ͬ باشد. م 𝑉۱,… , 𝑉𝑚 شامل که است 𝑉 زیرفضای

با برداری، فضاهای نظریۀ در زیرفضاها حاصل جمع
قابل مجموعە ها نظریۀ در زیرمجموعە ها اجتماع
برداری فضای ͷی زیرفضای دو از است. قیاس

آن ها، شامل زیرفضای کوچͷ ترین معین،
دو از آن، با قیاس در ͬ باشد. م آن ها حاصل جمع

کوچͷ ترین معین، مجموعۀ ͷی زیرمجموعۀ
ͬ باشد. م آن ها اجتماع آن ها، شامل زیرمجموعۀ

مستقیم حاصل جمع های

بە صورت ͬ توان م را 𝑉۱ +⋯+ 𝑉𝑚 عضو هر باشند. 𝑉 زیرفضاهای ،𝑉۱,… , 𝑉𝑚 کنید فرض

𝑣۱ +⋯+ 𝑣𝑚

طریق ͷی به تنها ،𝑉۱ +⋯+𝑉𝑚 در بردار هر آن ها، در که مواردی .𝑣𝑘 ∈ 𝑉𝑘 آن در که نوشت

نام ͷی که است مهم بە قدری حالت این دارند. ویژە ای اهمیت باشد، نمایش قابل بالا بە شͺل

است. شده گرفته نظر در آن برای (⊕) ویژه نماد ͷی و مستقیم) (حاصل جمع خاص

مستقیم، مجموع مستقیم، حاصل جمع به مترجمان:
ͬ شود. م گفته هم مستقیم جمع بە اختصار، یا ⊕ مستقیم، حاصل جمع تعریف: ۴۱ .۱

باشند. 𝑉 زیرفضاهای ،𝑉۱,… , 𝑉𝑚 کنید فرض
عضو هر بتوان اگر ͬ نامند، م مستقیم حاصل جمع ͷی را 𝑉۱ + ⋯ + 𝑉𝑚 حاصل جمع ●

که نوشت، 𝑣۱ +⋯+ 𝑣𝑚 حاصل جمع بە صورت طریق ͷی به تنها را 𝑉۱ +⋯+𝑉𝑚
.𝑣𝑘 ∈ 𝑉𝑘 هر آن در

نشان دهندۀ 𝑉۱ ⊕ ⋯ ⊕ 𝑉𝑚 آن گاه باشد، مستقیم حاصل جمع 𝑉۱ + ⋯ + 𝑉𝑚 اگر ●

است. مستقیم حاصل جمع وجود بیانگر ⊕ نماد و است 𝑉۱ +⋯+ 𝑉𝑚

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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زیرفضا دو از مستقیم حاصل جمع ͷی مثال: ۴۲ .۱

۰ با برابر آن ها مختص آخرین که باشد بردارهایی آن از 𝐅۳ زیرفضای ،𝑈 کنید فرض
است: ۰ با برابر آن ها اول مختص دو که باشد بردارهایی آن از 𝐅۳ زیرفضای ،𝑊 و است

𝑈 = {(𝑥, 𝑦, ۰) ∈ 𝐅۳ ∶ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐅} و 𝑊 = {(۰, ۰, 𝑧) ∈ 𝐅۳ ∶ 𝑧 ∈ 𝐅}.

کنید. بررسͬ باید خود که ،𝐅۳ = 𝑈 ⊕𝑊 آن گاه

نمادگذاری در 𝑥 موقعیت مثال برای مترجمان:
است. دوم (۰, 𝑥, ۰,… , ۰)

زیرفضا چند از مستقیم حاصل جمع ͷی مثال: ۴۳ .۱

هستند، ۰ همه آن ها مختصات که باشد بردارهایی از 𝐅𝑛 زیرفضای ͷی 𝑉𝑘 کنید فرض
.𝑉۲ = {(۰, 𝑥, ۰,… , ۰) ∈ 𝐅𝑛 ∶ 𝑥 ∈ 𝐅} مثال، برای 𝑘ام؛ موقعیت در احتمالا بە  جز

آن گاه
𝐅𝑛 = 𝑉۱ ⊕⋯⊕ 𝑉𝑛,

کنید. بررسͬ باید خود که

.\oplus کنید تایپ ،TEX در ⊕ نمایش برای

ͬ کنند. م ͷکم ما فهم به مثال ها خود اندازۀ همان به ͬ کنند، نم صدق که مثال هایی بعضا

نیست مستقیم حاصل جمع که حاصل جمع ͷی مثال: ۴۴ .۱

کنید فرض

𝑉۱ = {(𝑥, 𝑦, ۰) ∈ 𝐅۳ ∶ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐅},
𝑉۲ = {(۰, ۰, 𝑧) ∈ 𝐅۳ ∶ 𝑧 ∈ 𝐅},
𝑉۳ = {(۰, 𝑦, 𝑦) ∈ 𝐅۳ ∶ 𝑦 ∈ 𝐅}.

بە  صورت ͬ توان م را (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐅۳ بردار هر زیرا ،𝐅۳ = 𝑉۱ + 𝑉۲ + 𝑉۳ داریم پس

(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥, 𝑦, ۰) + (۰, ۰, 𝑧) + (۰, ۰, ۰),

بردار و دارد قرار 𝑉۲ در دوم بردار است، 𝑉۱ در راست سمت در اول بردار آن، در که نوشت
است. 𝑉۳ در سوم

را (۰, ۰, ۰) بردار زیرا نیست، 𝑉۳ و 𝑉۲ ،𝑉۱ مستقیم حاصل جمع با برابر 𝐅۳ با این حال،
نوشت. 𝑣𝑘 ∈ 𝑉𝑘 هر با 𝑣۱ + 𝑣۲ + 𝑣۳ حاصل جمع بە  صورت طریق ͷی از بیش به ͬ توان م

داریم خاص بە  طور

(۰, ۰, ۰) = (۰, ۱, ۰) + (۰, ۰, ۱) + (۰, −۱, −۱)

همچنین و
(۰, ۰, ۰) = (۰, ۰, ۰) + (۰, ۰, ۰) + (۰, ۰, ۰),

𝑉۲ در دوم بردار است، 𝑉۱ در بالا معادلە های از ͷهری راست سمت در اول بردار آن، در که
حاصل جمع ͷی 𝑉۱ + 𝑉۲ + 𝑉۳ حاصل جمع بنابراین است. 𝑉۳ در سوم بردار و دارد قرار

نیست. مستقیم

ما به است، دایره ͷی درون جمع علامت که ⊕ نماد
حاصل جمع از خاصͬ نوع با که ͬ کند م یادآوری

هر آن در که داریم–حاصل جمعͬ سروکار زیر فضاها
بە صورت ͬ تواند م طریق ͷی به تنها عضو

نوشته معین زیر فضاهای عضوهای از حاصل جمعͬ
شود.

یͺتایی نمایش حاصل جمع، این در بردار هر که ͬ کند م ایجاب مستقیم حاصل جمع تعریف

آیا اینکه تعیین برای ͬ دهد م نشان بعدی نتیجۀ باشد. داشته مناسب حاصل جمع ͷی بە  صورت

را ۰ بردار نوشتن امͺان است کافͬ تنها است، مستقیم حاصل جمع زیر فضاها، حاصل جمع ͷی

کنیم. بررسͬ مناسب حاصل جمع ͷی بە شͺل یͺتا بە  صورت

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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مستقیم حاصل جمع شرط ۴۵ .۱

۰ نوشتن طریق تنها اگر تنها و اگر است، مستقیم حاصل جمع ͷی 𝑉۱ + ⋯ + 𝑉𝑚 آن گاه باشند. 𝑉 زیرفضاهای ،𝑉۱,… , 𝑉𝑚 کنید فرض
است. ۰ برابر 𝑣𝑘 هر که باشد این ،𝑣𝑘 ∈ 𝑉𝑘 هر آن در که 𝑣۱ +⋯+ 𝑣𝑚 حاصل جمع بە صورت

۰ نوشتن طریق تنها که ͬ کند م بیان مستقیم حاصل جمع تعریف آن گاه است. مستقیم حاصل جمع ͷی ،𝑉۱ +⋯+ 𝑉𝑚 کنید فرض ابتدا اثبات

باشد. ۰ برابر 𝑣𝑘 هر که است آن ،𝑣𝑘 ∈ 𝑉𝑘 هر آن در که 𝑣۱ +⋯+ 𝑣𝑚 حاصل جمع بە  صورت

برای بͽیریم. ۰ با برابر را 𝑣𝑘 هر که است این ،𝑣𝑘 ∈ 𝑉𝑘 هر آن در که 𝑣۱+⋯+𝑣𝑚 حاصل جمع بە  صورت ۰ نوشتن طریق تنها کنید فرض اکنون

𝑣۱ ∈ 𝑉۱,… , 𝑣𝑚 ∈ 𝑉𝑚 از عضوهایی برای ͬ توان م .𝑣 ∈ 𝑉۱+⋯+𝑉𝑚 کنید فرض است، مستقیم حاصل جمع 𝑉۱+⋯+𝑉𝑚 دهیم نشان اینکه

نوشت

𝑣 = 𝑣۱ +⋯+ 𝑣𝑚.

داریم ͬ کنیم م فرض نیز ͬ باشد، م یͺتا نمایش این دهیم نشان اینکه برای

𝑣 = 𝑢۱ +⋯+ 𝑢𝑚,

داریم هم از معادله دو این تفریق با .𝑢۱ ∈ 𝑉۱,… , 𝑢𝑚 ∈ 𝑉𝑚 آن در که

۰ = (𝑣۱ − 𝑢۱) + ⋯ + (𝑣𝑚 − 𝑢𝑚).

،𝑣۱ = 𝑢۱,… , 𝑣𝑚 = 𝑢𝑚 نتیجه در است. ۰ با برابر 𝑣𝑘−𝑢𝑘 هر که ͬ دهد م نتیجه بالا معادلۀ ،𝑣۱−𝑢۱ ∈ 𝑉۱,… , 𝑣𝑚−𝑢𝑚 ∈ 𝑉𝑚 که چون

■ است. مطلوب  چنان که

حاصل جمع ͷی زیر فضا، دو حاصل جمع آیا اینکه آزمون برای سادە ای شرط بعدی، نتیجۀ

ͬ دهد. م ارائه است، مستقیم

معنͬ به است، شده استفاده ادامه در که ⟺ نماد
معنͬ به ͬ تواند م نماد این ͬ باشد. م اگر» تنها و «اگر

شود. خوانده نیز با» است (هم ارز) «معادل

زیرفضا دو مستقیم حاصل جمع ۴۶ .۱

آن گاه باشند. 𝑉 زیرفضاهای ،𝑊 و 𝑈 کنید فرض

است مستقیم حاصل جمع ͷی 𝑈 +𝑊 ⟺ 𝑈 ∩𝑊 = {۰}.

.−𝑣 ∈ 𝑊 و 𝑣 ∈ 𝑈 آن در که ،۰ = 𝑣+(−𝑣) داریم آن گاه 𝑣؛ ∈ 𝑈 ∩𝑊 اگر است. مستقیم حاصل جمع ͷی 𝑈 +𝑊 کنید فرض ابتدا اثبات

این در اثبات که ،𝑈 ∩ 𝑊 = {۰} نتیجه در .𝑣 = ۰ داریم 𝑊؛ از برداری و 𝑈 از برداری حاصل جمع بە  صورت ۰ نمایش بودن یͺتا به توجه با

ͬ کند. م کامل را جهت

،𝑢 ∈ 𝑈 کنید فرض است، مستقیم حاصل جمع ͷی 𝑈 +𝑊 اینکه اثبات برای .𝑈 ∩𝑊 = {۰} کنید فرض اکنون دیͽر، جهت در اثبات برای

و 𝑤 ∈ 𝑊
۰ = 𝑢 + 𝑤.

طرفͬ از .𝑢 = −𝑤 ∈ 𝑊 که ͬ شود م نتیجه بالا معادله از .(۴۵ .۱ (طبق 𝑢 = 𝑤 = ۰ دهیم نشان است کافͬ تنها اثبات، کردن کامل برای

■ ͬ شود. م کامل اثبات و ،𝑤 = ۰ داریم بالا معادله طبق و ،𝑢 = ۰ نتیجه در .𝑢 ∈ 𝑈 ∩𝑊

قابل زیرمجموعە ها اجتماع با زیرفضاها، حاصل جمع
مستقیم حاصل جمع مشابه، به طور است. قیاس

قابل مجزا زیرمجموعە های اجتماع با نیز زیرفضاها
برداری فضای ͷی زیرفضای دو هیچ است. قیاس
هستند. ۰ شامل دو هر زیرا باشند، مجزا ͬ توانند نم
با زیرفضا، دو مورد در حداقل بودن، مجزا بنابراین
ͬ شود. م جایͽزین اشتراک بودنِ {۰} با برابر لزوم

دو از بیش مستقیم حاصل جمع دربارۀ وقتͬ ͬ پردازد. م زیرفضا دو مورد به تنها بالا نتیجۀ

کافͬ هستند، مشترک ۰ در تنها زیرفضاها از زوج هر اینکه بررسͬ ͬ کنیم، م صحبت زیرفضا

حاصل جمع درخصوص که مثال آن در کنید. توجه ۴۴ .۱ مثال به موضوع این درک برای نیست.

.𝑉۱ ∩ 𝑉۲ = 𝑉۱ ∩ 𝑉۳ = 𝑉۲ ∩ 𝑉۳ = {۰} داریم: ͬ کند، نم صدق مستقیم

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



برداری فضاهای ۱ ۲۰

۳ −۱ تمرین های

هستند؟ 𝐅۳ زیرفضای آیا که کنید مشخص زیر، در 𝐅۳ زیرمجموعە های از ͷهری برای ۱
{(𝑥۱, 𝑥۲, 𝑥۳) ∈ 𝐅۳ ∶ 𝑥۱ + ۲𝑥۲ + ۳𝑥۳ = ۰} (ا)
{(𝑥۱, 𝑥۲, 𝑥۳) ∈ 𝐅۳ ∶ 𝑥۱ + ۲𝑥۲ + ۳𝑥۳ = ۴} (ب)

{(𝑥۱, 𝑥۲, 𝑥۳) ∈ 𝐅۳ ∶ 𝑥۱𝑥۲𝑥۳ = ۰} (ج)
{(𝑥۱, 𝑥۲, 𝑥۳) ∈ 𝐅۳ ∶ 𝑥۱ = ۵𝑥۳} (د)

کنید. بررسͬ را ۳۵ .۱ مثال در زیرفضاها دربارۀ حͺم ها همۀ ۲
است. 𝐑(−۴,۴) زیرفضای ͷی ،𝑓 ′(−۱) = ۳𝑓(۲) که بە طوری ،(−۴, ۴) بازۀ روی ͬ مقدار حقیق مشتق پذیر 𝑓 توابع مجموعۀ دهید نشان ۳

است، 𝐑[۰,۱] زیرفضای ͷی ،∫۱
۰ 𝑓 = 𝑏 که بە طوری ،[۰, ۱] بازۀ روی 𝑓 ͬ مقدار حقیق پیوستۀ  توابع مجموعۀ دهید نشان .𝑏 ∈ 𝐑 کنید فرض ۴

.𝑏 = ۰ اگر تنها و اگر
است؟ 𝐂۲ مختلط برداری فضای زیرفضای ͷی 𝐑۲ آیا ۵

است؟ 𝐑۳ زیرفضای ͷی {(𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ 𝐑۳ ∶ 𝑎۳ = 𝑏۳} آیا (ا) ۶
است؟ 𝐂۳ زیرفضای ͷی {(𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ 𝐂۳ ∶ 𝑎۳ = 𝑏۳} آیا (ب)

جمع های وارون تحت و جمع تحت 𝑈 که بە طوری باشد، 𝐑۲ از ناتهͬ زیرمجموعۀ ͷی 𝑈 اگر دهید: ارائه نقض مثال ͷی یا کنید، ثابت ۷
است. 𝐑۲ زیرفضای ͷی 𝑈 آن گاه ،(𝑢 ∈ 𝑈 هرگاه −𝑢 ∈ 𝑈 که معنͬ این (به باشد بسته

نباشد. 𝐑۲ زیرفضای ͷی 𝑈 ولͬ باشد، بسته اسͺالر ضرب تحت 𝑈 که بە طوری دهید، ارائه 𝐑۲ از 𝑈 ناتهͬ زیرمجموعۀ ͷی از مثالͬ ۸
.𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥 + 𝑝) باشیم داشته 𝑥 ∈ 𝐑 هر برای که بە طوری باشد، داشته وجود 𝑝 مثبت عدد ͷی اگر است، متناوب 𝑓 ∶ 𝐑 → 𝐑 تابع ۹

دهید. توضیح است؟ 𝐑𝐑 زیرفضای ͷی ،𝐑 به 𝐑 از متناوب توابع مجموعۀ آیا
است. 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑉۱ ∩ 𝑉۲ آن ها اشتراک کنید ثابت باشند. 𝑉 زیرفضاهای 𝑉۲ و 𝑉۱ کنید فرض ۱۰

است. 𝑉 زیر فضای ͷی خود ،𝑉 زیر فضاهای از گردایە ای هر اشتراک کنید ثابت ۱۱
باشد. داشته قرار دیͽری در زیر فضاها از ͬͺی اگر تنها و اگر است، 𝑉 زیر فضای ͷی ،𝑉 زیر فضای دو اجتماع کنید ثابت ۱۲

باشد. دیͽر زیر فضای دو شامل زیر فضاها از ͬͺی اگر تنها و اگر است، 𝑉 زیر فضای ͷی ،𝑉 زیر فضای سه اجتماع کنید ثابت ۱۳

نخواهد درست تمرین این دارد، عضو دو تنها که کنیم جایͽزین میدانͬ با را 𝐅 اگر چون شاید است، ۱۲ تمرین از سخت تر تمرین این انتظار، برخلاف
بود.

کنید فرض ۱۴

𝑈 = {(𝑥,−𝑥, ۲𝑥) ∈ 𝐅۳ ∶ 𝑥 ∈ 𝐅} و 𝑊 = {(𝑥, 𝑥, ۲𝑥) ∈ 𝐅۳ ∶ 𝑥 ∈ 𝐅}.

دهید. ارائه نمادها از استفاده بدون 𝑈 +𝑊 از توصیفͬ نیز و دهید نشان نمادها از استفاده با را 𝑈 +𝑊 زیر مجموعۀ
چیست؟ 𝑈 + 𝑈 است. 𝑉 زیر فضای ͷی 𝑈 کنید فرض ۱۵

𝑈؟ +𝑊 = 𝑊 +𝑈 آیا باشند، 𝑉 زیر فضای 𝑊 و 𝑈 اگر دیͽر، به عبارت است؟ جابە جایی 𝑉 زیر فضاهای روی جمع عمل آیا ۱۶
آیا باشند، 𝑉 زیرفضاهای ،𝑉۳ و 𝑉۲ ،𝑉۱ اگر دیͽر، به عبارت است؟ شرکت پذیر 𝑉 زیر فضاهای روی جمع عمل آیا ۱۷

(𝑉۱ + 𝑉۲) + 𝑉۳ = 𝑉۱ + (𝑉۲ + 𝑉۳)?

هستند؟ جمع وارون های دارای زیر فضاها کدام دارد؟ جمع همانͬ ͷی 𝑉 زیر فضاهای روی جمع عمل آیا ۱۸
که بە طوری باشند، 𝑉 زیرفضاهای ،𝑈 و 𝑉۲ ،𝑉۱ اگر دهید: ارائه نقض مثال ͷی یا کنید، ثابت ۱۹

𝑉۱ + 𝑈 = 𝑉۲ + 𝑈,

.𝑉۱ = 𝑉۲ آن گاه
کنید فرض ۲۰

𝑈 = {(𝑥, 𝑥, 𝑦, 𝑦) ∈ 𝐅۴ ∶ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐅}.
.𝐅۴ = 𝑈 ⊕𝑊 که بە طوری کنید، پیدا 𝐅۴ از 𝑊 زیرفضای ͷی

کنید فرض ۲۱
𝑈 = {(𝑥, 𝑦, 𝑥 + 𝑦, 𝑥 − 𝑦, ۲𝑥) ∈ 𝐅۵ ∶ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐅}.

.𝐅۵ = 𝑈 ⊕𝑊 که بە طوری کنید، پیدا 𝐅۵ از 𝑊 زیرفضای ͷی

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



زیرفضاها ۳ −۱۲۱

کنید فرض ۲۲
𝑈 = {(𝑥, 𝑦, 𝑥 + 𝑦, 𝑥 − 𝑦, ۲𝑥) ∈ 𝐅۵ ∶ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐅}.

.𝐅۵ = 𝑈 ⊕𝑊۱ ⊕𝑊۲ ⊕𝑊۳ که بە طوری نباشند، {۰} با برابر ͷهیچ ی که کنید پیدا 𝐅۵ از 𝑊۳ و 𝑊۲ ،𝑊۱ زیرفضای سه
که بە طوری باشند، 𝑉 زیرفضاهای ،𝑈 و 𝑉۲ ،𝑉۱ اگر دهید: ارائه نقض مثال ͷی یا کنید، ثابت ۲۳

𝑉 = 𝑉۱ ⊕ 𝑈 و 𝑉 = 𝑉۲ ⊕ 𝑈,

.𝑉۱ = 𝑉۲ آن گاه

است. مفید اغلب 𝐅۲ میدان در کردن تجربه ابتدا در خطͬ، جبر در حدس ͷی بودن نادرست یا درست کشف برای تلاش بە هنگام راهنمایی:

،𝑥 ∈ 𝐑 هر برای اگر ͬ نامند، م زوج را 𝑓 ∶ 𝐑 → 𝐑 تابع ۲۴

𝑓(−𝑥) = 𝑓(𝑥).

،𝑥 ∈ 𝐑 هر برای اگر ͬ نامند، م فرد را 𝑓 ∶ 𝐑 → 𝐑 تابع

𝑓(−𝑥) = −𝑓(𝑥).

𝐑𝐑 = دهید نشان باشد. 𝐑 روی ͬ مقدار حقیق فرد توابع مجموعۀ ،𝑉𝑜 و باشد 𝐑 روی ͬ مقدار حقیق زوج توابع مجموعۀ ،𝑉𝑒 کنید فرض
.𝑉𝑒 ⊕ 𝑉𝑜

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر





متناهͬ بعد با برداری فضاهای ۲
دل خواه، برداری فضاهای روی بر نه خطͬ جبر شدیم. آشنا برداری فضاهای با گذشته فصل در

ͬ کنیم. م معرفͬ را آن ها فصل این در که دارد، تمرکز متناهͬ بعد با برداری فضاهای روی بر بلͺه

به را ما موضوع این ͬ کنیم. م آغاز بردارها از لیست هایی خطͬ ترکیبات بررسͬ با را فصل این

تبدیل ما مفید بسیار ابزارهای از ͬͺی به خطͬ وابستگͬ لم ͬ رساند. م خطͬ استقلال مهم مفهوم

شد. خواهد

باشد خطͬ مستقل که باشد ͷکوچ کافͬ اندازۀ به که برداری فضای ͷی در بردارها از لیستͬ

پایۀ ͷی دهد؛ پوشش را برداری فضای کل لیست، خطͬ ترکیبات که باشد بزرگ کافͬ اندازۀ به و

طول دارای برداری، فضای ͷی پایە  های همۀ که دید خواهیم ͬ شود. م نامیده برداری فضای آن

کنیم. تعریف را برداری فضای ͷی بعد تا ͬ دهد م امͺان ما این و هستند یͺسانͬ

ͬ رسد. م پایان به زیر فضا دو حاصل جمع بعد محاسبۀ برای فرمولͬ ارائۀ با فصل این

فصل این ثابت فرض های

است. 𝐂 یا 𝐑 نشان دهندۀ 𝐅 ●

است. 𝐅 روی برداری فضای ͷی نشان دهندۀ 𝑉 ●

پیشرفته مطالعات موسسۀ اصلͬ ساختمان
پرینستون در (Institute for Aⅾvanⅽeⅾ Stuⅾy)

.(New Jersey) نیوجرسͬ ،(Prinⅽeton)
هالموس پال را مدرن خطͬ جبر کتاب نخستین

ساختمان این در (۲۰۰۶−۱۹۱۶) (Pauⅼ Haⅼⅿos)
منتشر ۱۹۴۲ در هالموس خطͬ جبر کتاب نوشت.

کتاب عنوان شد). منتشر ۱۹۵۸ در دوم (ویرایش شد
بود. فصل این مشابه عنوان هالموس،



متناهͬ بعد با برداری فضاهای ۲ ۲۴

خطͬ استقلال و گستره ۱ −۲

استفاده گرفتە اند، قرار پرانتز در که عددها از لیست هایی از 𝐅𝑛 عضوهای نمایش برای تاکنون

لیست هایی باید اکنون اما .(۲, −۷, ۸) ∈ 𝐅۳ مثال، برای داد، خواهیم ادامه کار این به و کردە ایم

برای باشند). دیͽر برداری فضاهای یا 𝐅𝑛 عضوهای است ممͺن (که بͽیریم نظر در را بردارها از

مثال، برای نوشت. خواهیم بیرونͬ پرانتز بدون را بردارها لیست  های معمولا ابهام، از جلوگیری

است. 𝐑۳ در بردارها از دو به طول لیستͬ (۹, ۵, ۷) ،(۴, ۱, ۶)

بردارها لیست نماد: ۱ .۲

نوشت. خواهیم بیرونͬ پارانتز بدون را بردارها لیست های معمولا

گستره و خطͬ ترکیبات

رسمͬ تعریف ͬ نامند. م لیست خطͬ ترکیب را لیست ͷی در بردارها اسͺالر مضارب حاصل جمع

است. زیر بە شͺل

خطͬ ترکیب تعریف: ۲ .۲

بە شͺل برداری ،𝑉 در بردارها از 𝑣۱,… , 𝑣𝑚 لیست ͷی از خطͬ ترکیب ͷی

𝑎۱𝑣۱ +⋯+ 𝑎𝑚𝑣𝑚

.𝑎۱,… , 𝑎𝑚 ∈ 𝐅 آن در که است

𝐑۳ در خطͬ ترکیبات مثال: ۳ .۲

لیست ͷی که ͬ باشد، م (۱, −۲, ۴) و (۲, ۱, −۳) از خطͬ ترکیب ͷی (۱۷, −۴, ۲) ●

زیرا است، 𝐑۳ در بردارها از دو به طول

(۱۷, −۴, ۲) = ۶(۲, ۱, −۳) + ۵(۱, −۲, ۴).

لیست ͷی که ͬ باشد، نم (۱, −۲, ۴) و (۲, ۱, −۳) از خطͬ ترکیب ͷی (۱۷, −۴, ۵) ●

چنان که ندارند، وجود 𝑎۱, 𝑎۲ ∈ 𝐑 عددهای زیرا است، 𝐑۳ در بردارها از دو به طول

(۱۷, −۴, ۵) = 𝑎۱(۲, ۱, −۳) + 𝑎۲(۱, −۲, ۴).

معادلە های دستگاه دیͽر، بیان به

۱۷ = ۲𝑎۱ + 𝑎۲
−۴ = 𝑎۱ − ۲𝑎۲
۵ = −۳𝑎۱ + ۴𝑎۲

کنید). بررسͬ باید خود (که نیست جواب دارای

گستره واژۀ از (اسم) span ترجمۀ در مترجمان:
است. شده استفاده

گستره تعریف: ۴ .۲

گسترۀ را 𝑉 در 𝑣۱,… , 𝑣𝑚 بردارهای از لیست ͷی خطͬ ترکیبات همۀ مجموعۀ
دیͽر بیان به ͬ دهند. م نشان span(𝑣۱,… , 𝑣𝑚) با و ͬ نامند م 𝑣۱,… , 𝑣𝑚

span(𝑣۱,… , 𝑣𝑚) = {𝑎۱𝑣۱ +⋯+ 𝑎𝑚𝑣𝑚 ∶ 𝑎۱,… , 𝑎𝑚 ∈ 𝐅}.

ͬ شود. م تعریف {۰} بە صورت ( ) تهͬ لیست گسترۀ

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



خطͬ استقلال و گستره ۱ −۲۲۵

گستره مثال: ۵ .۲

𝐅۳ در که ͬ دهد م نشان قبلͬ مثال
,۱۷)؛ −۴, ۲) ∈ span ((۲, ۱, −۳), (۱, −۲, ۴)) ●

.(۱۷, −۴, ۵) ∉ span ((۲, ۱, −۳), (۱, −۲, ۴)) ●

است شامل زیرفضای کوچͷ ترین گستره، ۶ .۲

ͬ باشد. م لیست در بردارها همۀ شامل که است 𝑉 زیرفضای کوچͷ ترین ،𝑉 در بردارها از لیست ͷی گسترۀ

باشد. 𝑉 در بردارها از لیست ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑚 کنید فرض اثبات

در جمع همانͬ عضو است. 𝑉 زیرفضای ͷی span(𝑣۱,… , 𝑣𝑚) که ͬ دهیم م نشان ابتدا

زیرا ͬ باشد، م span(𝑣۱,… , 𝑣𝑚)

۰ = ۰𝑣۱ +⋯+ ۰𝑣𝑚.

چراکه است، بسته جمع تحت span(𝑣۱,… , 𝑣𝑚) همچنین،

(𝑎۱𝑣۱ +⋯+ 𝑎𝑚𝑣𝑚) + (𝑐۱𝑣۱ +⋯+ 𝑐𝑚𝑣𝑚) = (𝑎۱ + 𝑐۱)𝑣۱ +⋯+ (𝑎𝑚 + 𝑐𝑚)𝑣𝑚.

زیرا است، بسته اسͺالر ضرب تحت span(𝑣۱,… , 𝑣𝑚) بە علاوه،

𝜆(𝑎۱𝑣۱ +⋯+ 𝑎𝑚𝑣𝑚) = 𝜆𝑎۱𝑣۱ +⋯+ 𝜆𝑎𝑚𝑣𝑚.

.(۳۴ .۱ (طبق است 𝑉 زیرفضای ͷی span(𝑣۱,… , 𝑣𝑚) نتیجه، در

۰ با برابر ۲ .۲ در دیͽر 𝑎های کنید فرض و 𝑎𝑘 = ۱ دهید قرار موضوع، این دادن نشان (برای است 𝑣۱,… , 𝑣𝑚 خطͬ ترکیب ͷی ،𝑣𝑘 هر

که 𝑉 زیرفضای هر هستند، بسته جمع و اسͺالر ضرب تحت زیرفضاها چون برعکس، است. 𝑣𝑘 هر شامل span(𝑣۱,… , 𝑣𝑚) نتیجه در باشند).

بردارهای همۀ شامل که است 𝑉 زیرفضای کوچͷ ترین span(𝑣۱,… , 𝑣𝑚) بنابراین ͬ شود. م شامل را span(𝑣۱,… , 𝑣𝑚) است، 𝑣𝑘 هر شامل

■ ͬ باشد. م 𝑣۱,… , 𝑣𝑚

استفاده خطͬ گسترۀ اصطلاح از ͬ دانان ریاض برخͬ
است. گستره معنͬ همان به که ͬ کنند م

spanning و (فعل) spans ترجمۀ در مترجمان:
است. شده استفاده مولد واژۀ از (صفت) بودن مولد تعریف: ۷ .۲

گوییم. 𝑉 مولد را 𝑣۱,… , 𝑣𝑚 لیست باشد، 𝑉 با برابر span(𝑣۱,… , 𝑣𝑚) اگر

است 𝐅𝑛 مولد که لیست ͷی مثال: ۸ .۲

که دهیم نشان ͬ خواهیم م باشد. مثبت صحیح عدد ͷی 𝑛 کنید فرض

(۱, ۰,… , ۰), (۰, ۱, ۰,… , ۰),… , (۰,… , ۰, ۱),

مقدار و 𝑘ام موقعیت در ۱ مقدار دارای بالا، لیست در 𝑘ام بردار اینجا در است. 𝐅𝑛 مولد
ͬ باشد. م موقعیت ها سایر در ۰

آن گاه .(𝑥۱,… , 𝑥𝑛) ∈ 𝐅𝑛 کنید فرض

(𝑥۱,… , 𝑥𝑛) = 𝑥۱(۱, ۰,… , ۰) + 𝑥۲(۰, ۱, ۰,… , ۰) + ⋯ + 𝑥𝑛(۰,… , ۰, ۱).

،(𝑥۱,… , 𝑥𝑛) ∈ span ((۱, ۰,… , ۰), (۰, ۱, ۰,… , ۰),… , (۰,… , ۰, ۱)) نتیجه در
است. مطلوب چنان که

دهیم. ارائه را خطͬ جبر کلیدی تعریف های از ͬͺی ͬ توانیم م اکنون

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



متناهͬ بعد با برداری فضاهای ۲ ۲۶

متناهͬ بعد با برداری فضای تعریف: ۹ .۲

فضا آن مولد آن، در بردارها از لیست ͷی اگر گویند، متناهͬ بعد با را برداری فضای ͷی
باشد.

طول دارای لیست هر تعریف، طبق که آورید یاد به
است. متناهͬ

با برداری فضای ͷی ،𝑛 مثبت صحیح عدد هر برای 𝐅𝑛 که ͬ دهد م نشان بالا در ۸ .۲ مثال

است. متناهͬ بعد

است. آشنا شما برای پیش از چندجملە ای ͷی تعریف ͷش بدون

معنͬ به poⅼynoⅿiaⅼ مخفف 𝒫 یا 𝑝 مترجمان:
هستند. 𝒫(𝐅)چندجملە ای چندجملە ای، تعریف: ۱۰ .۲

اگر ͬ شود، م نامیده 𝐅 در ضرایب با چندجملە ای ͷی ،𝑝 ∶ 𝐅 → 𝐅 تابع ●

باشیم داشته 𝑧 ∈ 𝐅 هر برای که بە طوری باشند، داشته وجود 𝑎۰,… , 𝑎𝑚 ∈ 𝐅

𝑝(𝑧) = 𝑎۰ + 𝑎۱𝑧 + 𝑎۲𝑧۲ +⋯+ 𝑎𝑚𝑧𝑚.

است. 𝐅 در ضرایب با چندجملە ای ها همۀ مجموعۀ 𝒫(𝐅) ●

چنان که است، 𝐅 روی برداری فضای ͷی 𝒫(𝐅) اسͺالر، ضرب و جمع معمول عمل های با

.𝐅 به 𝐅 از توابع برداری فضای است، 𝐅𝐅 زیر فضای ͷی 𝒫(𝐅) بنابراین کنید. بررسͬ باید خود

مجموعۀ دو توسط ͬ شود) م گرفته نظر در 𝐅 به 𝐅 از تابعͬ بە  صورت (که چندجملە ای ͷی اگر

حاصل چندجملە ای  ͷی نمایش، دو این تفاضل از آن گاه شود، داده نمایش ضرایب از متفاوت

صفر آن ضرایب همۀ بنابراین، و است صفر با برابر همواره ،𝐅 روی تابعͬ بە  عنوان که ͬ شود م

را ۸ .۴ کرد– خواهیم اثبات را آن بعدا بپذیرید، را آن فعلا نیستید، آشنا مطلب این با (اگر هستند.

ͬ شوند. م تعیین چندجملە ای آن خود توسط یͺتا به طور چندجملە ای ͷی ضرایب نتیجه: ببینید).

ͬ کند. م مشخص یͺتا طور بە  را چندجملە ای ͷی درجۀ بعدی، تعریف بنابراین

درجه معنͬ به ⅾegree مخفف ⅾeg مترجمان:
ⅾegهستند. 𝑝 چندجملە ای، ͷی درجۀ تعریف: ۱۱ .۲

اسͺالر عددهای اگر گویند، 𝑚 درجۀ دارای را 𝑝 ∈ 𝒫(𝐅) چندجملە ای ͷی ●

𝑧 ∈ 𝐅 هر برای که بە طوری باشند، داشته وجود 𝑎𝑚 ≠ ۰ با 𝑎۰, 𝑎۱,… , 𝑎𝑚 ∈ 𝐅
باشیم داشته

𝑝(𝑧) = 𝑎۰ + 𝑎۱𝑧 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑧𝑚.
گویند. −∞ درجۀ دارای است، ۰ برابر همواره که چندجملە ای ͷی ●

ͬ دهند. م نمایش ⅾeg 𝑝 با را 𝑝 چندجملە ای ͷی درجۀ ●

در ۰ چندجملە ای که معنͬ این به ͬ کنیم، م استفاده −∞ < 𝑚 قرارداد از بعدی تعریف در

ͬ باشد. م 𝒫𝑚(𝐅)

𝒫𝑚(𝐅) نماد: ۱۲ .۲

با چندجملە ای ها همۀ مجموعۀ نشان دهندۀ 𝒫𝑚(𝐅) نماد ،𝑚 نامنفͬ صحیح عدد برای
است. 𝑚 درجۀ از حداکثر و 𝐅 در ضرایب

کمͬ (با 𝒫𝑚(𝐅) = span (۱, 𝑧,… , 𝑧𝑚) آن گاه باشد، نامنفͬ صحیح عدد ͷی 𝑚 اگر

هر برای 𝒫𝑚(𝐅) نتیجه در تابع). ͷی بە عنوان 𝑧𝑘 گرفتن نظر در با نمادگذاری، از سوءاستفاده

است. متناهͬ بعد با برداری فضای ͷی ،𝑚 نامنفͬ صحیح عدد

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



خطͬ استقلال و گستره ۱ −۲۲۷

نامتناهͬ بعد با برداری فضای تعریف: ۱۳ .۲

نباشد. متناهͬ بعد با اگر گویند، نامتناهͬ بعد با را برداری فضای ͷی

است نامتناهͬ بعد با 𝒫(𝐅) مثال: ۱۴ .۲

درجۀ بالاترین نشان دهندۀ 𝑚 کنید فرض بͽیرید. نظر در را 𝒫(𝐅) عضوهای از لیستͬ هر
از حداکثر لیست، این گسترۀ در چندجملە ای  هر آن گاه باشد. لیست این در چندجملە ای ها
مولد لیستͬ هیچ ازاین رو نیست. ما لیست گسترۀ در 𝑧𝑚+۱ نتیجه، در است. 𝑚 درجۀ

است. نامتناهͬ بعد با 𝒫(𝐅) بنابراین نیست. 𝒫(𝐅)

خطͬ استقلال

گستره، تعریف طبق .𝑣 ∈ span(𝑣۱,… , 𝑣𝑚) و 𝑣۱,… , 𝑣𝑚 ∈ 𝑉 کنید فرض

که بە طوری دارند، وجود 𝑎۱,… , 𝑎𝑚 ∈ 𝐅

𝑣 = 𝑎۱𝑣۱ +⋯+ 𝑎𝑚𝑣𝑚.

فرض است. یͺتا بالا معادلۀ در اسͺالر ضرایب انتخاب آیا که بͽیرید نظر در را پرسش این اکنون

که بە طوری باشد، اسͺالر ضرایب از دیͽری مجموعۀ 𝑐۱,… , 𝑐𝑚 کنید

𝑣 = 𝑐۱𝑣۱ +⋯+ 𝑐𝑚𝑣𝑚.

داریم معادله دو تفرق از

۰ = (𝑎۱ − 𝑐۱)𝑣۱ +⋯+ (𝑎𝑚 − 𝑐𝑚)𝑣𝑚.

نوشتە ایم. (𝑣۱,… , 𝑣𝑚) از خطͬ ترکیب ͷی به صورت را ۰ نتیجه در

آن گاه باشد، خطͬ ترکیب در اسͺالر ضرایب همۀ برای ۰ از استفاده کار، این انجام راه تنها اگر

ضرایب انتخاب نتیجه در (و ͬ باشد م 𝑐𝑘 برابر 𝑎𝑘 هر که معنͬ این به است، ۰ برابر 𝑎𝑘 − 𝑐𝑘 هر

گرفتە ایم–استقلال نظر در آن برای ویژە ای نام که است مهم چنان موضوع این است). یͺتا اسͺالر

ͬ کنیم. م تعریف را آن اکنون خطͬ–که

خطͬ مستقل تعریف: ۱۵ .۲

انتخاب تنها اگر گویند، خطͬ مستقل را 𝑉 در بردارها از 𝑣۱,… , 𝑣𝑚 لیست ͷی ●

به منجر که 𝑎۱,… , 𝑎𝑚 ∈ 𝐅

𝑎۱𝑣۱ +⋯+ 𝑎𝑚𝑣𝑚 = ۰

.𝑎۱ = ⋯ = 𝑎𝑚 = ۰ که باشد این ͬ شود، م
ͬ شود. م محسوب خطͬ مستقل نیز ( ) تهͬ لیست ●

در بردار هر اگر تنها و اگر هستند، خطͬ مستقل 𝑣۱,… , 𝑣𝑚 که ͬ دهد م نشان بالا استدلال

باشد. داشته 𝑣۱,… , 𝑣𝑚 از خطͬ ترکیب بە صورت نمایش ͷی تنها ،span(𝑣۱,… , 𝑣𝑚)

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



متناهͬ بعد با برداری فضاهای ۲ ۲۸

خطͬ مستقل لیست های مثال: ۱۶ .۲

مستقل 𝐅۴ در (۰, ۰, ۱, ۰) ،(۰, ۱, ۰, ۰) ،(۱, ۰, ۰, ۰) لیست اینکه مشاهدۀ برای (ا)
و 𝑎۱, 𝑎۲, 𝑎۳ ∈ 𝐅 کنید فرض است؛ خطͬ

𝑎۱(۱, ۰, ۰, ۰) + 𝑎۲(۰, ۱, ۰, ۰) + 𝑎۳(۰, ۰, ۱, ۰) = (۰, ۰, ۰, ۰).

نتیجه در
(𝑎۱, 𝑎۲, 𝑎۳, ۰) = (۰, ۰, ۰, ۰).

لیست بنابراین .𝑎۱ = 𝑎۲ = 𝑎۳ = ۰ پس
است. خطͬ مستقل 𝐅۴ در (۰, ۰, ۱, ۰) ،(۰, ۱, ۰, ۰) ،(۱, ۰, ۰, ۰)

لیست اینکه مشاهدۀ برای باشد. نامنفͬ صحیح عدد ͷی 𝑚 کنید فرض (ب)
و 𝑎۰, 𝑎۱,… , 𝑎𝑚 ∈ 𝐅 کنید فرض است، خطͬ مستقل 𝒫(𝐅) در ۱, 𝑧,… , 𝑧𝑚

𝑎۰ + 𝑎۱𝑧 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑧𝑚 = ۰,

𝑧 ∈ 𝐅 هر برای آن گاه ͬ گیریم. م نظر در 𝒫(𝐅) عضوهای را طرف دو هر آن در که
داریم

𝑎۰ + 𝑎۱𝑧 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑧𝑚 = ۰.
که است معنͬ آن به این ͬ شود)، م نتیجه ۸ .۴ از چنان که (و شد بحث قبلا چنان که
در خطͬ مستقل لیست ͷی ۱, 𝑧,… , 𝑧𝑚 بنابراین .𝑎۰ = 𝑎۱ = ⋯ = 𝑎𝑚 = ۰

است. 𝒫(𝐅)
اگر تنها و اگر است، خطͬ مستقل برداری، فضای ͷی در ͷی طول با لیست ͷی (ج)

نباشد. ۰ لیست در موجود بردار
هیچ اگر تنها و اگر است، خطͬ مستقل برداری، فضای ͷی در دو طول با لیست ͷی (د)

نباشد. دیͽری از اسͺالری مضرب لیست، در موجود بردار دو از ͷی 

خطͬ مستقل نیز ͬ مانده باق لیست شوند، حذف خطͬ مستقل لیست ͷی از بردار چند اگر

کنید. بررسͬ باید خود چنان که است،

خطͬ وابستۀ تعریف: ۱۷ .۲

نباشد. خطͬ مستقل اگر نامند، خطͬ وابستۀ را 𝑉 در بردارها از لیست ͷی ●

ضرایب اگر است، خطͬ وابستۀ ،𝑉 در بردارها از 𝑣۱,… , 𝑣𝑚 لیست دیͽر، بیان به ●

که بە طوری نباشند، ۰ همه که باشند داشته وجود 𝑎۱,… , 𝑎𝑚 ∈ 𝐅
.𝑎۱𝑣۱ +⋯+ 𝑎𝑚𝑣𝑚 = ۰

خطͬ وابستۀ لیست های مثال: ۱۸ .۲

زیرا است، خطͬ وابستۀ 𝐅۳ در (۷, ۳, ۸) ،(۱, −۱, ۲) ،(۲, ۳, ۱) لیست ●

۲(۲, ۳, ۱) + ۳(۱, −۱, ۲) + (−۱)(۷, ۳, ۸) = (۰, ۰, ۰).

اگر تنها و اگر است، خطͬ وابستۀ 𝐅۳ در (۷, ۳, 𝑐) ،(۱, −۱, ۲) ،(۲, ۳, ۱) لیست ●

کنید. بررسͬ باید خود چنان که ،𝑐 = ۸
آن آن گاه باشد، بردارها سایر از خطͬ ترکیب ͷی ،𝑉 در بردارها لیست ͷی از برداری اگر ●

خطͬ ترکیب با برابر لیست از بردار ͷی نوشتن پس از (اثبات: است. خطͬ وابستۀ لیست
ͬ شود.) م ضرب −۱ در منتقل کنید، معادله دیͽر سمت به را بردار آن اگر بردارها، سایر
حالت ͷی (این است. خطͬ وابستۀ باشد، ۰ بردار شامل که 𝑉 در بردارها از لیستͬ هر ●

است.) قبل مورد از خاص

خطͬ وابستۀ بردارها، از لیستͬ اگر که ͬ کند م بیان لم این است. سودمندی بسیار ابزار زیر لم

ͬ توان م آن، علاوە بر دارد. قرار خود قبلͬ بردارهای گسترۀ در لیست بردارهای از ͬͺی آن گاه باشد،

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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کند. تغییر اصلͬ لیست گسترۀ آنکه بدون کرد، حذف را بردار آن

خطͬ وابستگͬ لم ۱۹ .۲

که بە طوری دارد، وجود 𝑘 ∈ {۱, ۲,… ,𝑚} آن گاه باشد. 𝑉 در خطͬ وابستۀ لیست ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑚 کنید فرض

𝑣𝑘 ∈ span(𝑣۱,… , 𝑣𝑘−۱).

.span(𝑣۱,… , 𝑣𝑚) با است برابر ͬ مانده باق لیست گسترۀ آن گاه شود، حذف 𝑣۱,… , 𝑣𝑚 از 𝑘ام جملۀ و کند صدق بالا شرط در 𝑘 اگر بە علاوه،

که بە طوری نیستند، ۰ همه که دارند وجود 𝑎۱,… , 𝑎𝑚 ∈ 𝐅 عددهای است، خطͬ وابستۀ 𝑣۱,… , 𝑣𝑚 لیست چون اثبات

𝑎۱𝑣۱ +⋯+ 𝑎𝑚𝑣𝑚 = ۰.

آن گاه .𝑎𝑘 ≠ ۰ که بە طوری باشد، {۱,… ,𝑚} عضو بزرگ ترین 𝑘 کنید فرض

𝑣𝑘 = −𝑎۱
𝑎𝑘

𝑣۱ −⋯− 𝑎𝑘−۱
𝑎𝑘

𝑣𝑘−۱,

است. مطلوب چنان که ،𝑣𝑘 ∈ span(𝑣۱,… , 𝑣𝑘−۱) ͬ کند م ثابت که

.𝑣𝑘 ∈ span(𝑣۱,… , 𝑣𝑘−۱) که بە طوری باشد، {۱,… ,𝑚} از عضوی هر 𝑘 کنید فرض اکنون

که بە طوری ،𝑏۱,… , 𝑏𝑘−۱ ∈ 𝐅 کنید فرض

𝑣𝑘 = 𝑏۱𝑣۱ +⋯+ 𝑏𝑘−۱𝑣𝑘−۱. (۲۰ .۲)

که بە طوری دارند، وجود 𝑐۱,… , 𝑐𝑚 ∈ 𝐅 آن گاه .𝑢 ∈ span(𝑣۱,… , 𝑣𝑚) کنید فرض

𝑢 = 𝑐۱𝑣۱ +⋯+ 𝑐𝑚𝑣𝑚.

𝑣۱,… , 𝑣𝑚 از 𝑘ام جملۀ حذف با که لیستͬ گسترۀ در 𝑢 که ͬ دهد م نشان این و کنیم جایͽزین ۲۰ .۲ راست سمت با را 𝑣𝑘 ͬ توانیم م بالا، معادلۀ در

■ ͬ دهد. نم تغییر را لیست گسترۀ ،𝑣۱,… , 𝑣𝑚 لیست 𝑘ام جملۀ حذف بنابراین دارد. قرار ͬ آید، م به دست

که است معنͬ این به 𝑣𝑘 ∈ span(𝑣۱,… , 𝑣𝑘−۱) آن گاه ،𝑘 = ۱ خطͬ وابستگͬ لم در اگر

وابستگͬ لم اثبات از بخش هایی که باشید داشته توجه همچنین .span( ) = {۰} زیرا ،𝑣۱ = ۰ 

موارد به کتاب باقͬ اثبات های کلͬ، بە  طور دارند. اصلاح به نیاز ،𝑘 = ۱ که درصورتͬ خطͬ،

برقرار آن ها در حͺم که بدیهͬ حالات سایر یا ،{۰} زیرفضای ،۰ طول به لیست هایی مانند خاص

بررسͬ را خاص حالات این خود حتما داشت. نخواهند اشاره دارد، تفاوت کمͬ اثبات اما است،

کنید.

خطͬ وابستگͬ لم در 𝑘 کوچͷ ترین مثال: ۲۱ .۲

لیست
(۱, ۲, ۳), (۶, ۵, ۴), (۱۵, ۱۶, ۱۷), (۸, ۹, ۷)

بە زودی چنان که است، خطͬ وابسته چهار، طول به لیست این بͽیرید. نظر در را 𝐑۳ در
دارد، وجود 𝑘 ∈ {۱, ۲, ۳, ۴} که ͬ کند م ایجاب خطͬ وابستگͬ لم بنابراین، دید. خواهیم
باشد. لیست در قبلͬ بردارهای از خطͬ ترکیب ͷی لیست، این در 𝑘ام بردار که بە طوری

یافت. ͬ توان م را 𝑘 جواب کوچͷ ترین چͽونه ببینیم
لیست در بردار اولین اگر تنها و اگر است، کارساز خطͬ وابستگͬ لم در 𝑘 = ۱ دادن قرار
نظر در لیست این برای را 𝑘 = ۱ ͬ توانیم نم نیست، ۰ بردار (۱, ۲, ۳) چون باشد. ۰ با برابر

بͽیریم.
در بردار دومین اگر تنها و اگر است، کارساز خطͬ وابستگͬ لم در 𝑘 = ۲ دادن قرار

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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که بە طوری ندارد، وجود 𝑐 ∈ 𝐑 بااین حال باشد. اول بردار از اسͺالری مضرب لیست،
بͽیریم. نظر در لیست این برای را 𝑘 = ۲ ͬ توانیم نم نتیجه در .(۶, ۵, ۴) = 𝑐(۱, ۲, ۳)

در بردار سومین اگر تنها و اگر است، کارساز خطͬ وابستگͬ لم در 𝑘 = ۳ دادن قرار
بدانیم ͬ خواهیم م مثال، این لیست برای نتیجه در باشد. اول بردار دو خطͬ ترکیب لیست،

که بە طوری دارد، وجود 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐑 آیا که

(۱۵, ۱۶, ۱۷) = 𝑎(۱, ۲, ۳) + 𝑏(۶, ۵, ۴).

حذف از استفاده با است. 𝑎, 𝑏 مجهول دو با خطͬ معادلۀ سه دستگاه ͷی معادل بالا، معادلۀ
ͷی ،𝑏 = ۳ و 𝑎 = ۲ که ͬ شود م مشخص مناسب، نرم افزار یا (Gaussian) گاوسͬ
این لیست برای نتیجه در کنید. بررسͬ ͬ توانید م خود چنان که ͬ باشد، م بالا معادلۀ جواب

است. خطͬ وابستگͬ لم جواب گوی که ͬ باشد م 𝑘 مقدار کوچͷ ترین 𝑘 = ۳ مثال،

ͷی از ͬ تر طولان ،𝑉 در خطͬ مستقل لیست هیچ که این ͬ رسیم. م کلیدی نتیجۀ ͷی به اکنون

نیست. 𝑉 در مولد لیست

خطͬ مستقل لیست طول ≤ مولد لیست طول ۲۲ .۲

است. بردارها از مولد لیست هر طول با مساوی یا کمتر بردارها، از خطͬ مستقل لیست هر طول متناهͬ، بعد با برداری فضای ͷی در

این .𝑚 ≤ 𝑛 که کنیم اثبات باید است. 𝑉 مولد 𝑤۱,… ,𝑤𝑛 کنید فرض همچنین است. خطͬ مستقل 𝑉 در 𝑢۱,… , 𝑢𝑚 کنید فرض اثبات

ͬ کنیم. م کم را 𝑤ها از ͬͺی و اضافه را 𝑢ها از ͬͺی مرحله، هر در که کنید توجه ͬ دهیم. م انجام مرحله 𝑚 با زیر توصیف شدۀ فرآیند طریق از را کار

۱ مرحلۀ

ͬ توان م را 𝑢۱ (زیرا ͬ کند م ایجاد خطͬ وابستۀ لیست ͷی لیست، ابتدای به 𝑢۱ الحاق است. 𝑉 مولد که باشد 𝑤۱,… ,𝑤𝑛 لیست 𝐵 کنید فرض

لیست دیͽر، بیان به نوشت). 𝑤۱,… ,𝑤𝑛 خطͬ ترکیب بە صورت

𝑢۱, 𝑤۱,… ,𝑤𝑛,

است. خطͬ وابستۀ

چون ،𝑢۱ ≠ ۰ که ͬ دانیم م است. لیست قبلͬ بردارهای خطͬ ترکیب بالا، لیست بردارهای از ͬͺی ،(۱۹ .۲) خطͬ وابستگͬ لم طبق نتیجه در

تهͬ لیست گسترۀ که {۰} در 𝑢۱ (چون ندارد قرار بالا لیست قبلͬ بردارهای گسترۀ در 𝑢۱ نتیجه در است. خطͬ مستقل 𝑢۱,… , 𝑢𝑚 لیست

و 𝑢۱ شامل (𝑛 (به طول 𝐵 جدید لیست تا کنیم حذف را 𝑤ها از ͬͺی بتوانیم که ͬ کند م ایجاب خطͬ وابستگͬ لم نتیجه در ͬ باشد). نم است،

باشد. 𝑉 مولد 𝑤ها، ͬ ماندۀ باق

k = ۲, …, m برای ،k مرحلۀ

الحاق از حاصل (𝑛 + ۱) به طول لیست بنابراین است. 𝐵 لیست گسترۀ در 𝑢𝑘 بە ویژه است. 𝑉 مولد ،𝑘 − ۱ مرحلۀ از (𝑛 (به طول 𝐵 لیست

در لیست این بردارهای از ͬͺی ،(۱۹ .۲) خطͬ وابستگͬ لم طبق است. خطͬ وابستۀ ͬ دهد، م قرار 𝑢۱,… , 𝑢𝑘−۱ بعد از دقیقا را آن که 𝐵 به 𝑢𝑘

باشد. 𝑢ها از ͬͺی ͬ تواند نم بردار این هستند، خطͬ مستقل 𝑢۱,… , 𝑢𝑘 چون و دارد قرار  ͬ قبل بردارهای گسترۀ

خطͬ ترکیب که را 𝑤 ͷی مناسب) مͺان در 𝑢𝑘 الحاق (پس از جدید لیست از باشد. مانده مرحله این در 𝑤 ͷی حداقل باید هنوز نتیجه در

باشد. 𝑉 مولد 𝑤ها، ͬ ماندۀ باق و 𝑢۱,… , 𝑢𝑘 شامل (𝑛 (به طول 𝐵 جدید لیست تا ͬ کنیم م حذف است، لیست در قبلͬ بردارهای

ͬ کند م ایجاب خطͬ وابستگͬ لم ͬ کنیم، م اضافه 𝐵 به را 𝑢 ͷی که مرحله هر در ͬ شود. م متوقف فرآیند و افزودە ایم را 𝑢ها همۀ ،𝑚 مرحلۀ پس از

■ ͬ باشد. م 𝑢ها تعداد با برابر حداقل 𝑤ها، تعداد نتیجه در دارد. وجود حذف برای 𝑤 ͷی که

هیچ  انجام بدون و کرد استفاده بالا نتیجۀ از ͬ توان م چͽونه که ͬ دهند م نشان بعد مثال دو

برداری فضای مولد بعضͬ، و نیستند خطͬ مستقل لیست ها، بعضͬ که داد نشان محاسبە  گونه

ͬ باشند. نم معینͬ

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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نیست خطͬ مستقل ،𝐑۳ در ۴ به طول لیستͬ هیچ مثال: ۲۳ .۲

بنابراین ͬ باشد. م 𝐑۳ مولد است، سه طول به که (۰, ۰, ۱) ،(۰, ۱, ۰) ،(۱, ۰, ۰) لیست
نیست. خطͬ مستقل 𝐑۳ در سه از بیش به طول لیستͬ هیچ

لیستͬ که (−۳, ۲, ۸) ،(۹, ۶, ۷) ،(۴, ۵, ۸) ،(۱, ۲, ۳) که ͬ دانیم م اکنون مثال، برای
نیست. خطͬ مستقل 𝐑۳ در است، چهار به طول

نیست 𝐑۴ مولد ،۳ به طول لیسͬ هیچ مثال: ۲۴ .۲

است، چهار طول به که (۰, ۰, ۰, ۱) ،(۰, ۰, ۱, ۰) ،(۰, ۱, ۰, ۰) ،(۱, ۰, ۰, ۰) لیست
نیست. 𝐑۴ مولد چهار از کمتر طول با لیستͬ هیچ بنابراین است. خطͬ مستقل 𝐑۴ در

لیستͬ که (۹, ۶, ۷, −۱) ،(۴, ۵, ۸, ۳) ،(۱, ۲, ۳, −۵) که ͬ دانیم م اکنون مثال، برای
نیست. خطͬ مستقل 𝐑۴ در است، سه به طول

باید خود متناهͬ، بعد با برداری فضای ͷی زیرفضای هر که ͬ دهد م نشان ما شهودی برداشت

است. صحیح برداشت این که ͬ کنیم م ثابت اکنون باشد. متناهͬ بعد دارای

متناهͬ بعد با زیرفضاهای ۲۵ .۲

است. متناهͬ بعد دارای نیز خود متناهͬ؛ بعد با برداری فضای ͷی زیرفضای هر

طریق از را کار این است. متناهͬ بعد با 𝑈 که کنیم ثابت است لازم است. 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈 و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض اثبات

ͬ دهیم. م انجام زیر چند مرحلە  ای ساختار

۱ مرحلۀ

کنید. انتخاب را 𝑢۱ ∈ 𝑈 ناصفر بردار ͷی آن گاه 𝑈؛ ≠ {۰} اگر ͬ شود. م کامل نتیجه و است متناهͬ بعد با 𝑈 آن گاه 𝑈؛ = {۰} اگر

k مرحلۀ

𝑢𝑘 ∈ 𝑈 ͷی آن گاه 𝑈؛ ≠ span(𝑢۱,… , 𝑢𝑘−۱) اگر ͬ شود. م کامل نتیجه و است متناهͬ بعد با 𝑈 آن گاه 𝑈؛ = span(𝑢۱,… , 𝑢𝑘−۱) اگر

که بە طوری کنید، انتخاب را

𝑢𝑘 ∉ span(𝑢۱,… , 𝑢𝑘−۱).

نیست. قبلͬ بردارهای گسترۀ در لیست، در برداری هیچ که بە طوری ساختە ایم، بردارها از لیستͬ دارد، ادامه فرآیند که زمانͬ تا مرحله، هر بعداز

هر از ͬ تر طولان ͬ تواند نم خطͬ مستقل لیست این ساختە ایم. خطͬ مستقل لیست ͷی ،(۱۹ .۲) خطͬ وابستگͬ لم طبق مرحله، هر بعد از نتیجه در

■ است. متناهͬ بعد با 𝑈 یعنͬ این و ͬ یابد م خاتمه نهایت در فرآیند بنابراین، .(۲۲ .۲ (طبق باشد 𝑉 مولد لیست

۱ −۲ تمرین های

با باشد برابر آن ها گسترۀ که کنید پیدا 𝐅۳ در متمایز بردار چهار از لیستͬ ۱

{(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐅۳ ∶ 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = ۰}.

آن گاه باشد، 𝑉 مولد 𝑣۱, 𝑣۲, 𝑣۳, 𝑣۴ اگر دهید: ارائه نقض مثال ͷی یا کنید، ثابت ۲

𝑣۱ − 𝑣۲, 𝑣۲ − 𝑣۳, 𝑣۳ − 𝑣۴, 𝑣۴
است. 𝑉 مولد نیز

دهید قرار 𝑘 ∈ {۱,… ,𝑚} برای باشد. 𝑉 در بردارها از لیستͬ 𝑣۱,… , 𝑣𝑚 کنید فرض ۳

𝑤𝑘 = 𝑣۱ +⋯+ 𝑣𝑘.

.span(𝑣۱,… , 𝑣𝑚) = span(𝑤۱,… ,𝑤𝑚) دهید نشان

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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نباشد. ۰ لیست در بردار اگر تنها و اگر است، خطͬ مستقل برداری فضای ͷی در ͷی به طول لیستͬ دهید نشان (ا) ۴
اسͺالری مضرب لیست، در بردار دو از ͷهیچ ی اگر تنها و اگر است، خطͬ مستقل برداری فضای ͷی در دو به طول لیستͬ دهید نشان (ب)

نباشد. دیͽری از
که بە طوری بیابید، را 𝑡 عدد ۵

(۳, ۱, ۴), (۲, −۳, ۵), (۵, ۹, 𝑡)
نباشد. خطͬ مستقل 𝐑۳ در

.𝑐 = ۸ اگر تنها و اگر است، خطͬ وابستۀ 𝐅۳ در (۷, ۳, 𝑐) ،(۱, −۱, ۲) ،(۲, ۳, ۱) لیست دهید نشان ۶
است. خطͬ مستقل ۱− 𝑖 ،۱+ 𝑖 لیست آن گاه بͽیریم، نظر در 𝐑 روی برداری فضای ͷی بە عنوان را 𝐂 اگر دهید نشان (ا) ۷
است. خطͬ وابستۀ ۱− 𝑖 ،۱+ 𝑖 لیست آن گاه بͽیریم، نظر در 𝐂 روی برداری فضای ͷی بە عنوان را 𝐂 اگر دهید نشان (ب)

لیست کنید ثابت است. خطͬ مستقل 𝑉 در 𝑣۱, 𝑣۲, 𝑣۳, 𝑣۴ کنید فرض ۸

𝑣۱ − 𝑣۲, 𝑣۲ − 𝑣۳, 𝑣۳ − 𝑣۴, 𝑣۴

است. خطͬ مستقل نیز
آن گاه باشد، 𝑉 در بردارها از خطͬ مستقل لیست ͷی 𝑣۱, 𝑣۲,… , 𝑣𝑚 اگر دهید: ارائه نقض مثال ͷی یا کنید، ثابت ۹

است. خطͬ مستقل ۵𝑣۱ − ۴𝑣۲, 𝑣۲, 𝑣۳,… , 𝑣𝑚
،𝜆 ≠ ۰ که بە طوری 𝜆 ∈ 𝐅 و باشد 𝑉 در بردارها از خطͬ مستقل لیست ͷی 𝑣۱, 𝑣۲,… , 𝑣𝑚 اگر دهید: ارائه نقض مثال ͷی یا کنید، ثابت ۱۰

است. خطͬ مستقل 𝜆𝑣۱, 𝜆𝑣۲,… , 𝜆𝑣𝑚 آن گاه
لیست آن گاه باشند، 𝑉 در بردارها از خطͬ مستقل لیست های 𝑤۱,… ,𝑤𝑚 نیز و 𝑣۱,… , 𝑣𝑚 اگر دهید: ارائه نقض مثال ͷی یا کنید، ثابت ۱۱

است. خطͬ مستقل 𝑣۱ +𝑤۱,… , 𝑣𝑚 +𝑤𝑚
آن گاه باشد، خطͬ وابستۀ 𝑣۱ +𝑤,… , 𝑣𝑚 +𝑤 اگر کنید ثابت .𝑤 ∈ 𝑉 و است خطͬ مستقل 𝑉 در 𝑣۱,… , 𝑣𝑚 کنید فرض ۱۲

.𝑤 ∈ span(𝑣۱,… , 𝑣𝑚)
دهید نشان .𝑤 ∈ 𝑉 و باشد خطͬ مستقل 𝑉 در 𝑣۱,… , 𝑣𝑚 کنید فرض ۱۳

است خطͬ مستقل 𝑣۱,… , 𝑣𝑚, 𝑤 ⟺ 𝑤 ∉ span(𝑣۱,… , 𝑣𝑚).

دهید قرار 𝑘 ∈ {۱,… ,𝑚} برای باشد. 𝑉 در بردارها از لیستͬ 𝑣۱,… , 𝑣𝑚 کنید فرض ۱۴

𝑤𝑘 = 𝑣۱ +⋯+ 𝑣𝑘.

باشد. خطͬ مستقل 𝑤۱,… ,𝑤𝑚 لیست اگر تنها و اگر است، خطͬ مستقل 𝑣۱,… , 𝑣𝑚 لیست دهید نشان
باشد. خطͬ مستقل 𝒫۴(𝐅) در که ندارد وجود چندجملە ای شش از لیست ͷی چرا دهید توضیح ۱۵

نیست؟ 𝒫۴(𝐅) مولد چندجملە ای، چهار از لیستͬ هیچ چرا دهید توضیح ۱۶
هر برای 𝑣۱,… , 𝑣𝑚 که بە طوری باشد، داشته وجود 𝑉 در بردارها از 𝑣۱, 𝑣۲,… دنبالۀ اگر تنها و اگر است، نامتناهͬ بعد با 𝑉 کنید ثابت ۱۷

باشد. خطͬ مستقل ،𝑚 مثبت صحیح عدد
است. نامتناهͬ بعد با 𝐅∞ کنید ثابت ۱۸

است. نامتناهͬ بعد با ،[۰, ۱] بازۀ روی ͬ مقدار حقیق پیوستۀ توابع همۀ حقیقͬ برداری فضای کنید ثابت ۱۹
کنید ثابت .𝑝𝑘(۲) = ۰ داریم 𝑘 ∈ {۰,… ,𝑚} هر برای که بە طوری هستند، 𝒫𝑚(𝐅) در چندجملە ای ها 𝑝۰, 𝑝۱,… , 𝑝𝑚 کنید فرض ۲۰

نیست. خطͬ مستقل 𝒫𝑚(𝐅) در 𝑝۰, 𝑝۱,… , 𝑝𝑚

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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پایە ها ۲ −۲

اکنون کردیم. صحبت مولد لیست های همچنین، و خطͬ مستقل لیست های مورد در قبل بخش در

ͬ کنیم. م تلفیق هم با را مفاهیم این هستند، خاصیت دو هر دارای که لیست هایی گرفتن نظر در با

پایه تعریف: ۲۶ .۲

است. 𝑉 مولد و بوده خطͬ مستقل که است 𝑉 در بردارها از لیست ͷی ،𝑉 پایه ͷی

پایە ها مثال: ۲۷ .۲

پایۀ و است 𝐅𝑛 پایۀ ͷی (۱, ۰,… , ۰), (۰, ۱, ۰,… , ۰),… , (۰,… , ۰, ۱) لیست (ا)
ͬ شود. م نامیده 𝐅𝑛 استاندارد

لیست این طول که باشید داشته توجه ͬ باشد. م 𝐅۲ پایۀ ͷی (۳, ۵) ،(۱, ۲) لیست (ب)
این که دید خواهیم بعد بخش در ͬ باشد. م 𝐅۲ استاندارد پایۀ طول همان که است دو

نیست. تصادفͬ امر
نیست، 𝐅۳ پایۀ ͷی ولͬ است خطͬ مستقل 𝐅۳ در (۷, −۵, ۶) ،(۱, ۲, −۴) لیست (ج)

نیست. 𝐅۳ مولد زیرا
مستقل زیرا نیست، 𝐅۲ پایۀ ͷی ولͬ 𝐅۲است، مولد (۴, ۱۳) ،(۳, ۵) ،(۱, لیست(۲ (د)

نیست. خطͬ
است. {(𝑥, 𝑥, 𝑦) ∈ 𝐅۳ ∶ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐅} پایۀ ͷی (۰, ۰, ۱) ،(۱, ۱, ۰) لیست (ه)

است: زیر مجموعۀ پایۀ ͷی (۱, ۰, −۱) ،(۱, −۱, ۰) لیست (و)

{(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐅۳ ∶ 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = ۰}.

نامیده 𝒫𝑚(𝐅) استاندارد پایۀ و است 𝒫𝑚(𝐅) پایۀ ͷی ۱, 𝑧,… , 𝑧𝑚 لیست (ز)
ͬ شود. م

مثال برای دارد. هم دیͽری متعدد پایە های 𝐅𝑛 استاندارد، پایۀ بر علاوه

(۱, ۲), (۳, ۵) و (۷, ۵), (−۴, ۹)

هستند. 𝐅۲ پایە های دو هر

که باشید داشته یاد به ͬ کند. م ͷکم هستند، مفید پایە ها چرا اینکه توضیح در بعدی نتیجۀ

است. روش» ͷی به «تنها معنͬ به یͺتا» «بە صورت

پایه معیار ۲۸ .۲

بە شͺل یͺتا بە صورت بتوان را 𝑣 ∈ 𝑉 هر اگر تنها و اگر است، 𝑉 پایۀ ͷی ،𝑉 در بردارها از 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 لیست ͷی

𝑣 = 𝑎۱𝑣۱ +⋯+ 𝑎𝑛𝑣𝑛 (۲۹ .۲)

.𝑎۱,… , 𝑎𝑛 ∈ 𝐅 آن در که نوشت

دارند، وجود 𝑎۱,… , 𝑎𝑛 ∈ 𝐅 است، 𝑉 مولد 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 چون .𝑣 ∈ 𝑉 کنید فرض است. 𝑉 پایۀ ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 کنید فرض ابتدا اثبات

که بە طوری هستند، اسͺالر ضرایب 𝑐۱,… , 𝑐𝑛 کنید فرض ͬ باشد، م یͺتا ۲۹ .۲ در نمایش اینکه دادن نشان برای است. برقرار ۲۹ .۲ که بە طوری

داریم همچنین

𝑣 = 𝑐۱𝑣۱ +⋯+ 𝑐𝑛𝑣𝑛.

داریم ۲۹ .۲ از معادله آخرین تفریق با

۰ = (𝑎۱ − 𝑐۱)𝑣۱ +⋯+ (𝑎𝑛 − 𝑐𝑛)𝑣𝑛.

نظر مورد یͺتایی .𝑎۱ = 𝑐۱,… , 𝑎𝑛 = 𝑐𝑛 نتیجه در است). خطͬ مستقل 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 (زیرا باشد ۰ با برابر 𝑎𝑘 − 𝑐𝑘 هر که ͬ کند م ایجاب این

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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ͬ شود. م کامل اثبات جهت ͷی و است حاصل

در دادە شده بە شͺل یͺتا بە صورت بتوان را 𝑣 ∈ 𝑉 هر کنید فرض دیͽر، جهت در اثبات برای

𝑎۱,… , 𝑎𝑛 ∈ 𝐅 کنید فرض است، خطͬ مستقل 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 اینکه دادن نشان برای است. 𝑉 مولد 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 لیست یعنͬ این نوشت. ۲۹ .۲

که هستند  طوری

۰ = 𝑎۱𝑣۱ +⋯+ 𝑎𝑛𝑣𝑛.

نتیجه در و است خطͬ مستقل 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 پس .𝑎۱ = ⋯ = 𝑎𝑛 = ۰ که ͬ کند م ایجاب اکنون (𝑣 = ۰ دادن قرار (با ۲۹ .۲ نمایش بودن یͺتا

■ است. 𝑉 پایۀ ͷی

به را ما که است ایدە هایی از تکراری اساسا اثبات این
کرد. هدایت خطͬ استقلال تعریف

نتیجۀ نیست. خطͬ مستقل زیرا نباشد، پایه است ممͺن برداری فضای ͷی در مولد لیست ͷی

صرف بردارها از (ͷهیچ ی شاید (و برخͬ از ͬ توان م معین، مولد لیست هر در که ͬ کند م بیان بعدی

باشد. برداری فضای مولد همچنان و باشد خطͬ مستقل لیست  ͬ باق که بە  گونە ای کرد، نظر

،(۴, ۷) ،(۳, ۶) ،(۱, ۲) لیست بر زیر اثبات روش اگر ،𝐅۲ برداری فضای در مثالͬ بە  عنوان

(۴, ۷) ،(۱, ۲) بە این ترتیب شد. خواهند حذف چهارم و دوم بردارهای آن گاه شود، اعمال (۵, ۹)
است. 𝐅۲ پایۀ ͷی که ͬ مانند م باقͬ

است پایه ͷی شامل مولد لیست هر ۳۰ .۲

داد. کاهش برداری فضای آن پایۀ ͷی به ͬ توان م را برداری فضای ͷی در مولد لیست هر

را 𝑉 پایۀ ͷی بردارها، ͬ ماندۀ باق تا کنیم حذف را 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 در بردارها از تعدادی ͬ خواهیم م است. 𝑉 مولد 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 کنید فرض اثبات

ͬ دهیم. م انجام زیر توصیفͬ چندمرحلە ای فرآیند طریق از را کار این دهند. تشͺیل

کنید. آغاز 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 لیست با برابر 𝐵 با

۱ مرحلۀ

ندهید. تغییر را 𝐵 آن گاه ،𝑣۱ ≠ ۰ اگر کنید. حذف 𝐵 لیست از را 𝑣۱ آن گاه ،𝑣۱ = ۰ اگر

k مرحلۀ

ندهید. تغییر را 𝐵 آن گاه نباشد، span(𝑣۱,… , 𝑣𝑘−۱) در 𝑣𝑘 اگر کنید. حذف 𝐵 لیست از را 𝑣𝑘 آن گاه باشد، span(𝑣۱,… , 𝑣𝑘−۱) در 𝑣𝑘 اگر

بردارهایی تنها و بود 𝑉 مولد اولیه لیست زیرا است، 𝑉 مولد 𝐵 لیست این آورید. دست به را 𝐵 لیست و کنید متوقف 𝑛 مرحلۀ پس از را فرآیند

بنابراین، نیست. قبلͬ بردارهای گسترۀ در 𝐵 در برداری هیچ که ͬ کند م تضمین فرآیند این داشتند. قرار قبلͬ بردارهای گسترۀ در که کردە ایم حذف را

■ است. 𝑉 پایۀ ͷی 𝐵 نتیجه در است. خطͬ مستقل 𝐵 ،(۱۹ .۲) خطͬ وابستگͬ لم طبق

ͬ رسیم. م مهم فرعͬ نتیجۀ ͷی به قبلͬ، نتیجۀ از اکنون

متناهͬ بعد با برداری فضای پایۀ ۳۱ .۲

است. پایه ͷی دارای متناهͬ، بعد با برداری فضای هر

ͷی به ͬ توان م را مولد لیست هر که ͬ کند م بیان قبلͬ نتیجۀ است. مولد لیست ͷی دارای متناهͬ، بعد با برداری فضای ͷی تعریف، طبق اثبات

■ داد. کاهش پایه

ͷی به ͬ توان م را مولد لیست هر ͬ کرد م بیان که است ۳۰ .۲ دوگان معنا، ͷی به بعدی نتیجۀ

بردار تعدادی ͬ توانیم م معین، خطͬ مستقل لیست هر به که ͬ دهیم م نشان اکنون داد. کاهش پایه

که بە طوری هست)، نیز اضافͬ بردارهای نکردن الحاق امͺان شامل (این کنیم الحاق اضافͬ

باشد. نیز فضا مولد ولͬ باشد، خطͬ مستقل هم چنان گسترش یافته، لیست

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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ͬ یابد م گسترش پایه ͷی به خطͬ مستقل لیست هر ۳۲ .۲

داد. گسترش برداری فضای پایۀ ͷی به ͬ توان م را متناهͬ بعد با برداری فضای ͷی در بردارها از خطͬ مستقل لیست هر

𝑉 در بردارها از لیستͬ 𝑤۱,… ,𝑤𝑛 کنید فرض باشد. خطͬ مستقل متناهͬ، بعد با 𝑉 برداری فضای ͷی در 𝑢۱,… , 𝑢𝑚 کنید فرض اثبات

لیست نتیجه در است. 𝑉 مولد که باشد

𝑢۱,… , 𝑢𝑚, 𝑤۱,… ,𝑤𝑛

از تعدادی و 𝑢۱,… , 𝑢𝑚 بردارهای شامل پایه ͷی تولید به منجر ،𝑉 پایۀ ͷی به لیست این کاهش جهت ۳۰ .۲ اثبات روش اعمال است. 𝑉 مولد

■ است). خطͬ مستقل 𝑢۱,… , 𝑢𝑚 چون ͬ شوند، نم حذف روش این در 𝑢ها از ͷهیچ ی) ͬ شود م 𝑤ها

کنیم. شروع (۹, ۶, ۸) ،(۲, ۳, ۴) خطͬ مستقل لیست با کنید فرض ،𝐅۳ در مثالͬ بە عنوان

لیست بالا، اثبات روش بردن کار به آن گاه بͽیریم، نظر در 𝐅۳ استاندارد پایۀ را 𝑤۳ ،𝑤۲ ،𝑤۱ اگر

(۲, ۳, ۴), (۹, ۶, ۸), (۰, ۱, ۰)

است. 𝐅۳ پایۀ ͷی که ͬ کند م تولید را

پیشرفته، ابزارهای ولͬ مشابه، ایدە های از استفاده با
بعد با 𝑉 که فرض این بدون ͬ توان م را بعدی نتیجۀ

کرد. اثبات است، متناهͬ

با برداری فضای ͷی زیرفضای هر که ͬ دهیم م نشان اکنون بالا، نتیجۀ از کاربردی بە  عنوان

کل از مستقیم حاصل جمع ͷی تا درآورد جفت بە صورت دیͽر زیرفضای با ͬ توان م را متناهͬ بعد

دهد. تشͺیل فضا

است 𝑉 با برابر مستقیم حاصل جمع ͷی از بخشͬ ،𝑉 زیرفضای هر ۳۳ .۲

.𝑉 = 𝑈 ⊕𝑊 که بە طوری دارد، وجود 𝑉 از 𝑊 زیرفضای ͷی آن گاه است. 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈 و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض

مسلما .(۳۱ .۲ (طبق دارد وجود 𝑈 از 𝑢۱,… , 𝑢𝑚 پایۀ بنابراین ببینید). را ۲۵ .۲) است هم چنین نیز 𝑈 است، متناهͬ بعد با 𝑉 چون اثبات

گسترش 𝑉 از 𝑢۱,… , 𝑢𝑚, 𝑤۱,… ,𝑤𝑛 پایۀ ͷی به ͬ توان م را لیست این بنابراین، است. 𝑉 در بردارها از خطͬ مستقل لیست ͷی 𝑢۱,… , 𝑢𝑚

.𝑊 = span(𝑤۱,… ,𝑤𝑛) کنید فرض .(۳۲ .۲ (طبق داد

که دهیم نشان باید تنها ،۴۶ .۱ طبق ،𝑉 = 𝑈 ⊕𝑊 اینکه اثبات برای

𝑉 = 𝑈 +𝑊 و 𝑈 ∩𝑊 = {۰}.

𝑎۱,… , 𝑎𝑚, 𝑏۱,… , 𝑏𝑛 ∈ 𝐅 است، 𝑉 مولد 𝑢۱,… , 𝑢𝑚, 𝑤۱,… ,𝑤𝑛 لیست چون آن گاه .𝑣 ∈ 𝑉 کنید فرض بالا، در اول معادلۀ اثبات برای

که بە طوری دارند، وجود

𝑣 = 𝑎۱𝑢۱ +⋯+ 𝑎𝑚𝑢𝑚⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑢

+𝑏۱𝑤۱ +⋯+ 𝑏𝑛𝑤𝑛⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑤

.

ͬ شود. اثبات م 𝑉 = 𝑈 +𝑊 و 𝑣 ∈ 𝑈 +𝑊 نتیجه در شدە اند. تعریف بالا مطابق 𝑤 ∈ 𝑊 و 𝑢 ∈ 𝑈 آن در که ،𝑣 = 𝑢 + 𝑤 داریم

بە طوری دارند، وجود 𝑎۱,… , 𝑎𝑚, 𝑏۱,… , 𝑏𝑛 ∈ 𝐅 اسͺالر ضرایب آن گاه .𝑣 ∈ 𝑈 ∩𝑊 کنید فرض ،𝑈 ∩𝑊 = {۰} اینکه دادن نشان برای

که

𝑣 = 𝑎۱𝑢۱ +⋯+ 𝑎𝑚𝑢𝑚 = 𝑏۱𝑤۱ +⋯+ 𝑏𝑛𝑤𝑛.

بنابراین

𝑎۱𝑢۱ +⋯+ 𝑎𝑚𝑢𝑚 − 𝑏۱𝑤۱ −⋯− 𝑏𝑛𝑤𝑛 = ۰.

که ͬ کند م ایجاب این است، خطͬ مستقل 𝑢۱,… , 𝑢𝑚, 𝑤۱,… ,𝑤𝑛 چون

𝑎۱ = ⋯ = 𝑎𝑚 = 𝑏۱ = ⋯ = 𝑏𝑛 = ۰.

■ ͬ شود. اثبات م 𝑈 ∩𝑊 = {۰} و ،𝑣 = ۰ ازاین رو

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



متناهͬ بعد با برداری فضاهای ۲ ۳۶

۲ −۲ تمرین های

کنید. پیدا دارند، پایه ͷی دقیقا که را برداری فضاهای ۱
کنید. بررسͬ را ۲۷ .۲ مثال گزارە های همۀ درستͬ ۲

بە صورت که است 𝐑۵ زیرفضای ͷی 𝑈 کنید فرض (ا) ۳

𝑈 = {(𝑥۱, 𝑥۲, 𝑥۳, 𝑥۴, 𝑥۵) ∈ 𝐑۵ ∶ 𝑥۱ = ۳𝑥۲ و 𝑥۳ = ۷𝑥۴}

کنید. پیدا را 𝑈 پایۀ ͷی است. شده تعریف
دهید. گسترش 𝐑۵ پایۀ ͷی به را (ا) پایۀ (ب)

𝐑۵ = 𝑈 ⊕𝑊 که بە طوری کنید، پیدا را 𝐑۵ از 𝑊 زیرفضای ͷی (ج)
بە صورت که است 𝐂۵ زیرفضای ͷی 𝑈 کنید فرض (ا) ۴

𝑈 = {(𝑧۱, 𝑧۲, 𝑧۳, 𝑧۴, 𝑧۵) ∈ 𝐂۵ ∶ ۶𝑧۱ = 𝑧۲ و 𝑧۳ + ۲𝑧۴ + ۳𝑧۵ = ۰}

کنید. پیدا را 𝑈 پایۀ ͷی است. شده تعریف
دهید. گسترش 𝐂۵ پایۀ ͷی به را (ا) پایۀ (ب)

𝐂۵ = 𝑈 ⊕𝑊 که بە طوری کنید، پیدا را 𝐂۵ از 𝑊 زیرفضای ͷی (ج)
در بردارهایی شامل 𝑉 از پایە ای کنید ثابت .𝑉 = 𝑈 +𝑊 که بە طوری هستند، 𝑉 زیرفضاهای 𝑈,𝑊 و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۵

دارد. وجود 𝑈 ∪𝑊
،𝑝۲ ،𝑝۱ ،𝑝۰ چندجملە ای های از ͷهیچ ی که بە طوری باشد، 𝒫۳(𝐅) در لیستͬ 𝑝۳ ،𝑝۲ ،𝑝۱ ،𝑝۰ اگر دهید: ارائه نقض مثال ͷی یا کنید، ثابت ۶

نیست. 𝒫۳(𝐅) پایۀ ͷی 𝑝۳ ،𝑝۲ ،𝑝۱ ،𝑝۰ آن گاه نباشد، ۲ درجۀ 𝑝۳
کنید ثابت باشد. 𝑉 پایۀ ͷی 𝑣۴ ،𝑣۳ ،𝑣۲ ،𝑣۱ کنید فرض ۷

𝑣۱ + 𝑣۲, 𝑣۲ + 𝑣۳, 𝑣۳ + 𝑣۴, 𝑣۴

است. 𝑉 پایۀ ͷی نیز
و 𝑣۱, 𝑣۲ ∈ 𝑈 که بە طوری باشد، 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈 و باشد 𝑉 پایۀ ͷی 𝑣۴ ،𝑣۳ ،𝑣۲ ،𝑣۱ اگر دهید: ارائه نقض مثال ͷی یا کنید، ثابت ۸

است. 𝑈 پایۀ ͷی 𝑣۲ ،𝑣۱ آن گاه ،𝑣۴ ∉ 𝑈 و 𝑣۳ ∉ 𝑈
دهید قرار 𝑘 ∈ {۱,… ,𝑚} برای است. 𝑉 در بردارها از لیستͬ 𝑣۱,… , 𝑣𝑚 کنید فرض ۹

𝑤𝑘 = 𝑣۱ +⋯+ 𝑣𝑘.

باشد. 𝑉 پایۀ ͷی 𝑤۱,… ,𝑤𝑚 اگر تنها و اگر است، 𝑉 پایۀ ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑚 دهید نشان
𝑤۱,… ,𝑤𝑛 و 𝑈 پایۀ ͷی 𝑢۱,… , 𝑢𝑚 که کنید فرض همچنین .𝑉 = 𝑈 ⊕ 𝑊 که بە طوری باشند، 𝑉 زیرفضاهای 𝑊 و 𝑈 کنید فرض ۱۰

کنید ثابت است. 𝑊 پایۀ ͷی
𝑢۱,… , 𝑢𝑚, 𝑤۱,… ,𝑤𝑛

است. 𝑉 پایۀ ͷی
آن گاه حقیقͬ)، برداری فضای ͷی (بە عنوان باشد 𝑉 پایۀ ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 اگر دهید نشان است. حقیقͬ برداری فضای ͷی 𝑉 کنید فرض ۱۱

مختلط). برداری فضای ͷی (بە عنوان است 𝑉𝐂 مختلط سازی پایۀ ͷی همچنین 𝑣۱,… , 𝑣𝑛
ببینید. 𝑉𝐂 مختلط سازی تعریف برای را ۲ −۱ بخش از ۸ تمرین

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



بعد ۳ −۲۳۷

بعد ۳ −۲

تعریف را شئͬ چنین بعد هنوز کردە ایم، صحبت متناهͬ بعد با برداری فضاهای درخصوص اگرچه

دهد. قرار 𝑛 برابر را 𝐅𝑛 بعد باید معقول تعریف ͷی کرد؟ تعریف را بعد باید چͽونه نکردە ایم.

استاندارد پایۀ که کنید توجه

(۱, ۰,… , ۰), (۰, ۱, ۰,… , ۰),… , (۰,… , ۰, ۱)

با کنیم. تعریف پایه ͷی طول بە عنوان را بعد داریم تمایل نتیجه در است. 𝑛 طول دارای 𝐅𝑛 در

در که تعریفͬ و دارد زیادی مختلف پایە های معمولا متناهͬ بعد با برداری فضای ͷی حال؛ این

یͺسانͬ طول معین، برداری فضای ͷی پایە های همۀ که است معنا دار درصورتͬ تنها داریم، نظر

داد. خواهیم نشان اکنون که همان طور است، چنین خوشبختانه باشند. داشته

نیست پایه به وابسته پایه، طول ۳۴ .۲

هستند. یͺسانͬ طول دارای متناهͬ، بعد با برداری فضای ͷی از پایە  دو هر

است. 𝑉 گسترۀ 𝐵۲ و است خطͬ مستقل 𝑉 در 𝐵۱ آن گاه هستند. 𝑉 پایۀ دو ،𝐵۲ و 𝐵۱ کنید فرض است. متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض اثبات

طول همان حداکثر 𝐵۲ طول که ͬ شویم م متوجه همچنین ،𝐵۱ و 𝐵۱ نقش تعویض با .(۲۲ .۲ (طبق است 𝐵۲ طول همان حداکثر 𝐵۱ طول بنابراین

■ ͬ باشد. م مطلوب چنان که است، 𝐵۲ طول برابر 𝐵۱ طول نتیجه در است. 𝐵۱

ͬ توانیم م دارند، یͺسانͬ طول متناهͬ، بعد با برداری فضای ͷی از پایە  دو هر ͬ دانیم م که اکنون

کنیم. تعریف رسمͬ بە طور را فضاهایی چنین بعد

بعد معنͬ به ⅾiⅿension مخفف ⅾiⅿ مترجمان:
است. ⅾiⅿ𝑉 بعد، تعریف: ۳۵ .۲

است. برداری فضای آن از پایە ای هر طول متناهͬ، بعد با برداری فضای ͷی بعد ●

ͬ دهند. م نشان ⅾiⅿ𝑉 با را متناهͬ بعد با 𝑉 برداری فضای ͷی بعد ●

بعدها مثال: ۳۶ .۲

است. 𝑛 طول دارای 𝐅𝑛 استاندارد پایۀ زیرا ،ⅾiⅿ𝐅𝑛 = 𝑛 ●

دارای است، 𝒫𝑚(𝐅) استاندارد پایۀ که ۱, 𝑧,… , 𝑧𝑚 زیرا ،ⅾiⅿ𝒫𝑚(𝐅) = 𝑚+ ۱ ●

است. 𝑚+ ۱ طول
زیرا ،ⅾiⅿ𝑈 = ۲ آن گاه ،𝑈 = {(𝑥, 𝑥, 𝑦) ∈ 𝐅۳ ∶ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐅} اگر ●

است. 𝑈 پایۀ ͷی (۰, ۰, ۱) ،(۱, ۱, ۰)
لیست زیرا ،ⅾiⅿ𝑈 = ۲ آن گاه ،𝑈 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐅۳ ∶ 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = ۰} اگر ●

است. 𝑈 پایۀ ͷی (۱, ۰, −۱) ،(۱, −۱, ۰)

در و (۲۵ .۲ (طبق است متناهͬ بعد با خود متناهͬ، بعد با برداری فضای ͷی زیرفضای هر

ارائه را زیرفضا ͷی بعد درخصوص نظر مورد نامساوی بعدی، نتیجۀ است. بعد ͷی دارای نتیجه

ͬ دهد. م

زیرفضا ͷی بعد ۳۷ .۲

.ⅾiⅿ𝑈 ≤ ⅾiⅿ𝑉 آن گاه باشد، 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈 و باشد متناهͬ بعد با 𝑉 اگر

ͷی و بͽیرید نظر در 𝑉 در خطͬ مستقل لیست ͷی عنوان به را 𝑈 پایۀ ͷی باشد. 𝑉 از زیرفضایی 𝑈 و باشد متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض اثبات

■ .ⅾiⅿ𝑈 ≤ ⅾiⅿ𝑉 که بͽیرید نتیجه تا کنید استفاده ۲۲ .۲ از اکنون بͽیرید. نظر در 𝑉 در مولد لیست ͷی عنوان به را 𝑉 پایۀ

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



متناهͬ بعد با برداری فضاهای ۲ ۳۸

نشان باید تعریف طبق است؛ 𝑉 پایۀ ͷی ،𝑉 در بردارها از لیست ͷی آیا اینکه بررسͬ برای

دو باشد. 𝑉 مولد باید و باشد خطͬ مستقل باید است: خاصیت دو دارای لیست این که دهیم

کنیم بررسͬ است لازم تنها باشد، مناسب نظر مد لیست طول اگر که ͬ دهند م نشان بعدی نتیجۀ

با خطͬ مستقل لیست هر که ͬ کنیم م ثابت ابتدا است. صادق نیاز مورد خاصیت دو از ͬͺی که

است. پایه ͷی مناسب، طول

است، دو بعد دارای 𝐑۲ حقیقͬ برداری فضای
است. ͷی بعد دارای 𝐂 مختلط برداری فضای

در همسان 𝐂 با را 𝐑۲ ͬ توان م مجموعه، بە  عنوان
است، یͺسان فضا دو هر در جمع (و گرفت نظر
حقیقͬ عددهای توسط اسͺالر ضرب همچنان که

ͷی بعد دربارۀ که هنگامͬ بنابراین، است). مشابه
که را نقشͬ ͬ توان نم ͬ کنیم، م صحبت برداری فضای

گرفت. نادیده ͬ کند، م ایفا 𝐅 انتخاب

است پایه ͷی مناسب، طول با خطͬ مستقل لیست ͷی ۳۸ .۲

است. 𝑉 پایۀ ͷی ،ⅾiⅿ𝑉 طول با 𝑉 در بردارها از خطͬ مستقل لیست هر آن گاه باشد. متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض

.(۳۲ .۲ (طبق داد گسترش 𝑉 پایۀ ͷی به ͬ توان م را 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 لیست است. خطͬ مستقل 𝑉 در 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 و ⅾiⅿ𝑉 = 𝑛 کنید فرض اثبات

𝑣۱,… , 𝑣𝑛 به عضوی هیچ که معنͬ این به ͬ شود، م محسوب بدیهͬ گسترش ͷی مورد این در ازاین رو است. 𝑛 طول دارای 𝑉 پایۀ هر طرفͬ، از

■ است. مطلوب چنان که است، 𝑉 پایۀ ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 بنابراین ͬ شود. نم الحاق

است. قبلͬ نتیجۀ از مفیدی پیامد بعدی، نتیجە   ی

ͬ باشد م فضا کل با برابر کامل، بعد با زیرفضایی ۳۹ .۲

.𝑈 = 𝑉 آن گاه .ⅾiⅿ𝑈 = ⅾiⅿ𝑉 که بە طوری است، 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈 و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض

لیست ͷی 𝑢۱,… , 𝑢𝑛 ازاین رو .𝑛 = ⅾiⅿ𝑉 داریم فرض طبق نیز و 𝑛 = ⅾiⅿ𝑈 بنابراین باشد. 𝑈 پایۀ ͷی 𝑢۱,… , 𝑢𝑛 کنید فرض اثبات

بە ویژه، است. 𝑉 پایۀ ͷی 𝑢۱,… , 𝑢𝑛 که ͬ کنیم م مشاهده ۳۸ .۲ طبق است. ⅾiⅿ𝑉 به طول است) 𝑈 پایۀ ͷی (زیرا 𝑉 در بردارها از خطͬ مستقل

■ .𝑈 = 𝑉 نتیجه در است. 𝑢۱,… , 𝑢𝑛 خطͬ ترکیب ͷی ،𝑉 در بردار هر

𝐅۲ از پایە ای مثال: ۴۰ .۲

𝐅۲ در دو به طول لیست این بͽیرید. نظر در را 𝐅۲ در بردارها از (۴, ۳) ،(۵, ۷) لیست
که کنید توجه نیست). دیͽری از اسͺالری مضرب برداری، هیچ (زیرا است خطͬ مستقل
،(۵, ۷) خطͬ مستقل لیست که ͬ کند م ایجاب ۳۸ .۲ بنابراین ͬ باشد. م دو بعد دارای 𝐅۲

نداریم). است، 𝐅۲ مولد اینکه بررسͬ به (نیازی باشد 𝐅۲ پایۀ ͷی دو، به طول (۴, ۳)

𝒫۳(𝐑) زیرفضای ͷی از پایە ای مثال: ۴۱ .۲

توسط که باشد 𝒫۳(𝐑) زیرفضای 𝑈 کنید فرض

𝑈 = {𝑝 ∈ 𝒫۳(𝐑) ∶ 𝑝′(۵) = ۰}

چند جملە ای های از ͷهری که کنید توجه ابتدا ،𝑈 پایۀ ͷی یافتن برای است. شده تعریف
هستند. 𝑈 در ،(𝑥 − ۵)۳ و (𝑥 − ۵)۲ ،۱

داریم 𝑥 ∈ 𝐑 هر برای و 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐑 کنید فرض

𝑎 + 𝑏(𝑥 − ۵)۲ + 𝑐(𝑥 − ۵)۳ = ۰.

𝑐𝑥۳ جملۀ ͷی شامل چپ سمت که دید ͬ توان م بالا، معادلۀ چپ سمت صریح بدون بسط
ͬ کنیم م مشاهده ،𝑐 = ۰ چون .𝑐 = ۰ یعنͬ این ندارد، 𝑥۳ جملۀ راست سمت چون است.
نیز ،𝑏 = 𝑐 = ۰ چون .𝑏 = ۰ یعنͬ که است، 𝑏𝑥۲ جملۀ ͷی دارای چپ سمت که
.𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = ۰ که ͬ کند م ایجاب بالا معادلۀ ازاین رو .𝑎 = ۰ که بͽیریم نتیجه ͬ توانیم م
.۳ ≤ ⅾiⅿ𝑈 ازاین رو است. خطͬ مستقل 𝑈 در (𝑥− ۵)۳ ،(𝑥− ۵)۲ ،۱ لیست بنابراین

نتیجه در
۳ ≤ ⅾiⅿ𝑈 ≤ ⅾiⅿ𝒫۳(𝐑) = ۴,

کردە ایم. استفاده ۳۷ .۲ از آن در که
.𝑈 ≠ 𝒫۳(𝐑) نتیجه در است. ۱ ثابت تابع آن مشتق چون نیست، 𝑈 در 𝑥 چندجملە ای
.ⅾiⅿ𝑈 = ۳ که ͬ دهد م نتیجه اکنون بالا نامعادلۀ .(۳۹ .۲ (طبق ⅾiⅿ𝑈 ≠ ۴ ازاین رو

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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در و است ⅾiⅿ𝑈 طول به 𝑈 در (𝑥 − ۵)۳ ،(𝑥 − ۵)۲ ،۱ خطͬ مستقل لیست بنابراین
.(۳۸ .۲ (طبق ͬ باشد م 𝑈 پایۀ ͷی نتیجه

است. پایه ͷی مناسب، به طول مولد لیست ͷی که ͬ کنیم م ثابت اکنون

است پایه ͷی مناسب، به طول مولدی لیست ۴۲ .۲

است. 𝑉 پایۀ ͷی ،ⅾiⅿ𝑉 به طول 𝑉 در بردارها از مولدی لیست هر آن گاه باشد. متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض

وجود، این با .(۳۰ .۲ (طبق داد کاهش 𝑉 پایۀ ͷی به ͬ توان م را 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 لیست باشد. 𝑉 مولد 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 و ⅾiⅿ𝑉 = 𝑛 کنید فرض اثبات

ͬ شود. نم حذف 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 از عضوی هیچ که معنͬ این به ͬ شود، م محسوب بدیهͬ کاهش مورد، این در نتیجه در است. 𝑛 طول دارای 𝑉 پایۀ هر

■ است. مطلوب چنان که است، 𝑉 پایۀ ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 ازاین رو

متناهͬ بعد با برداری فضای ͷی زیرفضای دو حاصل جمع بعد برای را فرمولͬ بعدی، نتیجۀ

اجتماع عضوهای تعداد است: شمارش آشنای فرمول ͷی با قیاس در فرمول، این ͬ دهد. م ارائه

مجموعۀ عضوهای تعداد بعلاوۀ اول، مجموعۀ عضوهای تعداد با است برابر متناهͬ مجموعۀ دو

مجموعه. دو این اشتراک عضوهای تعداد منهای دوم،

حاصل جمع ͷی بعد ۴۳ .۲

آن گاه باشند، متناهͬ بعد با برداری فضای ͷی زیرفضای دو ،𝑉۲ و 𝑉۱ اگر

ⅾiⅿ(𝑉۱ + 𝑉۲) = ⅾiⅿ𝑉۱ + ⅾiⅿ𝑉۲ − ⅾiⅿ(𝑉۱ ∩ 𝑉۲).

مستقل 𝑉۱ در است، 𝑉۱∩𝑉۲ پایۀ ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑚 چون .ⅾiⅿ(𝑉۱∩𝑉۲) = 𝑚 بنابراین و است 𝑉۱∩𝑉۲ پایۀ ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑚 کنید فرض اثبات

.ⅾiⅿ𝑉۱ =𝑚+ 𝑗 این رو از .(۳۲ .۲ (طبق داد گسترش 𝑉۱ از 𝑣۱,… , 𝑣𝑚, 𝑢۱,… , 𝑢𝑗 پایۀ ͷی به را لیست این ͬ توان م نتیجه در است. خطͬ

.ⅾiⅿ𝑉۲ = 𝑚+ 𝑘 ازاین رو ͬ دهیم. م گسترش 𝑉۲ از 𝑣۱,… , 𝑣𝑚, 𝑤۱,… ,𝑤𝑘 پایۀ ͷی به را 𝑣۱,… , 𝑣𝑚 همچنین

که ͬ دهیم م نشان

𝑣۱,… , 𝑣𝑚, 𝑢۱,… , 𝑢𝑗, 𝑤۱,… ,𝑤𝑘 (۴۴ .۲)

داریم آن گاه چراکه ͬ شود، م کامل اثبات و است 𝑉۱ + 𝑉۲ پایۀ ͷی

ⅾiⅿ(𝑉۱ + 𝑉۲) = 𝑚+ 𝑗 + 𝑘

= (𝑚 + 𝑗) + (𝑚 + 𝑘) −𝑚

= ⅾiⅿ𝑉۱ + ⅾiⅿ𝑉۲ − ⅾiⅿ(𝑉۱ ∩ 𝑉۲).

𝑉۱ +𝑉۲ برابر نتیجه در و است 𝑉۲ شامل و 𝑉۱ شامل لیست این گسترۀ دارد. قرار 𝑉۱ +𝑉۲ در نتیجه در و دارد قرار 𝑉۱ ∪𝑉۲ در ۴۴ .۲ لیست

است. خطͬ مستقل که دهیم نشان باید تنها است، 𝑉۱ + 𝑉۲ پایۀ ͷی ۴۴ .۲ اینکه دادن نشان برای پس است.

کنید فرض است، خطͬ مستقل ۴۴ .۲ اینکه اثبات برای

𝑎۱𝑣۱ +⋯+ 𝑎𝑚𝑣𝑚 + 𝑏۱𝑢۱ +⋯+ 𝑏𝑗𝑢𝑗 + 𝑐۱𝑤۱ +⋯+ 𝑐𝑘𝑤𝑘 = ۰,

بە شͺل ͬ توان م را بالا معادلۀ هستند. ۰ با برابر 𝑐ها و 𝑏ها 𝑎ها، همۀ که کنیم اثبات باید هستند. اسͺالر ضرایب 𝑐ها و 𝑏ها 𝑎ها، همۀ آن در که

𝑐۱𝑤۱ +⋯+ 𝑐𝑘𝑤𝑘 = −𝑎۱𝑣۱ −⋯− 𝑎𝑚𝑣𝑚 − 𝑏۱𝑢۱ −⋯− 𝑏𝑗𝑢𝑗 (۴۵ .۲)

چون .𝑐۱𝑤۱ +⋯+ 𝑐𝑘𝑤𝑘 ∈ 𝑉۱ ∩ 𝑉۲ که ͬ کند م ایجاب این و هستند 𝑉۲ در 𝑤ها همۀ .𝑐۱𝑤۱ +⋯+ 𝑐𝑘𝑤𝑘 ∈ 𝑉۱ ͬ دهد م نشان که نوشت

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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داریم 𝑑۱,… , 𝑑𝑚 اسͺالر ضرایب از مقدارهایی برای است، 𝑉۱ ∩ 𝑉۲ پایۀ ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑚

𝑐۱𝑤۱ +⋯+ 𝑐𝑘𝑤𝑘 = 𝑑۱𝑣۱ +⋯+ 𝑑𝑚𝑣𝑚.

۴۵ .۲ معادلۀ بنابراین باشند. ۰ برابر 𝑑ها) (و 𝑐ها همۀ که ͬ کند م ایجاب آخر معادلۀ نتیجه در و است خطͬ مستقل 𝑣۱,… , 𝑣𝑚, 𝑤۱,… ,𝑤𝑘 اما

ͬ شود م تبدیل زیر بە شͺل

𝑎۱𝑣۱ +⋯+ 𝑎𝑚𝑣𝑚 + 𝑏۱𝑢۱ +⋯+ 𝑏𝑗𝑢𝑗 = ۰.

■ ͬ شود. م کامل اثبات و هستند ۰ 𝑏ها و 𝑎ها همۀ که است معنͬ این به معادله این است، خطͬ مستقل 𝑣۱,… , 𝑣𝑚, 𝑢۱,… , 𝑢𝑗 لیست چون

باشد. 𝑆 مجموعۀ عضوهای تعداد بیانگر #𝑆 نماد کنید فرض ،𝑆 متناهͬ مجموعۀ ͷی برای

بین قیاس و ͬ کند م مقایسه متناهͬ بعد با برداری فضاهای با را متناهͬ مجموعە های زیر، جدول

قیاس همچنان که ͬ دهد، م نشان را برداری) فضاهای ⅾiⅿ𝑉 (برای و مجموعە ها) (برای #𝑆
فضاهای زمینۀ (در زیرفضاها حاصل جمع و مجموعە ها) زمینۀ (در زیرمجموعە ها اجتماع بین

ͬ کند. م بیان را برداری)

برداری فضاهای مجموعە ها
است متناهͬ بعد با برداری فضای ͷی 𝑉 است. متناهͬ مجموعۀ ͷی 𝑆

ⅾiⅿ𝑉 #𝑆
زیرفضای کوچͷ ترین ،𝑉۱ + 𝑉۲ حاصل جمع ،𝑉 از 𝑉۲ ،𝑉۱ زیرفضاهای برای

است 𝑉۲ و 𝑉۱ شامل که است 𝑉
کوچͷ ترین ،𝑆۱ ∪ 𝑆۲ اجتماع ،𝑆 از 𝑆۲ ،𝑆۱ زیرمجموعە های برای

اس 𝑆۲ و 𝑆۱ شامل که است 𝑆 زیرمجموعۀ
ⅾiⅿ(𝑉۱ + 𝑉۲) = ⅾiⅿ𝑉۱ + ⅾiⅿ𝑉۲ − ⅾiⅿ(𝑉۱ ∩ 𝑉۲) #(𝑆۱ ∪ 𝑆۲) = #𝑆۱ +#𝑆۲ −#(𝑆۱ ∩ 𝑆۲)

ⅾiⅿ(𝑉۱ + 𝑉۲) = ⅾiⅿ𝑉۱ + ⅾiⅿ𝑉۲ ⟺ 𝑉۱ ∩ 𝑉۲ = {۰} #(𝑆۱ ∪ 𝑆۲) = #𝑆۱ +#𝑆۲ ⟺ 𝑆۱ ∩ 𝑆۲ = ∅
⟺ است مستقیم حاصل جمع ͷی 𝑉۱ +⋯+ 𝑉𝑚 ⟺ است مجزا اجتماع ͷی 𝑆۱ ∪ ⋯ ∪ 𝑆𝑚

ⅾiⅿ(𝑉۱ +⋯+ 𝑉𝑚) = ⅾiⅿ𝑉۱ +⋯+ ⅾiⅿ𝑉𝑚 #(𝑆۱ ∪ ⋯ ∪ 𝑆𝑚) = #𝑆۱ +⋯+#𝑆𝑚

حاصل جمع های و مجموعە ها) (برای مجزا اجتماع های بین قیاس بر بالا جدول آخر سطر

ارائه ۹۴ .۳ در بالا جدول آخر خانۀ نتیجۀ اثبات دارد. تمرکز برداری) فضاهای (برای مستقیم

شد. خواهد

به مربوط نتایج نظیر قیاس، این طریق از که بیابید مجموعە ها دربارۀ نتایجͬ بتوانید باید شما

باشند. ۱۸ تا ۱۲ تمرین های در برداری فضاهای

۳ −۲ تمرین های

.𝐑۲ و مبدأ شامل 𝐑۲ در خطوط همۀ ،{۰} از عبارتند دقیقا 𝐑۲ زیرفضاهای دهید نشان ۱
.𝐑۳ و مبدأ شامل 𝐑۳ در صفحات همۀ مبدأ، شامل 𝐑۳ در خطوط همۀ ،{۰} از عبارتند دقیقا 𝐑۳ زیرفضاهای دهید نشان ۲

کنید. پیدا را 𝑈 پایۀ ͷی .𝑈 = {𝑝 ∈ 𝒫۴(𝐅) ∶ 𝑝(۶) = ۰} کنید فرض (ا) ۳
دهید. گسترش 𝒫۴(𝐅) پایۀ ͷی به را (ا) پایۀ (ب)

.𝒫۴(𝐅) = 𝑈 ⊕𝑊 که بە طوری کنید، پیدا را 𝒫۴(𝐅) از 𝑊 زیرفضای ͷی (ج)
کنید. پیدا را 𝑈 پایۀ ͷی .𝑈 = {𝑝 ∈ 𝒫۴(𝐑) ∶ 𝑝″(۶) = ۰} کنید فرض (ا) ۴

دهید. گسترش 𝒫۴(𝐑) پایۀ ͷی به را (ا) پایۀ (ب)
.𝒫۴(𝐑) = 𝑈 ⊕𝑊 که بە طوری کنید، پیدا را 𝒫۴(𝐑) از 𝑊 زیرفضای ͷی (ج)
کنید. پیدا را 𝑈 پایۀ ͷی .𝑈 = {𝑝 ∈ 𝒫۴(𝐅) ∶ 𝑝(۲) = 𝑝(۵)} کنید فرض (ا) ۵

دهید. گسترش 𝒫۴(𝐅) پایۀ ͷی به را (ا) پایۀ (ب)
.𝒫۴(𝐅) = 𝑈 ⊕𝑊 که بە طوری کنید، پیدا را 𝒫۴(𝐅) از 𝑊 زیرفضای ͷی (ج)

کنید. پیدا را 𝑈 پایۀ ͷی .𝑈 = {𝑝 ∈ 𝒫۴(𝐅) ∶ 𝑝(۲) = 𝑝(۵) = 𝑝(۶)} کنید فرض (ا) ۶
دهید. گسترش 𝒫۴(𝐅) پایۀ ͷی به را (ا) پایۀ (ب)

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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.𝒫۴(𝐅) = 𝑈 ⊕𝑊 که بە طوری کنید، پیدا را 𝒫۴(𝐅) از 𝑊 زیرفضای ͷی (ج)

کنید. پیدا را 𝑈 پایۀ ͷی .𝑈 = {𝑝 ∈ 𝒫۴(𝐑) ∶ ∫۱
−۱ 𝑝 = ۰} کنید فرض (ا) ۷

دهید. گسترش 𝒫۴(𝐑) پایۀ ͷی به را (ا) پایۀ (ب)
.𝒫۴(𝐑) = 𝑈 ⊕𝑊 که بە طوری کنید، پیدا را 𝒫۴(𝐑) از 𝑊 زیرفضای ͷی (ج)

کنید ثابت .𝑤 ∈ 𝑉 و باشد خطͬ مستقل 𝑉 در 𝑣۱,… , 𝑣𝑚 کنید فرض ۸

ⅾiⅿ span(𝑣۱ +𝑤,… , 𝑣𝑚 +𝑤) ≥ 𝑚− ۱.

کنید ثابت ͬ باشد. م 𝑘 درجۀ دارای 𝑝𝑘 هر آن ها در که بە طوری ،𝑝۰, 𝑝۱,… , 𝑝𝑚 ∈ 𝒫(𝐅) و است مثبت صحیح عدد ͷی 𝑚 کنید فرض ۹
است. 𝒫𝑚(𝐅) پایۀ ͷی 𝑝۰, 𝑝۱,… , 𝑝𝑚

ͬ دهیم م قرار ۰ ≤ 𝑘 ≤ 𝑚 برای است. مثبت صحیح عدد ͷی 𝑚 کنید فرض ۱۰

𝑝𝑘(𝑥) = 𝑥𝑘(۱− 𝑥)𝑚−𝑘.

است. 𝒫𝑚(𝐅) پایۀ ͷی 𝑝۰,… , 𝑝𝑚 دهید نشان

بیاموزید اینترنتͬ جست وجوی ͷی با ͬ توانید م ͬ شود. م منجر ͬ شوند، م نامیده (Bernstein) برنشتاین چندجملە ای های که آنچه به تمرین، این در پایە 
ͬ شود. م استفاده [۰, ۱] بازۀ روی پیوسته توابع  تقریب برای برنشتاین چندجملە ای های از چͽونه که

این از ͷهیچ ی که بە طوری دارند، وجود 𝑈 ∩ 𝑊 در بردار دو کنید ثابت هستند. 𝐂۶ چهاربعدی زیرفضاهای دو هر ،𝑊 و 𝑈 کنید فرض ۱۱
نیست. دیͽری از اسͺالری ضریب بردارها،

.𝐑۸ = 𝑈 ⊕𝑊 کنید ثابت .𝑈 +𝑊 = 𝐑۸ و ،ⅾiⅿ𝑊 = ۵ ،ⅾiⅿ𝑈 = ۳ که بە طوری هستند، 𝐑۸ زیرفضاهای ،𝑊 و 𝑈 کنید فرض ۱۲
.𝑈 ∩𝑊 ≠ {۰} کنید ثابت هستند. 𝐂۹ پنج بعدی زیرفضاهای دو هر ،𝑊 و 𝑈 کنید فرض ۱۳

ثابت ͬ باشند. م ⅾiⅿ𝑉۱ = ⅾiⅿ𝑉۲ = ⅾiⅿ𝑉۳ = ۷ با 𝑉 زیرفضاهای 𝑉۳ ،𝑉۲ ،𝑉۱ و است دە بعدی برداری فضای ͷی 𝑉 کنید فرض ۱۴
.𝑉۱ ∩ 𝑉۲ ∩ 𝑉۳ ≠ {۰} کنید

کنید ثابت ͬ باشند. م ⅾiⅿ𝑉۱ + ⅾiⅿ𝑉۲ + ⅾiⅿ𝑉۳ > ۲ ⅾiⅿ𝑉 با 𝑉 زیرفضاهای 𝑉۳ ،𝑉۲ ،𝑉۱ و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۱۵
.𝑉۱ ∩ 𝑉۲ ∩ 𝑉۳ ≠ {۰}

کنید ثابت .𝑚 = ⅾiⅿ𝑈 و 𝑛 = ⅾiⅿ𝑉 کنید فرض .𝑈 ≠ 𝑉 که بە طوری باشد، 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈 و باشد متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۱۶
است. 𝑈 برابر آن ها اشتراک که دارد وجود 𝑛 − ۱ بعد با ͷهری ،𝑉 از زیرفضا 𝑛 −𝑚

و است متناهͬ بعد با 𝑉۱ +⋯+ 𝑉𝑚 کنید ثابت باشند. 𝑉 از متناهͬ بعد با زیرفضاهای 𝑉۱,… , 𝑉𝑚 کنید فرض ۱۷

ⅾiⅿ(𝑉۱ +⋯+ 𝑉𝑚) ≤ ⅾiⅿ𝑉۱ +⋯+ ⅾiⅿ𝑉𝑚.

دید. خواهیم ۹۴ .۳ در چنان که باشد؛ مستقیم حاصل جمع ͷی 𝑉۱ +⋯+ 𝑉𝑚 اگر تنها و اگر بود، خواهد تساوی ͷی بالا نامساوی

که بە طوری دارند، وجود 𝑉 از 𝑉۱,… , 𝑉𝑛 یͷ بعدی زیرفضاهای کنید ثابت .ⅾiⅿ𝑉 = 𝑛 ≥ ۱ و باشد متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۱۸

𝑉 = 𝑉۱ ⊕⋯⊕ 𝑉𝑛.

زیرفضاهایی ،𝑉۳ 𝑉۲و ،𝑉۱ اگر که زد حدس چنین متناهͬ، مجموعۀ سه اجتماع عضوهای تعداد فرمول از قیاس با است ممͺن چرا دهید توضیح ۱۹
آن گاه: باشند، متناهͬ بعد با برداری فضای ͷی از

ⅾiⅿ(𝑉۱ + 𝑉۲ + 𝑉۳) = ⅾiⅿ𝑉۱ + ⅾiⅿ𝑉۲ + ⅾiⅿ𝑉۳

− ⅾiⅿ(𝑉۱ ∩ 𝑉۲) − ⅾiⅿ(𝑉۱ ∩ 𝑉۳) − ⅾiⅿ(𝑉۲ ∩ 𝑉۳)
+ ⅾiⅿ(𝑉۱ ∩ 𝑉۲ ∩ 𝑉۳).

دهید. ارائه نقض مثال ͷی یا کنید، اثبات را بالا فرمول یا سپس
آن گاه باشند، متناهͬ بعد با برداری فضای ͷی از زیرفضاهایی ،𝑉۳ و 𝑉۲ ،𝑉۱ اگر کنید ثابت ۲۰

ⅾiⅿ(𝑉۱ + 𝑉۲ + 𝑉۳) = ⅾiⅿ𝑉۱ + ⅾiⅿ𝑉۲ + ⅾiⅿ𝑉۳

− ⅾiⅿ(𝑉۱ ∩ 𝑉۲) + ⅾiⅿ(𝑉۱ ∩ 𝑉۳) + ⅾiⅿ(𝑉۲ ∩ 𝑉۳)
۳

− ⅾiⅿ ((𝑉۱+𝑉۲)∩𝑉۳) + ⅾiⅿ ((𝑉۱+𝑉۳)∩𝑉۲) + ⅾiⅿ ((𝑉۲ +𝑉۳)∩𝑉۱)
۳

.

ندارد. صحیح عدد به شباهتͬ راست سمت زیرا برسد، نظر به عجیب است ممͺن بالا فرمول

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



متناهͬ بعد با برداری فضاهای ۲ ۴۲

بی اعتنایی نهایت و نهادم کنار نافرجام و ناقص الخلقه آفرینشͬ همچون را آن زادۀ شاخە های همۀ و طبیعͬ تاریخ کشیدم، دست خود پیشین مشاغل از بی درنگ من
به وابسته مطالعاتͬ رشتە های و ریاضیات به را خود حال  وهوا، این در ندارد. را حقیقͬ معرفت آستانۀ به ورود توان هرگز که کردم احساس مدعͬ دانشͬ به نسبت را

بودند. من توجه شایستۀ ازاین رو، و بودند شده بنا استوار بنیان های بر چراکه سپردم، علم آن

(Ⅿary Woⅼⅼstoneⅽraft Sheⅼⅼey) شلͬ ولستون کرافت مری –فرانکنشتاین،
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خطͬ نگاشت های ۳
هیجان زده برداری فضاهای خود از هیچ کس است. بوده برداری فضاهای روی بر ما تمرکز اینجا تا

خطͬ. ͬ پردازیم–نگاشت های م آن به اکنون که است موضوعͬ خطͬ، جبر جالب بخش ͬ شود. نم

ͬ کند م بیان که کرد خواهیم استفاده خطͬ نگاشت های قدرتمند اساسͬ قضیۀ از مͺرر به طور

بعد بە اضافۀ ͬ شود، م نگاشته ۰ به که زیرفضایی بعد با است برابر خطͬ نگاشت ͷی دامنۀ بعد که

برداری فضای ͷی از خطͬ نگاشت ͷی که ͬ شود م توجه قابل  نتیجۀ این به منجر قضیه این برد.

باشد. فضا کل آن، برد اگر تنها و اگر است، ͷبە ی ͷی فضا خود به متناهͬ بعد با

نگاشت ͷی با متناظر ماتریس کرد، خواهیم معرفͬ فصل این در که اساسͬ مفاهیم از ͬͺی

خطͬ نگاشت های بین تناظر این است. مقصد فضای پایۀ ͷی و دامنه فضای پایۀ ͷی با و خطͬ

ͬ کند. م فراهم را خطͬ جبر کلیدی جنبە های مورد در عمیقͬ بینش ماتریس ها، و

ͬ رسد. م پایان به دوگان و خارج  قسمت حاصل ضرب، فضاهای معرفͬ با فصل این

𝑊 و 𝑈 را آن ها که داشت خواهیم نیاز اضافͬ برداری فضاهای به ،𝑉 علاوە بر فصل این در

هستند. زیر بە قرار ما ثابت فرض های اکنون بنابراین، ͬ نامیم. م

فصل این ثابت فرض های

است. 𝐂 یا 𝐑 نشان دهندۀ 𝐅 ●

هستند. 𝐅 روی برداری فضاهای نشان دهندۀ 𝑊 و 𝑉 ،𝑈 ●

قرن در (Ⅾankwarⅾeroⅾe) دانکواردە روده قلعۀ
(͹براونشوای) ͷبرونزوی در دوازدهم

که جایی ،(Brunswiⅽk ̸ Braunsⅽhweig)
(Ⅽarⅼ Frieⅾriⅽh Gauss) گاوس فردریش کارل

،۱۸۰۹ در شد. بزرگ و متولد (۱۸۵۵−۱۷۷۷)
خطͬ معادلات دستگاە های حل برای را روشͬ گاوس
نامیده گاوسͬ حذف امروزه که روش این کرد. منتشر

سال ۱۶۰۰ از بیش که چینͬ کتاب ͷی در ͬ شود، م
است. شده استفاده است، شده نوشته قبل

Stefan Sⅽhäfer ⅭⅭ BY−SA منبع:



خطͬ نگاشت های ۳ ۴۴

خطͬ نگاشت های برداری فضای ۱ −۳

خطͬ نگاشت های از مثال هایی و تعریف

آمادە ایم. خطͬ جبر کلیدی تعریف های از ͬͺی برای اکنون

خطͬ نگاشت تعریف: ۱ .۳

است. زیر خاصیت های با 𝑇 ∶ 𝑉 → 𝑊 تابع ͷی ،𝑊 به 𝑉 از خطͬ نگاشت ͷی
بودن جمعͬ

.𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای 𝑇 (𝑢 + 𝑣) = 𝑇𝑢 + 𝑇𝑣
همͽنͬ

.𝑣 ∈ 𝑉 هر برای و 𝜆 ∈ 𝐅 هر برای 𝑇 (𝜆𝑣) = 𝜆(𝑇𝑣)

استفاده خطͬ تبدیل عبارت از ͬ دانان ریاض برخͬ
است. خطͬ نگاشت معنͬ همان به که ͬ کنند م

معمول نمادگذاری از هم و 𝑇𝑣 نمادگذاری از هم اغلب خطͬ، نگاشت های برای که کنید توجه

ͬ کنیم. م استفاده 𝑇 (𝑣) تابعͬ

است. خطͬ معنͬ به ⅼinear مخفف ℒ ℒ(𝑉مترجمان: ) ،ℒ(𝑉 ,𝑊) نماد: ۲ .۳

ͬ شود. م داده نشان ℒ(𝑉 ,𝑊) با 𝑊 به 𝑉 از خطͬ نگاشت های مجموعۀ ●

دیͽر بیان به ͬ شود. م داده نشان ℒ(𝑉 ) با 𝑉 به 𝑉 از خطͬ نگاشت های مجموعۀ ●

.ℒ(𝑉 ) = ℒ(𝑉 , 𝑉 )

تعریف شده توابع از ͷهری که شوید مطمئن ͬ پردازیم. م خطͬ نگاشت های از مثال چند به اکنون

است. خطͬ نگاشت ͷی بە واقع بعدی، مثال در

خطͬ نگاشت های مثال: ۳ .۳

صفر
هر که ͬ گیریم م نظر در  ͬ خط نگاشت آن نشان دهندۀ را ۰ نماد آن، دیͽر کاربردهای علاوە بر
فضا) همان احتمالا (یا دیͽر برداری فضای جمع همانͬ عضو به را برداری فضای ͷی عضو

بە صورت ۰ ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) مشخص، بە طور ͬ برد. م

۰𝑣 = ۰

سمت در ۰ که حالͬ در ،𝑊 به 𝑉 از است تابعͬ بالا معادلۀ چپ سمت در ۰ ͬ شود. م تعریف
کاربردهای متن، روی از بتوانید باید همیشه مانند است. 𝑊 در جمع همانͬ عضو راست،

دهید. تشخیص را ۰ متعدد
همانͬ عملͽر

که است برداری فضای ͷی روی خطͬ نگاشت آن ͬ شود، م داده نشان 𝐼 با که همانͬ عملͽر
ͬ شود: م تعریف زیر بە صورت 𝐼 ∈ ℒ(𝑉 ) مشخص، بە طور ͬ برد. م خودش به را عضو هر

𝐼𝑣 = 𝑣.

مشتق گیری
بە صورت را 𝐷 ∈ ℒ(𝒫(𝐑))

𝐷𝑝 = 𝑝′

ͷی بیان برای دیͽری روش است، خطͬ نگاشت ͷی تابع این که ادعا این ͬ کنیم. م تعریف
،(𝜆𝑓)′ = 𝜆𝑓 ′ و (𝑓 + 𝑔)′ = 𝑓 ′ + 𝑔′ است: مشتق گیری درخصوص اساسͬ نتیجۀ

باشد. ثابت عدد ͷی 𝜆 و باشند مشتق پذیر 𝑔 و 𝑓 هرگاه
انتگرال گیری

بە صورت را 𝑇 ∈ ℒ(𝒫(𝐑),𝐑)

𝑇𝑝 = ∫
۱

۰
𝑝

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



خطͬ نگاشت های برداری فضای ۱ −۳۴۵

اساسͬ نتیجۀ ͷی بیان برای دیͽری روش است، خطͬ تابع این که گزاره این ͬ کنیم. م تعریف
انتگرال ها حاصل جمع برابر تابع دو حاصل جمع انتگرال است: انتگرال گیری درخصوص
تابع انتگرال ضرب در ثابت عدد با برابر تابع، ͷی ضرب در ثابت عدد ͷی انتگرال و ͬ باشد م

است.
𝑥۲ ضرب در

ͬ کنیم: م تعریف زیر بە صورت 𝑥 ∈ 𝐑 هر برای را 𝑇 ∈ ℒ(𝒫(𝐑)) خطͬ نگاشت

(𝑇𝑝)(𝑥) = 𝑥۲𝑝(𝑥).

عقب به شیفت
نگاشت است. 𝐅 عضوهای از دنبالە ها همۀ برداری فضای نشان دهندۀ 𝐅∞ که بیاورید یاد به

ͬ کنیم: م تعریف زیر بە صورت را 𝑇 ∈ ℒ(𝐅∞) خطͬ

𝑇 (𝑥۱, 𝑥۲, 𝑥۳,… ) = (𝑥۲, 𝑥۳,… )

𝐑۲ به 𝐑۳ از
ͬ کنیم: م تعریف زیر بە صورت را 𝑇 ∈ ℒ(𝐑۳,𝐑۲) خطͬ نگاشت

𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (۲𝑥 − 𝑦 + ۳𝑧, ۷𝑥 + ۵𝑦 − ۶𝑧).

𝐅𝑚 به 𝐅𝑛 از
برای کنید فرض باشند، مثبت صحیح عددهای 𝑛 و 𝑚 کنید فرض قبلͬ، مثال تعمیم برای
𝑇 ∈ℒ(𝐅𝑛, 𝐅𝑚) خطͬ نگاشت و 𝐴𝑗,𝑘∈𝐅 داریم 𝑘=۱,… , 𝑛 هر و 𝑗=۱,… ,𝑚 هر

بە صورت را

𝑇 (𝑥۱,… , 𝑥𝑛) = (𝐴۱,۱𝑥۱ +⋯+𝐴۱,𝑛 𝑥𝑛,… ,𝐴𝑚,۱𝑥۱ +⋯+𝐴𝑚,𝑛 𝑥𝑛)

است. شͺل همین به ،𝐅𝑚 به 𝐅𝑛 از خطͬ نگاشت هر واقع در ͬ کنیم. م تعریف
ترکیب

بە شͺل را 𝑇 ∈ ℒ(𝒫(𝐑)) خطͬ نگاشت ͷی بͽیرید. ثابت را 𝑞 ∈ 𝒫(𝐑) چند جملە ای

(𝑇𝑝)(𝑥) = 𝑝 (𝑞(𝑥))

ͬ کنیم. م تعریف

هر که کنیم پیدا خطͬ نگاشت ͷی ͬ توانیم م که است معنͬ این به بعدی نتیجۀ وجودی بخش

معنͬ این به بعدی نتیجۀ یͺتایی بخش بͽیرد. خود به پایه ͷی بردارهای روی را دل خواهͬ مقدار

ͬ شود. م تعیین پایه ͷی روی آن مقادیر توسط کامل بە طور خطͬ نگاشت ͷی که است

خطͬ نگاشت لم ۴ .۳

برای که بە طوری دارد، وجود 𝑇 ∶ 𝑉 → 𝑊 یͺتای خطͬ نگاشت ͷی آن گاه .𝑤۱,… ,𝑤𝑛 ∈ 𝑊 و باشد 𝑉 پایۀ ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 کنید فرض
داریم 𝑘 = ۱,… , 𝑛 هر

𝑇𝑣𝑘 = 𝑤𝑘.

بە صورت را 𝑇 ∶ 𝑉 → 𝑊 خطͬ نگاشت ͬ دهیم. م نشان را مطلوب خاصیت های با 𝑇 خطͬ نگاشت ͷی وجود ابتدا اثبات

𝑇 (𝑐۱𝑣۱ +⋯+ 𝑐𝑛𝑣𝑛) = 𝑐۱𝑤۱ +⋯+ 𝑐𝑛𝑤𝑛

𝑇 تابع ͷی بە واقع بالا معادلۀ نتیجه، در است. 𝑉 پایۀ ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 لیست هستند. 𝐅 دل خواه عضوهای 𝑐۱,… , 𝑐𝑛 آن در که ͬ کنیم م تعریف

نوشت). 𝑐۱𝑣۱ +⋯+ 𝑐𝑛𝑣𝑛 بە صورت یͺتا بە شͺل ͬ توان م را 𝑉 عضو هر (زیرا ͬ کند م تعریف را 𝑊 به 𝑉 از

.𝑇𝑣𝑘 = 𝑤𝑘 که ͬ شود م مشخص ،۰ با برابر 𝑐ها سایر و 𝑐𝑘 = ۱ دادن قرار با بالا معادلۀ در ،𝑘 هر برای
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خطͬ نگاشت های ۳ ۴۶

آن گاه باشند، 𝑣 = 𝑐۱𝑣۱ +⋯+ 𝑐𝑛𝑣𝑛 و 𝑢 = 𝑎۱𝑣۱ +⋯+ 𝑎𝑛𝑣𝑛 بە صورت 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 اگر

𝑇 (𝑢 + 𝑣) = 𝑇 ((𝑎۱ + 𝑐۱)𝑣۱ +⋯+ (𝑎𝑛 + 𝑐𝑛)𝑣𝑛)

= (𝑎۱ + 𝑐۱)𝑤۱ +⋯+ (𝑎𝑛 + 𝑐𝑛)𝑤𝑛

= (𝑎۱𝑤۱ +⋯+ 𝑎𝑛𝑤𝑛) + (𝑐۱𝑤۱ +⋯+ 𝑐𝑛𝑤𝑛)

= 𝑇𝑢 + 𝑇𝑣.

آن گاه 𝑣 = 𝑐۱𝑣۱ +⋯+ 𝑐𝑛𝑣𝑛 و 𝜆 ∈ 𝐅 اگر مشابه، بە طور

𝑇 (𝜆𝑣) = 𝑇(𝜆𝑐۱𝑣۱ +⋯+ 𝜆𝑐𝑛𝑣𝑛)

= 𝜆𝑐۱𝑤۱ +⋯+ 𝜆𝑐𝑛𝑤𝑛

= 𝜆(𝑐۱𝑤۱ +⋯+ 𝑐𝑛𝑤𝑛)

= 𝜆𝑇𝑣.

است. 𝑊 به 𝑉 از خطͬ نگاشت ͷی 𝑇 بنابراین

آن گاه .𝑐۱,… , 𝑐𝑛 ∈ 𝐅 کنید فرض .𝑇𝑣𝑘 = 𝑤𝑘 ،𝑘 = ۱,… , 𝑛 هر برای اینکه و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض اکنون بودن، یͺتا اثبات برای

که ͬ کند م ایجاب اکنون 𝑇 بودن جمعͬ .𝑇 (𝑐𝑘𝑣𝑘) = 𝑐𝑘𝑤𝑘 داریم 𝑘 = ۱,… , 𝑛 برای که است معنͬ این به 𝑇 همͽنͬ

𝑇 (𝑐۱𝑣۱ +⋯+ 𝑐𝑛𝑣𝑛) = 𝑐۱𝑤۱ +⋯+ 𝑐𝑛𝑤𝑛.

یͺتا بە شͺل 𝑇 یعنͬ این است، 𝑉 پایۀ ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 چون ͬ شود. م تعیین بالا معادلۀ توسط span(𝑣۱,… , 𝑣𝑛) روی یͺتا بە شͺل 𝑇 نتیجه در

■ است. مطلوب چنان که ͬ شود، م تعیین 𝑉 روی

ℒ(𝑉 ,𝑊) روی جبری عملیات

ͬ کنیم. م شروع ℒ(𝑉 ,𝑊) روی اسͺالر ضرب و جمع تعریف با

ℒ(𝑉 ,𝑊) روی اسͺالر ضرب و جمع تعریف: ۵ .۳

آن ،𝜆𝑇 حاصل ضرب و 𝑆+𝑇 حاصل جمع .𝜆 ∈ 𝐅 و 𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض
ͬ شوند: م تعریف زیر بە صورت ،𝑣 ∈ 𝑉 هر برای که هستند 𝑊 به 𝑉 از خطͬ نگاشت های

(𝑆 + 𝑇)(𝑣) = 𝑆𝑣 + 𝑇𝑣 و (𝜆𝑇 )(𝑣) = 𝜆(𝑇𝑣).

هستند. فراگیر ریاضیات سراسر در خطͬ نگاشت های
نظر به و ͬ کنند م تصور برخͬ که آن قدر نه بااین حال،

وقتͬ ͬ دانند، م 𝐑 به 𝐑 از خطͬ نگاشت ͷی را ⅽos
و ⅽos𝑥 + ⅽos𝑦 با برابر را ⅽos(𝑥 + 𝑦) اشتباه به

ͬ نویسند. م ۲ ⅽos𝑥 با برابر را ⅽos ۲𝑥

بیان به هستند. خطͬ نگاشت بە واقع 𝜆𝑇 و 𝑆+𝑇 بالا، تعریف طبق که کنید بررسͬ باید شما

.𝜆𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) و 𝑆 +𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) آن گاه ،𝜆 ∈ 𝐅 و 𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) اگر دیͽر،

نباید بعدی نتیجۀ کشیدیم، را ℒ(𝑉 ,𝑊) روی اسͺالر ضرب و جمع تعریف زحمت چون

باشد. غافل گیرکننده

است برداری فضای ͷی ℒ(𝑉 ,𝑊) ۶ .۳

است. برداری فضای ͷی ℒ(𝑉 ,𝑊) شد، تعریف بالا در که بە صورتͬ اسͺالر، ضرب و جمع عمل های با

جمع همانͬ عضو که باشید داشته توجه ͬ شود. م واگذار خواننده به بالا نتیجۀ معمول اثبات

شد. تعریف ۳ .۳ مثال در که است صفر خطͬ نگاشت ،ℒ(𝑉 ,𝑊)

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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جفت های برخͬ برای اما ندارد، معنͬ هم، در برداری فضای ͷی از عضو دو ضرب معمولا

دارد. وجود بعدی تعریف با مطابق مفید، حاصل ضرب ͷی خطͬ، نگاشت های

خطͬ نگاشت های حاصل ضرب تعریف: ۷ .۳

برای ،𝑆𝑇 ∈ ℒ(𝑈,𝑊) حاصل ضرب آن گاه ،𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) و 𝑇 ∈ ℒ(𝑈, 𝑉 ) اگر
بە صورت 𝑢 ∈ 𝑈 هر

(𝑆𝑇 )(𝑢) = 𝑆(𝑇𝑢)
ͬ شود. م تعریف

ما هستند، خطͬ تابع دو هر وقتͬ اما است. تابع دو 𝑆∘𝑇از معمول ترکیب صرفا 𝑆𝑇 نتیجه در

خاصیت های تا ͬ کند م ͷکم 𝑆𝑇 حاصل ضرب نماد گذاری .𝑆𝑇 ͬ نویسیم م 𝑆∘𝑇 بە جای معمولا

برسند. نظر به طبیعͬ ببینید) را بعدی (نتیجۀ توزیع پذیری

خود است. شده تعریف نگاشته شود، 𝑆 دامنۀ توی به 𝑇 که زمانͬ تنها 𝑆𝑇 که کنید توجه

𝑇 ∈ ℒ(𝑈, 𝑉 ) که زمانͬ است، 𝑊 به 𝑈 از خطͬ نگاشت ͷی بە واقع 𝑆𝑇 که کنید بررسͬ باید

.𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) و

خطͬ نگاشت های حاصل ضرب های جبری خاصیت های ۸ .۳

شرکت  پذیری
معنͬ این (به باشند معنادار حاصل ضرب ها که بە طوری باشند، خطͬ نگاشت های ،𝑇۳ و 𝑇۲ ،𝑇۱ که درصورتͬ (𝑇۱𝑇۲)𝑇۳ = 𝑇۱(𝑇۲𝑇۳)

ͬ شود). م نگاشت 𝑇۱ دامنۀ توی به 𝑇۲ و ͬ شود م نگاشت 𝑇۲ دامنۀ توی به 𝑇۳ که
همانͬ عملͽر

است. 𝑊 روی همانͬ عملͽر ،𝐼 دومین و است 𝑉 روی همانͬ عملͽر ،𝐼 اولین آن در که ،𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) هرگاه ،𝑇𝐼 = 𝐼𝑇 = 𝑇
توزیع پذیری خاصیت های

.𝑆, 𝑆۱, 𝑆۲ ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) و 𝑇 , 𝑇۱, 𝑇۲ ∈ ℒ(𝑈, 𝑉 ) هرگاه ،𝑆(𝑇۱ + 𝑇۲) = 𝑆𝑇۱ + 𝑆𝑇۲ و (𝑆۱ + 𝑆۲)𝑇 = 𝑆۱𝑇 + 𝑆۲𝑇

ͬ شود. م واگذار خواننده به بالا نتیجۀ معمول اثبات

نیست، صادق لزوما 𝑆𝑇 = 𝑇𝑆 دیͽر، بیان به نیست. جابە جایی خطͬ، نگاشت های ضرب

باشند. بامعنͬ معادله، سوی دو هر اگر حتͬ

𝒫(𝐑) به 𝒫(𝐑) از غیرجابە جاشونده خطͬ نگاشت دو مثال: ۹ .۳

و باشد ۳ .۳ مثال در تعریف شده مشتق گیری نگاشت ،𝐷 ∈ ℒ(𝒫(𝐑)) کنید فرض
شد. تعریف بخش این در قبلا که باشد 𝑥۲ ضرب در خطͬ نگاشت ،𝑇 ∈ ℒ(𝒫(𝐑))

آن گاه

((𝑇𝐷)𝑝)(𝑥) = 𝑥۲𝑝′(𝑥) اما ((𝐷𝑇)𝑝)(𝑥) = 𝑥۲𝑝′(𝑥) + ۲𝑥𝑝(𝑥).

سپس و 𝑥۲ ضرب در با ،𝑥۲ ضرب در سپس و –مشتق گیری 𝑇𝐷 ≠ 𝐷𝑇 نتیجه در
نیست. یͺسان مشتق گیری،

ͬ برند م ۰ به را ۰ خطͬ، نگاشت های ۱۰ .۳

.𝑇 (۰) = ۰ آن گاه است. 𝑊 به 𝑉 از خطͬ نگاشت ͷی 𝑇 کنید فرض

داریم ͬ بودن جمع طبق اثبات

𝑇 (۰) = 𝑇 (۰+ ۰) = 𝑇 (۰) + 𝑇 (۰).

■ .𝑇 (۰) = ۰ که بͽیرید نتیجه تا کنید اضافه بالا معادلۀ طرف دو به را 𝑇 (۰) جمع وارون

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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تعریف طبق 𝑓 ∶ 𝐑 → 𝐑 تابع .𝑚, 𝑏 ∈ 𝐑 کنید فرض

𝑓(𝑥) = 𝑚𝑥 + 𝑏

خطͬ توابع بنابراین، کنید). استفاده ۱۰ .۳ (از 𝑏 = ۰ اگر تنها و اگر است، خطͬ نگاشت ͷی

نیستند. یͺسان خطͬ، جبر متون خطͬ نگاشت های با دبیرستان، جبر

۱ −۳ تمرین های

بە صورت را 𝑇 ∶ 𝐑۳ → 𝐑۲ .𝑏, 𝑐 ∈ 𝐑 کنید فرض ۱

𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (۲𝑥 − ۴𝑦 + ۳𝑧 + 𝑏, ۶𝑥 + 𝑐𝑥𝑦𝑧)

.𝑏 = 𝑐 = ۰ اگر تنها و اگر است، خطͬ 𝑇 دهید نشان ͬ کنیم. م تعریف
بە صورت را 𝑇 ∶ 𝒫(𝐑) → 𝐑۲ .𝑏, 𝑐 ∈ 𝐑 کنید فرض ۲

𝑇𝑝 = (۳𝑝(۴) + ۵𝑝′(۶) + 𝑏𝑝(۱)𝑝(۲),∫
۲

−۱
𝑥۳𝑝(𝑥) 𝑑𝑥 + 𝑐 sin 𝑝(۰))

.𝑏 = 𝑐 = ۰ اگر تنها و اگر است، خطͬ 𝑇 دهید نشان ͬ کنیم. م تعریف
که بە طوری دارند، وجود 𝐴𝑗,𝑘 ∈ 𝐅 اسͺالر ضرایب ،𝑘 = ۱,… , 𝑛 و 𝑗 = ۱,… ,𝑚 برای دهید نشان .𝑇 ∈ ℒ(𝐅𝑛, 𝐅𝑚) کنید فرض ۳

داریم (𝑥۱,… , 𝑥𝑛) ∈ 𝐅𝑛 هر برای

𝑇 (𝑥۱,… , 𝑥𝑛) = (𝐴۱,۱𝑥۱ +⋯+𝐴۱,𝑛 𝑥𝑛,… ,𝐴𝑚,۱𝑥۱ +⋯+𝐴𝑚,𝑛 𝑥𝑛).

است. شده داده وعده ۳ .۳ مثال در از آخر دوم بند در که است شͺلͬ همان دارای 𝑇 خطͬ نگاشت که ͬ دهد م نشان تمرین این

𝑊 در خطͬ مستقل لیست ͷی 𝑇𝑣۱,… , 𝑇 𝑣𝑚 که بە طوری باشد، 𝑉 در بردارها از لیستͬ 𝑣۱,… , 𝑣𝑚 نیز و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض ۴
است. خطͬ مستقل 𝑣۱,… , 𝑣𝑚 کنید ثابت باشد.

است. شده بیان ۶ .۳ در چنان که است، برداری فضای ͷی ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید ثابت ۵
است. شده ذکر ۸ .۳ در که است توزیع پذیری و همانͬ شرکت پذیری، خاصیت های دارای خطͬ نگاشت های ضرب کنید ثابت ۶

کنید ثابت دقیق تر، بیان به است. اسͺالر عدد ͷی ضرب در با معادل خودش، به بعدی ͷی برداری فضای ͷی از خطͬ نگاشت هر دهید نشان ۷
.𝑇𝑣 = 𝜆𝑣 داریم ،𝑣 ∈ 𝑉 هر برای که بە طوری ،𝜆 ∈ 𝐅 دارد وجود آن گاه ،𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و ⅾiⅿ𝑉 = ۱ اگر

𝑣 ∈ 𝐑۲ هر برای و 𝑎 ∈ 𝐑 هر برای که بە طوری دهید، ارائه 𝜑∶ 𝐑۲ → 𝐑 تابع ͷی از مثالͬ ۸

𝜑(𝑎𝑣) = 𝑎𝜑(𝑣),

نباشد. خطͬ 𝜑 اما

نیستند. کافͬ است، خطͬ نگاشت ͷی تابع، ͷی اینکه نتیجە گیری برای بە تنهایی بودن، جمعͬ نه و همͽنͬ نه که ͬ دهند م نشان بعدی تمرین و تمرین این

𝑤, 𝑧 ∈ 𝐂 هر برای که بە طوری دهید، ارائه 𝜑∶ 𝐂 → 𝐂 تابع ͷی از مثالͬ ۹

𝜑(𝑤 + 𝑧) = 𝜑(𝑤) + 𝜑(𝑧),

ͬ گیریم.) م نظر در مختلط برداری فضای ͷی را 𝐂 اینجا (در نباشد. خطͬ 𝜑 اما

چنین وجود اثبات با این حال، نیست. خطͬ 𝜑 اما ͬ کند، م صدق بالا در بودن جمعͬ شرط در 𝜑 که بە طوری دارد، وجود نیز 𝜑∶ 𝐑 → 𝐑 تابع ͷی
است. پیشرفتە تری بسیار ابزارهای نیازمند تابعͬ

ͷی 𝑇 آن گاه شود، تعریف 𝑇𝑝 = 𝑞 ∘ 𝑝 بە صورت 𝑇 ∶ 𝒫(𝐑) → 𝒫(𝐑) و 𝑞 ∈ 𝒫(𝐑) اگر دهید: ارائه نقض مثال ͷی یا کنید، ثابت ۱۰
است. خطͬ نگاشت

است. متفاوت ترکیب ها، در توابع ترتیب نظر از است، شده تعریف ۳ .۳ مورد آخرین در که 𝑇 تابع با است، شده تعریف اینجا در که 𝑇 تابع

𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ) هر برای اگر تنها و اگر است، همانͬ عملͽر اسͺالر مضرب ͷی 𝑇 کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و باشد متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۱۱
.𝑆𝑇 = 𝑇𝑆 باشیم داشته

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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داریم 𝑢 ∈ 𝑈 از مقداری برای که معنͬ این (به 𝑆 ≠ ۰ و 𝑆 ∈ ℒ(𝑈,𝑊) کنید فرض .𝑈 ≠ 𝑉 و است 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈 کنید فرض ۱۲
بە صورت را 𝑇 ∶ 𝑉 → 𝑊 .(𝑆𝑢 ≠ ۰

𝑇𝑣 =
⎧{
⎨{⎩

𝑆𝑣 𝑣 ∈ 𝑈 ,اگر
۰ 𝑣 ∉ 𝑈 و 𝑣 ∈ 𝑉 ,اگر

نیست. 𝑉 روی خطͬ نگاشت ͷی 𝑇 کنید ثابت ͬ کنیم. م تعریف
داد. گسترش 𝑉 روی خطͬ نگاشت ͷی به ͬ توان م را 𝑉 زیرفضای ͷی روی خطͬ نگاشت هر کنید ثابت است. متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۱۳
𝑢 ∈ 𝑈 هر برای که بە طوری دارد، وجود 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) آن گاه ،𝑆 ∈ ℒ(𝑈,𝑊) و باشد 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈 اگر دهید نشان دیͽر، بیان به

.𝑇𝑢 = 𝑆𝑢 داریم

است. رفته کار به ۱۲۵ .۳ اثبات در تمرین این نتیجۀ

است. نامتناهͬ بعد با ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید ثابت است. نامتناهͬ بعد با 𝑊 کنید فرض نیز و ⅾiⅿ𝑉 > ۰ و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۱۴
𝑤۱,… ,𝑤𝑚 ∈ 𝑊 کنید ثابت .𝑊 ≠ {۰} کنید فرض همچنین باشد. 𝑉 در بردارها از خطͬ وابستۀ لیست ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑚 کنید فرض ۱۵

ͬ کند. نم صدق 𝑇𝑣𝑘 = 𝑤𝑘 در 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) هیچ ،𝑘 = ۱,… ,𝑚 هر برای که بە طوری دارد، وجود
.𝑆𝑇 ≠ 𝑇𝑆 که بە طوری دارند، وجود 𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید ثابت .ⅾiⅿ𝑉 > ۱ و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۱۶

هستند. ℒ(𝑉 ) و {۰} ،ℒ(𝑉 ) دوسویۀ ایدە آل های تنها دهید نشان باشد. متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۱۷

.𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) هر و 𝐸 ∈ ℰ هر برای ،𝐸𝑇 ∈ ℰ و 𝑇𝐸 ∈ ℰ اگر نامند، ℒ(𝑉 ) دوسویۀ ایدە آل را ℒ(𝑉 ) از ℰ زیرفضای ͷی

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



خطͬ نگاشت های ۳ ۵۰

بردها و پوچ فضاهای ۲ −۳

بودن ͷبە ی ͷی و پوچ فضای

آموخت. خواهیم دارند، ͬͺنزدی ارتباط خطͬ نگاشت هر با که زیرفضا دو درخصوص بخش این در

ͬ کنیم. م آغاز ͬ شوند، م نگاشته ۰ به که بردارهایی مجموعۀ با

است. پوچ معنͬ به nuⅼⅼ nuⅼⅼ𝑇مترجمان: پوچ، فضای تعریف: ۱۱ .۳

از زیرمجموعە ای ͬ شود، م داده نشان nuⅼⅼ𝑇 با که 𝑇 پوچ فضای ،𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) برای
ͬ کند: م نگاشت ۰ به 𝑇 که است بردارهایی آن شامل که است 𝑉

nuⅼⅼ𝑇 = {𝑣 ∈ 𝑉 ∶ 𝑇𝑣 = ۰}.

اصطلاح نتیجه در است. صفر معنͬ به «پوچ» واژۀ
سازد. خاطرنشان را ۰ با ارتباط باید پوچ» «فضای

فضای بە جای هسته اصطلاح از ͬ دانان ریاض برخͬ
ͬ کنند. م استفاده پوچ

پوچ فضای مثال: ۱۲ .۳

،𝑇𝑣 = ۰ داریم 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای که معنͬ این به باشد، 𝑊 به 𝑉 از صفر نگاشت 𝑇 اگر ●

.nuⅼⅼ𝑇 = 𝑉 آن گاه
شده تعریف 𝜑(𝑧۱, 𝑧۲, 𝑧۳) = 𝑧۱ + ۲𝑧۲ + ۳𝑧۳ طبق 𝜑 ∈ ℒ{𝐂۳,𝐂} کنید فرض ●

است {(𝑧۱, 𝑧۲, 𝑧۳) ∈ 𝐂۳ ∶ 𝑧۱ + ۲𝑧۲ + ۳𝑧۳ = ۰} با برابر nuⅼⅼ𝜑 آن گاه باشد.
خطͬ، نگاشت هر پوچ فضای که دید خواهیم بە زودی است. 𝜑 دامنۀ زیرفضای ͷی که

است. خود دامنۀ زیرفضای ͷی
تعریف 𝐷𝑝 = 𝑝′ توسط که باشد مشتق گیری نگاشت 𝐷 ∈ ℒ(𝒫(𝐑)) کنید فرض ●

ثابت مقدار با توابع است، صفر تابع با برابر آن ها مشتق که توابعͬ تنها است. شده
است. ثابت توابع مجموعۀ با برابر 𝐷 پوچ فضای نتیجه، در هستند.

(𝑇𝑝)(𝑥) = 𝑥۲𝑝(𝑥) با که باشد 𝑥۲ ضرب در نگاشت 𝑇 ∈ ℒ(𝒫(𝐑)) کنید فرض ●

𝑥۲𝑝(𝑥) = ۰ بە شͺل 𝑥 ∈ 𝐑 هر برای که 𝑝 چندجملە ای تنها است. شده تعریف
.nuⅼⅼ𝑇 = {۰} بنابراین است. ۰ چندجملە ای باشد،

بە صورت که باشد عقب به شیفت 𝑇 ∈ ℒ(𝐅∞) کنید فرض ●

𝑇 (𝑥۱, 𝑥۲, 𝑥۳,… ) = (𝑥۲, 𝑥۳,… )

عددهای اگر تنها و اگر است، ۰ با برابر 𝑇 (𝑥۱, 𝑥۲, 𝑥۳,… ) آن گاه است. شده تعریف
.nuⅼⅼ𝑇 = {(𝑎, ۰, ۰,… ) ∶ 𝑎 ∈ 𝐅} نتیجه در باشند. ۰ همه 𝑥۲, 𝑥۳,…

بە ویژه است. دامنه زیرفضای ͷی خطͬ، نگاشت هر پوچ فضای که ͬ دهد م نشان بعدی نتیجۀ

دارد. قرار خطͬ نگاشت هر پوچ فضای در ۰

است زیرفضا ͷی پوچ فضای ۱۳ .۳

است. 𝑉 زیرفضای ͷی nuⅼⅼ𝑇 آن گاه .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض

.۰ ∈ nuⅼⅼ𝑇 نتیجه در .(۱۰ .۳ (طبق 𝑇 (۰) = ۰ است؛ خطͬ نگاشت ͷی 𝑇 چون اثبات

آن گاه .𝑢, 𝑣 ∈ nuⅼⅼ𝑇 کنید فرض

𝑇 (𝑢 + 𝑣) = 𝑇𝑢 + 𝑇𝑣 = ۰+ ۰ = ۰.

است. بسته جمع عمل به نسبت nuⅼⅼ𝑇 این بر بنا .𝑢 + 𝑣 ∈ nuⅼⅼ𝑇 ازاین رو

آن گاه .𝜆 ∈ 𝐅 و 𝑢 ∈ nuⅼⅼ𝑇 کنید فرض

𝑇 (𝜆𝑢) = 𝜆𝑇𝑢 = 𝜆۰ = ۰.

است. بسته اسͺالر ضرب عمل به نسبت nuⅼⅼ𝑇 این بر بنا .𝜆𝑢 ∈ nuⅼⅼ𝑇 نتیجه در

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



بردها و پوچ فضاهای ۲ −۳۵۱

■ .(۳۴ .۱ (طبق است 𝑉 زیرفضای ͷی nuⅼⅼ𝑇 نتیجه در است. بسته اسͺالر ضرب و جمع تحت و است ۰ شامل nuⅼⅼ𝑇 که دادیم نشان

فضای با ͬͺنزدی ارتباط بعدی تعریف خطͬ، نگاشت ͷی برای دید، خواهیم بە زودی چنان که

دارد. پوچ

ͷبە ی ͷی تعریف: ۱۴ .۳

باشد. 𝑢 = 𝑣 معنͬ به 𝑇𝑢 = 𝑇𝑣 اگر گویند، ͷبە ی ͷی را 𝑇 ∶ 𝑉 → 𝑊 تابع ͷی

است. انژکتیو معنای همان به ͷبە ی ͷی اصطلاح
انژکتیو فنͬ اصطلاح از مؤلف چون مترجمان:

را ͷبە ی ͷی واژۀ کاربرد اینجا در است، کرده استفاده
اصطلاح از ترجمه در هم ما ͬ شود. م یادآور نیز

ͬ کنیم. م استفاده ͷبە ی ͷی

معنͬ به 𝑢 ≠ 𝑣 اگر است، ͷبە ی ͷی 𝑇 که کنیم بیان صورت این به را بالا تعریف ͬ توانیم م

ͬ های خروج به را متمایز ورودی های اگر تنها و اگر است، ͷبە ی ͷی𝑇 نتیجه در 𝑇𝑢باشد. ≠ 𝑇𝑣
کند. نگاشت متمایز

،۰ آیا اینکه بررسͬ با را خطͬ نگاشت ͷی بودن ͷبە ی ͷی ͬ توان م که ͬ کند م بیان بعدی نتیجۀ

مشاهده نتیجه، این سادۀ کاربرد بە عنوان داد. نشان ͬ شود، م نگاشته ۰ به که است برداری تنها

ضرب در تنها کردیم، محاسبه ۱۲ .۳ در را آن ها پوچ فضای که خطͬ نگاشت های میان از که ͬ کنیم م

است). ͷبە ی ͷی ،𝑉 = {۰} خاص مورد در صفر نگاشت اینکه (جز است ͷبە ی ͷی 𝑥۲

است {۰} با برابر پوچ فضای ⟺ بودن ͷبە ی ͷی ۱۵ .۳

.nuⅼⅼ𝑇 = {۰} اگر تنها و اگر است، ͷبە ی ͷی 𝑇 آن گاه .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض

برای .(۱۰ .۳ (طبق {۰} ⊆ nuⅼⅼ𝑇 که ͬ دانیم م پیش از .nuⅼⅼ𝑇 = {۰} که کنیم ثابت ͬ خواهیم م است. ͷبە ی ͷی 𝑇 کنید فرض ابتدا اثبات

آن گاه .𝑣 ∈ nuⅼⅼ𝑇 کنید فرض عکس، جهت در شمول اثبات

𝑇 (𝑣) = ۰ = 𝑇(۰).

است. مطلوب چنان که ،nuⅼⅼ𝑇 = {۰} که گرفت نتیجه ͬ توان م ازاین رو .𝑣 = ۰ که ͬ دهد م نشان بالا معادلۀ است، ͷبە ی ͷی 𝑇 چون

کنید فرض کار این برای است. ͷی به ͷی 𝑇 کنیم که ثابت ͬ خواهیم م .nuⅼⅼ𝑇 = {۰} کنید فرض اکنون دیͽر، جهت در دلالت اثبات برای

آن گاه .𝑇𝑢 = 𝑇𝑣 و 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉
۰ = 𝑇𝑢 − 𝑇𝑣 = 𝑇(𝑢 − 𝑣).

چنان که است، ͷبە ی ͷی 𝑇 نتیجه در .𝑢 = 𝑣 یعنͬ این و ،𝑢 − 𝑣 = ۰ بنابراین است. {۰} با برابر که دارد، قرار nuⅼⅼ𝑇 در 𝑢 − 𝑣 نتیجه در

■ ͬ باشد. م مطلوب

بودن پوشا و برد

ͬ دهیم. م خطͬ نگاشت ͷی ͬ های خروج مجموعۀ به نام ͷی اکنون

برد تعریف: ۱۶ .۳

برای که است بردارهایی آن شامل 𝑊 از زیرمجموعە ای ،𝑇 برد ،𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) برای
هستند: 𝑇𝑣 با برابر ،𝑣 ∈ 𝑉 از بردار ͷی دست کم

range𝑇 = {𝑇𝑣 ∶ 𝑣 ∈ 𝑉 }

است. برد معنͬ به range مترجمان:

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



خطͬ نگاشت های ۳ ۵۲

برد مثال: ۱۷ .۳

،𝑇𝑣 = ۰ داریم 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای که معنͬ این به باشد، 𝑊 به 𝑉 از صفر نگاشت 𝑇 اگر ●

.range𝑇 = {۰} آن گاه
شده تعریف 𝑇 (𝑥, 𝑦) = (۲𝑥, ۵𝑦, 𝑥+𝑦) بە صورت 𝑇 ∈ ℒ{𝐑۲,𝐑۳} کنید فرض ●

آن گاه باشد.
range𝑇 = {(۲𝑥, ۵𝑦, 𝑥 + 𝑦) ∶ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐑}.

عضو هر برد که دید خواهیم بە زودی است. 𝐑۳ زیرفضای ͷی ،range𝑇 که کنید توجه
است. 𝑊 زیرفضای ͷی ،ℒ(𝑉 ,𝑊)

تعریف 𝐷𝑝=𝑝′ بە صورت که باشد مشتق گیری نگاشت 𝐷∈ℒ(𝒫(𝐑)) کنید فرض ●

وجود 𝑝 ∈𝒫(𝐑) چندجملە ای ͷی ،𝑞 ∈𝒫(𝐑) چندجملە ای هر برای چون است. شده
است. 𝐷 برد 𝒫(𝐑) ،𝑝′ = 𝑞 که بە طوری دارد،

به که است برداری فضای از زیرفضا ͷی خطͬ، نگاشت هر برد که ͬ دهد م نشان بعدی نتیجۀ

ͬ شود. م نگاشت آن توی

ͬ  باشد م زیرفضا ͷی برد، ۱۸ .۳

است. 𝑊 زیرفضای ͷی range𝑇 آن گاه ،𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) اگر

.۰ ∈ range𝑇 یعنͬ این و (۱۰ .۳ (طبق 𝑇 (۰) = ۰ آن گاه .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض اثبات

ازاین رو .𝑇𝑣۲ = 𝑤۲ و 𝑇𝑣۱ = 𝑤۱ که بە طوری 𝑣۱, 𝑣۲ ∈ 𝑉 دارند وجود آن گاه ،𝑤۱, 𝑤۲ ∈ range𝑇 اگر

𝑇 (𝑣۱ + 𝑣۲) = 𝑇𝑣۱ + 𝑇𝑣۲ = 𝑤۱ +𝑤۲.

است. بسته جمع عمل به نسبت range𝑇 نتیجه در .𝑤۱ +𝑤۲ ∈ range𝑇 بنابراین

پس .𝑇𝑣 = 𝑤 که بە طوری ،𝑣 ∈ 𝑉 دارد وجود آن گاه ،𝜆 ∈ 𝐅 و 𝑤 ∈ range𝑇 اگر

𝑇 (𝜆𝑣) = 𝜆𝑇𝑣 = 𝜆𝑤.

است. بسته اسͺالر ضرب عمل به نسبت range𝑇 نتیجه در .𝜆𝑤 ∈ range𝑇 بنابراین

■ .(۳۴ .۱ (طبق است 𝑊 زیرفضای ͷی range𝑇 لذا است. بسته اسͺالر ضرب و جمع به نسبت و است ۰ شامل range𝑇 که دادیم نشان

پوشا تعریف: ۱۹ .۳

باشد. 𝑊 با برابر آن برد اگر گویند، پوشا را 𝑇 ∶ 𝑉 → 𝑊 تابع ͷی

نگاشت تنها کردیم، محاسبه ۱۷ .۳ در که بردهایی از که کنید توجه بالا، تعریف تشریح برای

است). پوشا ،𝑊 = {۰} خاص حالت در صفر نگاشت اینکه ( جز است پوشا مشتق گیری

بە عنوان را برداری فضای کدام اینکه به دارد بستگͬ باشد، پوشا خطͬ نگاشت ͷی اینکه

همان به که ͬ کنند م استفاده رو بر اصطلاح از برخͬ
است. سورژکتیو معنای

سورژکتیو فنͬ اصطلاح از مؤلف چون مترجمان:
رو بر واژۀ کاربرد اینجا در است، کرده استفاده

از ترجمه در ما ͬ شود. م یادآور نیز را رو) (بە 
ͬ کنیم. م استفاده پوشا اصطلاح

ͬ گیریم. م نظر در ͬ کند، م نگاشت آن توی به که فضایی

دارد مقصد فضای به بستگͬ بودن پوشا مثال: ۲۰ .۳

زیرا نیست، پوشا ،𝐷𝑝 = 𝑝′ تعریف بنابر 𝐷 ∈ ℒ(𝒫۵(𝐑)) مشتق گیری نگاشت
𝑆 ∈ ℒ(𝒫۵(𝐑),𝒫۴(𝐑)) مشتق گیری نگاشت ولͬ نیست. 𝐷 برد در 𝑥۵ چندجملە ای
فضای همان که است 𝒫۴(𝐑) با برابر آن برد زیرا ͬ باشد، م پوشا ،𝑆𝑝 = 𝑝′ تعریف بنابر

ͬ کند. م نگاشت آن توی به 𝑆 که است برداری

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



بردها و پوچ فضاهای ۲ −۳۵۳

خطͬ نگاشت های اساسͬ قضیۀ

دادە اند. آن به چشمͽیری نام که است مهم چنان بعدی نتیجۀ

خطͬ نگاشت های اساسͬ قضیۀ ۲۱ .۳

و است متناهͬ بعد با 𝑇 برد آن گاه .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض

ⅾiⅿ𝑉 = ⅾiⅿ nuⅼⅼ𝑇 + ⅾiⅿ range𝑇 .

پایۀ ͷی به ͬ توان م را 𝑢۱,… , 𝑢𝑚 خطͬ مستقل لیست .ⅾiⅿ nuⅼⅼ𝑇 = 𝑚 آن گاه باشد، nuⅼⅼ𝑇 پایۀ ͷی 𝑢۱,… , 𝑢𝑚 کنید فرض اثبات

𝑢۱,… , 𝑢𝑚, 𝑣۱,… , 𝑣𝑛

و است متناهͬ بعد با range𝑇 که دهیم نشان باید اثبات، تکمیل برای .ⅾiⅿ𝑉 = 𝑚 + 𝑛 ازاین رو .(۳۲ .۲ (طبق داد گسترش 𝑉 از

داد. خواهیم انجام است، range𝑇 پایۀ ͷی 𝑇𝑣۱,… , 𝑇 𝑣𝑛 اینکه اثبات با را امر این .ⅾiⅿ range𝑇 = 𝑛
نوشت ͬ توان م است، 𝑉 مولد 𝑢۱,… , 𝑢𝑚, 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 چون .𝑣 ∈ 𝑉 کنید فرض

𝑣 = 𝑎۱𝑢۱ +⋯+ 𝑎𝑚𝑢𝑚 + 𝑏۱𝑣۱ +⋯+ 𝑏𝑛𝑣𝑛,

داریم معادله، این طرف دو هر به 𝑇 اعمال با هستند. 𝐅 به متعلق 𝑏ها و 𝑎ها آن در که

𝑇𝑣 = 𝑏۱𝑇𝑣۱ +⋯+ 𝑏𝑛𝑇𝑣𝑛,

مولد 𝑇𝑣۱,… , 𝑇 𝑣𝑛 لیست که ͬ دهد م نشان معادله آخرین است. nuⅼⅼ𝑇 به متعلق 𝑢𝑘 هر چون شدە اند، حذف 𝑇𝑢𝑘 بە شͺل جملات آن در که

است. متناهͬ بعد با range𝑇 بە ویژه ͬ باشد. م range𝑇
و 𝑐۱,… , 𝑐𝑛 ∈ 𝐅 کنید فرض است، خطͬ مستقل 𝑇𝑣۱,… , 𝑇 𝑣𝑛 اینکه دادن نشان برای

𝑐۱𝑇𝑣۱ +⋯+ 𝑐𝑛𝑇𝑣𝑛 = ۰.

آن گاه

𝑇 (𝑐۱𝑣۱ +⋯+ 𝑐𝑛𝑣𝑛) = ۰.

نتیجه در

𝑐۱𝑣۱ +⋯+ 𝑐𝑛𝑣𝑛 ∈ nuⅼⅼ𝑇 .

نوشت ͬ توان م است، nuⅼⅼ𝑇 مولد 𝑢۱,… , 𝑢𝑚 چون

𝑐۱𝑣۱ +⋯+ 𝑐𝑛𝑣𝑛 = 𝑑۱𝑢۱ +⋯+ 𝑑𝑚𝑢𝑚,

است). خطͬ مستقل 𝑢۱,… , 𝑢𝑚, 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 (زیرا باشند ۰ 𝑑ها) (و 𝑐ها همۀ که ͬ کند م ایجاب معادله این هستند. 𝐅 به متعلق 𝑑ها آن در که

■ است. مطلوب چنان که است، range𝑇 پایۀ ͷی نتیجه در و است خطͬ مستقل 𝑇𝑣۱,… , 𝑇 𝑣𝑛 ازاین رو

ͷی به متناهͬ بعد با برداری فضای ͷی از خطͬ نگاشت هیچ که دهیم نشان ͬ توانیم م اکنون

بعد با مقایسه در «کوچͷ تر»، از منظور باشد. ͷبە ی ͷی ͬ تواند نم «کوچͷ تر»، برداری فضای

است.

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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نیست ͷبە ی ͷی پایین تر، بعد با فضای ͷی به خطͬ نگاشت ۲۲ .۳

ͷبە ی ͷی 𝑊 به 𝑉 از خطͬ نگاشت هیچ آن گاه .ⅾiⅿ𝑉 > ⅾiⅿ𝑊 که بە طوری باشند، متناهͬ بعد با برداری فضاهای 𝑊 و 𝑉 کنید فرض
نیست.

آن گاه .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض اثبات

ⅾiⅿ nuⅼⅼ𝑇 = ⅾiⅿ𝑉 − ⅾiⅿ range𝑇

≥ ⅾiⅿ𝑉 − ⅾiⅿ𝑊

> ۰,

که ͬ کند م بیان بالا نامساوی است. ۳۷ .۲ مطابق دوم خط و ،(۲۱ .۳) ͬ شود م نتیجه خطͬ نگاشت های اساسͬ قضیۀ از بالا در اول خط آن در که

■ .(۱۵ .۳ (طبق نیست ͷبە ی ͷی 𝑇 نتیجه در است. ۰ جز به بردارهایی شامل nuⅼⅼ𝑇 که است معنͬ بدان این .ⅾiⅿ nuⅼⅼ𝑇 > ۰

نیست ͷبە ی ͷی 𝐅۳ به 𝐅۴ از خطͬ نگاشت مثال: ۲۳ .۳

بە صورت را 𝑇 ∶ 𝐅۴ → 𝐅۳ خطͬ نگاشت

𝑇 (𝑧۱, 𝑧۲, 𝑧۳, 𝑧۴)= (
√
۷𝑧۱ + 𝜋𝑧۲ + 𝑧۴, ۹۷𝑧۱ + ۳𝑧۲ + ۲𝑧۳, 𝑧۲ + ۶𝑧۳ + ۷𝑧۴)

هرگونه بدون کرده، استفاده ۲۲ .۳ از ͬ توانیم م ،ⅾiⅿ𝐅۴ > ⅾiⅿ𝐅۳ چون ͬ کنیم. م تعریف
نیست. ͷبە ی ͷی 𝑇 که کنیم اظهار محاسبە ای

فضای ͷی به متناهͬ بعد با برداری فضای از خطͬ نگاشت هیچ که ͬ دهد م نشان بعدی نتیجۀ

است. بعد با مقایسه در «بزرگ  تر»، از منظور باشد. پوشا ͬ تواند نم «بزرگ  تر»، برداری

نیست پوشا بالا تر، بعد با فضای ͷی به خطͬ نگاشت ۲۴ .۳

نیست. پوشا 𝑊 به 𝑉 از خطͬ نگاشت هیچ آن گاه .ⅾiⅿ𝑉 < ⅾiⅿ𝑊 که بە طوری باشند، متناهͬ بعد با برداری فضاهای 𝑊 و 𝑉 کنید فرض

آن گاه .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض اثبات

ⅾiⅿ range𝑇 = ⅾiⅿ𝑉 − ⅾiⅿ nuⅼⅼ𝑇

≤ ⅾiⅿ𝑉

< ⅾiⅿ𝑊,

بدان این .ⅾiⅿ range𝑇 < ⅾiⅿ𝑊 که ͬ کند م بیان بالا نامساوی .(۲۱ .۳) ͬ شود م ناشͬ خطͬ نگاشت های اساسͬ قضیۀ از بالا تساوی آن در که

■ باشد. پوشا ͬ تواند نم 𝑇 نتیجه در باشد. 𝑊 با برابر ͬ تواند نم range𝑇 برد که است معنͬ

خطͬ معادلات تئوری در مهمͬ نتایج دارای ۲۴ .۳ و ۲۲ .۳ دید، خواهیم بە زودی چنان که

نگاشت های برحسب خطͬ معادلات دستگاە های مورد در پرسش هایی که است این بر نظر هستند.

معادلات دستگاه ͷی آیا که خطͬ نگاشت های برحسب پرسش این بازنویسͬ با شود. بیان خطͬ

ͬ کنیم. م آغاز خیر، یا است ناصفر جواب ͷی دارای همͽن، خطͬ

ثابت جملۀ که است معنͬ این به زمینه این در همͽن
است. ۰ با برابر زیر در معادله هر راست سمت در

و 𝑗 = ۱,… ,𝑚 برای کنید فرض و بͽیرید ثابت را 𝑛 و 𝑚 مثبت صحیح عددهای

همͽن خطͬ معادلات دستگاه .𝐴𝑗,𝑘 ∈ 𝐅 داریم 𝑘 = ۱,… , 𝑛

𝑛
∑
𝑘=۱

𝐴۱,𝑘 𝑥𝑘 = ۰

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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⋮
𝑛

∑
𝑘=۱

𝐴𝑚,𝑘 𝑥𝑘 = ۰ ;

بالا معادلات دستگاه جواب ͷی 𝑥۱ = ⋯ = 𝑥𝑛 = ۰ که است واضح بͽیرید. نظر در را

دارند. وجود دیͽری جواب های آیا که است این پرسش جا این در ͬ باشد. م

بە صورت را 𝑇 ∶ 𝐅𝑛 → 𝐅𝑚

𝑇 (𝑥۱,… , 𝑥𝑛) = (
𝑛

∑
𝑘=۱

𝐴۱,𝑘 𝑥𝑘,… ,
𝑛

∑
𝑘=۱

𝐴𝑚,𝑘 𝑥𝑘) (۲۵ .۳)

ͬ کنیم. م تعریف

به لیستِ یعنͬ است، 𝐅𝑚 در جمع همانͬ عضو ۰ اینجا (در 𝑇 (𝑥۱,… , 𝑥𝑛) = ۰ معادلۀ

ͬ باشد. م یͺسان بالا همͽن خطͬ معادلات دستگاه با ۰ها) از همه ،𝑚  طول

نبودن ͷبە ی ͷی با که است، بزرگ تر {۰} از اکیدا nuⅼⅼ𝑇 آیا که بدانیم ͬ خواهیم م بنابراین

𝑇 نبودن ͷبە ی ͷی از اطمینان برای را مهمͬ شرط بعدی، نتیحۀ .(۱۵ .۳ (طبق ͬ باشد م معادل 𝑇
ͬ دهد. م ارائه

همͽن خطͬ معادلات دستگاه ۲۶ .۳

است. ناصفر جواب های دارای باشد، آن معادلات از بیشتر آن متغیرهای که همͽن خطͬ معادلات دستگاه ͷی

خطͬ معادلۀ 𝑚 از همͽن دستگاه ͷی و است 𝐅𝑚 به 𝐅𝑛 از خطͬ نگاشت ͷی 𝑇 بنابراین استفاده کنید. بالا بحث نتیجۀ و نمادگذاری از اثبات

■ نیست. ͷبە ی ͷی 𝑇 نگاشت ،𝑛 > 𝑚 اگر که ͬ کنیم م مشاهده ۲۲ .۳ از داریم. 𝑥۱,… , 𝑥𝑛 متغیر 𝑛 با

ناصفر جواب های دارای متغیر، پنج با همͽن خطͬ معادلۀ چهار دستگاه ͷی بالا: نتیجۀ مثال

است.

دست کم برای خطͬ، معادلات دستگاه ͷی است ممͺن آیا که ͬ پردازیم م پرسش این به اکنون

ͷی برحسب پرسش این بازنویسͬ برای نباشد. جواب دارای ثابت جملە های از مجموعە مقدار ͷی

𝑗 = ۱,… ,𝑚 هر برای کنید فرض و گرفته ثابت 𝑛را مثبت𝑚و صحیح عددهای خطͬ، نگاشت

را زیر خطͬ معادلات دستگاه ،𝑐۱,… , 𝑐𝑚 ∈ 𝐅 برای .𝐴𝑗,𝑘 ∈ 𝐅 داریم 𝑘 = ۱,… , 𝑛 هر و

بͽیرید: نظر در

𝑛
∑
𝑘=۱

𝐴۱,𝑘 𝑥𝑘 = 𝑐۱

⋮ (۲۷ .۳)
𝑛

∑
𝑘=۱

𝐴𝑚,𝑘 𝑥𝑘 = 𝑐𝑚.

ثابت جملە های از مجموعە مقدار ͷی دست کم آیا که است این پرسش اینجا در نمادگذاری، این با

باشد. نداشته وجود بالا دستگاه برای جوابی که بە طوری ͬ شود، م یافت 𝑐۱,… , 𝑐𝑚 ∈𝐅
تعداد و متغیرها تعداد که را ۲۸ .۳ و ۲۶ .۳ نتایج
از استفاده با ͬ توان م ͬ کنند، م مقایسه را معادلات

تجریدی رویͺرد کرد. ثابت نیز گاوسͬ حذف روش
را مرتب  تری اثبات های نظر به اینجا در رفته کار به

ͬ دهد. م ارائه

𝑇 (𝑥۱,… , 𝑥𝑛) = (𝑐۱,… , 𝑐𝑚) معادلۀ ͬ کنیم. م تعریف ۲۵ .۳ مانند را 𝑇 ∶ 𝐅𝑛 → 𝐅𝑚

.range𝑇 ≠ 𝐅𝑚 آیا که بدانیم ͬ خواهیم م نتیجه در است. یͺسان ۲۷ .۳ معادلات دستگاه با

از مجموعە مقدار ͷی دست کم برای برای جوابی نداشتن به راجع خود پرسش ͬ توانیم م بنابراین

نباشد؟ پوشا 𝑇 که ͬ دهد م اطمینان شرطͬ چه کنیم: بازنویسͬ صورت این به را 𝑐۱,… , 𝑐𝑚 ∈ 𝐅
ͬ دهد. م ارائه را شرطͬ چنین ͷی بعدی، نتیجۀ

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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متغیرها از بیشتر   معادلات با خطͬ معادلات دستگاه ۲۸ .۳

نیست. جواب دارای ثابت، جملە های از مجموعە مقدار ͷی دست کم برای متغیرها، از بیشتر معادلات با خطͬ معادلات دستگاه ͷی

متغیر 𝑛 با معادله 𝑚 دستگاه ͷی ما و است 𝐅𝑚 به 𝐅𝑛 از خطͬ نگاشت ͷی 𝑇 ازاین رو ͬ کنیم. م استفاده بالا بحث نمادگذاری از اثبات

اگر که ͬ دهد م نشان این شد، بحث بالا در چنان که نباشد. پوشا 𝑇 که ͬ کند م ایجاب ۲۴ .۳ آن گاه ،𝑛 < 𝑚 اگر ببینید. را ۲۷ .۳ داریم؛ 𝑥۱,… , 𝑥𝑛

■ نداریم. جواب ثابت، جملە های از مجموعە مقدار ͷی دست کم برای آن گاه باشند، متغیرها از بیشتر معادلات خطͬ، معادلات دستگاه ͷی در

مجموعە مقدار ͷی دست کم برای متغیر، چهار با خطͬ معادلۀ پنج دستگاه ͷی بالا: نتیجۀ مثال

نیست. جواب دارای ثابت، جملە های از

۲ −۳ تمرین های

دهید. ارائه ⅾiⅿ range𝑇 = ۲ و ⅾiⅿ nuⅼⅼ𝑇 = ۳ با 𝑇 خطͬ نگاشت ͷی از مثالͬ ۱
.(𝑆𝑇 )۲ = ۰ کنید ثابت .range𝑆 ⊆ nuⅼⅼ𝑇 که باشند طوری 𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۲

بە صورت را 𝑇 ∈ ℒ(𝐅𝑚, 𝑉 ) باشد. 𝑉 در بردارها از لیست ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑚 کنید فرض ۳

𝑇 (𝑧۱,… , 𝑧𝑚) = 𝑧۱𝑣۱ +⋯+ 𝑧𝑚𝑣𝑚

ͬ کنیم. م تعریف
باشد؟ 𝑉 مولد 𝑣۱,… , 𝑣𝑚 اینکه با است متناظر 𝑇 از خاصیتͬ چه (ا)

باشد؟ خطͬ مستقل 𝑣۱,… , 𝑣𝑚 لیست اینکه با است متناظر 𝑇 از خاصیتͬ چه (ب)
نیست. ℒ(𝐑۵,𝐑۴) زیرفضای ͷی {𝑇 ∈ ℒ(𝐑۵,𝐑۴) ∶ ⅾiⅿ nuⅼⅼ𝑇 > ۲} دهید نشان ۴

.range𝑇 = nuⅼⅼ𝑇 که بە طوری دهید، ارائه 𝑇 ∈ ℒ(𝐑۴) از مثالͬ ۵
.range𝑇 = nuⅼⅼ𝑇 که بە طوری ندارد، وجود 𝑇 ∈ ℒ(𝐑۵) کنید ثابت ۶

زیرفضای ͷی {𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) ∶ نیست ͷبە ی ͷی 𝑇} دهید نشان .۲ ≤ ⅾiⅿ𝑉 ≤ ⅾiⅿ𝑊 و باشند متناهͬ بعد با 𝑊 و 𝑉 کنید فرض ۷
نیست. ℒ(𝑉 ,𝑊)

زیرفضای ͷی {𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) ∶ نیست پوشا 𝑇} دهید نشان .ⅾiⅿ𝑉 ≥ ⅾiⅿ𝑊 ≥ ۲ و باشند متناهͬ بعد با 𝑊 و 𝑉 کنید فرض ۸
نیست. ℒ(𝑉 ,𝑊)

است. خطͬ مستقل 𝑊 در 𝑇𝑣۱,… , 𝑇 𝑣𝑛 کنید ثابت است. خطͬ مستقل 𝑉 در 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 و است ͷبە ی ͷی 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض ۹
است. range𝑇 مولد 𝑇𝑣۱,… , 𝑇 𝑣𝑛 دهید نشان .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) و است 𝑉 مولد 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 کنید فرض ۱۰

که بە طوری دارد، وجود 𝑉 از 𝑈 زیرفضای ͷی کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) اینکه و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۱۱

𝑈 ∩ nuⅼⅼ𝑇 = {۰} و range𝑇 = {𝑇𝑢 ∶ 𝑢 ∈ 𝑈}.

که بە طوری باشد، 𝐅۲ به 𝐅۴ از خطͬ نگاشت ͷی 𝑇 کنید فرض ۱۲

nuⅼⅼ𝑇 = {(𝑥۱, 𝑥۲, 𝑥۳, 𝑥۴) ∈ 𝐅۴ ∶ 𝑥۱ = ۵𝑥۲ و 𝑥۳ = ۷𝑥۴}.

ͬ باشد. م پوشا 𝑇 کنید ثابت
کنید ثابت .nuⅼⅼ𝑇 = 𝑈 که بە طوری است، 𝐑۵ به 𝐑۸ از خطͬ نگاشت ͷی 𝑇 اینکه و است 𝐑۸ از سە بعدی زیرفضای ͷی 𝑈 کنید فرض ۱۳

ͬ باشد. م پوشا 𝑇
{(𝑥۱, 𝑥۲, 𝑥۳, 𝑥۴, 𝑥۵) ∈𝐅۵ ∶ 𝑥۱ = ۳𝑥۲ و 𝑥۳ = 𝑥۴ = 𝑥۵} با آن پوچ فضای که ندارد 𝐅۲وجود 𝐅۵به از خطͬ نگاشت ͷی کنید ثابت ۱۴

باشد. برابر
است. متناهͬ بعد با 𝑉 کنید ثابت هستند. متناهͬ بعد با دو هر آن؛ برد و پوچ فضای که دارد وجود 𝑉 روی خطͬ نگاشت ͷی کنید فرض ۱۵

ⅾiⅿ𝑉 ≤ اگر تنها و اگر دارد، وجود 𝑊 به 𝑉 از ͷبە ی ͷی خطͬ نگاشت ͷی کنید ثابت باشند. متناهͬ بعد با دو هر 𝑊 و 𝑉 کنید فرض ۱۶
.ⅾiⅿ𝑊

.ⅾiⅿ𝑉 ≥ ⅾiⅿ𝑊 اگر تنها و اگر دارد، وجود 𝑊 به 𝑉 از پوشا خطͬ نگاشت ͷی کنید ثابت باشند. متناهͬ بعد با دو هر 𝑊 و 𝑉 کنید فرض ۱۷
،nuⅼⅼ𝑇 = 𝑈 که بە طوری دارد، 𝑇وجود ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید ثابت باشد. 𝑉 زیرفضای ͷی𝑈 اینکه و باشند متناهͬ بعد 𝑊با 𝑉و کنید فرض ۱۸

.ⅾiⅿ𝑈 ≥ ⅾiⅿ𝑉 − ⅾiⅿ𝑊 اگر تنها و اگر

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



بردها و پوچ فضاهای ۲ −۳۵۷

باشد، داشته وجود 𝑆 ∈ ℒ(𝑊, 𝑉 ) اگر تنها و اگر است، ͷبە ی ͷی 𝑇 کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) و است متناهͬ بعد با 𝑊 کنید فرض ۱۹
باشد. 𝑉 روی همانͬ عملͽر 𝑆𝑇 که بە طوری

بە طوری باشد، داشته وجود 𝑆 ∈ ℒ(𝑊, 𝑉 ) اگر تنها و اگر است، پوشا 𝑇 کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) و است متناهͬ بعد با 𝑊 کنید فرض ۲۰
باشد. 𝑊 روی همانͬ عملͽر 𝑇𝑆 که

𝑉 زیرفضای ͷی {𝑣 ∈ 𝑉 ∶ 𝑇𝑣 ∈ 𝑈} کنید ثابت است. 𝑊 زیرفضای ͷی 𝑈 و ،𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) است؛ متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۲۱
و است

ⅾiⅿ{𝑣 ∈ 𝑉 ∶ 𝑇𝑣 ∈ 𝑈} = ⅾiⅿ nuⅼⅼ𝑇 + ⅾiⅿ(𝑈 ∩ range𝑇 ).
کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑈, 𝑉 ) و 𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) و باشند متناهͬ بعد با برداری فضاهای 𝑉 و 𝑈 کنید فرض ۲۲

ⅾiⅿ nuⅼⅼ𝑆𝑇 ≤ ⅾiⅿ nuⅼⅼ𝑆 + ⅾiⅿ nuⅼⅼ𝑇 .

کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑈, 𝑉 ) و 𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) و باشند متناهͬ بعد با برداری فضاهای 𝑉 و 𝑈 کنید فرض ۲۳

ⅾiⅿ range𝑆𝑇 ≤ ⅿin{ⅾiⅿ range𝑆, ⅾiⅿ range𝑇}.

.ⅾiⅿ range𝑇𝑆 ≤ ۲ کنید ثابت .𝑆𝑇 = ۰ که هستند چنان 𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و ⅾiⅿ𝑉 = ۵ کنید فرض (ا) ۲۴
.ⅾiⅿ range𝑇𝑆 = ۲ و 𝑆𝑇 = ۰ آن در که کنید ارائه 𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝐅۵) از مثالͬ (ب)

باشد، داشته وجود 𝐸 ∈ ℒ(𝑊) اگر تنها و اگر ،nuⅼⅼ𝑆 ⊆ nuⅼⅼ𝑇 کنید ثابت .𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) و باشد متناهͬ بعد با 𝑊 کنید فرض ۲۵
.𝑇 = 𝐸𝑆 که بە طوری

داشته وجود 𝐸 ∈ ℒ(𝑉 ) اگر تنها و اگر ،range𝑆 ⊆ range𝑇 کنید ثابت .𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) و باشد متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۲۶
.𝑆 = 𝑇𝐸 که بە طوری باشد،

.𝑉 = nuⅼⅼ𝑃 ⊕ range𝑃 کنید ثابت .𝑃 ۲ = 𝑃 و 𝑃 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۲۷
پوشا 𝐷 کنید ثابت .ⅾeg𝐷𝑝 = (ⅾeg 𝑝)− ۱ که است طوری ،𝑝 ∈ 𝒫(𝐑) غیرثابت چندجملە ای هر برای 𝐷 ∈ ℒ(𝒫(𝐑)) کنید فرض ۲۸

ͬ باشد. م

ͬ دهد. م نسبت 𝑝′ به را 𝑝 چندجملە ای که شود یادآور را مشتق گیری نگاشت تا است شده استفاده بالا در 𝐷 نمادگذاری

.۵𝑞″ + ۳𝑞′ = 𝑝 که بە طوری دارد، وجود 𝑞 ∈ 𝒫(𝐑) چندجملە ای ͷی کنید ثابت .𝑝 ∈ 𝒫(𝐑) کنید فرض ۲۹

داد. انجام خطͬ جبر از استفاده با را آن که است جالب تر ولͬ داد، انجام خطͬ جبر بدون ͬ توان م را تمرین این

کنید ثابت نیست. nuⅼⅼ𝜑 در 𝑢 ∈ 𝑉 کنید فرض .𝜑 ≠ ۰ و 𝜑 ∈ ℒ(𝑉 ,𝐅) کنید فرض ۳۰

𝑉 = nuⅼⅼ𝜑 ⊕ {𝑎𝑢 ∶ 𝑎 ∈ 𝐅}.

وجود 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید ثابت باشد. 𝑊 متناهͬ بعد با زیرفضای ͷی 𝑌 و باشد؛ 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑋 باشد؛ متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۳۱
.ⅾiⅿ𝑋 + ⅾiⅿ𝑌 = ⅾiⅿ𝑉 اگر تنها و اگر ،range𝑇 = 𝑌 و nuⅼⅼ𝑇 = 𝑋 که بە طوری دارد،

همۀ برای که بە طوری باشد، خطͬ نگاشت ͷی 𝜑∶ ℒ(𝑉 ) → 𝐅 اگر دهید نشان .ⅾiⅿ𝑉 > ۱ و باشد متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۳۲
.𝜑 = ۰ آن گاه ،𝜑(𝑆𝑇 ) = 𝜑(𝑆)𝜑(𝑇 ) باشیم داشته ،𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 )

شود. واقع مفید است ممͺن است، آمدە  ۱ −۳ بخش ۱۷ تمرین در که ℒ(𝑉 ) دوسویۀ ایدە آل های توصیف راهنما:

بە صورت را 𝑇𝐂 ∶ 𝑉𝐂 → 𝑊𝐂 نگاشت ،𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) و باشند حقیقͬ برداری فضاهای 𝑊 و 𝑉 که کنید فرض ۳۳

𝑇𝐂(𝑢 + 𝑖𝑣) = 𝑇𝑢 + 𝑖𝑇𝑣

ͬ کنیم. م تعریف
ͬ باشد. م 𝑊𝐂 به 𝑉𝐂 از (مختلط) خطͬ نگاشت ͷی 𝑇𝐂 دهید نشان (ا)

باشد. ͷبە ی ͷی 𝑇 اگر تنها و اگر است، ͷبە ی ͷی 𝑇𝐂 دهید نشان (ب)
.range𝑇 = 𝑊 اگر تنها و اگر ،range𝑇𝐂 = 𝑊𝐂 دهید نشان (ج)

ͬ نامند. م 𝑇 خطͬ نگاشت مختلط سازی را 𝑇𝐂 خطͬ نگاشت ببینید. 𝑉𝐂 مختلط سازی تعریف جهت را ۲ −۱ بخش از ۸ تمرین

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



خطͬ نگاشت های ۳ ۵۸

ماتریس ها ۳ −۳

ماتریس با خطͬ نگاشت نمایش

مقادیر آن گاه باشد، خطͬ 𝑇 ∶ 𝑉 → 𝑊 و باشد 𝑉 پایۀ ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 اگر که ͬ دانیم م

خطͬ نگاشت ͬ کنند–لم م تعیین 𝑉 از دل خواه بردارهای روی را 𝑇 مقادیر ،𝑇𝑣۱,… , 𝑇 𝑣𝑛
𝑇𝑣𝑘ها مقدار ثبت برای را مؤثری روش ماتریس ها دید، خواهیم بە زودی چنان که ببینید. را (۴ .۳)

ͬ سازند. م فراهم 𝑊 پایۀ ͷی برحسب

𝐴𝑗,𝑘 ماتریس، تعریف: ۲۹ .۳

ͷی ،𝐴 مانند 𝑛 در 𝑚 ماتریس ͷی باشند. نامنفͬ صحیح عددهای ،𝑛 و 𝑚 کنید فرض
است: ستون 𝑛 و سطر 𝑚 با 𝐅 عضوهای از مستطیلͬ آرایۀ

𝐴 = ⎛⎜⎜
⎝

𝐴۱,۱ ⋯ 𝐴۱,𝑛
⋮ ⋮

𝐴𝑚,۱ ⋯ 𝐴𝑚,𝑛

⎞⎟⎟
⎠

.

ͬ باشد. م 𝐴 از 𝑘 ستون و 𝑗 سطر درایۀ نشان دهندۀ 𝐴𝑗,𝑘 نمادگذاری

و سطر شمارۀ به اول اندیس ماتریس ها، با کار در
دارد. اشاره ستون شمارۀ به دوم اندیس

𝐴 از 𝑘 ستون ،𝑗 سطر درایۀ با است برابر 𝐴𝑗,𝑘 مثال: ۳۰ .۳

ستون و دوم سطر درایۀ به 𝐴۲,۳ نتیجه در .𝐴 = ( ۸ ۴ ۵− ۳𝑖
۱ ۹ ۷

) کنید فرض

.𝐴۲,۳ = ۷ یعنͬ که ͬ کند م اشاره 𝐴 سوم

ͬ رسیم. م بخش این کلیدی تعریف به اکنون

ℳ(𝑇) خطͬ، نگاشت ͷی ماتریس تعریف: ۳۱ .۳

باشد. 𝑊 پایۀ ͷی 𝑤۱,… ,𝑤𝑚 و 𝑉 پایۀ ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض
،𝐴𝑗,𝑘 آن درایە های که است ℳ(𝑇) مانند 𝑛 در 𝑚 ماتریس پایە ها، این به نسبت 𝑇 ماتریس

توسط
𝑇𝑣𝑘 = 𝐴۱,𝑘𝑤۱ +⋯+𝐴𝑚,𝑘𝑤𝑚

آن گاه نباشند، مشخص متن از 𝑤۱,… ,𝑤𝑚 و 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 پایە های اگر ͬ شوند. م تعریف
ͬ رود. م به کار ℳ(𝑇 , (𝑣۱,… , 𝑣𝑛), (𝑤۱,… ,𝑤𝑚)) نمادگذاری

پایۀ و 𝑉 از 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 پایۀ به ،𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) خطͬ نگاشت ͷی ℳ(𝑇) ماتریس

باشند مشخص متن از باید پایە ها بااین حال، است. وابسته ،𝑇 به نیز و 𝑊 از 𝑤۱,… ,𝑤𝑚

ͬ شوند. نم منظور نمادگذاری در اغلب ازاین رو و

بالای امتداد در زیر بە صورت ͬ توانید م ،𝑇 از ℳ(𝑇) ساخت نحوۀ سپردن به خاطر برای

ماتریس، چپ سمت امتداد در و بنویسید دامنه برای را 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 پایۀ بردارهای ماتریس،

بنویسید: ͬ کند، م نگاشت آن توی به 𝑇 که برداری فضای آن برای را 𝑤۱,… ,𝑤𝑚 پایۀ بردارهای

𝑣۱ ⋯ 𝑣𝑘 ⋯ 𝑣𝑛
𝑤۱

ℳ(𝑇) = ⋮
𝑤𝑚

⎛⎜⎜
⎝

𝐴۱,𝑘
⋮

𝐴𝑚,𝑘

⎞⎟⎟
⎠

.

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



ماتریس ها ۳ −۳۵۹

شدۀ داده نشان درایۀ هر دوم اندیس ازاین رو است. شده داده نشان 𝑘ام ستون تنها بالا، ماتریس در

با ℳ(𝑇) از ͬ توان م را 𝑇𝑣𝑘 که کند یادآوری شما به باید بالا تصویر ͬ باشد. م 𝑘 بالا ماتریس

بردارهای کردن جمع سپس، و چپ سمت ستون از آن نظیر 𝑤𝑗 در 𝑘ام ستون از درایه هر ضرب

کرد. محاسبه حاصل،

که است اسͺالرهایی شامل ،ℳ(𝑇) از 𝑘ام ستون
از خطͬ ترکیب ͷی بە صورت 𝑇𝑣𝑘 نوشتن برای

هستند: نیاز مورد 𝑤۱,… ,𝑤𝑚

𝑇𝑣𝑘 =
𝑚
∑
𝑗=۱

𝐴𝑗,𝑘𝑤𝑗.

برداری فضای ͷی از خطͬ نگاشت ͷی 𝑇 هرگاه
باشد، 𝑚⁃بعدی برداری فضای ͷی به 𝑛⁃بعدی

است. 𝑛 در 𝑚 ماتریس ͷی ℳ(𝑇) آن گاه

استاندارد نوع از نظر مورد پایە های کنید فرض باشد، 𝐅𝑚 به 𝐅𝑛 از خطͬ نگاشت ͷی 𝑇 اگر

۰ با برابر دیͽر موقعیت های همۀ در و ۱ با برابر 𝑘ام موقعیت در 𝑘ام پایۀ بردار آن در (که هستند

در عدد 𝑚 از ستون هایی بە عنوان را 𝐅𝑚 عضوهای اگر شود. ذکر آن خلاف آنکه مͽر است)،

در 𝑘ام استاندارد پایۀ بردار بر 𝑇 اعمال نتیجۀ را ℳ(𝑇) از 𝑘ام ستون ͬ توان م آن گاه بͽیرید، نظر

گرفت. نظر

𝐅۳ به 𝐅۲ از خطͬ نگاشت ماتریس مثال: ۳۲ .۳

توسط 𝑇 ∈ ℒ(𝐅۲, 𝐅۳) کنید فرض

𝑇 (𝑥, 𝑦) = (𝑥 + ۳𝑦, ۲𝑥 + ۵𝑦, ۷𝑥 + ۹𝑦)

𝑇 ماتریس ،𝑇 (۰, ۱) = (۳, ۵, ۹) و 𝑇 (۱, ۰) = (۱, ۲, ۷) چون باشد. شده تعریف
است: زیر بە صورت ۲ در ۳ ماتریس ͷی استاندارد، پایە های به نسبت

ℳ(𝑇) = ⎛⎜⎜
⎝

۱ ۳
۲ ۵
۷ ۹

⎞⎟⎟
⎠

.

خلاف متن آنکه مͽر کنید، استفاده ۱, 𝑥, 𝑥۲,… , 𝑥𝑚 استاندارد پایۀ از 𝒫𝑚(𝐅) با کار در

کند. بیان را آن

𝒫۲(𝐑) به 𝒫۳(𝐑) از مشتق گیری نگاشت ماتریس مثال: ۳۳ .۳

𝐷𝑝 = 𝑝′ با که باشد مشتق گیری نگاشت 𝐷 ∈ ℒ(𝒫۳(𝐑),𝒫۲(𝐑)) کنید فرض
ͷی استاندارد، پایە های به نسبت 𝐷 ماتریس ،(𝑥𝑛)′ = 𝑛𝑥𝑛−۱ چون ͬ شود. م تعریف

است: زیر بە صورت ۴ در ۳ ماتریس

ℳ(𝐷) = ⎛⎜⎜
⎝

۰ ۱ ۰ ۰
۰ ۰ ۲ ۰
۰ ۰ ۰ ۳

⎞⎟⎟
⎠

.

ماتریس ها اسͺالر ضرب و جمع

این از ͷهری برای پایە ای و هستند متناهͬ بعد با 𝑊 و 𝑉 ،𝑈 کنید فرض بخش، این باقͬ برای

دربارۀ ͬ توان م ،𝑊 به 𝑉 از خطͬ نگاشت هر برای ازاین رو است. شده انتخاب برداری فضاهای

انتخاب شده). پایە های به (نسبت گفت سخن آن ماتریس

است؟ تبدیل دو ماتریس های حاصل جمع با برابر خطͬ، نگاشت دو حاصل جمع ماتریس آیا

تعریف را خطͬ نگاشت دو حاصل جمع اگرچه زیرا نیست، معنادار سؤال این درحال حاضر

حاصل جمع طبیعͬ تعریف خوشبختانه نکردە ایم. تعریف را ماتریس دو حاصل جمع کردە ایم،

ͬ دهیم. م ارائه را زیر تعریف مشخص، بە طور است. مناسبی خاصیت های دارای ماتریس دو

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



خطͬ نگاشت های ۳ ۶۰

ماتریسͬ جمع تعریف: ۳۴ .۳

ماتریس ها متناظر درایە های کردن جمع با که است ماتریسͬ هم اندازه ماتریس دو حاصل جمع
ͬ آید: م دست به

⎛⎜⎜
⎝

𝐴۱,۱ ⋯ 𝐴۱,𝑛
⋮ ⋮

𝐴𝑚,۱ ⋯ 𝐴𝑚,𝑛

⎞⎟⎟
⎠

+⎛⎜⎜
⎝

𝐶۱,۱ ⋯ 𝐶۱,𝑛
⋮ ⋮

𝐶𝑚,۱ ⋯ 𝐶𝑚,𝑛

⎞⎟⎟
⎠

= ⎛⎜⎜
⎝

𝐴۱,۱ +𝐶۱,۱ ⋯ 𝐴۱,𝑛 +𝐶۱,𝑛
⋮ ⋮

𝐴𝑚,۱ +𝐶𝑚,۱ ⋯ 𝐴𝑚,𝑛 +𝐶𝑚,𝑛

⎞⎟⎟
⎠

.

،𝑆 +𝑇 خطͬ نگاشت سه هر برای یͺسانͬ پایە های از که است این بر فرض بعدی، نتیجۀ در

ͬ شود. م استفاده 𝑇 و 𝑆

خطͬ نگاشت های حاصل جمع ماتریس ۳۵ .۳

.ℳ(𝑆 + 𝑇) = ℳ(𝑆) +ℳ(𝑇) آن گاه .𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض

ͬ شود. م واگذار خواننده به ͬ شود، م حاصل تعریف ها از که بالا نتیجۀ صحت بررسͬ

نگاشت ͷی ضرب در اسͺالر ͷی ماتریس آیا داریم، نظر مد پایە هایی که فرض این با همچنان

ضرب زیرا نیست، معنادار سؤال هنوز باز است؟ خطͬ نگاشت ͷی در اسͺالر ضرب با برابر خطͬ،

خاصیت های طبیعͬ، تعریف دوباره خوشبختانه نکردە ایم. تعریف را ماتریس ها روی اسͺالر

دارد. را مناسب

ماتریس ͷی اسͺالر ضرب تعریف: ۳۶ .۳

در ماتریس درایۀ هر ضرب از که است ماتریسͬ ماتریس، ͷی و اسͺالر ͷی حاصل ضرب
ͬ شود: م حاصل اسͺالر

𝜆⎛⎜⎜
⎝

𝐴۱,۱ ⋯ 𝐴۱,𝑛
⋮ ⋮

𝐴𝑚,۱ ⋯ 𝐴𝑚,𝑛

⎞⎟⎟
⎠

= ⎛⎜⎜
⎝

𝜆𝐴۱,۱ ⋯ 𝜆𝐴۱,𝑛
⋮ ⋮

𝜆𝐴𝑚,۱ ⋯ 𝜆𝐴𝑚,𝑛

⎞⎟⎟
⎠

.

ماتریس ها اسͺالر ضرب و جمع مثال: ۳۷ .۳

۲( ۳ ۱
−۱ ۵

)+( ۴ ۲
۱ ۶

) = ( ۶ ۲
−۲ ۱۰

)+( ۴ ۲
۱ ۶

)

= ( ۱۰ ۴
−۱ ۱۶

)

و 𝜆𝑇 خطͬ نگاشت دو هر برای یͺسانͬ پایە های از که است این بر فرض بعدی، نتیجۀ در

ͬ شود. م استفاده 𝑇

خطͬ نگاشت ͷی در اسͺالر عدد ͷی ضرب ماتریس ۳۸ .۳

.ℳ(𝜆𝑇) = 𝜆ℳ(𝑇) آن گاه .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) و 𝜆 ∈ 𝐅 کنید فرض

ͬ شود. م واگذار خواننده به نیز بالا نتیجۀ صحت بررسͬ

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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که شوید متعجب نباید است، شده تعریف ماتریس ها برای اسͺالر ضرب و جمع اکنون چون

فضای این تا ͬ کنیم م معرفͬ نمادگذاری ͷی ابتدا است. آمدن پدید حال در برداری فضای ͷی

ͬ کنیم. م پیدا را جدید برداری فضای این بعد سپس و باشد داشته نامͬ جدید برداری

𝐅𝑚,𝑛 نماد: ۳۹ .۳

متعلق درایە ها با 𝑛 در 𝑚 ماتریس های همۀ مجموعۀ ،𝑛 و 𝑚 مثبت صحیح عددهای برای
ͬ شود. م داده نشان 𝐅𝑚,𝑛 با ،𝐅 به

ⅾiⅿ𝐅𝑚,𝑛 = 𝑚𝑛 ۴۰ .۳

است. 𝑚𝑛 بعد با برداری فضای ͷی 𝐅𝑚,𝑛 بالا، تعریف طبق اسͺالر ضرب و جمع با باشند. مثبت صحیح عددهای 𝑛 و 𝑚 کنید فرض

است 𝑛 در 𝑚 ماتریس ،𝐅𝑚,𝑛 جمع همانͬ عضو که کنید توجه ͬ شود. م واگذار خواننده به است، برداری فضای ͷی 𝐅𝑚,𝑛 اینکه بررسͬ اثبات

هستند. ۰ آن درایە های همۀ که

پایۀ ͷی هستند، ۰ آن درایە های بقیۀ ،۱ مقدار با داریه ͷی جز به که 𝑛 در 𝑚 متمایز ماتریس های لیست که کند بررسͬ همچنین باید خواننده

■ است. 𝑚𝑛 با برابر 𝐅𝑚,𝑛 بعد نتیجه، در و دارد وجود 𝑚𝑛 تعداد به ماتریس ها این از است. 𝐅𝑚,𝑛

ماتریسͬ ضرب

همچنین است. 𝑊 پایۀ ͷی 𝑤۱,… ,𝑤𝑚 و 𝑉 پایۀ ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 کنید فرض قبل، همانند

ͬ باشد. م 𝑈 پایۀ ͷی 𝑢۱,… , 𝑢𝑝 که کنید فرض

نگاشت ͷی 𝑆𝑇 ترکیب بͽیرید. نظر در را 𝑆 ∶ 𝑉 → 𝑊 و 𝑇 ∶ 𝑈 → 𝑉 خطͬ نگاشت های

معنادار فعلا سؤال این است؟ ℳ(𝑆)ℳ(𝑇) برابر ℳ(𝑆𝑇) آیا ͬ باشد. م 𝑊 به 𝑈 از خطͬ

انتخاب را ماتریسͬ ضرب از تعریفͬ نکردە ایم. تعریف را ماتریس  دو ضرب هنوز زیرا نیست،

انجام را کار این ͬ توان م چͽونه ببینیم باشد. داشته مثبت جواب سؤال این شود موجب که ͬ کنیم م

داد.

داریم ۱ ≤ 𝑘 ≤ 𝑝 برای .ℳ(𝑇) = 𝐵 و ℳ(𝑆) = 𝐴 کنید فرض

(𝑆𝑇 )𝑢𝑘 = 𝑆(
𝑛

∑
𝑟=۱

𝐵𝑟,𝑘𝑣𝑟)

=
𝑛

∑
𝑟=۱

𝐵𝑟,𝑘𝑆𝑣𝑟

=
𝑛

∑
𝑟=۱

𝐵𝑟,𝑘
𝑚
∑
𝑗=۱

𝐴𝑗,𝑟𝑤𝑗

=
𝑚
∑
𝑗=۱

(
𝑛

∑
𝑟=۱

𝐴𝑗,𝑟𝐵𝑟,𝑘)𝑤𝑗.

با است برابر آن در 𝑘 ستون ،𝑗 سطر درایۀ که است 𝑝 در 𝑚 ماتریسͬ ℳ(𝑆𝑇) ازاین رو

𝑛
∑
𝑟=۱

𝐴𝑗,𝑟𝐵𝑟,𝑘.

نظر مورد معادلۀ تا کرد تعریف را ماتریسͬ ضرب باید چͽونه که ͬ کنیم م مشاهده اکنون

باشد. برقرار ℳ(𝑆𝑇) = ℳ(𝑆)ℳ(𝑇 )

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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ماتریسͬ ضرب تعریف: ۴۱ .۳

بە صورت 𝐴𝐵 آن گاه باشد. 𝑝 در 𝑛 ماتریس ͷی 𝐵 و 𝑛 در 𝑚 ماتریس ͷی 𝐴 کنید فرض
معادلۀ طبق آن در 𝑘 ستون و 𝑗 سطر درایۀ که ͬ شود م تعریف 𝑝 در 𝑚 ماتریس

(𝐴𝐵)𝑗,𝑘 =
𝑛

∑
𝑟=۱

𝐴𝑗,𝑟𝐵𝑟,𝑘

از 𝑗 سطر متناظر ضرب درایە های با ،𝐴𝐵 ماتریس 𝑘ی ستون و 𝑗 سطر درایۀ بنابراین، است.
ͬ شود. م محاسبه آن ها بستن جمع سپس و 𝐵 ماتریس از 𝑘 ستون و 𝐴 ماتریس

دورۀ ͷی در را ماتریسͬ ضرب از تعریف این احتمالا
انگیزه این متوجه شاید گرچه باشید، گرفته فرا قبلͬ

باشید. نشده آن برای

اول ماتریس ستون های تعداد که وقتͬ تنها را ماتریس دو حاصل ضرب که باشید داشته توجه

ͬ کنیم. م تعریف است، دوم ماتریس سطرهای تعداد با برابر

ماتریسͬ ضرب مثال: ۴۲ .۳

ماتریس ͷی و کرده ضرب هم در را ۴ در ۲ ماتریس ͷی و ۲ در ۳ ماتریس ͷی اینجا در
ͬ آوریم: م دست به ۴ در ۳

⎛⎜⎜
⎝

۱ ۲
۳ ۴
۵ ۶

⎞⎟⎟
⎠

( ۶ ۵ ۴ ۳
۲ ۱ ۰ −۱

) = ⎛⎜⎜
⎝

۱۰ ۷ ۴ ۱
۲۶ ۱۹ ۱۲ ۵
۴۲ ۳۱ ۲۰ ۹

⎞⎟⎟
⎠

.

دو هر ͬ که درصورت حتͬ نیست، برابر 𝐵𝐴 با لزوما 𝐴𝐵 نیست– جابە جایی ماتریسͬ، ضرب

شرکت پذیر و توزیع پذیر ماتریسͬ، ضرب ببینید). را ۱۰ (تمرین باشند تعریف شده حاصل ضرب

ببینید). را ۱۲ و ۱۱ (تمرین های است

𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) و 𝑇 ∈ ℒ(𝑈, 𝑉 ) بررسͬ در 𝑉 پایۀ همان که ͬ کنیم م فرض بعدی نتیجۀ در

بررسͬ در 𝑈 پایۀ همان و 𝑆𝑇 ∈ ℒ(𝑈,𝑊) و 𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) بررسͬ در 𝑊 پایۀ همان و

ͬ روند. م کار به 𝑆𝑇 ∈ ℒ(𝑈,𝑊) و 𝑇 ∈ ℒ(𝑈, 𝑉 )

خطͬ نگاشت های حاصل ضرب ماتریس ۴۳ .۳

.ℳ(𝑆𝑇) = ℳ(𝑆)ℳ(𝑇 ) آن گاه ،𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) و 𝑇 ∈ ℒ(𝑈, 𝑉 ) اگر

انگیزه بە عنوان ماتریسͬ ضرب تعریف از پیش که است محاسبە ای همان بالا، نتیجۀ اثبات

شد. انجام

ستون به دوم اندیس و سطر به اول اندیس معمول، طبق که کنید توجه بعدی، نمادگذاری در

ͬ شود. م استفاده جای نگهدار بە عنوان عمودی وسط موقعیت در نقطه نماد و دارد اشاره

𝐴⋅,𝑘 ،𝐴𝑗,⋅ نماد: ۴۴ .۳

باشد. 𝑛 در 𝑚 ماتریس ͷی 𝐴 کنید فرض
ͬ باشد. م 𝐴 از 𝑗 سطر شامل ،𝑛 در ۱ ماتریس نشان دهندۀ 𝐴𝑗,⋅ آن گاه ،۱ ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 اگر ●

ͬ باشد. م 𝐴 از 𝑘 ستون شامل ،۱ در 𝑚 ماتریس نشان دهندۀ 𝐴⋅,𝑘 آن گاه ،۱≤𝑘≤𝑛 اگر ●

𝐴 از 𝑘ام ستون با است برابر 𝐴⋅,𝑘 و 𝐴 از 𝑗ام سطر با است برابر 𝐴𝑗,⋅ مثال: ۴۵ .۳

ͬ باشد. م 𝐴 از دوم ستون نشان دهندۀ ،𝐴⋅,۲ و 𝐴 از دوم سطر نشان دهندۀ ،𝐴۲,⋅ نماد

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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آن گاه ،𝐴 = ( ۸ ۴ ۵
۱ ۹ ۷

) اگر ازاین رو

𝐴۲,⋅ = ( ۱ ۹ ۷ ) و 𝐴⋅,۲ = ( ۴
۹

).

گرچه است. ۱ در ۱ ماتریس ͷی ،۱ در 𝑛 ماتریس ͷی و 𝑛 در ۱ ماتریس ͷی حاصل ضرب

مثال، برای ͬ شناسیم. م آن درایۀ با را ۱ در ۱ ماتریس ͷی اغلب

( ۳ ۴ )( ۶
۲

) = ( ۲۶ )

بنویسیم و کرده همانند سازی ۲۶ با را ( ۲۶ ) ͬ توانیم م بااین حال .۳ ⋅ ۶ + ۴ ⋅ ۲ = ۲۶ زیرا

.( ۳ ۴ )( ۶
۲

) = ۲۶

برای را دیͽری دیدگاه تا ͬ کند م استفاده شد، بیان بالا پاراگراف در که قراردادی از بعدی نتیجۀ

که ͬ دهند م توضیح بالا پاراگراف محاسبۀ و بعدی نتیجۀ مثال، برای دهد. ارائه ماتریسͬ ضرب

است. ۲۶ با برابر ،۴۲ .۳ مثال حاصل ضرب در ۱ ستون و ۲ سطر درایۀ چرا

ستون ضرب در سطر با است برابر ماتریس، حاصل ضرب درایۀ ۴۶ .۳

آن گاه ،۱ ≤ 𝑘 ≤ 𝑝 و ۱ ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 اگر باشد. 𝑝 در 𝑛 ماتریس ͷی 𝐵 و 𝑛 در 𝑚 ماتریس ͷی 𝐴 کنید فرض

(𝐴𝐵)𝑗,𝑘 = 𝐴𝑗,⋅ 𝐵⋅,𝑘.

.(𝐵 از 𝑘 (ستون ضرب در (𝐴 از 𝑗 (سطر با است برابر ،𝐴𝐵 از 𝑘 ستون و 𝑗 سطر درایۀ دیͽر، بیان به

که ͬ کند م بیان ماتریسͬ حاصل ضرب تعریف .۱ ≤ 𝑘 ≤ 𝑝 و ۱ ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 کنید فرض اثبات

(𝐴𝐵)𝑗,𝑘 = 𝐴𝑗,۱𝐵۱,𝑘 +⋯+𝐴𝑗,𝑛𝐵𝑛,𝑘. (۴۷ .۳)

۱ در ۱ ماتریس ͷی ،𝐵⋅,𝑘 یعنͬ ۱ در 𝑛 ماتریس و 𝐴𝑗,⋅ یعنͬ 𝑛 در ۱ ماتریس حاصل ضرب که ͬ کند م ایجاب همچنین ماتریسͬ ضرب تعریف

از 𝑘 (ستون ضرب در (𝐴 از 𝑗 (سطر با برابر ،𝐴𝐵 از 𝑘 ستون و 𝑗 سطر داریۀ نتیجه، در ͬ باشد. م بالا معادلۀ راست سمت عدد آن، درایۀ که باشد

■ است. (𝐵

زیر؛ نتیجۀ در ͬ دهد. م ارائه ماتریسͬ ضرب درک برای دیͽری روش دوباره بعدی، نتیجۀ

۱ در 𝑚 ماتریس ͷی (𝐴𝐵)⋅,𝑘 ازاین رو است. 𝐴𝐵 از 𝑝 در 𝑚 ماتریس 𝑘ی ستون ،(𝐴𝐵)⋅,𝑘
و 𝑛 در 𝑚 ماتریس ͷی حاصل ضرب زیرا است؛ ۱ در 𝑚 ماتریس ͷی ،𝐴𝐵⋅,𝑘 همچنین است.

این و دارند یͺسانͬ اندازۀ زیر، نتیجۀ معادلۀ طرف دو هر نتیجه در است. ۱ در 𝑛 ماتریس ͷی

برسد. نظر به منطقͬ آن ها بودن برابر تا ͬ شود م باعث موضوع

ستون ضرب در ماتریس با است برابر ماتریس ها، حاصل ضرب ستون ۴۸ .۳

آن گاه ،۱ ≤ 𝑘 ≤ 𝑝 اگر باشد. 𝑝 در 𝑛 ماتریس ͷی 𝐵 و 𝑛 در 𝑚 ماتریس ͷی 𝐴 کنید فرض

(𝐴𝐵)⋅,𝑘 = 𝐴𝐵⋅,𝑘.

.𝐵 از 𝑘 ستون ضرب در 𝐴 با است برابر 𝐴𝐵 از 𝑘 ستون دیͽر، بیان به

،(𝐴𝐵)⋅,𝑘 از 𝑗 سطر درایۀ آن گاه ،۱ ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 اگر هستند. ۱ در 𝑚 ماتریس های دو هر 𝐴𝐵⋅,𝑘 و (𝐴𝐵)⋅,𝑘 شد، بیان بالا در چنان که اثبات
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■ .(𝐴𝐵)⋅,𝑘 = 𝐴𝐵⋅,𝑘 ازاین رو است. ۴۷ .۳ راست طرف ،𝐴𝐵⋅,𝑘 از 𝑗 سطر درایۀ و است ۴۷ .۳ چپ طرف

ماتریس ͷی و 𝑛 در 𝑚 ماتریس ͷی حاصل ضرب فهم برای را دیͽری روش بعدی، نتیجۀ

ͬ دهد. م ارائه بعدی مثال از الهام با ،۱ در 𝑛

۱ در ۲ ماتریس ͷی و ۲ در ۳ ماتریس ͷی حاصل ضرب مثال: ۴۹ .۳

درستͬ بررسͬ برای مقدماتͬ حساب و تعریف ها از

⎛⎜⎜
⎝

۱ ۲
۳ ۴
۵ ۶

⎞⎟⎟
⎠

( ۵
۱

) = ⎛⎜⎜
⎝

۷
۱۹
۳۱

⎞⎟⎟
⎠

= ۵⎛⎜⎜
⎝

۱
۳
۵

⎞⎟⎟
⎠

+ ۱⎛⎜⎜
⎝

۲
۴
۶

⎞⎟⎟
⎠

ماتریس ͷی و ۲ در ۳ ماتریس ͷی حاصل ضرب مثال، این در ازاین رو کنید. استفاده
متعلق (۱ و ۵) اسͺالر عددهای و ۲ در ۳ ماتریس ستون های از خطͬ ترکیب ͷی ،۱ در ۲

ͬ شوند. م ضرب ستون ها در که است ۱ در ۲ ماتریس به

ͬ دهد. م تعمیم را بالا مثال بعدی، نتیجۀ

ستون ها خطͬ ترکیب ۵۰ .۳

آن گاه باشد. ۱ در 𝑛 ماتریس ͷی 𝑏 = ⎛⎜⎜
⎝

𝑏۱
⋮
𝑏𝑛

⎞⎟⎟
⎠

و 𝑛 در 𝑚 ماتریس ͷی 𝐴 کنید فرض

𝐴𝑏 = 𝑏۱𝐴⋅,۱ +⋯+ 𝑏𝑛 𝐴⋅,𝑛.

ͬ شوند. م ضرب ستون ها در که است 𝑏 به متعلق اسͺالر عددهای و 𝐴 ستون های از خطͬ ترکیب ͷی 𝐴𝑏 دیͽر، بیان به

𝐴𝑏 از ۱ در 𝑚 ماتریس 𝑘ی سطر درایۀ که ͬ کند م ایجاب ماتریسͬ ضرب تعریف آن گاه ،𝑘 ∈ {۱,… ,𝑚} اگر اثبات

𝐴𝑘,۱𝑏۱ +⋯+𝐴𝑘,𝑛𝑏𝑛

ͬ باشد. م شده، داده نشان بالا در که عددی با برابر نیز 𝑏۱𝐴⋅,۱ +⋯+ 𝑏𝑛 𝐴⋅,𝑛 از 𝑘 سطر درایۀ باشد.

■ .𝐴𝑏= 𝑏۱𝐴⋅,۱ +⋯+ 𝑏𝑛𝐴⋅,𝑛 پس هستند، 𝑘 سطر در یͺسانͬ درایۀ دارای ،𝑘 ∈ ۱,… ,𝑚 هر برای 𝑏۱𝐴⋅,۱ +⋯+ 𝑏𝑛𝐴⋅,𝑛 و 𝐴𝑏 چون

ͷی سطرهای برای مشابهͬ نتایج دارند. تأکید ماتریس ͷی ستون های روی قبلͬ نتیجۀ دو

در مناسب اصلاحات ا˚عمال با که ببینید را ۹ و ۸ تمرینات خاص، بە طور است. برقرار ماتریس

کرد. اثبات را آن ها ͬ توان م ،۵۰ .۳ و ۴۸ .۳ اثبات های

ستونͬ⁃سطری تجزیۀ اثبات برای بعدی زیربخش در استفاده مورد اصلͬ ابزار بعدی، نتیجۀ

جهت ͬ باشد. م (۵۷ .۳) آن سطری رتبۀ با ماتریس ͷی ستونͬ رتبۀ برابری اثبات و (۵۶ .۳)

𝑅 و 𝐶 از بعدی، زیربخش در جمله از ستونͬ⁃سطری، تجزیۀ در معمول نمادگذاری با سازگاری

ͬ کنیم. م استفاده بعدی نتیجۀ ماتریس های نامیدن برای 𝐵 و 𝐴 بە جای

سطر ها یا ستون ها خطͬ ترکیب های بە عنوان ماتریسͬ ضرب ۵۱ .۳

است. 𝑛 در 𝑐 ماتریس ͷی 𝑅 و 𝑐 در 𝑚 ماتریس ͷی 𝐶 کنید فرض
𝑘ام ستون  به مربوط خطͬ ترکیب این ضرایب که است 𝐶 ستون های از خطͬ ترکیب ͷی ،𝐶𝑅 از 𝑘 ستون آن گاه ،𝑘 ∈ {۱,… , 𝑛} اگر (ا)

ͬ باشد. م 𝑅 از
از 𝑗ام سطر  به مربوط خطͬ ترکیب این ضرایب که است 𝑅 سطر های از خطͬ ترکیب ͷی ،𝐶𝑅 از 𝑗 سطر آن گاه ،𝑗 ∈ {۱,… ,𝑚} اگر (ب)

ͬ باشد. م 𝐶
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ضرایب با 𝐶 ستون های خطͬ ترکیب با برابر که ،(۴۸ .۳ (طبق است 𝐶𝑅⋅,𝑘 با برابر 𝐶𝑅 از 𝑘 ستون آن گاه .𝑘 ∈ {۱,… , 𝑛} کنید فرض اثبات

است. برقرار (ا) نتیجه در .(۵۰ .۳ (طبق است 𝑅⋅,𝑘 به مربوط

۵۰ .۳ و ۴۸ .۳ بە جای ۹ و ۸ تمرین های از و کنید استفاده سطرها از ستون ها، بە جای ولͬ کنید، دنبال را (ا) اثبات الͽوی (ب)، اثبات برای

■ کنید. استفاده

ماتریس ͷی رتبۀ و ستونͬ⁃سطری تجزیۀ

ͬ کنیم. م آغاز ماتریس هر با مرتبط نامنفͬ صحیح عدد دو تعریف با

سطری رتبۀ ستونͬ، رتبۀ تعریف: ۵۲ .۳

باشد. 𝐅 در درایە ها با 𝑛 در 𝑚 ماتریس ͷی 𝐴 کنید فرض
است. 𝐅𝑚,۱ در 𝐴 ستون های گسترۀ بعد ،𝐴 ستونͬ رتبۀ ●

است. 𝐅۱,𝑛 در 𝐴 سطرهای گسترۀ بعد ،𝐴 سطری رتبۀ ●

𝑛 دارای 𝐴 (زیرا است 𝑛 حداکثر 𝐴 ستونͬ رتبۀ آن گاه باشد، 𝑛 در 𝑚 ماتریس ͷی 𝐴 اگر

مشابه، بە طور .(ⅾiⅿ𝐅𝑚,۱ = 𝑚 (زیرا است 𝑚 حداکثر همچنین 𝐴 ستونͬ رتبۀ و است) ستون

ͬ باشد. م ⅿin{𝑚, 𝑛} حداکثر نیز 𝐴 سطری رتبۀ

۴ در ۲ ماتریس ͷی سطری رتبۀ و ستونͬ رتبۀ مثال: ۵۳ .۳

کنید فرض

𝐴 = ( ۴ ۷ ۱ ۸
۳ ۵ ۲ ۹

).

بعد 𝐴 ستونͬ رتبۀ

span⎛⎜
⎝

( ۴
۳

),( ۷
۵

),( ۱
۲

),( ۸
۹

)⎞⎟
⎠

از اسͺالری مضرب ،𝐅۲,۱ در بالا در لیست شده اول بردار دو از ͷهیچ ی است. 𝐅۲,۱ در
گسترۀ است. دو بعد دارای حداقل چهار، به طول لیست این گسترۀ ازاین رو نیست. دیͽری
.ⅾiⅿ𝐅۲,۱ = ۲ زیرا باشد، دو از بیش بعدی دارای ͬ تواند نم 𝐅۲,۱ در بردارها از لیست این

ͬ باشد. م دو 𝐴 ستونͬ رتبۀ یعنͬ این و است دو بعد دارای لیست این گسترۀ نتیجه در
بعد 𝐴 سطری رتبۀ

span(( ۴ ۷ ۱ ۸ ), ( ۳ ۵ ۲ ۹ ))

دیͽری از اسͺالری مضرب ،𝐅۱,۴ در بالا در لیست شده بردار دو از ͷهیچ ی است. 𝐅۱,۴ در
رتبۀ که است آن معنͬ به و است دو بعد دارای دو به طول لیست این گسترۀ نتیجه در نیست.

ͬ باشد. م دو 𝐴 سطری

ͬ کنیم. م تعریف را ماتریس ͷی ترانهادۀ اکنون

𝐴t ترانهاده، تعریف: ۵۴ .۳

و سطرها تعویض از که است ماتریسͬ ͬ شود، م داده نشان 𝐴t با که 𝐴 ماتریس ͷی ترانهادۀ
،𝐴t آن گاه باشد، 𝑛 در 𝑚 ماتریس ͷی 𝐴 اگر خاص، بە طور ͬ آید. م دست به 𝐴 ستون های

ͬ باشند: م زیر معادلۀ طبق آن درایە های که است 𝑚 در 𝑛 ماتریس

(𝐴t)𝑘,𝑗 = 𝐴𝑗,𝑘.

ترانهاده معنͬ به transpose مخفف t مترجمان:
است.
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ماتریس ͷی ترانهادۀ مثال: ۵۵ .۳

.𝐴t = ( ۵ ۳ −۴
−۷ ۸ ۲

) آن گاه ،𝐴 = ⎛⎜⎜
⎝

۵ −۷
۳ ۸
−۴ ۲

⎞⎟⎟
⎠

اگر

است. ۳ در ۲ ماتریس ͷی 𝐴t و ۲ در ۳ ماتریس ͷی 𝐴 اینجا در که کنید توجه

هر و 𝐵 و 𝐴 مانند 𝑛 در 𝑚 ماتریس های همۀ برای دارد: خوبی جبری خاصیت های ترانهاده،

(𝜆𝐴)t = 𝜆𝐴t ،(𝐴+𝐵)t = 𝐴t +𝐵t داریم ،𝐶 مانند 𝑝 در 𝑛 ماتریس های همۀ و 𝜆 ∈ 𝐅
ببینید). را ۱۵ و ۱۴ (تمرین های (𝐴𝐶)t = 𝐶 t𝐴t و

خواهد سطری رتبۀ با ستونͬ رتبۀ برابری اثبات برای استفاده مورد اصلͬ ابزار بعدی، نتیجۀ

ببینید). را ۵۷ .۳) بود

ستونͬ⁃سطری تجزیۀ ۵۶ .۳

ماتریس ͷی و 𝐶 مانند 𝑐 در 𝑚 ماتریس ͷی صورت آن در باشد. 𝑐 ≥ ۱ ستونͬ رتبۀ با و 𝐅 در درایە ها با 𝑛 در 𝑚 ماتریس ͷی 𝐴 کنید فرض
.𝐴 = 𝐶𝑅 که بە طوری ،𝐅 در درایە ها با دو هر دارند، وجود 𝑅 مانند 𝑛 در 𝑐

داد کاهش 𝐴 ستون های گسترۀ پایۀ ͷی به ͬ توان م را 𝐴 ستون های از 𝐴⋅,۱,… ,𝐴⋅,𝑛 لیست است. ۱ در 𝑚 ماتریس ͷی ،𝐴 ستون هر اثبات

ماتریس ͷی تا داد قرار هم کنار در ͬ توان م را پایه این در موجود ستون 𝑐 ͬ باشد. م 𝑐 با برابر ستونͬ رتبۀ تعریف طبق پایه، این طول .(۳۰ .۲ (طبق

داد. شͺل را 𝐶 نام به 𝑐 در 𝑚
ماتریس ͷی از 𝑘 ستون در را خطͬ ترکیب این ضرایب  است. 𝐶 ستون های از خطͬ ترکیب ͷی ،𝐴 از 𝑘 ستون آن گاه ،𝑘 ∈ {۱,… , 𝑛} اگر

■ ͬ شود. م نتیجه ۳. ۵۱(ا) از چنان که ،𝐴 = 𝐶𝑅 آن گاه دهید. قرار ͬ نامیم، م 𝑅 را آن که 𝑛 در 𝑐

این که ͬ کند م بیان بعدی نتیجۀ شدند. برابر هم با سطری رتبۀ و ستونͬ رتبۀ ،۵۳ .۳ مثال در

است. برقرار ماتریس ها همۀ برای حالت

است سطری رتبۀ برابر ستونͬ رتبۀ ۵۷ .۳

ͬ باشد. م 𝐴 سطری رتبۀ با برابر ،𝐴 ستونͬ رتبۀ آن گاه .𝐴 ∈ 𝐅𝑚,𝑛 کنید فرض

ͷی 𝐶 آن در که باشد ۵۶ .۳ مبنای بر 𝐴 ستونͬ⁃سطری تجزیۀ 𝐴 = 𝐶𝑅 کنید فرض باشد. 𝐴 ستونͬ رتبۀ نشان دهندۀ 𝑐 کنید فرض اثبات

𝑅 چون است. 𝑅 سطرهای از خطͬ ترکیب ͷی ،𝐴 سطر هر که ͬ کند م بیان ۳. ۵۱(ب) آن گاه است. 𝑛 در 𝑐 ماتریس ͷی 𝑅 و 𝑐 در 𝑚 ماتریس

ͬ باشد. م 𝐴 از 𝑐 ستونͬ رتبۀ با برابر یا از کوچͷ تر 𝐴 سطری رتبۀ که ͬ شود م نتیجه است؛ سطر 𝑐 دارای

ͬ رسیم: م زیر موارد به کرده، اعمال 𝐴t روی را قبلͬ پاراگراف نتیجۀ عکس؛ جهت در نامساوی اثبات برای

𝐴 ستونͬ رتبۀ = 𝐴t سطری رتبۀ

≤ 𝐴t ستونͬ رتبۀ

= 𝐴 سطری .رتبۀ

■ ͬ باشد. م 𝐴 سطری رتبۀ با برابر 𝐴 ستونͬ رتبۀ ازاین رو

بردن بە کار از تا ͬ دهد م اجازه ما به اخیر نتیجۀ است؛ برابر سطری رتبۀ با ستونͬ رتبۀ چون

استفاده «رتبه» سادە تر اصطلاح از تنها و کنیم صرف نظر سطری» «رتبۀ و ستونͬ» «رتبۀ اصطلاحات

کنیم.
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رتبه تعریف: ۵۸ .۳

ͬ باشد. م 𝐴 ستونͬ رتبۀ ،𝐴 ∈ 𝐅𝑚,𝑛 ماتریس ͷی رتبۀ

و ۱۳۳ .۳ است، سطری رتبۀ با برابر ستونͬ رتبۀ اینکه درخصوص جایͽزین اثبات های برای

ببینید. را ۱ −۷ بخش از ۸ تمرین

۳ −۳ تمرین های

ناصفر درایۀ ⅾiⅿ range𝑇 حداقل دارای 𝑇 ماتریس ،𝑊 و 𝑉 پایە های از انتخابی هر به نسبت دهید نشان .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض ۱
است.

𝑊 پایۀ ͷی و 𝑉 پایۀ ͷی اگر تنها و اگر ،ⅾiⅿ range𝑇 = ۱ کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) و باشند متناهͬ بعد با 𝑊 و 𝑉 کنید فرض ۲
باشند. ۱ با برابر ℳ(𝑇) داریە های همۀ پایە ها، این به نسبت که بە طوری باشند، داشته وجود

باشد. 𝑊 پایۀ ͷی 𝑤۱,… ,𝑤𝑚 و 𝑉 پایۀ ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 کنید فرض ۳
.ℳ(𝑆 + 𝑇) = ℳ(𝑆) +ℳ(𝑇) آن گاه ,𝑆؛ 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) اگر دهید نشان (ا)

.ℳ(𝜆𝑇) = 𝜆ℳ(𝑇) آن گاه ،𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) و 𝜆 ∈ 𝐅 اگر دهید نشان (ب)
کنید. بررسͬ را ۳۸ .۳ و ۳۵ .۳ درستͬ ͬ خواهد م شما از تمرین این

ͷی و 𝒫۳(𝐑) برای پایه ͷی است. شده تعریف 𝐷𝑝 = 𝑝′ توسط که است مشتق گیری نگاشت 𝐷 ∈ ℒ(𝒫۳(𝐑),𝒫۲(𝐑)) که کنید فرض ۴
باشد: زیر بە شͺل پایە ها این به نسبت 𝐷 ماتریس که بە طوری کنید، پیدا 𝒫۲(𝐑) برای پایه

⎛⎜⎜
⎝

۱ ۰ ۰ ۰
۰ ۱ ۰ ۰
۰ ۰ ۱ ۰

⎞⎟⎟
⎠

.

ͬ دهد. م تعمیم را تمرین این بعدی، تمرین کنید. مقایسه ۳۳ .۳ مثال با

این به نسبت که بە طوری دارند، وجود 𝑊 از پایە ای و 𝑉 از پایە ای کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) و هستند متناهͬ بعد با 𝑊 و 𝑉 کنید فرض ۵
.۱ ≤ 𝑘 ≤ ⅾiⅿ range𝑇 اگر هستند، ۱ با برابر که 𝑘 ستون و 𝑘 سطر درایە های جز به هستند، ۰ همه ℳ(𝑇) درایە های پایە ها،

𝑊 از 𝑤۱,… ,𝑤𝑛 پایۀ ͷی کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض باشد. متناهͬ بعد با 𝑊 و بوده 𝑉 پایۀ ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑚 کنید فرض ۶
𝑣۱,… , 𝑣𝑚 پایە های به (نسبت ℳ(𝑇) اول ستون درایە های همۀ اول، ستون و اول سطر در ۱ مقدار ͷی جز به احتملا که بە طوری دارد، وجود

هستند. ۰ (𝑤۱,… ,𝑤𝑛 و
است. شده داده شما به 𝑉 پایۀ ،𝑉 برای پایه ͷی انتخاب امͺان بە جای ،۵ تمرین برخلاف تمرین، این در

𝑉 از 𝑣۱,… , 𝑣𝑚 پایۀ ͷی کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض باشد. متناهͬ بعد با 𝑉 و بوده 𝑊 پایۀ ͷی 𝑤۱,… ,𝑤𝑛 کنید فرض ۷
𝑣۱,… , 𝑣𝑚 پایە های به (نسبت ℳ(𝑇) اول سطر درایە های همۀ اول، ستون و اول سطر در ۱ مقدار ͷی جز به احتمالا که بە طوری دارد، وجود

هستند. ۰ (𝑤۱,… ,𝑤𝑛 و
است. شده داده شما به 𝑊 پایۀ ،𝑊 برای پایه ͷی انتخاب امͺان بە جای ،۵ تمرین برخلاف تمرین، این در

۱ ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 هر برای کنید ثابت باشد. 𝑝 در 𝑛 ماتریس ͷی 𝐵 و 𝑛 در 𝑚 ماتریس ͷی 𝐴 کنید فرض ۸

(𝐴𝐵)𝑗,⋅ = 𝐴𝑗,⋅ 𝐵.

ͬ باشد. م 𝐵 ضرب در (𝐴 از 𝑗 (سطر با برابر 𝐴𝐵 از 𝑗 سطر دهید نشان دیͽر، بیان به
ͬ دهد. م ارائه را ۴۸ .۳ سطری شͺل تمرین، این

کنید ثابت باشد. 𝑝 در 𝑛 ماتریس ͷی 𝐵 و 𝑛 در ۱ ماتریس ͷی 𝑎 = ( 𝑎۱ ⋯ 𝑎𝑛 ) کنید فرض ۹

𝑎𝐵 = 𝑎۱𝐵۱,⋅ +⋯+ 𝑎𝑛𝐵𝑛,⋅ .

ͬ باشند. م 𝑎 از ͬ شوند، م ضرب سطرها در که اسͺالری عددهای و است 𝐵 سطرهای از خطͬ ترکیب ͷی 𝑎𝐵 دهید نشان دیͽر، بیان به
ͬ دهد. م ارائه را ۵۰ .۳ سطری شͺل تمرین، این

.𝐴𝐵 ≠ 𝐵𝐴 که بە طوری دهید، ارائه 𝐵 و 𝐴 مانند ۲ در ۲ ماتریس های از مثالͬ ۱۰
،𝐹 و 𝐸 ،𝐷 ،𝐶 ،𝐵 ،𝐴 کنید فرض دیͽر، بیان به است. برقرار ماتریسͬ ضرب و ماتریسͬ جمع برای توزیع پذیری خاصیت کنید ثابت ۱۱
𝐷𝐹 +𝐸𝐹 و 𝐴𝐵+𝐴𝐶 چرا دهید توضیح هستند. معنا دار (𝐷+𝐸)𝐹 و 𝐴(𝐵+𝐶) که است طوری آن ها اندازۀ که هستند ماتریس هایی

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



خطͬ نگاشت های ۳ ۶۸

کنید ثابت و هستند معنا دار دو هر

𝐴(𝐵 + 𝐶) = 𝐴𝐵 +𝐴𝐶 و (𝐷 + 𝐸)𝐹 = 𝐷𝐹 + 𝐸𝐹.

که است طوری آن ها اندازۀ که هستند ماتریس هایی ،𝐶 و 𝐵 ،𝐴 کنید فرض دیͽر، بیان به است. شرکت پذیر ماتریسͬ ضرب کنید ثابت ۱۲
کنید ثابت و است معنا دار 𝐴(𝐵𝐶) چرا دهید توضیح است. معنا دار (𝐴𝐵)𝐶

(𝐴𝐵)𝐶 = 𝐴(𝐵𝐶).

را ماتریس ها شامل اثبات های که است این من «تجربۀ باشد: (Eⅿiⅼ Artin) آرتین امیل از قول نقل این گویای که بیابید مرتبی اثبات کنید تلاش
اندازد.» دور را ماتریس ها فرد اگر کرد، کوتاە تر ٪۵۰ تا ͬ توان م

ͬ شود)، م تعریف 𝐴𝐴𝐴 معنͬ به (که 𝐴۳ از 𝑘 ستون و 𝑗 سطر درایۀ دهید نشان .۱ ≤ 𝑗, 𝑘 ≤ 𝑛 و است 𝑛 در 𝑛 ماتریس ͷی 𝐴 کنید فرض ۱۳
بە صورت

𝑛
∑
𝑝=۱

𝑛
∑
𝑟=۱

𝐴𝑗,𝑝 𝐴𝑝,𝑟 𝐴𝑟,𝑘

ͬ باشد. م
است. 𝐅𝑛,𝑚 به 𝐅𝑚,𝑛 از خطͬ نگاشت ͷی 𝐴 ↦ 𝐴t تابع کنید ثابت باشند. مثبت صحیح عددهای 𝑛 و 𝑚 کنید فرض ۱۴

آن گاه باشند، 𝑝 در 𝑛 ماتریس ͷی 𝐶 و 𝑛 در 𝑚 ماتریس ͷی 𝐴 اگر کنید ثابت ۱۵

(𝐴𝐶)t = 𝐶 t𝐴t.

است. معکوس ترتیب با ترانهادە ها حاصل ضرب ماتریس، دو حاصل ضرب ترانهادۀ که ͬ دهد م نشان تمرین این

و (𝑐۱,… , 𝑐𝑚) ∈ 𝐅𝑚 اگر تنها و اگر است، ۱ با برابر 𝐴 رتبۀ کنید ثابت .𝐴 ≠ ۰ و است 𝑛 در 𝑚 ماتریس ͷی 𝐴 کنید فرض ۱۶
.𝐴𝑗,𝑘 = 𝑐𝑗𝑑𝑘 باشیم داشته 𝑘 = ۱,… , 𝑛 هر برای و 𝑗 = ۱,… ,𝑚 هر برای که بە طوری باشند، داشته وجود (𝑑۱,… , 𝑑𝑛) ∈ 𝐅𝑛

هستند. معادل زیر موارد کنید ثابت باشند. 𝑉 پایە های ،𝑣۱,… , 𝑣𝑛 و 𝑢۱,… , 𝑢𝑛 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۱۷
است. ͷبە ی ͷی 𝑇 (ا)

هستند. خطͬ مستقل 𝐅𝑛,۱ در ℳ(𝑇) ستون های (ب)
هستند. 𝐅𝑛,۱ مولد ℳ(𝑇) ستون های (ج)
هستند. 𝐅۱,𝑛 مولد ℳ(𝑇) سطرهای (د)

هستند. خطͬ مستقل 𝐅۱,𝑛 در ℳ(𝑇) سطرهای (ه)
است. ℳ(𝑇 , (𝑢۱,… , 𝑢𝑛), (𝑣۱,… , 𝑣𝑛)) معنͬ به ℳ(𝑇) اینجا در

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



ͬ ها یͷ ریخت و وارون پذیری ۴ −۳۶۹

ͬ ها یͷ ریخت و وارون پذیری ۴ −۳

وارون پذیر خطͬ نگاشت های

ͬ کنیم. م آغاز خطͬ نگاشت های زمینۀ در وارون و وارون پذیر مفاهیم تعریف با را بخش این

وارون وارون پذیر، تعریف: ۵۹ .۳

𝑆 ∈ خطͬ نگاشت اگر گویند، وارون پذیر را 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) خطͬ نگاشت ͷی ●

𝑇𝑆 و 𝑉 روی همانͬ عملͽر با برابر 𝑆𝑇 که بە طوری باشد، داشته وجود ℒ(𝑊, 𝑉 )
باشد. 𝑊 روی همانͬ عملͽر با برابر

ͷی کنند، صدق 𝑇𝑆 = 𝐼 و 𝑆𝑇 = 𝐼 در که را 𝑆 ∈ ℒ(𝑊, 𝑉 ) خطͬ نگاشت ͷی ●

عملͽر دوم، 𝐼 و است 𝑉 روی همانͬ عملͽر اول، 𝐼 که کنید (توجه ͬ نامند م 𝑇 وارون
ͬ باشد). م 𝑊 روی همانͬ

این ͬ توانیم م که ͬ دهد م نشان بعدی نتیجۀ ولͬ دارد. اشاره وارون» ͷی» به بالا تعریف

دهیم. تغییر «وارون» به را اصطلاح

است یͺتا وارون ۶۰ .۳

ͬ باشد. م یͺتا وارون دارای وارون پذیر، خطͬ نگاشت ͷی

آن گاه هستند. 𝑇 وارون های 𝑆۲ و 𝑆۱ و است وارون پذیر 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض اثبات

𝑆۱ = 𝑆۱𝐼 = 𝑆۱(𝑇𝑆۲) = (𝑆۱𝑇 )𝑆۲ = 𝐼𝑆۲ = 𝑆۲.

■ .𝑆۱ = 𝑆۲ نتیجه در

داد. اختصاص نمادی آن برای ͬ توان م ͬ باشد؛ م یͺتا وارون ͬ دانیم م که اکنون

𝑇−۱ نماد: ۶۱ .۳

اگر دیͽر، بیان به ͬ شود. م داده نمایش 𝑇−۱ با آن وارون آن گاه باشد، وارون پذیر 𝑇 اگر
که بە طوری است، ℒ(𝑊, 𝑉 ) از یͺتا عضو 𝑇−۱ آن گاه باشد، وارون پذیر 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊)

.𝑇𝑇−۱ = 𝐼 و 𝑇−۱𝑇 = 𝐼

𝐑۳ به 𝐑۳ از خطͬ نگاشت ͷی وارون مثال: ۶۲ .۳

در باشد. شده تعریف 𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (−𝑦, 𝑥, ۴𝑧) توسط 𝑇 ∈ ℒ(𝐑۳) کنید فرض
جهت در ۴ ضریب با کشش ͷی و 𝑥𝑦 صفحۀ در پادساعت گرد ۹۰∘ دوران ͷی 𝑇 نتیجه

است. 𝑧 محور
ͷی و 𝑥𝑦 صفحۀ در ساعت گرد ۹۰∘ دوران ،𝑇−۱ ∈ ℒ(𝐑۳) وارون نگاشت بنابراین

است: 𝑧 محور جهت در ۱
۴ ضریب با کشش

𝑇−۱(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑦,−𝑥, ۱۴𝑧) .

و ͷبە ی ͷی اگر تنها و اگر است، وارون پذیر خطͬ نگاشت ͷی که ͬ دهد م نشان بعدی نتیجۀ

باشد. پوشا

وارون پذیری ⟺ بودن پوشا و بودن ͷبە ی ͷی ۶۳ .۳

باشد. پوشا و ͷبە ی ͷی اگر تنها و اگر است، وارون پذیر خطͬ، نگاشت ͷی

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



خطͬ نگاشت های ۳ ۷۰

باشد. پوشا و ͷبە ی ͷی اگر تنها و اگر است، وارون پذیر 𝑇 که دهیم نشان است لازم .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض اثبات

آن گاه .𝑇𝑢 = 𝑇𝑣 و 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 کنید فرض است، ͷبە ی  ͷی 𝑇 اینکه دادن نشان برای است. وارون پذیر 𝑇 کنید فرض ابتدا

𝑢 = 𝑇−۱(𝑇𝑢) = 𝑇−۱(𝑇 𝑣) = 𝑣,

است. ͷبە ی ͷی 𝑇 نتیجه در .𝑢 = 𝑣 بنابراین و

آن گاه .𝑤 ∈ 𝑊 کنید فرض کار این برای ͬ باشد. م پوشا 𝑇 که کنیم ثابت ͬ خواهیم م اکنون است. وارون پذیر 𝑇 که ͬ کنیم م فرض همچنان

تکمیل جهت این در اثبات و است پوشا 𝑇 نتیجه در .range𝑇 = 𝑊 بنابراین باشد. مͬ 𝑇 برد در 𝑤 که ͬ دهد م نشان این و 𝑤 = 𝑇(𝑇−۱𝑤)
ͬ شود. م

یͺتای عضو بە عنوان ،𝑤 ∈ 𝑊 هر برای را 𝑆(𝑤) است. وارون پذیر 𝑇 که کنیم ثابت ͬ خواهیم م ͬ باشد. م پوشا و ͷبە ی ͷی 𝑇 کنید فرض اکنون

تعریف ͬ شود). م نتیجه 𝑇 بودن ͷبە ی ͷی و بودن پوشا از عضوی چنین ͷی یͺتایی و (وجود 𝑇 (𝑆(𝑤)) = 𝑤 که بە طوری ͬ کنیم، م تعریف 𝑉
باشد. 𝑊 روی همانͬ عملͽر با برابر 𝑇 ∘ 𝑆 که ͬ کند م ایجاب 𝑆

آن گاه .𝑣 ∈ 𝑉 کنید فرض است، 𝑉 روی همانͬ عملͽر با برابر 𝑆 ∘ 𝑇 اینکه اثبات برای

𝑇 ((𝑆 ∘ 𝑇 )𝑣) = (𝑇 ∘ 𝑆)(𝑇𝑣) = 𝐼(𝑇𝑣) = 𝑇𝑣.

ͬ باشد. م 𝑉 روی همانͬ عملͽر با برابر 𝑆 ∘ 𝑇 بنابراین است). ͷبە ی ͷی 𝑇 (زیرا (𝑆 ∘ 𝑇 )𝑣 = 𝑣 که ͬ دهد م نشان معادله این

آن گاه .𝑤۱, 𝑤۲ ∈ 𝑊 کنید فرض کار این برای است. خطͬ 𝑆 که دهیم نشان است لازم اثبات، تکمیل برای

𝑇 (𝑆(𝑤۱) + 𝑆(𝑤۲)) = 𝑇 (𝑆(𝑤۱)) + 𝑇 (𝑆(𝑤۲)) = 𝑤۱ +𝑤۲.

.𝑆(𝑤۱+𝑤۲) = 𝑆(𝑤۱)+𝑆(𝑤۲) یعنͬ این ،𝑆 تعریف طبق ͬ کند. م نگاشت 𝑤۱+𝑤۲ به 𝑇 که است 𝑉 یͺتای عضو 𝑆(𝑤۱)+𝑆(𝑤۲) ازاین رو

ͬ باشد. م دارا را بودن خطͬ برای نیاز مورد جمعͬ خاصیت 𝑆 بنابراین

آن گاه ،𝜆 ∈ 𝐅 و 𝑤 ∈ 𝑊 اگر بە ویژه ͬ شود. م ثابت مشابه بە طور نیز همͽنͬ

𝑇 (𝜆𝑆(𝑤)) = 𝜆𝑇 (𝑆(𝑤)) = 𝜆𝑤.

است، خطͬ 𝑆 نتیجه در .𝑆(𝜆𝑤) = 𝜆𝑆(𝑤) یعنͬ این ،𝑆 تعریف طبق ͬ کند. م نگاشت 𝜆𝑤 به 𝑇 که است 𝑉 یͺتای عضو 𝜆𝑆(𝑤) بنابراین

■ ͬ باشد. م مطلوب چنان که

آیا که باشید کنجͺاو است ممͺن خودش، به برداری فضای ͷی از خطͬ نگاشت ͷی برای

فضاهای در ͬ شود. م وارون پذیری به منجر بە تنهایی بودن پوشا یا و بە تنهایی بودن ͷبە ی ͷی

چنان که ͬ شوند، نم منجر وارون پذیری به بە تنهایی شرایط این از هیچ کدام نامتناهͬ، بعد با برداری

است. ۳ .۳ مثال از آشنا خطͬ نگاشت دو مبنای بر که ͬ شود م داده نشان بعدی مثال در

نیست وارون پذیری معنͬ به بودن، پوشا نه و بودن ͷبە ی ͷی نه مثال: ۶۴ .۳

ولͬ است، ͷبە ی ͷی ببینید)، را ۳ .۳) 𝒫(𝐑) به 𝒫(𝐑) از 𝑥۲ ضرب در خطͬ نگاشت ●

نیست). برد در ۱ (چندجملە ای نیست پوشا زیرا نیست وارون پذیر
وارون پذیر ولͬ است پوشا ببینید.)، را ۳ .۳)𝐅∞ ∞𝐅به از عقب به شیفت خطͬ نگاشت ●

است]. پوچ فضای در (۱, ۰, ۰, ۰,… ) [بردار نیست ͷبە ی ͷی زیرا نیست،

نگاشت ͷی برای که ͬ کند م بیان و است جالب  توجه بعدی نتیجۀ بالا، مثال گرفتن نظر در با

ͷبە ی ͷی تنها یͺسان، بعد با برداری فضای ͷی به متناهͬ، بعد با برداری فضای ͷی از خطͬ

ⅾiⅿ𝑉 = اینکه ͬ بر مبن زیر فرض که کنید توجه ͬ دهد. م نتیجه را دیͽر شرط بودن؛ پوشا یا بودن

بە صورت ،𝑊 = 𝑉 و است متناهͬ بعد با 𝑉 آن در که مهمͬ و خاص حالت در ،ⅾiⅿ𝑊

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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است. برقرار خودکار

(ⅾiⅿ𝑉 = ⅾiⅿ𝑊 < ∞ (اگر است بودن پوشا با معادل بودن، ͷبە ی ͷی ۶۵ .۳

آن گاه .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) و ⅾiⅿ𝑉 = ⅾiⅿ𝑊 باشند، متناهͬ بعد با برداری فضاهای ،𝑊 و 𝑉 کنید فرض

است وارون پذیر 𝑇 ⟺ است ͷبە ی ͷی 𝑇 ⟺ است پوشا 𝑇 .

که ͬ کند م بیان (۲۱ .۳) خطͬ نگاشت های اساسͬ قضیۀ اثبات

ⅾiⅿ𝑉 = ⅾiⅿ nuⅼⅼ𝑇 + ⅾiⅿ range𝑇 . (۶۶ .۳)

که ͬ گیریم م نتیجه بالا معادلۀ از آن گاه است)، ⅾiⅿ nuⅼⅼ𝑇 = ۰ شرط با معادل ،۱۵ .۳ طبق (که باشد ͷبە ی ͷی 𝑇 اگر

ⅾiⅿ range𝑇 = ⅾiⅿ𝑉 − ⅾiⅿ nuⅼⅼ𝑇 = ⅾiⅿ𝑉 = ⅾiⅿ𝑊,

.(۳۹ .۲ (طبق ͬ باشد م پوشا 𝑇 که معنͬ این به

که ͬ شود م نتیجه ۶۶ .۳ از آن گاه باشد، پوشا 𝑇 اگر برعکس،

ⅾiⅿ nuⅼⅼ𝑇 = ⅾiⅿ𝑉 − ⅾiⅿ range𝑇 = ⅾiⅿ𝑉 − ⅾiⅿ𝑊 = ۰,

است. ͷبە ی ͷی 𝑇 که معنͬ این به

هم و ͷبە ی ͷی هم 𝑇 آن گاه باشد، پوشا یا ͷبە ی ͷی 𝑇 اگر ازاین رو باشد. پوشا 𝑇 اگر تنها و اگر است، ͷبە ی ͷی 𝑇 که دادە ایم نشان بنابراین

■ باشد. پوشا 𝑇 اگر تنها و اگر ،ͷبە ی ͷی 𝑇 اگر تنها و اگر است، وارون پذیر 𝑇 نتیجه در ͬ باشد. م وارون پذیر 𝑇 یعنͬ این که است، پوشا

استفاده بدون پایین مثال نتیجۀ اثبات گرچه ͬ دهد. م نشان را قبلͬ نتیجۀ قدرت بعدی، مثال

است. سادە تر و مرتب   تر خطͬ جبر از استفاده با اثبات است، امͺان پذیر خطͬ جبر از

((𝑥۲ + ۵𝑥 + ۷)𝑝)″ = 𝑞 که بە طوری دارد، وجود 𝑝 چندجملە ای ͷی مثال: ۶۷ .۳

خطͬ نگاشت
𝑝 ↦ ((𝑥۲ + ۵𝑥 + ۷)𝑝)″

ترغیب بنابراین، کنید. بررسͬ ͬ توانید م چنان که است، ͷبە ی ͷی خودش به 𝒫(𝐑) از
بااین حال، کنیم. استفاده نگاشت این بودن پوشا دادن نشان برای ۶۵ .۳ از که ͬ شویم م
𝒫(𝐑) نامتناهͬ بعد با برداری فضای مورد در ۶۵ .۳ ویژگͬ که ͬ دهد م نشان ۶۴ .۳ مثال
𝒫𝑚(𝐑)  ͬ متناه بعد با برداری فضای به را خود توجه مشͺل، این رفع برای ندارد. کاربرد

ͬ کنیم. م محدود
.𝑞 ∈𝒫𝑚(𝐑) که بە طوری دارد، وجود 𝑚 نامنفͬ صحیح عدد .𝑞 ∈𝒫(𝐑) کنید فرض

بە صورت را 𝑇 ∶ 𝒫𝑚(𝐑) → 𝒫𝑚(𝐑)

𝑇𝑝 = ((𝑥۲ + ۵𝑥 + ۷)𝑝)″

۲ اندازۀ به را درجه ،(𝑥۲ + ۵𝑥 + ۷) در ناصفر چندجملە ای ͷی ضرب ͬ کنیم. م تعریف
𝑇 ازاین رو ͬ دهد. م کاهش ۲ اندازۀ به را درجه مشتق گیری، بار دو سپس و ͬ دهد م افزایش

است. خودش به 𝒫𝑚(𝐑) از خطͬ نگاشت ͷی قطعا
𝑎, 𝑏 ∈ آن در که است 𝑎𝑥+𝑏 بە شͺل است، ۰ با برابر آن دوم مشتق که چندجملە ای هر

است. ͷبە ی ͷی 𝑇 پس .nuⅼⅼ𝑇 = {۰} بنابراین .𝐑
وجود 𝑝 ∈𝒫𝑚(𝐑) چندجملە ای ͷی یعنͬ این و (۶۵ .۳ (طبق ͬ باشد م پوشا 𝑇 نتیجه در
است. شده ادعا مثال این عنوان در چنان که ،((𝑥۲ + ۵𝑥 + ۷)𝑝)″=𝑞 که بە طوری دارد،

ͬ دهد. م ارائه را ۶۵ .۳ کاربرد از خارق العادە تری ولͬ مشابه مثال ،۱ −۶ بخش از ۳۵ تمرین

در که مهمͬ و خاص حالت در ،ⅾiⅿ𝑉 = ⅾiⅿ𝑊 اینکه ͬ بر مبن زیر نتیجۀ در موجود فرض
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𝑆𝑇 = 𝐼 معادلۀ حالت، آن در بنابراین ͬ باشد. م برقرار ،𝑊 = 𝑉 و است متناهͬ بعد با 𝑉 آن،

دل خواه خطͬ نگاشت های برای ضربی جابە جایی خاصیت هرچند ،𝑆𝑇 = 𝑇𝑆 که ͬ کند م ایجاب

نیست. برقرار 𝑉 به 𝑉 از

یͺسان) بعد با برداری فضاهای (روی 𝑆𝑇 = 𝐼 ⟺ 𝑇𝑆 = 𝐼 ۶۸ .۳

اگر تنها و اگر ،𝑆𝑇 = 𝐼 آن گاه .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) و 𝑆 ∈ ℒ(𝑊, 𝑉 ) باشند، یͺسان متناهͬ بعد با برداری فضاهای ،𝑊 و 𝑉 کنید فرض
.𝑇𝑆 = 𝐼

آن گاه 𝑇𝑣؛ = ۰ و 𝑣 ∈ 𝑉 اگر .𝑆𝑇 = 𝐼 کنید فرض ابتدا اثبات

𝑣 = 𝐼𝑣 = (𝑆𝑇 )𝑣 = 𝑆(𝑇𝑣) = 𝑆(۰) = ۰.

.(۶۵ .۳ (طبق است وارون پذیر 𝑇 یعنͬ این هستند، یͺسانͬ بعد دارای 𝑊 و 𝑉 چون .(۱۵ .۳ (طبق است ͷبە ی ͷی 𝑇 ازاین رو

تا کنید ضرب 𝑇−۱ در راست سمت از را 𝑆𝑇 = 𝐼 معادلۀ طرف دو هر اکنون

𝑆 = 𝑇−۱

است. مطلوب چنان که ،𝑇𝑆 = 𝑇𝑇−۱ = 𝐼 نتیجه در شود. حاصل

اگر دهید نشان تا کنید معکوس کردیم، اثبات هم اکنون که جهتͬ در را (𝑊 و 𝑉 (و 𝑇 و 𝑆 نقش صرفا دیͽر، جهت در دلالت اثبات برای

■ .𝑆𝑇 = 𝐼 آن گاه ،𝑇𝑆 = 𝐼

یͷ ریخت برداری فضاهای

متفاوت آن ها عضوهای نام ولͬ هستند، یͺسان اساسا که برداری فضای دو ایدۀ به بعدی تعریف

ͬ پردازد. م است،

یͷ ریخت یͷ ریختͬ، تعریف: ۶۹ .۳

است. وارون پذیر خطͬ نگاشت ͷی ، یͷ ریختͬ ͷی ●

ͷی دیͽری روی بر برداری فضای ͷی از اگر گویند، یͷ ریخت را برداری فضای دو ●

باشد. موجود یͷ ریختͬ

نام گذاری، تغییر یا مجدد برچسب گذاری مترجمان:
فضای در جدیدی نام ،(𝑣 ∈ 𝑉 ) بردار هر به یعنͬ

ماهیت آنکه بدون ،(𝑇𝑣 ∈ 𝑊) بدهیم دیͽر برداری
کند. تغییر آن ریاضͬ

𝑇𝑣∈𝑊 بە صورت 𝑣 ∈𝑉 مجدد برچسب گذاری بە عنوان را 𝑇 ∶ 𝑉 → 𝑊 یͷ  ریختͬ ͷی

برداری فضای دو برداری فضای خاصیت های چرا که ͬ دهد م توضیح دیدگاه این بͽیرید. نظر در

معنا ͷی به وارون  پذیر» خطͬ «نگاشت و «یͷ ریختͬ» اصطلاحات هستند. یͺسان یͷ ریخت،

«یͷ ریختͬ» واژۀ از هستند، یͺسان اساسا فضا دو که کنید تأکید ͬ خواهید م که زمانͬ هستند.

کنید. استفاده

نام در تنها که (ͷتوپولوژی فضاهای یا گروە ها (مانند ریاضͬ ساختار دو اساسا آیا اینکه تعیین

بااین حال، باشد. دشوار ͬ تواند م خیر، یا هستند یͺسان دارند، تفاوت مبنا مجموعە های عضوهای

به است لازم تنها برداری، فضای دو بودن یͷ ریختͬ تعیین برای که ͬ دهد م نشان بعدی نتیجۀ

کنیم. توجه (بعد) عدد ͷی

ͬ دهد م نشان را برداری فضاهای بودن یͷ ریختͬ بعد ۷۰ .۳

باشند. یͺسان بعد دارای اگر تنها و اگر هستند، یͷ ریخت 𝐅 روی متناهͬ بعد با برداری فضای دو

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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چون دارد. وجود 𝑊 روی بر 𝑉 از 𝑇 یͷ ریختͬ ͷی ازاین رو هستند. یͷ ریخت متناهͬ بعد با برداری فضاهای 𝑊 و 𝑉 کنید فرض ابتدا اثبات

بنابراین .range𝑇 = 𝑊 و nuⅼⅼ𝑇 = {۰} داریم است، وارون پذیر 𝑇

ⅾiⅿ nuⅼⅼ𝑇 = ۰ و ⅾiⅿ range𝑇 = ⅾiⅿ𝑊.

فرمول نتیجه در

ⅾiⅿ𝑉 = ⅾiⅿ nuⅼⅼ𝑇 + ⅾiⅿ range𝑇

ͬ شود. م تکمیل جهت ͷی در اثبات و درآمده ⅾiⅿ𝑉 = ⅾiⅿ𝑊 معادلۀ بە شͺل است) ۲۱ .۳ که خطͬ، نگاشت های اساسͬ (قضیۀ

و 𝑉 پایۀ ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 کنید فرض باشند. یͺسان بعد با و متناهͬ بعد با برداری فضاهای ،𝑊 و 𝑉 کنید فرض دیͽر، جهت در اثبات برای

بە صورت 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض باشد. 𝑊 پایۀ ͷی 𝑤۱,… ,𝑤𝑛

𝑇 (𝑐۱𝑣۱ +⋯+ 𝑐𝑛𝑣𝑛) = 𝑐۱𝑤۱ +⋯+ 𝑐𝑛𝑤𝑛

𝑤۱,… ,𝑤𝑛 زیرا ͬ باشد، م پوشا 𝑇 همچنین است. 𝑉 پایۀ ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 زیرا است، خوش تعریف خطͬ نگاشت ͷی 𝑇 آن گاه باشد. شده تعریف

ͬ باشد، م پوشا و ͷبە ی ͷی 𝑇 چون است. ͷبە ی ͷی 𝑇 بنابراین است. خطͬ مستقل 𝑤۱,… ,𝑤𝑛 زیرا nuⅼⅼ𝑇 = {۰} آن، بر علاوه است. 𝑊 مولد

■ هستند. یͷ ریخت 𝑊 و 𝑉 نتیجه در .(۶۳ .۳ (طبق است یͷ ریختͬ ͷی

𝐅𝑛 ͷی با متناهͬ بعد با برداری فضای هر
فضاهای بە جای نباید چرا ازاین رو، است. یͷ ریخت

برای کرد؟ مطالعه را 𝐅𝑛 صرفا ͬ تر، عموم برداری
در تحقیق که باشید داشته توجه سؤال، این به جواب

برای ͬ شود. م منجر دیͽر برداری فضاهای به ،𝐅𝑛

مواجه خطͬ نگاشت های برد و پوچ فضای با مثال،
ͷی با برداری فضاهای این از ͷهری گرچه ͬ شویم. م
آن ها مورد در نگرش نوع این هستند، یͷ ریخت 𝐅𝑚

دست به جدیدی بینش و پیچیدگͬ شده باعث اغلب
ͬ دهد. نم

که است یͷ ریخت 𝐅𝑛 با 𝑉 متناهͬ بعد با برداری فضای هر که ͬ دهد م نشان قبلͬ نتیجۀ

𝐅𝑚+۱ با 𝒫𝑚(𝐅) آن گاه باشد، نامنفͬ صحیح عدد ͷی 𝑚 اگر مثال برای .𝑛 = ⅾiⅿ𝑉 آن در

است. یͷ ریخت

𝐅است. در درایە ها 𝑛با در 𝑚ماتریس های برداری فضای 𝐅𝑚,𝑛نشان دهندۀ که بیاورید یاد به

،𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) هر برای آن گاه باشد، 𝑊 پایۀ ͷی 𝑤۱,… ,𝑤𝑚 و 𝑉 پایۀ ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 اگر

شدند، مشخص 𝑊 و 𝑉 برای پایە ها وقتͬ نتیجه، در داریم. ℳ(𝑇) ∈ 𝐅𝑚,𝑛 ماتریس ͷی

ℳ که ͬ دهند م نشان ۳۸ .۳ و ۳۵ .۳ که کنید توجه است. 𝐅𝑚,𝑛 به ℒ(𝑉 ,𝑊) از تابعͬ ℳ
نشان اکنون چنان که است، یͷ ریختͬ ͷی خطͬ نگاشت این واقع در است. خطͬ نگاشت ͷی

ͬ دهیم. م

هستند یͷ ریخت 𝐅𝑚,𝑛 و ℒ(𝑉 ,𝑊) ۷۱ .۳

است. 𝐅𝑚,𝑛 و ℒ(𝑉 ,𝑊) بین یͷ ریختͬ ͷی ℳ آن گاه باشد. 𝑊 پایۀ ͷی 𝑤۱,… ,𝑤𝑚 و 𝑉 پایۀ ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 کنید فرض

ͬ باشد. م پوشا و ͷبە ی ͷی ℳ که کنیم ثابت است لازم است. خطͬ ℳ که کردیم اشاره قبلا اثبات

ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 چون .𝑇𝑣𝑘 = ۰ داریم 𝑘 = ۱,… , 𝑛 هر برای آن گاه ،ℳ(𝑇) = ۰ و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) اگر ͬ کنیم. م آغاز بودن ͷبە ی ͷی با

.(۱۵ .۳ (طبق است ͷبە ی ͷی ℳ نتیجه در .𝑇 = ۰ یعنͬ این است، 𝑉 پایۀ

هر برای که بە طوری دارد، وجود 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) ،(۴ .۳) خطͬ نگاشت لم طبق .𝐴 ∈ 𝐅𝑚,𝑛 کنید فرض ،ℳ بودن پوشا اثبات برای

داریم 𝑘 = ۱,… , 𝑛

𝑇𝑣𝑘 =
𝑚
∑
𝑗=۱

𝐴𝑗,𝑘𝑤𝑗.

■ ͬ باشد. م مطلوب چنان که است، 𝐅𝑚,𝑛 با برابر ℳ برد ͬ باشد، م 𝐴 با برابر ℳ(𝑇) چون

به متناهͬ، بعد با برداری فضای ͷی از خطͬ، نگاشت های برداری فضای بعد ͬ توانیم م اکنون

کنیم. تعیین را دیͽری

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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ⅾiⅿℒ(𝑉 ,𝑊) = (ⅾiⅿ𝑉 )(ⅾiⅿ𝑊) ۷۲ .۳

و است متناهͬ بعد با ℒ(𝑉 ,𝑊) آن گاه باشند. متناهͬ بعد با 𝑊 و 𝑉 کنید فرض

ⅾiⅿℒ(𝑉 ,𝑊) = (ⅾiⅿ𝑉 )(ⅾiⅿ𝑊).

■ ͬ آید. م دست به ۴۰ .۳ و ،۷۰ .۳ ،۷۱ .۳ از مطلوب نتیجۀ اثبات

ماتریسͬ ضرب بە عنوان خطͬ نگاشت های گرفتن نظر در

ͬ کنیم. م معرفͬ را بردار ͷی ماتریس اکنون کردیم. معرفͬ این پیش از را خطͬ نگاشت ͷی ماتریس

است. ⅿatrix مخفف ℳ ℳ(𝑣)مترجمان: بردار، ͷی ماتریس تعریف: ۷۳ .۳

ماتریس پایه، این به نسبت 𝑣 ماتریس است. 𝑉 پایۀ ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 و 𝑣 ∈ 𝑉 کنید فرض
۱ در 𝑛

ℳ(𝑣) = ⎛⎜⎜
⎝

𝑏۱
⋮
𝑏𝑛

⎞⎟⎟
⎠

که بە طوری هستند، اسͺالر عددهای 𝑏۱,… , 𝑏𝑛 آن در که است

𝑣 = 𝑏۱𝑣۱ +⋯+ 𝑏𝑛𝑣𝑛.

بستگͬ 𝑣 به هم و 𝑉 از 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 پایۀ به هم ،𝑣 ∈ 𝑉 بردار ͷی به مربوط ℳ(𝑣) ماتریس

ͬ شود. نم منظور نماد گذاری در ازاین رو و باشد مشخص متن از باید پایه حال، این با دارد.

بردار ͷی ماتریس مثال: ۷۴ .۳

بە صورت 𝒫۴(𝐑) استاندارد پایۀ به نسبت ۲− ۷𝑥 + ۵𝑥۳ + 𝑥۴ چندجملە ای ماتریس ●

است: زیر

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

۲
−۷
۰
۵
۱

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

بە صورت 𝑥 مختصات نوشتن با استاندارد، پایۀ به نسبت 𝑥 ∈ 𝐅𝑛 بردار ͷی ماتریس ●

که درصورتͬ دیͽر، بیان به ͬ شود. م حاصل ۱ در 𝑛 ماتریس ͷی درایە ها ی
آن گاه ،𝑥 = (𝑥۱,… , 𝑥𝑛) ∈ 𝐅𝑛

ℳ(𝑥) = ⎛⎜⎜
⎝

𝑥۱
⋮
𝑥𝑛

⎞⎟⎟
⎠

.

۱ در 𝑛 ماتریس های بە صورت مجدد، برچسب گذاری با را 𝑉 عضوهای ͬ خواهیم م گاهͬ

ͬ برد، م ℳ(𝑣) به را 𝑣 ∈ 𝑉 که ℳ تابع شد، انتخاب 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 پایۀ ͷی وقتͬ کنیم. بازنویسͬ

ͬ دهد. م انجام را برچسب گذاری این که است 𝐅𝑛,۱ روی بر 𝑉 از یͷ ریختͬ ͷی

از 𝑘ام ستون نشان دهندۀ 𝐴⋅,𝑘 آن گاه باشد، 𝑛 در 𝑚 ماتریس ͷی 𝐴 اگر که باشید داشته یاد به

ℳ(𝑇𝑣𝑘) بعدی، نتیجۀ در ͬ شود. م گرفته نظر در ۱ در 𝑚 ماتریس ͷی بە صورت که ͬ باشد م 𝐴
ͬ شود. م محاسبه 𝑊 از 𝑤۱,… ,𝑤𝑚 پایۀ به نسبت

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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ℳ(𝑇)⋅,𝑘 = ℳ(𝑇𝑣𝑘) ۷۵ .۳

از 𝑘ام ستون آن گاه .۱ ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 کنید فرض باشد. 𝑊 پایۀ ͷی 𝑤۱,… ,𝑤𝑚 و 𝑉 پایۀ ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض
.ℳ(𝑇𝑣𝑘) با است برابر ͬ شود، م داده نشان ℳ(𝑇)⋅,𝑘 با که ℳ(𝑇)

■ ͬ شود. م حاصل ℳ(𝑇𝑣𝑘) و ℳ(𝑇) تعریف های از بلافاصله نظر مورد نتیجۀ اثبات

و بردار ͷی ماتریس خطͬ، نگاشت ͷی ماتریس مفاهیم چͽونه که ͬ دهد م نشان بعدی نتیجۀ

هستند. مرتبط هم با ماتریسͬ، ضرب

ͬ کنند م عمل ماتریسͬ ضرب بە مانند خطͬ نگاشت های ۷۶ .۳

آن گاه ͬ باشد. م 𝑊 پایۀ ͷی 𝑤۱,… ,𝑤𝑚 و 𝑉 پایۀ ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 کنید فرض .𝑣 ∈ 𝑉 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض

ℳ(𝑇𝑣) = ℳ(𝑇)ℳ(𝑣).

بنابراین .𝑏۱,… , 𝑏𝑛 ∈ 𝐅 آن در که 𝑣 = 𝑏۱𝑣۱ +⋯+ 𝑏𝑛𝑣𝑛 کنید فرض اثبات

𝑇𝑣 = 𝑏۱𝑇𝑣۱ +⋯+ 𝑏𝑛𝑇𝑣𝑛. (۷۷ .۳)

ازاین رو

ℳ(𝑇𝑣) = 𝑏۱ℳ(𝑇𝑣۱) + ⋯ + 𝑏𝑛ℳ(𝑇𝑣𝑛)

= 𝑏۱ℳ(𝑇)⋅,۱ +⋯+ 𝑏𝑛ℳ(𝑇)⋅,𝑛

= ℳ(𝑇)ℳ(𝑣),

■ ͬ شود. م حاصل ۵۰ .۳ از آخر تساوی و ͬ آید م دست به ۷۵ .۳ از دوم تساوی ͬ شود، م نتیجه ℳ بودن خطͬ و ۷۷ .۳ از اول تساوی آن در که

ͷی ایجاد یا تعریف القا، از منظور مترجمان:
ساختار ͷی از خودکار، و طبیعͬ بە صورت ساختار،

است. دادە شده

همان که ͬ کند م القا 𝐅𝑚,۱ به 𝐅𝑛,۱ از را خطͬ نگاشت ͷی ،𝐴 مانند 𝑛 در 𝑚 ماتریس هر

برچسب گذاری پس از ͬ برد. م 𝐴𝑥 ∈ 𝐅𝑚,۱ به را 𝑥 ∈ 𝐅𝑛,۱ که است ماتریسͬ ضرب تابع

نگاشت هر بالا، نتیجۀ بردن کار به با ͬ توان م ،ℳ توسط دادە شده ͬ های یͷ ریخت طریق از مناسب

بە  صورت را دیͽر) متناهͬ بعد با برداری فضای به متناهͬ بعد با برداری فضای ͷی (از خطͬ

𝑣 ∈ 𝑉 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) اگر مشخص، بە طور گرفت. نظر در ماتریسͬ ضرب نگاشت ͷی

با را 𝑇𝑣 ͬ توان م که ͬ کند م بیان بالا نتیجۀ آن گاه کنیم، همانندسازی ℳ(𝑣) ∈ 𝐅𝑛,۱ با را

کرد. همانندسازی ℳ(𝑇)ℳ(𝑣)
ضرب بە عنوان را خطͬ نگاشت هر تا ͬ ها) یͷ ریخت (بە واسطۀ ͬ دهد م اجازه بالا نتیجۀ چون

مشخص ماتریس که باشید داشته ذهن در بͽیریم، نظر در 𝐴 مانند ماتریسͬ توسط 𝐅𝑛,۱ روی

از بسیاری مضامین از ͬͺی دارد. بستگͬ نیز پایە ها انتخاب به بلͺه خطͬ، نگاشت به نە تنها ،𝐴
ساده امͺان حد تا را 𝐴 ماتریس که بود خواهد پایە ای انتخاب بعد، فصل های در نتایج مهم ترین

کند.

نظر در بعضا حال این با ماتریس ها. تا داریم تمرکز خطͬ نگاشت های روی بر ما کتاب این در

نگاشت های بە عنوان ماتریس ها گرفتن نظر در (یا ماتریس ها بە عنوان خطͬ نگاشت های گرفتن

بود. خواهند مفید که ͬ دهد م دست به مهمͬ بینش های خطͬ)،

نتیجۀ در ℳ(𝑇) گرچه نیست. مطرح پایە ای هیچ بعدی، نتیجۀ بیان در که باشید داشته توجه

ستونͬ رتبۀ که ͬ دهد م نشان بعدی نتیجۀ اما دارد؛ بستگͬ 𝑊 و 𝑉 پایە های انتخاب به بعدی

ندارد). بستگͬ پایه انتخاب به range𝑇 (زیرا است یͺسان انتخاب ها این همۀ برای ℳ(𝑇)

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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است ℳ(𝑇) ستونͬ رتبۀ با برابر range𝑇 بعد ۷۸ .۳

است. ℳ(𝑇) ستونͬ رتبۀ با برابر ⅾiⅿ range𝑇 آن گاه .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) و باشند متناهͬ بعد با 𝑊 و 𝑉 کنید فرض

یͷ ریختͬ ͷی ͬ برد، م ℳ(𝑤) به را 𝑤 ∈ 𝑊 که خطͬ نگاشت آن باشد. 𝑊 پایۀ ͷی 𝑤۱,… ,𝑤𝑚 و 𝑉 پایۀ ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 کنید فرض اثبات

است برابر ۲ −۳ بخش از ۱۰ تمرین طبق [که range𝑇 به یͷ ریختͬ این تحدید است. ۱ در 𝑚 ستونͬ بردارهای از 𝐅𝑚,۱ فضای روی بر 𝑊 از

ماتریس ،𝑘 ∈ {۱,… , 𝑛} هر برای است. span (ℳ(𝑇𝑣۱),… ,ℳ(𝑇𝑣𝑛)) روی بر range𝑇 از یͷ ریختͬ ͷی ،[span(𝑇 𝑣۱,… , 𝑇 𝑣𝑛) با

داریم ازاین رو ͬ باشد. م ℳ(𝑇) از 𝑘 ستون با برابر ،ℳ(𝑇𝑣𝑘) یعنͬ ،۱ در 𝑚

ⅾiⅿ range𝑇 = ℳ(𝑇) ستونͬ رتبۀ ,

■ است. مطلوب چنان که

پایه تغییر

ماتریس ،۳ −۳ بخش در

ℳ(𝑇 , (𝑣۱,… , 𝑣𝑛), (𝑤۱,… ,𝑤𝑚))

در که کردیم تعریف را 𝑊 متفاوتِ احتمالا برداری فضای ͷی به ،𝑉 از 𝑇 خطͬ نگاشت ͷی از

از خطͬ نگاشت های برای ͬ باشد. م 𝑊 پایۀ ͷی ،𝑤۱,… ,𝑤𝑚 و 𝑉 پایۀ ͷی ،𝑣۱,… , 𝑣𝑛 آن

برداری فضای و دامنه برداری فضای برای یͺسانͬ پایۀ از معمولا خودش، به برداری فضای ͷی

بار ͷی تنها را پایه اغلب کارکرد، دو هر در پایه ͷی از استفاده موقع ͬ کنیم. م استفاده مقصد

نمادگذاری آن گاه باشد، 𝑉 پایۀ ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) اگر دیͽر، بیان به ͬ نویسیم. م

معادلۀ بە صورت ℳ(𝑇 , (𝑣۱,… , 𝑣𝑛))

ℳ(𝑇 , (𝑣۱,… , 𝑣𝑛)) = ℳ(𝑇 , (𝑣۱,… , 𝑣𝑛), (𝑣۱,… , 𝑣𝑛))

نوشت. ℳ(𝑇) تنها ͬ توان م آن گاه باشد، مشخص متن از 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 پایۀ اگر ͬ شود. م تعریف

است. همانͬ معنͬ به iⅾentity مخفف 𝐼 𝐼مترجمان: همانͬ، ماتریس تعریف: ۷۹ .۳

𝑛 در 𝑛 ماتریس باشد. مثبت صحیح عدد ͷی 𝑛 کنید فرض

⎛⎜⎜
⎝

۱ ۰
⋱

۰ ۱

⎞⎟⎟
⎠

سایر در ۰ها و است) ستون عدد با برابر سطر عدد آن ها در که (درایە هایی قطر روی ۱ها با
ͬ دهند م نشان 𝐼 با و ͬ گویند م همانͬ ماتریس را موقعیت ها

۰ و هستند ۰ قطر زیر در درایە ها همۀ که ͬ دهد م نشان پایین چپ گوشۀ در ۰ بالا، تعریف در

هستند. ۰ قطر بالای در درایە ها همۀ که ͬ دهد م نشان بالا راست گوشۀ

توجه ͬ باشد. م 𝐼 همانͬ ماتریس ،𝐼 ∈ ℒ(𝑉 ) همانͬ عملͽر ماتریس 𝑉؛ از پایه هر به نسبت

همانͬ ماتریس دادن نشان برای هم و همانͬ عملͽر دادن نشان برای هم ،𝐼 نماد که باشید داشته

معادلۀ مثال؛ برای است. نظر مد 𝐼 از معنͬ کدام که ͬ کند م مشخص متن ͬ شود. م استفاده

سمت در و است همانͬ عملͽر نشان دهندۀ 𝐼 چپ، سمت در بͽیرید. نظر در را ℳ(𝐼) = 𝐼
است. همانͬ ماتریس نشان دهندۀ 𝐼 راست،

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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است، هم اندازه 𝐼 با که باشد یͺسان) ستون و سطر تعداد با (یعنͬ مربعͬ ماتریس ͷی 𝐴 اگر

کنید. بررسͬ باید خود چنان که 𝐴𝐼؛ = 𝐼𝐴 = 𝐴 آن گاه

𝐴−۱ وارون، وارون پذیر، تعریف: ۸۰ .۳

وجود 𝐵 مانند هم اندازه مربعͬ ماتریس ͷی اگر نامند، وارون پذیر را 𝐴 مربعͬ ماتریس ͷی
نمایش 𝐴−۱ با و ͬ نامیم م 𝐴 وارون را 𝐵 .𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 = 𝐼 که بە طوری باشد، داشته

ͬ دهیم. م

ناتکین و تکین اصطلاحات از ͬ دانان ریاض برخͬ
ͷی به وارون ناپذیر و وارون پذیر با که ͬ کنند م استفاده

هستند. معنͬ

وارون پذیر مربعͬ ماتریس ͷی 𝐴 اگر که ͬ دهد م نشان شد، استفاده ۶۰ .۳ در که اثباتͬ همان

نتیجه در (و 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 = 𝐼 که بە طوری دارد، وجود 𝐵 یͺتای ماتریس ͷی آن گاه باشد،

ͬ شود). م توجیه 𝐵 = 𝐴−۱ نمادگذاری

زیرا ،(𝐴−۱)−۱ = 𝐴 آن گاه باشد، وارون پذیر ماتریس ͷی 𝐴 اگر

𝐴−۱𝐴 = 𝐴𝐴−۱ = 𝐼.

وارون پذیر 𝐴𝐶 آن گاه باشند، هم اندازه وارون پذیر مربعͬ ماتریس های 𝐶 و 𝐴 اگر همچنین؛

زیرا ،(𝐴𝐶)−۱ = 𝐶−۱𝐴−۱ و است

(𝐴𝐶)(𝐶−۱𝐴−۱) = 𝐴(𝐶𝐶−۱)𝐴−۱

= 𝐴𝐼𝐴−۱

= 𝐴𝐴−۱

= 𝐼,

.(𝐶−۱𝐴−۱)(𝐴𝐶) = 𝐼 داریم مشابه بە طور و

درست که کردیم تعریف طوری را ماتریسͬ ضرب که است برقرار بە این دلیل بعدی نتیجۀ

مربوطه پایە های به صریح تری بە شͺل تنها اکنون ببینید. را آن از پیش مطالب و ۴۳ .۳ باشد–

ͬ پردازیم. م

خطͬ نگاشت های حاصل ضرب ماتریس ۸۱ .۳

باشد، 𝑊 پایۀ ͷی 𝑤۱,… ,𝑤𝑝 و 𝑉 پایۀ ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 و 𝑈 پایۀ ͷی 𝑢۱,… , 𝑢𝑚 اگر .𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) و 𝑇 ∈ ℒ(𝑈, 𝑉 ) کنید فرض
آن گاه

ℳ(𝑆𝑇 , (𝑢۱,… , 𝑢𝑚), (𝑤۱,… ,𝑤𝑝)) = ℳ(𝑆, (𝑣۱,… , 𝑣𝑛), (𝑤۱,… ,𝑤𝑝))ℳ(𝑇 , (𝑢۱,… , 𝑢𝑚), (𝑣۱,… , 𝑣𝑛)) .

داشته توجه است. متفاوت پایۀ دو به نسبت 𝐼 همانͬ عملͽر ماتریس مورد در بعدی نتیجۀ

نیاز مورد اسͺالر عددهای شامل ℳ(𝐼, (𝑢۱,… , 𝑢𝑛), (𝑣۱,… , 𝑣𝑛)) از 𝑘ام ستون که باشید

ͬ باشد. م 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 پایۀ از خطͬ ترکیب ͷی بە صورت 𝑢𝑘 نوشتن برای

همچنین 𝐼 اثبات، در ͬ باشد. م 𝑉 به 𝑉 از همانͬ عملͽر نشان دهندۀ 𝐼 بعدی، نتیجۀ بیان در

است. 𝑛 در 𝑛 همانͬ ماتریس نشان دهندۀ

پایه دو به نسبت همانͬ عملͽر ماتریس ۸۲ .۳

ماتریس های آن گاه باشند. 𝑉 پایە های 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 و 𝑢۱,… , 𝑢𝑛 کنید فرض

ℳ(𝐼, (𝑢۱,… , 𝑢𝑛), (𝑣۱,… , 𝑣𝑛)) و ℳ(𝐼, (𝑣۱,… , 𝑣𝑛), (𝑢۱,… , 𝑢𝑛))

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



خطͬ نگاشت های ۳ ۷۸

است. دیͽری وارون ͷهری و هستند وارون پذیر

تا کنید جایͽزین 𝐼 با را 𝑇 و 𝑆 و کنید جایͽزین 𝑢𝑘 با را 𝑤𝑘 ،۸۱ .۳ در اثبات

𝐼 = ℳ(𝐼, (𝑣۱,… , 𝑣𝑛), (𝑢۱,… , 𝑢𝑛))ℳ(𝐼, (𝑢۱,… , 𝑢𝑛), (𝑣۱,… , 𝑣𝑛))

تا کنید عوض یͺدیͽر با را 𝑣ها و 𝑢ها جای اکنون شود. حاصل

𝐼 = ℳ(𝐼, (𝑢۱,… , 𝑢𝑛), (𝑣۱,… , 𝑣𝑛))ℳ(𝐼, (𝑣۱,… , 𝑣𝑛), (𝑢۱,… , 𝑢𝑛))

■ ͬ دهند. م ارائه را مطلوب نتیجۀ بالا، معادلۀ دو شود. حاصل

پایه دو به نسبت 𝐅۲ روی همانͬ عملͽر ماتریس مثال: ۸۳ .۳

اینکه بە جهت بͽیرید. نظر در را 𝐅۲ از (۰, ۱) ،(۱, ۰) و (۵, ۳) ،(۴, ۲) پایە های
داریم ،𝐼(۵, ۳) = ۵(۱, ۰) + ۳(۰, ۱) و 𝐼(۴, ۲) = ۴(۱, ۰) + ۲(۰, ۱)

ℳ(𝐼, ((۴, ۲), (۵, ۳)) , ((۱, ۰), (۰, ۱))) = ( ۴ ۵
۲ ۳

).

بالا ماتریس وارون

(
۳
۲ − ۵

۲
−۱ ۲

)

که ͬ کند م ایجاب ۸۲ .۳ نتیجه در کنید. بررسͬ باید خود که ͬ باشد م

ℳ(𝐼, ((۱, ۰), (۰, ۱)) , ((۴, ۲), (۵, ۳))) = (
۳
۲ − ۵

۲
−۱ ۲

).

ͬ کند. م تغییر 𝑇 ماتریس چͽونه ͬ دهیم، م تغییر را پایە ها وقتͬ که ͬ دهد م نشان بعدی نتیجۀ

هم و دامنه فضای برای پایه بە عنوان هم ،ͷهری که داریم 𝑉 از مختلف پایۀ دو بعدی، نتیجۀ در

امͺان که بیاورید یاد به را ما اختصاری نمادگذاری ͬ روند. م کار به مقصد فضای برای پایه بە عنوان

دهیم: نمایش بار ͷی تنها ͬ شود، م استفاده کارکرد دو هر در که هنگامͬ را پایه ͬ دهد م

ℳ(𝑇 , (𝑢۱,… , 𝑢𝑛)) = ℳ(𝑇 , (𝑢۱,… , 𝑢𝑛), (𝑢۱,… , 𝑢𝑛)) .

پایه تغییر فرمول ۸۴ .۳

دهید قرار باشند. 𝑉 پایە های ،𝑣۱,… , 𝑣𝑛 و 𝑢۱,… , 𝑢𝑛 کنید فرض .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض

𝐴 = ℳ(𝑇 , (𝑢۱,… , 𝑢𝑛)) و 𝐵 = ℳ(𝑇 , (𝑣۱,… , 𝑣𝑛)) و 𝐶 = ℳ(𝐼, (𝑢۱,… , 𝑢𝑛), (𝑣۱,… , 𝑣𝑛)) .

آن گاه
𝐴 = 𝐶−۱𝐵𝐶.

تا کنید جایͽزین 𝐼 با را 𝑆 و 𝑢𝑘 با را 𝑤𝑘 ،۸۱ .۳ در اثبات

𝐴 = 𝐶−۱ℳ(𝑇 , (𝑢۱,… , 𝑢𝑛), (𝑣۱,… , 𝑣𝑛)) (۸۵ .۳)

کردە ایم. استفاده ۸۲ .۳ از آن در که شود حاصل

تا کنید جایͽزین 𝑇 با را 𝑆 و 𝐼 با را 𝑇 همچنین کنید. جایͽزین 𝑣𝑘 با را 𝑤𝑘 بار این و کرده استفاده ۸۱ .۳ از دوباره

ℳ(𝑇 , (𝑢۱,… , 𝑢𝑛), (𝑣۱,… , 𝑣𝑛)) = 𝐵𝐶

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



ͬ ها یͷ ریخت و وارون پذیری ۴ −۳۷۹

■ ͬ شود. م حاصل 𝐴 = 𝐶−۱𝐵𝐶 معادلۀ ،۸۵ .۳ در بالا معادلۀ جای گذاری با شود. حاصل

ͬ شود. م واگذار تمرین به بعدی نتیجۀ اثبات

ماتریس وارون با است برابر وارون ماتریس ۸۶ .۳

نسبت ماتریس دو هر آن در که ،ℳ(𝑇−۱) = (ℳ(𝑇))−۱
آن گاه است. وارون پذیر 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و است 𝑉 پایۀ ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 کنید فرض

هستند. 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 پایۀ به

۴ −۳ تمرین های

و است وارون پذیر 𝑇−۱ دهید نشان است. وارون پذیر 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض ۱

(𝑇−۱)−۱ = 𝑇 .

و است وارون پذیر 𝑆𝑇 ∈ ℒ(𝑈,𝑊) کنید ثابت باشند. وارون پذیر ،𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) و 𝑇 ∈ ℒ(𝑈, 𝑉 ) خطͬ نگاشت دو هر کنید فرض ۲
.(𝑆𝑇 )−۱ = 𝑇−۱𝑆−۱ نیز

هستند. معادل زیر موارد کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۳
است. وارون پذیر 𝑇 (ا)

است. 𝑉 پایۀ ͷی 𝑇𝑣۱,… , 𝑇 𝑣𝑛 ،𝑉 از 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 پایۀ هر برای (ب)
است. 𝑉 پایۀ ͷی 𝑇𝑣۱,… , 𝑇 𝑣𝑛 ،𝑉 از 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 پایۀ ͷی دست کم برای (ج)

ℒ(𝑉 ) زیرفضای ͷی خودش، به 𝑉 از وارون ناپذیر خطͬ نگاشت های مجموعۀ کنید ثابت .ⅾiⅿ𝑉 > ۱ و باشد متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۴
نیست.

خودش به 𝑉 از 𝑇 وارون پذیر خطͬ نگاشت ͷی کنید ثابت .𝑆 ∈ ℒ(𝑈, 𝑉 ) و است 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈 است، متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۵
باشد. ͷبە ی ͷی 𝑆 اگر تنها و اگر ،𝑇𝑢 = 𝑆𝑢 داریم 𝑢 ∈ 𝑈 هر برای که بە طوری دارد، وجود

وارون پذیر خطͬ نگاشت ͷی اگر تنها و اگر ،nuⅼⅼ𝑆 = nuⅼⅼ𝑇 کنید ثابت .𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) و است متناهͬ بعد با 𝑊 کنید فرض ۶
.𝑆 = 𝐸𝑇 که بە طوری باشد، داشته وجود 𝐸 ∈ ℒ(𝑊)

وارون پذیر خطͬ نگاشت ͷی اگر تنها و اگر ،range𝑆 = range𝑇 کنید ثابت .𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۷
.𝑆 = 𝑇𝐸 که بە طوری باشد، داشته وجود 𝐸 ∈ ℒ(𝑉 )

𝐸۲ ∈ ℒ(𝑊) و 𝐸۱ ∈ ℒ(𝑉 ) وارون پذیر خطͬ نگاشت های کنید ثابت .𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) و هستند متناهͬ بعد با 𝑊 و 𝑉 کنید فرض ۸
.ⅾiⅿ nuⅼⅼ𝑆 = ⅾiⅿ nuⅼⅼ𝑇 اگر تنها و اگر ،𝑆 = 𝐸۲𝑇𝐸۱ که بە طوری دارند، وجود

وجود 𝑉 از 𝑈 زیرفضای ͷی کنید ثابت است. 𝑊 روی بر 𝑉 از پوشا خطͬ نگاشت ͷی 𝑇 ∶ 𝑉 → 𝑊 و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۹
است. 𝑊 روی بر 𝑈 از یͷ ریختͬ ͷی 𝑇 |𝑈 که بە طوری دارد،

بە صورت 𝑇 |𝑈 تعریف ،𝑢 ∈ 𝑈 هر برای که است 𝑈 آن دامنۀ که است تابعͬ 𝑇 |𝑈 ازاین رو است. 𝑈 به 𝑇 تابع تحدید معنͬ به 𝑇 |𝑈 اینجا در
ͬ باشد. م 𝑇 |𝑈(𝑢) = 𝑇𝑢

کنید فرض است. 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈 و هستند متناهͬ بعد با 𝑊 و 𝑉 کنید فرض ۱۰

ℰ = {𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) ∶ 𝑈 ⊆ nuⅼⅼ𝑇}.

است. ℒ(𝑉 ,𝑊) زیرفضای ͷی ℰ دهید نشان (ا)
کنید. پیدا ⅾiⅿ𝑈 و ⅾiⅿ𝑊 ،ⅾiⅿ𝑉 برحسب ⅾiⅿℰ برای فرمولͬ (ب)

چیست؟ rangeΦ چیست؟ nuⅼⅼΦ کنید. تعریف Φ(𝑇 ) = 𝑇 |𝑈 بە صورت را Φ ∶ ℒ(𝑉 ,𝑊) → ℒ(𝑈,𝑊) راهنمائͬ:

کنید ثابت .𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۱۱

است وارون پذیر 𝑆𝑇 ⟺ هستند وارون پذیر 𝑇 و 𝑆.

.𝑇−۱ = 𝑈𝑆 اینکه و است وارون پذیر 𝑇 دهید نشان .𝑆𝑇𝑈 = 𝐼 و 𝑆, 𝑇 , 𝑈 ∈ ℒ(𝑉 ) و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۱۲
نیست. برقرار است، متناهͬ بعد با 𝑉 که فرض این بدون ۱۲ تمرین نتیجۀ دهید نشان ۱۳

پوشا 𝑅𝑆𝑇 که باشند چنان 𝑅,𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و باشد متناهͬ بعد با برداری فضای ͷی 𝑉 اگر دهید: ارائه نقض مثال ͷی یا کنید، ثابت ۱۴
است. ͷبە ی ͷی 𝑆 آن گاه باشد،

𝑉 مولد 𝑣۱,… , 𝑣𝑚 کنید ثابت است. 𝑉 مولد 𝑇𝑣۱,… , 𝑇 𝑣𝑚 که بە طوری است، 𝑉 در لیست ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑚 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۱۵
است.

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



خطͬ نگاشت های ۳ ۸۰

،𝑇 ∈ ℒ(𝐅𝑛,۱, 𝐅𝑚,۱) اگر کنید ثابت دیͽر، بیان به ͬ شود. م مشخص ماتریسͬ ضرب ͷی با 𝐅𝑚,۱ به 𝐅𝑛,۱ از خطͬ نگاشت هر کنید ثابت ۱۶
.𝑇𝑥 = 𝐴𝑥 داریم 𝑥 ∈ 𝐅𝑛,۱ هر برای که بە طوری دارد، وجود 𝐴 مانند 𝑛 در 𝑚 ماتریس ͷی آن گاه

بە صورت 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) برای را 𝒜 ∈ ℒ(ℒ(𝑉 )) .𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ) و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۱۷

𝒜(𝑇) = 𝑆𝑇

ͬ کنیم. م تعریف
.ⅾiⅿ nuⅼⅼ𝒜 = (ⅾiⅿ𝑉 )(ⅾiⅿ nuⅼⅼ𝑆) دهید نشان (ا)

.ⅾiⅿ range𝒜 = (ⅾiⅿ𝑉 )(ⅾiⅿ range𝑆) دهید نشان (ب)
هستند. یͷ ریخت برداری فضاهای ℒ(𝐅, 𝑉 ) و 𝑉 دهید نشان ۱۸

ͷی 𝑇 اگر تنها و اگر است، 𝑉 پایۀ هر به نسبت یͺسانͬ ماتریس دارای 𝑇 کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و باشد متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۱۹
باشد. همانͬ عملͽر از اسͺالر مضرب

داریم 𝑥 ∈ 𝐑 هر برای که بە طوری دارد، وجود 𝑝 ∈ 𝒫(𝐑) چندجملە ای ͷی کنید ثابت .𝑞 ∈ 𝒫(𝐑) کنید فرض ۲۰

𝑞(𝑥) = (𝑥۲ + 𝑥)𝑝″(𝑥) + ۲𝑥𝑝′(𝑥) + 𝑝(۳).

کنید (توجه هستند معادل زیر موارد کنید ثابت .𝐴𝑗,𝑘 ∈ 𝐅 داریم 𝑗, 𝑘 = ۱,… , 𝑛 هر برای و است مثبت صحیح عدد ͷی 𝑛 کنید فرض ۲۱
برابرند). متغیرها تعداد با معادلات تعداد زیر، بند دو هر در که

ͬ باشد: م زیر همͽن معادلات دستگاه جواب تنها ،𝑥۱ = ⋯ = 𝑥𝑛 = ۰ بدیهͬ جواب (ا)

𝑛
∑
𝑘=۱

𝐴۱,𝑘 𝑥𝑘 = ۰

⋮
𝑛

∑
𝑘=۱

𝐴𝑛,𝑘 𝑥𝑘 = ۰.

دارد: وجود زیر معادلات دستگاه برای جواب ͷی ،𝑐۱,… , 𝑐𝑛 ∈ 𝐅 هر برای (ب)

𝑛
∑
𝑘=۱

𝐴۱,𝑘 𝑥𝑘 = 𝑐۱

⋮
𝑛

∑
𝑘=۱

𝐴𝑛,𝑘 𝑥𝑘 = 𝑐𝑛.

کنید ثابت است. 𝑉 پایۀ ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۲۲

است وارون پذیر ℳ(𝑇 , (𝑣۱,… , 𝑣𝑛)) ⟺ است وارون پذیر 𝑇 .

داریم 𝑘 = ۱,… , 𝑛 هر برای که است بە شͺلͬ 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض باشند. 𝑉 پایە های 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 و 𝑢۱,… , 𝑢𝑛 کنید فرض ۲۳
کنید ثابت .𝑇𝑣𝑘 = 𝑢𝑘

ℳ(𝑇 , (𝑣۱,… , 𝑣𝑛)) = ℳ(𝐼, (𝑢۱,… , 𝑢𝑛), (𝑣۱,… , 𝑣𝑛)) .
.𝐵𝐴 = 𝐼 کنید ثابت .𝐴𝐵 = 𝐼 و باشند هم اندازە ای مربعͬ ماتریس های 𝐵 و 𝐴 کنید فرض ۲۴

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



برداری فضاهای خارج  قسمت های و حاصل ضرب ها ۵ −۳۸۱

برداری فضاهای خارج  قسمت های و حاصل ضرب ها ۵ −۳

برداری فضاهای حاصل ضرب های

مورد برداری فضاهای همۀ است، معمول برداری فضای ͷی از بیش با کار هنگام در که همان طور

باشند. شده تعریف میدان ͷی روی باید استفاده

برداری فضاهای حاصل ضرب تعریف: ۸۷ .۳

باشند. 𝐅 روی برداری فضاهای 𝑉۱,… , 𝑉𝑚 کنید فرض
ͬ شود: م تعریف زیر بە صورت 𝑉۱ ×⋯× 𝑉𝑚 حاصل ضرب ●

𝑉۱ ×⋯× 𝑉𝑚 = {(𝑣۱,… , 𝑣𝑚) ∶ 𝑣۱ ∈ 𝑉۱,… , 𝑣𝑚 ∈ 𝑉𝑚}.

ͬ شود: م تعریف زیر بە صورت 𝑉۱ ×⋯× 𝑉𝑚 روی بر جمع ●

(𝑢۱,… , 𝑢𝑚) + (𝑣۱,… , 𝑣𝑚) = (𝑢۱ + 𝑣۱,… , 𝑢𝑚 + 𝑣𝑚).

ͬ شود: م تعریف زیر بە صورت 𝑉۱ ×⋯× 𝑉𝑚 روی بر اسͺالر ضرب ●

𝜆(𝑣۱,… , 𝑣𝑚) = (𝜆𝑣۱,… , 𝜆𝑣𝑚).

𝐑۳ و 𝒫۵(𝐑) برداری فضاهای حاصل ضرب مثال: ۸۸ .۳

ͷی لیست، مؤلفۀ اولین که هستند دو به طول لیست هایی ،𝒫۵(𝐑)× 𝐑۳ عضوهای
است. 𝐑۳ از عضوی لیست، مؤلفۀ دومین و است 𝒫۵(𝐑) از عضو

عضوهای (𝑥 + ۹𝑥۵, (۲, ۲, ۲)) و (۵− ۶𝑥 + ۴𝑥۲, (۳, ۸, ۷)) مثال، برای
ͬ شود: م تعریف زیر بە صورت آن ها حاصل جمع هستند. 𝒫۵(𝐑)×𝐑۳

(۵− ۶𝑥 + ۴𝑥۲, (۳, ۸, ۷)) + (𝑥 + ۹𝑥۵, (۲, ۲, ۲))
= (۵− ۵𝑥 + ۴𝑥۲ + ۹𝑥۵, (۵, ۱۰, ۹)) .

.۲ (۵− ۶𝑥 + ۴𝑥۲, (۳, ۸, ۷)) = (۱۰− ۱۲𝑥 + ۸𝑥۲, (۶, ۱۶, ۱۴)) داریم همچنین

برداری فضای ͷی برداری، فضاهای حاصل ضرب که شود تفسیر معنͬ این به باید بعدی نتیجۀ

شدە اند. تعریف ۸۷ .۳ طبق اسͺالر ضرب و جمع آن، در که است

است برداری فضای ͷی برداری، فضاهای حاصل ضرب ۸۹ .۳

است. 𝐅 روی برداری فضای ͷی 𝑉۱ ×⋯× 𝑉𝑚 آن گاه باشند. 𝐅 روی برداری فضاهای ،𝑉۱,… , 𝑉𝑚 کنید فرض

را 𝑉۱ × ⋯ × 𝑉𝑚 جمع همانͬ که کنید توجه ͬ شود. م واگذار خواننده به بالا نتیجۀ اثبات

جمع وارون ͬ باشد. م 𝑉𝑘 جمع همانͬ 𝑘ام، موقعیت در ۰ آن در که ͬ گیریم م نظر در (۰,… , ۰)
ͬ گیریم. م نظر در (−𝑣۱,… ,−𝑣𝑚) را (𝑣۱,… , 𝑣𝑚) ∈ 𝑉۱ ×⋯× 𝑉𝑚

است یͷ ریخت 𝐑۵ به نسبت 𝐑۲×𝐑۳ ولͬ 𝐑۲ ×𝐑۳ ≠ 𝐑۵ مثال: ۹۰ .۳

لیست های ،𝐑۲×𝐑۳ برداری فضای عضوهای

((𝑥۱, 𝑥۲), (𝑥۳, 𝑥۴, 𝑥۵))

لیست های 𝐑۵ عضوهای .𝑥۱, 𝑥۲, 𝑥۳, 𝑥۴, 𝑥۵ ∈ 𝐑 آن در که هستند

(𝑥۱, 𝑥۲, 𝑥۳, 𝑥۴, 𝑥۵)

.𝑥۱, 𝑥۲, 𝑥۳, 𝑥۴, 𝑥۵ ∈ 𝐑 آن در که هستند

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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نیستند. یͺسانͬ اشیای آن ها ͬ رسند، م نظر به مشابه 𝐑۵ و 𝐑۲× 𝐑۳ عضوهای گرچه
و دو به طول لیستͬ خود اول، مؤلفۀ (که هستند دو به طول لیست هایی 𝐑۲×𝐑۳ عضوهای
هستند. پنج به طول لیست هایی ،𝐑۵ عضوهای و است) سه به طول لیستͬ خود دوم، مؤلفۀ

نیست. برابر 𝐑۵ با 𝐑۲×𝐑۳ ازاین رو
خطͬ نگاشت

((𝑥۱, 𝑥۲), (𝑥۳, 𝑥۴, 𝑥۵)) ↦ (𝑥۱, 𝑥۲, 𝑥۳, 𝑥۴, 𝑥۵)

این بنابراین، است. 𝐑۵ برداری فضای روی بر 𝐑۲×𝐑۳ برداری فضای از یͷ ریختͬ ͷی
نیستند. برابر اگرچه هستند، یͷ ریخت برداری فضای دو

را آن باید که است طبیعͬ چنان یͷ ریختͬ این
بە صورت برخͬ بͽیریم. نظر در مجدد برچسب گذاری
که ͬ خوانند م 𝐑۵ با برابر را 𝐑۲×𝐑۳ غیررسمͬ،
همانند سازی ماهیت ولͬ است، نادرست فنͬ نظر از

ͬ کند. م منتقل را مجدد برچسب گذاری طریق از

ͬ کشد. م تصویر به گرفت، خواهیم کار به ۹۲ .۳ اثبات در که را ایدە ای بعدی، مثال

𝒫۲(𝐑)×𝐑۲ پایۀ ͷی مثال: ۹۱ .۳

بͽیرید: نظر در را 𝒫۲(𝐑)×𝐑۲ عضوهای از پنج به طول لیست این

(۱, (۰, ۰)) , (𝑥, (۰, ۰)) , (𝑥۲, (۰, ۰)) , (۰, (۱, ۰)) , (۰, (۰, ۱)) .

است. 𝒫۲(𝐑)×𝐑۲ پایۀ ͷی پس است. 𝒫۲(𝐑)×𝐑۲ مولد و خطͬ مستقل بالا لیست

ͬ باشد م بعدها حاصل جمع حاصل ضرب، ͷی بعد ۹۲ .۳

و است متناهͬ بعد با 𝑉۱ ×⋯× 𝑉𝑚 آن گاه باشند. متناهͬ بعد با برداری فضاهای 𝑉۱,… , 𝑉𝑚 کنید فرض

ⅾiⅿ(𝑉۱ ×⋯× 𝑉𝑚) = ⅾiⅿ𝑉۱ +⋯+ ⅾiⅿ𝑉𝑚.

با برابر 𝑘ام موقعیت در که بͽیرید نظر در را 𝑉۱ × ⋯ × 𝑉𝑚 از عضوی ،𝑉𝑘 هر پایۀ بردار هر برای کنید. انتخاب پایه ͷی 𝑉𝑘 هر برای اثبات

ͷی نتیجه در ͬ باشد. م 𝑉۱ × ⋯ × 𝑉𝑚 مولد و بوده خطͬ مستقل بردارهایی، چنین همۀ لیست ۰ باشد. با برابر موقعیت ها سایر در و پایه بردار

■ ͬ باشد. م مطلوب چنان که است، ⅾiⅿ𝑉۱ +⋯+ ⅾiⅿ𝑉𝑚 پایه این طول است. 𝑉۱ ×⋯× 𝑉𝑚 پایۀ

واژه آخرین بنابراین ͬ باشد. م پوشا ،𝑉۱ +⋯+𝑉𝑚 تعریف طبق Γ نگاشت بعدی، نتیجۀ در

داد. تغییر «وارون پذیر» به «ͷبە ی ͷی» از ͬ توان م را پایین نتیجۀ در

حاصل ضرب ها و مستقیم حاصل جمع های ۹۳ .۳

بە صورت را Γ ∶ 𝑉۱ ×⋯× 𝑉𝑚 → 𝑉۱ +⋯+ 𝑉𝑚 خطͬ نگاشت باشند. 𝑉 زیرفضاهای 𝑉۱,… , 𝑉𝑚 کنید فرض

Γ(𝑣۱,… , 𝑣𝑚) = 𝑣۱ +⋯+ 𝑣𝑚

باشد. ͷبە ی  ͷی Γ اگر تنها و اگر است، مستقیم حاصل جمع ͷی 𝑉۱ +⋯+ 𝑉𝑚 آن گاه ͬ کنیم. م تعریف

در 𝑣𝑘 هر آن، در که نوشت 𝑣۱ +⋯+ 𝑣𝑚 مجموع ͷی بە صورت را ۰ بتوان که روشͬ تنها اگر تنها و اگر است، ͷبە ی ͷی Γ ،۱۵ .۳ طبق اثبات

ͷی 𝑉۱ + ⋯ + 𝑉𝑚 اگر تنها و اگر است، ͷبە ی ͷی Γ که ͬ دهد م نشان ۴۵ .۱ نتیجه، در دهیم. قرار ۰ با برابر را 𝑣𝑘 هر که است این باشد؛ 𝑉𝑘

■ است. مطلوب چنان که باشد، مستقیم حاصل جمع

باشد بعدها مجموع با برابر مجموع، بعد اگر تنها و اگر است، مستقیم حاصل جمع حاصل جمع، ͷی ۹۴ .۳

اگر تنها و اگر است، مستقیم حاصل جمع ͷی 𝑉۱+⋯+𝑉𝑚 آن گاه باشند. 𝑉 زیرفضاهای 𝑉۱,… , 𝑉𝑚 و باشد متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض

ⅾiⅿ(𝑉۱ +⋯+ 𝑉𝑚) = ⅾiⅿ𝑉۱ +⋯+ ⅾiⅿ𝑉𝑚.

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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اگر تنها و اگر است، ͷبە ی ͷی Γ (۲۱ .۳) خطͬ نگاشت های اساسͬ قضیۀ طبق ازاین رو ͬ باشد. م پوشا ۹۳ .۳ در Γ نگاشت اثبات

ⅾiⅿ(𝑉۱ +⋯+ 𝑉𝑚) = ⅾiⅿ(𝑉۱ ×⋯× 𝑉𝑚).

اگر تنها و اگر است، مستقیم حاصل جمع ͷی 𝑉۱ +⋯+ 𝑉𝑚 که ͬ دهد م نشان ۹۲ .۳ و ۹۳ .۳ ترکیب اکنون

ⅾiⅿ(𝑉۱ +⋯+ 𝑉𝑚) = ⅾiⅿ𝑉۱ +⋯+ ⅾiⅿ𝑉𝑚,

■ ͬ باشد. م مطلوب چنان که

اینکه ͬ بر مبن جایͽزین اثبات ͷی ͬ توان م ،۴۳ .۲ و ۴۶ .۱ ترکیب با ،𝑚 = ۲ خاص حالت در

،ⅾiⅿ(𝑉۱+𝑉۲) = ⅾiⅿ𝑉۱+ⅾiⅿ𝑉۲ اگر تنها و اگر است، مستقیم حاصل جمع ͷی 𝑉۱+𝑉۲

آورد. بە دست

خارج  قسمتͬ فضاهای

آغاز زیرمجموعه ͷی و بردار ͷی حاصل جمع تعریف با را خارج قسمتͬ فضاهای به خود رویͺرد

ͬ کنیم. م

𝑣 + 𝑈 نماد: ۹۵ .۳

زیر بە صورت که است 𝑉 از زیرمجموعە ای 𝑣 + 𝑈 آن گاه .𝑈 ⊆ 𝑉 و 𝑣 ∈ 𝑉 کنید فرض
ͬ شود: م تعریف

𝑣 + 𝑈 = {𝑣 + 𝑢 ∶ 𝑢 ∈ 𝑈}.

𝐑۲ از یͷ بعدی زیرفضای ͷی و بردار ͷی حاصل جمع مثال: ۹۶ .۳

کنید فرض
𝑈 = {(𝑥, ۲𝑥) ∈ 𝐑۲ ∶ 𝑥 ∈ 𝐑}.

بنابراین ͬ گذرد. م مبدأ از ۲ شیب با که است 𝐑۲ در خطͬ 𝑈 ازاین رو

(۱۷, ۲۰) + 𝑈

ͬ باشد. م ۲ شیب دارای و بوده (۱۷, ۲۰) نقطۀ شامل که است 𝐑۲ در خطͬ
چون

(۱۰, ۲۰) ∈ 𝑈 و (۱۷, ۲۰) ∈ (۱۷, ۲۰) + 𝑈,
ͬ شود. م حاصل واحد ۷ بە اندازۀ راست سمت به 𝑈 انتقال از (۱۷, ۲۰) + 𝑈 که ͬ بینیم م

ͬ باشد. م موازی 𝑈 زیرفضای با (۱۷, ۲۰) +𝑈

انتقال تعریف: ۹۷ .۳

ͬ نامند. م 𝑈 انتقال ͷی را 𝑣 + 𝑈 مجموعۀ ،𝑉 از 𝑈 زیرمجموعۀ ͷی و 𝑣 ∈ 𝑉 برای

انتقال ها مثال: ۹۸ .۳

تعریف 𝑈 = {(𝑥, ۲𝑥) ∈ 𝐑۲ ∶ 𝑥 ∈ 𝐑} بە صورت که باشد 𝐑۲ در خطͬ 𝑈 اگر ●

۹۶ .۳ مثال هستند. 𝑈 از انتقال هایی ،𝐑۲ در ۲ شیب با خطوط همۀ آن گاه است، شده
ببینید. آن انتقال های از ͬͺی و 𝑈 از نموداری برای را بالا

،𝑈 انتقال های همۀ مجموعۀ آن گاه باشد، 𝐑۲ در خط ͷی 𝑈 اگر ͬ تر، عموم بە شͺل ●

هستند. 𝑈 موازی که است 𝐑۲ در خطوط همۀ مجموعۀ
𝐑۳ در صفحات ،𝑈 انتقال های آن گاه ،𝑈 = {(𝑥, 𝑦, ۰) ∈ 𝐑۳ ∶ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐑} اگر ●

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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ͬ باشند. م موازی است، 𝑥𝑦 صفحۀ که 𝑈 با که هستند
،𝑈 انتقال های همۀ مجموعۀ آن گاه باشد، 𝐑۳ در صفحه ͷی 𝑈 اگر ͬ تر، کل بە شͺل ●

ببینید). مثال برای را ۷ (تمرین هستند 𝑈 موازی که است 𝐑۳ در صفحات همۀ مجموعۀ

𝑉/𝑈 فضای خارج قسمتͬ، تعریف: ۹۹ .۳

همۀ مجموعۀ ،𝑉/𝑈 خارج قسمتͬ فضای آن گاه است. 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈 کنید فرض
بنابراین است. 𝑈 انتقال های

𝑉/𝑈 = {𝑣 + 𝑈 ∶ 𝑣 ∈ 𝑉 }.

خارج قسمتͬ مثال: فضاهای ۱۰۰ .۳

𝐑۲ در خطوط همۀ مجموعۀ 𝐑۲/𝑈 آن گاه ،𝑈 = {(𝑥, ۲𝑥) ∈ 𝐑۲ ∶ 𝑥 ∈ 𝐑} اگر ●

است. ۲ شیب با
خطوط همۀ مجموعۀ 𝐑۳/𝑈 آن گاه است، مبدأ شامل که باشد 𝐑۳ در خط ͷی 𝑈 اگر ●

هستند. 𝑈 با موازی که است 𝐑۳ در
همۀ مجموعۀ 𝐑۳/𝑈 آن گاه است، مبدأ شامل که باشد 𝐑۳ در صفحه ͷی 𝑈 اگر ●

هستند. 𝑈 با موازی که است 𝐑۳ در صفحات

نیاز بعدی نتیجۀ به کار، این برای است. برداری فضای ͷی به 𝑉/𝑈 تبدیل بعدی، هدف

داریم.

هستند مجزا یا برابرند، یا زیرفضا ͷی از انتقال دو ۱۰۱ .۳

آن گاه .𝑣, 𝑤 ∈ 𝑉 و است 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈 کنید فرض

𝑣 − 𝑤 ∈ 𝑈 ⟺ 𝑣+ 𝑈 = 𝑤+ 𝑈 ⟺ (𝑣 + 𝑈) ∩ (𝑤 + 𝑈) ≠ ∅.

آن گاه ،𝑢 ∈ 𝑈 اگر .𝑣 − 𝑤 ∈ 𝑈 کنید فرض ابتدا اثبات

𝑣 + 𝑢 = 𝑤 + ((𝑣 − 𝑤) + 𝑢) ∈ 𝑤 + 𝑈.

معنͬ به 𝑣 − 𝑤 ∈ 𝑈 که اثبات از بخش این و 𝑣 + 𝑈 = 𝑤 + 𝑈 نتیجه در .𝑤 + 𝑈 ⊆ 𝑣 + 𝑈 مشابه بە طور .𝑣 + 𝑈 ⊆ 𝑤 + 𝑈 ازاین رو

ͬ شود. م تکمیل است، 𝑣 + 𝑈 = 𝑤 + 𝑈
.(𝑣 + 𝑈) ∩ (𝑤 + 𝑈) ≠ ∅ که ͬ کند م ایجاب 𝑣 + 𝑈 = 𝑤 + 𝑈 معادلۀ

که بە طوری دارند، وجود 𝑢۱, 𝑢۲ ∈ 𝑈 ازاین رو .(𝑣 + 𝑈) ∩ (𝑤 + 𝑈) ≠ ∅ کنید فرض اکنون

𝑣 + 𝑢۱ = 𝑤+ 𝑢۲.

اثبات و است 𝑣 − 𝑤 ∈ 𝑈 معنͬ به (𝑣 + 𝑈) ∩ (𝑤 + 𝑈) ≠ ∅ که ͬ دهد م نشان این و 𝑣 − 𝑤 ∈ 𝑈 نتیجه در .𝑣 − 𝑤 = 𝑢۲ − 𝑢۱ بنابراین

■ ͬ شود. م تکمیل

کنیم. تعریف 𝑉/𝑈 روی را اسͺالر ضرب و جمع ͬ توانیم م اکنون

𝑉/𝑈 روی اسͺالر ضرب و جمع تعریف: ۱۰۲ .۳

هر برای 𝑉/𝑈 روی اسͺالر ضرب و جمع آن گاه است. 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈 کنید فرض
ͬ شوند: م تعریف زیر بە صورت ،𝜆 ∈ 𝐅 هر و 𝑣, 𝑤 ∈ 𝑉

(𝑣 + 𝑈) + (𝑤 + 𝑈) = (𝑣 + 𝑤) + 𝑈
𝜆(𝑣 + 𝑈) = (𝜆𝑣) + 𝑈.

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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هستند. ͬ دار معن بالا تعریف های که داد خواهیم نشان بعدی، نتیجۀ اثبات از بخشͬ بە عنوان

است برداری فضای ͷی خارج قسمتͬ، فضای ۱۰۳ .۳

است. برداری فضای ͷی بالا، تعریف با مطابق اسͺالر ضرب و جمع عمل های با 𝑉/𝑈 آن گاه است. 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈 کنید فرض

نیست. یͺتا 𝑈 انتقال  ͷی نمایش که است آن است، مطرح 𝑉/𝑈 روی اسͺالر ضرب و جمع از بالا تعریف های مورد در که بالقوە ای مشͺل اثبات

که گونە ای به ،𝑣۱, 𝑣۲, 𝑤۱, 𝑤۲ ∈ 𝑉 کنید فرض خاص بە طور

𝑣۱ + 𝑈 = 𝑣۲ + 𝑈 و 𝑤۱ + 𝑈 = 𝑤۲ + 𝑈.

.(𝑣۱ +𝑤۱) + 𝑈 = (𝑣۲ +𝑤۲) + 𝑈 دهیم نشان باید است، معنادار 𝑉/𝑈 روی جمع از بالا تعریف اینکه دادن نشان برای

داریم ۱۰۱ .۳ طبق

𝑣۱ − 𝑣۲ ∈ 𝑈 و 𝑤۱ −𝑤۲ ∈ 𝑈.

ازاین رو .(𝑣۱ − 𝑣۲) + (𝑤۱ −𝑤۲) ∈ 𝑈 یعنͬ این ͬ باشد، م بسته جمع عمل تحت بنابراین و است 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈 چون

که ͬ کنیم م مشاهده ۱۰۱ .۳ از مجدد استفادۀ با .(𝑣۱ +𝑤۱) − (𝑣۲ +𝑤۲) ∈ 𝑈

(𝑣۱ +𝑤۱) + 𝑈 = (𝑣۲ +𝑤۲) + 𝑈,

ͬ باشد. م معنادار 𝑉/𝑈 روی جمع تعریف نتیجه در است. مطلوب چنان که

تحت بنابراین و است 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈 چون .𝑣۱ + 𝑈 = 𝑣۲ + 𝑈 که است این بر ما فرض همچنان .𝜆 ∈ 𝐅 کنید فرض مشابه، بە طور

ͬ کند م ایجاب ۱۰۱ .۳ پس .𝜆𝑣۱ − 𝜆𝑣۲ ∈ 𝑈 ازاین رو .𝜆(𝑣۱ − 𝑣۲) ∈ 𝑈 داریم ͬ باشد، م بسته اسͺالر ضرب

(𝜆𝑣۱) + 𝑈 = (𝜆𝑣۲) + 𝑈.

است. معنادار 𝑉/𝑈 روی اسͺالر ضرب تعریف نتیجه در

سرراست ͬ کنند، م تبدیل برداری فضای ͷی به را 𝑉/𝑈 عمل ها، این اینکه بررسͬ شدە اند، تعریف 𝑉/𝑈 روی اسͺالر ضرب و جمع که اکنون

،𝑣 + 𝑈 جمع وارون (−𝑣) + 𝑈 و ͬ باشد م 𝑉/𝑈 جمع همانͬ است)، 𝑈 با برابر (که ۰+ 𝑈 که کنید توجه ͬ شود. م واگذار خواننده به و است

■ است.
ͬ شود. م 𝑉/𝑈 بعد محاسبۀ به منجر بعدی مفهوم

𝜋 خارج قسمتͬ، نگاشت تعریف: ۱۰۴ .۳

نگاشت ͷی 𝜋 ∶ 𝑉 → 𝑉/𝑈 خارج قسمتͬ نگاشت است. 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈 کنید فرض
ͬ شود: م تعریف زیر بە صورت 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای که است  ͬ خط

𝜋(𝑣) = 𝑣 + 𝑈.

وابسته 𝑉 نیز و 𝑈 به 𝜋 اگرچه است. خطͬ نگاشت ͷی بە واقع 𝜋 که کند بررسͬ باید خواننده

باشند. مشخص متن از باید زیرا ͬ شوند، نم ذکر نمادگذاری در فضاها این اما است،

خارج قسمتͬ فضای بعد ۱۰۵ .۳

آن گاه است. 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈 و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض

ⅾiⅿ𝑉/𝑈 = ⅾiⅿ𝑉 − ⅾiⅿ𝑈.

(طبق 𝑣 ∈ 𝑈 اگر تنها و اگر ،𝑣+𝑈 = ۰+𝑈 آن گاه ،𝑣 ∈ 𝑉 اگر باشد. 𝑉/𝑈 به 𝑉 از قسمتͬ خارج نگاشت نشان دهندۀ 𝜋 کنید فرض اثبات

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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ͬ دهد م نشان (۲۱ .۳) خطͬ نگاشت های اساسͬ قضیۀ اکنون .range𝜋 = 𝑉/𝑈 ͬ کند م ایجاب 𝜋 تعریف .nuⅼⅼ𝜋 = 𝑈 یعنͬ این و (۱۰۱ .۳

■ ͬ دهد. م دست به را مطلوب نتیجۀ که ⅾiⅿ𝑉؛ = ⅾiⅿ𝑈 + ⅾiⅿ𝑉/𝑈

چنان که ͬ کند، م القا 𝑉/(nuⅼⅼ𝑇 ) روی را 𝑇 خطͬ نگاشت ͷی ،𝑉 روی 𝑇 خطͬ نگاشت هر

است. آمده زیر تعریف در

𝑇 نماد: ۱۰۶ .۳

تعریف زیر بە صورت را 𝑇 ∶ 𝑉/(nuⅼⅼ𝑇 ) → 𝑊 نگاشت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض
ͬ کنیم: م

𝑇 (𝑣 + nuⅼⅼ𝑇 ) = 𝑇𝑣.

که بە طوری ،𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 کنید فرض است، معنادار 𝑇 تعریف که موضوع این دادن نشان برای

.𝑇 (𝑢−𝑣) = ۰ ازاین رو .𝑢−𝑣 ∈ nuⅼⅼ𝑇 داریم ۱۰۱ .۳ طبق .𝑢+nuⅼⅼ𝑇 = 𝑣+nuⅼⅼ𝑇
ͷی 𝑇 اینکه معمول بررسͬ است. معنادار بە واقع 𝑇 تعریف نتیجه در .𝑇𝑢 = 𝑇𝑣 بنابراین

ͬ شود. م واگذار خواننده به است، 𝑊 به 𝑉/(nuⅼⅼ𝑇 ) از خطͬ نگاشت

دامنە ای با گرفت؛ نظر در 𝑇 شدۀ اصلاح نسخۀ را 𝑇 ͬ توان م که ͬ دهد م نشان بعدی نتیجۀ

ͬ آورد. م بوجود را ͷبە ی ͷی نگاشت ͷی که

𝑇 برد و پوچ فضای ۱۰۷ .۳

آن گاه .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض
است. 𝑉/(nuⅼⅼ𝑇 ) روی بر 𝑉 خارج قسمتͬ نگاشت ،𝜋 آن در که 𝑇 ∘ 𝜋 = 𝑇 (ا)

است. ͷبە ی  ͷی 𝑇 (ب)
.range𝑇 = range𝑇 (ج)

هستند. یͷ ریخت برداری فضاهای ،range𝑇 و 𝑉/(nuⅼⅼ𝑇 ) (د)

اثبات

است. مطلوب چنان که 𝑇)؛ ∘ 𝜋)(𝑣) = 𝑇(𝜋(𝑣)) = 𝑇(𝑣 + nuⅼⅼ𝑇 ) = 𝑇𝑣 آن گاه ،𝑣 ∈ 𝑉 اگر (ا)

که ͬ کند م ایجاب ۱۰۱ .۳ ازاین رو .𝑣 ∈ nuⅼⅼ𝑇 بنابراین .𝑇𝑣 = ۰ آن گاه .𝑇 (𝑣 + nuⅼⅼ𝑇 ) = ۰ و 𝑣 ∈ 𝑉 کنید فرض (ب)

ͬ باشد. م مطلوب چنان که است، ͷبە ی ͷی 𝑇 نتیجه در .nuⅼⅼ𝑇 = {۰+ nuⅼⅼ𝑇} یعنͬ این .𝑣 + nuⅼⅼ𝑇 = ۰+ nuⅼⅼ𝑇
.range𝑇 = range𝑇 که ͬ دهد م نشان 𝑇 تعریف (ج)

𝑉/(nuⅼⅼ𝑇 ) از یͷ ریختͬ ͷی𝑇 آن گاه بͽیریم، نظر در range𝑇 توی به نگاشت بە عنوان 𝑇را اگر که ͬ باشند م معنͬ این به (ج) و (ب) اکنون (د)

■ است. range𝑇 روی بر

۵ −۳ تمرین های

بە صورت که است 𝑉 ×𝑊 زیرمجموعۀ ،𝑇 نمودار 𝑊 باشد. به 𝑉 از تابع ͷی 𝑇 کنید فرض ۱

𝑇 نمودار = {(𝑣, 𝑇 𝑣) ∈ 𝑉 ×𝑊 ∶ 𝑣 ∈ 𝑉 }

باشد. 𝑉 ×𝑊 زیرفضای ͷی ،𝑇 نمودار اگر تنها و اگر است، خطͬ نگاشت ͷی 𝑇 کنید ثابت ͬ شود. م تعریف
داشته وجود (𝑣, 𝑤) ∈ 𝑇 عضو ͷی دقیقا ،𝑣 ∈ 𝑉 هر برای که بە طوری است، 𝑉 ×𝑊 از 𝑇 زیرمجموعۀ ͷی ،𝑊 به 𝑉 از 𝑇 تابع ͷی رسمͬ، بە  طور

ͬ گیریم. نم نظر در رسمͬ روش این به را توابع معمولا شد. نامیده آن نمودار بالا، در که است چیزی تابع ͷی رسمͬ، بە صورت دیͽر، بیان به باشد.
نگاشت ͷی ،𝑊 به 𝑉 از 𝑇 تابع ͷی کنید ثابت کرد: بازنویسͬ شͺل این به ͬ توان م را تمرین این کنیم، عمل رسمͬ بە صورت بخواهیم اگر با این حال

باشد. 𝑉 ×𝑊 زیرفضای ͷی 𝑇 اگر تنها و اگر است، خطͬ

𝑉𝑘 ،𝑘 = ۱,… ,𝑚 هر برای کنید ثابت باشد. متناهͬ بعد با 𝑉۱ ×⋯× 𝑉𝑚 که بە طوری باشند، برداری فضاهای 𝑉۱,… , 𝑉𝑚 کنید فرض ۲

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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است. متناهͬ بعد با
برداری فضاهای ℒ(𝑉۱,𝑊)×⋯×ℒ(𝑉𝑚,𝑊) و ℒ(𝑉۱ ×⋯×𝑉𝑚,𝑊) کنید ثابت باشند. برداری فضاهای 𝑉۱,… , 𝑉𝑚 کنید فرض ۳

هستند. یͷ ریخت
فضاهای ℒ(𝑉 ,𝑊۱) × ⋯ × ℒ(𝑉 ,𝑊𝑚) و ℒ(𝑉 ,𝑊۱ × ⋯ × 𝑊𝑚) کنید ثابت باشند. برداری فضاهای 𝑊۱,… ,𝑊𝑚 کنید فرض ۴

هستند. یͷ ریخت برداری
بە صورت را 𝑉 𝑚 𝑚؛ مثبت صحیح عدد برای ۵

𝑉 𝑚 = 𝑉 ×⋯× 𝑉⏟⏟⏟⏟⏟
بار 𝑚

هستند. یͷ ریخت برداری فضاهای ،ℒ(𝐅𝑚, 𝑉 ) و 𝑉 𝑚 کنید ثابت ͬ کنیم. م تعریف
.𝑈 = 𝑊 کنید ثابت .𝑣 + 𝑈 = 𝑥 +𝑊 که بە طوری هستند، 𝑉 زیرفضاهای 𝑊 ،𝑈 اینکه و 𝑉 در بردارهایی 𝑥 ،𝑣 کنید فرض ۶

اگر تنها و اگر است، 𝑈 انتقال ͷی 𝐴 کنید ثابت .𝐴 ⊆ 𝐑۳ کنید فرض .𝑈 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐑۳ ∶ ۲𝑥 + ۳𝑦 + ۵𝑧 = ۰} کنید فرض ۷
که بە طوری باشد، داشته وجود 𝑐 ∈ 𝐑

𝐴 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐑۳ ∶ ۲𝑥 + ۳𝑦 + ۵𝑧 = 𝑐}.

ͬ باشد. م nuⅼⅼ𝑇 انتقال ͷی یا است، تهͬ مجموعۀ یا {𝑥 ∈ 𝑉 ∶ 𝑇𝑥 = 𝑐} کنید ثابت .𝑐 ∈ 𝑊 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض (ا) ۸
از زیرفضایی از انتقال ͷی یا است، تهͬ مجموعۀ یا ۲۷ .۳ همچون خطͬ معادلات دستگاه ͷی جواب های مجموعۀ چرا دهید توضیح (ب)

است. 𝐅𝑛

داشته ،𝜆 ∈ 𝐅 هر برای و 𝑣, 𝑤 ∈ 𝐴 هر برای اگر تنها و اگر است، 𝑉 از زیرفضایی از انتقال ͷی ،𝑉 از 𝐴 ناتهͬ زیرمجموعۀ ͷی کنید ثابت ۹
.𝜆𝑣 + (۱− 𝜆)𝑤 ∈ 𝐴 باشیم

𝐴۱∩𝐴۲ اشتراک کنید ثابت .𝐴۲ = 𝑤+𝑈۲ و 𝐴۱ = 𝑣+𝑈۱ داریم ،𝑉 از 𝑈۲ ،𝑈۱ از زیرفضایی و 𝑣, 𝑤 ∈ 𝑉 از برداری برای کنید فرض ۱۰
است. تهͬ مجموعۀ یا است، 𝑉 از زیرفضایی از انتقال ͷی یا

.𝑈 = {(𝑥۱, 𝑥۲,… ) ∈ 𝐅∞ ∶ 𝑥𝑘 ≠ ۰ 𝑘 از متناهͬ تعداد برای {تنها کنید فرض ۱۱
است. 𝐅∞ زیرفضای ͷی 𝑈 دهید نشان (ا)
است. متناهͬ بعد با 𝐅∞/𝑈 کنید ثابت (ب)

کنید فرض .𝑣۱,… , 𝑣𝑚 ∈ 𝑉 کنید فرض ۱۲

𝐴 = {𝜆۱𝑣۱ +⋯+ 𝜆𝑚𝑣𝑚 ∶ 𝜆۱,… , 𝜆𝑚 ∈ 𝐅 anⅾ 𝜆۱ +⋯+ 𝜆𝑚 = ۱}.

است. 𝑉 از زیرفضایی از انتقال ͷی 𝐴 کنید ثابت (ا)
.𝐴 ⊆ 𝐵 آن گاه ،{𝑣۱,… , 𝑣𝑚} ⊆ 𝐵 و باشد 𝑉 از زیرفضایی از انتقال ͷی 𝐵 اگر کنید ثابت (ب)

است. 𝑚 از کم تر بعدی با 𝑉 از زیرفضای از انتقال ͷی 𝐴 کنید ثابت (ج)
است. یͷ ریخت 𝑈 × (𝑉/𝑈) با 𝑉 کنید ثابت است. متناهͬ بعد با 𝑉/𝑈 که بە طوری است، 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈 کنید فرض ۱۳

𝑤۱+𝑈,… ,𝑤𝑚+𝑈 کنید ثابت باشد. 𝑊 پایۀ ͷی 𝑤۱,… ,𝑤𝑚 کنید فرض .𝑉 = 𝑈⊕𝑊 و باشند 𝑉 زیرفضاهای 𝑊 و 𝑈 کنید فرض ۱۴
است. 𝑉/𝑈 پایۀ ͷی

کنید ثابت است. 𝑈 پایۀ ͷی 𝑢۱,… , 𝑢𝑛 و است 𝑉/𝑈 پایۀ ͷی 𝑣۱ + 𝑈,… , 𝑣𝑚 + 𝑈 و است 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈 کنید فرض ۱۵
است. 𝑉 پایۀ ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑚, 𝑢۱,… , 𝑢𝑛

.ⅾiⅿ𝑉/(nuⅼⅼ𝜑) = ۱ کنید ثابت .𝜑 ≠ ۰ و 𝜑 ∈ ℒ(𝑉 ,𝐅) کنید فرض ۱۶
.nuⅼⅼ𝜑 = 𝑈 که بە طوری ،𝜑 ∈ ℒ(𝑉 ,𝐅) دارد وجود کنید ثابت .ⅾiⅿ𝑉/𝑈 = ۱ که بە طوری است، 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈 کنید فرض ۱۷

است. متناهͬ بعد با 𝑉/𝑈 که بە طوری است، 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈 کنید فرض ۱۸
.ⅾiⅿ𝑊 ≥ ⅾiⅿ𝑉/𝑈 آن گاه ،𝑉 = 𝑈 +𝑊 و باشد 𝑉 از متناهͬ بعد با زیرفضای ͷی 𝑊 اگر دهید نشان (ا)

.𝑉 = 𝑈 ⊕𝑊 و ⅾiⅿ𝑊 = ⅾiⅿ𝑉/𝑈 که بە طوری دارد، وجود 𝑉 از 𝑊 متناهͬ بعد با زیرفضای ͷی کنید ثابت (ب)
کنید ثابت باشد. 𝑉/𝑈 روی بر 𝑉 خارج قسمتͬ نگاشت نشان دهندۀ 𝜋 کنید فرض است. 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض ۱۹

.𝑈 ⊆ nuⅼⅼ𝑇 اگر تنها و اگر ،𝑇 = 𝑆 ∘ 𝜋 که بە طوری دارد، وجود 𝑆 ∈ ℒ(𝑉/𝑈,𝑊)

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



خطͬ نگاشت های ۳ ۸۸

دوگانͬ ۶ −۳

دوگان نگاشت و دوگان فضای

نام دلیل همین به و دارند خطͬ جبر در ویژە ای نقش ،𝐅 اسͺالر میدان توی به خطͬ نگاشت های

است. داده شده آن ها به ویژە ای

خطͬ تابعک تعریف: ۱۰۸ .۳

تابعک ͷی دیͽر، بیان به است. 𝐅 به 𝑉 از خطͬ نگاشت ͷی ،𝑉 روی خطͬ تابعک ͷی
است. ℒ(𝑉 ,𝐅) از عضوی خطͬ،

خطͬ تابعک های مثال: ۱۰۹ .۳

𝜑 آن گاه ͬ کنیم. م تعریف 𝜑(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ۴𝑥 − ۵𝑦 + ۲𝑧 بە صورت را 𝜑∶ 𝐑۳ → 𝐑 ●

است. 𝐑۳ روی خطͬ تابعک ͷی
بە صورت را 𝜑∶ 𝐅𝑛 → 𝐅 بͽیرید. ثابت را (𝑐۱,… , 𝑐𝑛) ∈ 𝐅𝑛 ●

خطͬ تابعک ͷی 𝜑 آن گاه ͬ کنیم. م تعریف 𝜑(𝑥۱,… , 𝑥𝑛) = 𝑐۱𝑥۱ + ⋯ + 𝑐𝑛 𝑥𝑛
است. 𝐅𝑛 روی

بە صورت را 𝜑∶ 𝒫(𝐑) → 𝐑 ●

𝜑(𝑝) = ۳𝑝″(۵) + ۷𝑝(۴)

است. 𝒫(𝐑) روی خطͬ تابعک ͷی 𝜑 آن گاه ͬ کنیم. م تعریف
بە صورت 𝑝 ∈ 𝒫(𝐑) هر برای را 𝜑∶ 𝒫(𝐑) → 𝐑 ●

𝜑(𝑝) = ∫
۱

۰
𝑝

است. 𝒫(𝐑) روی خطͬ تابعک ͷی 𝜑 آن گاه ͬ کنیم. م تعریف

است. شده داده خاصͬ نماد و نام نیز ℒ(𝑉 ,𝐅) برداری فضای به

𝑉 ′ دوگان، فضای تعریف: ۱۱۰ .۳

𝑉 روی خطͬ تابعک های همۀ برداری فضای ͬ شود، م داده نشان 𝑉 ′ با که 𝑉 دوگان فضای
.𝑉 ′ = ℒ(𝑉 ,𝐅) دیͽر بیان به است.

ⅾiⅿ𝑉 ′ = ⅾiⅿ𝑉 ۱۱۱ .۳

و است متناهͬ بعد با نیز 𝑉 ′ آن گاه باشد. متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض

ⅾiⅿ𝑉 ′ = ⅾiⅿ𝑉 .

داریم ۷۲ .۳ طبق اثبات

ⅾiⅿ𝑉 ′ = ⅾiⅿℒ(𝑉 ,𝐅) = (ⅾiⅿ𝑉 )(ⅾiⅿ𝐅) = ⅾiⅿ𝑉 ,

■ است. مطلوب چنان که

است. خوش تعریف 𝜑𝑗 هر که ͬ دهد م نشان (۴ .۳) خطͬ نگاشت لم بعدی، تعریف در

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



دوگانͬ ۶ −۳۸۹

دوگان پایۀ تعریف: ۱۱۲ .۳

از 𝜑۱,… , 𝜑𝑛 لیست ،𝑣۱,… , 𝑣𝑛 دوگان پایۀ آن گاه باشد، 𝑉 پایۀ ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 اگر
که بە طوری است، 𝑉 روی خطͬ تابعک ،𝜑𝑗 هر آن در که است 𝑉 ′ عضوهای

𝜑𝑗(𝑣𝑘) =
⎧{
⎨{⎩

۱ 𝑘 = 𝑗 ,اگر
۰ 𝑘 ≠ 𝑗 .اگر

𝐅𝑛 استاندارد پایۀ دوگان مثال: پایۀ ۱۱۳ .۳

تابعک بە صورت ،۱ ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 برای را 𝜑𝑗 باشد. مثبت صحیح عدد ͷی 𝑛 کنید فرض
نتیجه در ͬ کند. م انتخاب را 𝐅𝑛 در بردار ͷی 𝑗ام مختص که ͬ کنیم م تعریف 𝐅𝑛 روی خطͬ

داریم (𝑥۱,… , 𝑥𝑛) ∈ 𝐅𝑛 هر برای

𝜑𝑗(𝑥۱,… , 𝑥𝑛) = 𝑥𝑗.

آن گاه باشد. 𝐅𝑛 استاندارد پایۀ 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 کنیم فرض

𝜑𝑗(𝑒𝑘) =
⎧{
⎨{⎩

۱ 𝑘 = 𝑗 ,اگر
۰ 𝑘 ≠ 𝑗 .اگر

است. 𝐅𝑛 از 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 استاندارد پایۀ دوگان پایۀ ،𝜑۱,… , 𝜑𝑛 بنابراین

است 𝑉 روی خطͬ تابعک های شامل ،𝑉 پایۀ ͷی دوگان پایۀ که ͬ دهد م نشان بعدی نتیجۀ

دست به پایه بردارهای خطͬ ترکیب بە صورت را 𝑉 در بردار ͷی نمایش برای لازم ضرایب که

ͬ دهد. م

ͬ کند م مشخص را خطͬ ترکیب ضرایب دوگان، پایۀ ۱۱۴ .۳

𝑣 ∈ 𝑉 هر برای آن گاه است. دوگان پایۀ 𝜑۱,… , 𝜑𝑛 و است 𝑉 پایۀ ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 کنید فرض

𝑣 = 𝜑۱(𝑣)𝑣۱ +⋯+ 𝜑𝑛(𝑣)𝑣𝑛.

که بە طوری دارند، وجود 𝑐۱,… , 𝑐𝑛 ∈ 𝐅 آن گاه .𝑣 ∈ 𝑉 کنید فرض اثبات

𝑣 = 𝑐۱𝑣۱ +⋯+ 𝑐𝑛𝑣𝑛. (۱۱۵ .۳)

داریم بالا معادلۀ طرف دو به 𝜑𝑗 اثردادن با آن گاه ،𝑗 ∈ {۱,… , 𝑛} اگر

𝜑𝑗(𝑣) = 𝑐𝑗.

■ .𝑣 = 𝜑۱(𝑣)𝑣۱ +⋯+ 𝜑𝑛(𝑣)𝑣𝑛 که ͬ دهد م نشان ،۱۱۵ .۳ در 𝑐۱,… , 𝑐𝑛 برای بالا معادلۀ از بە دست آمده مقادیر جای گذاری با

اصطلاح بنابراین است. دوگان فضای پایۀ ͷی بە واقع دوگان، پایۀ که ͬ دهد م نشان بعدی نتیجۀ

ͬ شود. م توجیه دوگان» «پایۀ

است دوگان فضای پایۀ ͷی دوگان، پایۀ ۱۱۶ .۳

است. 𝑉 ′ پایۀ ͷی ،𝑉 پایۀ ͷی دوگان پایۀ آن گاه باشد. متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض

ͷی ،𝜑۱,… , 𝜑𝑛 اینکه دادن نشان برای باشد. دوگان پایۀ نشان دهندۀ 𝜑۱,… , 𝜑𝑛 کنید فرض است. 𝑉 پایۀ ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 کنید فرض اثبات

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



خطͬ نگاشت های ۳ ۹۰

که هستند گونە ای به 𝑎۱,… , 𝑎𝑛 ∈ 𝐅 کنید فرض است؛ 𝑉 ′ عضوهای از خطͬ مستقل لیست

𝑎۱𝜑۱ +⋯+ 𝑎𝑛𝜑𝑛 = ۰. (۱۱۷ .۳)

داریم 𝑘 = ۱,… , 𝑛 هر برای اکنون

(𝑎۱𝜑۱ +⋯+ 𝑎𝑛𝜑𝑛)(𝑣𝑘) = 𝑎𝑘.

است. خطͬ مستقل 𝜑۱,… , 𝜑𝑛 ازاین رو .𝑎۱ = ⋯ = 𝑎𝑛 = ۰ که ͬ دهد م نشان ۱۱۷ .۳ بنابراین

𝜑۱,… , 𝜑𝑛 که گرفت نتیجه ͬ توان م ،(۱۱۱ .۳ (طبق است ⅾiⅿ𝑉 ′ با برابر آن طول که است 𝑉 ′ در خطͬ مستقل لیست ͷی 𝜑۱,… , 𝜑𝑛 چون

■ ببینید). را ۳۸ .۲) است 𝑉 ′ پایۀ ͷی

ͷی ،𝑇 ′ آن گاه باشد، 𝑊 به 𝑉 از خطͬ نگاشت ͷی 𝑇 اگر که کنید توجه زیر، تعریف در

است. 𝑉 ′ به 𝑊 ′ از خطͬ نگاشت

𝑇 ′ دوگان، نگاشت تعریف: ۱۱۸ .۳

است 𝑇 ′ ∈ ℒ(𝑊 ′, 𝑉 ′) خطͬ نگاشت ،𝑇 دوگان نگاشت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض
ͬ شود: م تعریف زیر بە صورت 𝜑 ∈ 𝑊 ′ هر برای که

𝑇 ′(𝜑) = 𝜑 ∘ 𝑇 .

نگاشت های ترکیب بالا، تعریف طبق 𝑇 ′(𝜑) آن گاه ،𝜑 ∈ 𝑊 ′ و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) اگر

دیͽر بیان به و است 𝐅 به 𝑉 از خطͬ نگاشت ͷی بە واقع 𝑇 ′(𝜑) بنابراین است. 𝑇 و 𝜑 خطͬ

.𝑇 ′(𝜑) ∈ 𝑉 ′

است. 𝑉 ′ به 𝑊 ′ از خطͬ نگاشت ͷی 𝑇 ′ که ͬ دهند م نشان زیر نکتۀ دو

آن گاه ،𝜑,𝜓 ∈ 𝑊 ′ اگر ●

𝑇 ′(𝜑 + 𝜓) = (𝜑 + 𝜓) ∘ 𝑇 = 𝜑 ∘ 𝑇 + 𝜓 ∘ 𝑇 = 𝑇 ′(𝜑) + 𝑇 ′(𝜓).

آن گاه ،𝜑 ∈ 𝑊 ′ و 𝜆 ∈ 𝐅 اگر ●

𝑇 ′(𝜆𝜑) = (𝜆𝜑) ∘ 𝑇 = 𝜆(𝜑 ∘ 𝑇 ) = 𝜆𝑇 ′(𝜑).

دوگان نشان دهندۀ 𝐷′ است: رفته کار به نامرتبط معنای دو با بعدی مثال در پریم نماد گذاری

است. 𝑝 چندجملە  ای ͷی مشتق نشان دهندۀ 𝑝′ و است 𝐷 خطͬ نگاشت

مشتق گیری خطͬ نگاشت دوگان مثال: نگاشت ۱۱۹ .۳

ͬ کنیم. م تعریف 𝐷𝑝 = 𝑝′ بە صورت را 𝐷∶ 𝒫(𝐑) → 𝒫(𝐑)
شده تعریف 𝜑(𝑝) = 𝑝(۳) بە صورت که باشد 𝒫(𝐑) روی خطͬ تابعک 𝜑 کنید فرض ●

صورت بە  که است 𝒫(𝐑) روی خطͬ تابعک 𝐷′(𝜑) آن گاه است.

(𝐷′(𝜑)) (𝑝) = (𝜑 ∘ 𝐷)(𝑝) = 𝜑(𝐷𝑝) = 𝜑(𝑝′) = 𝑝′(۳)

نسبت 𝑝′(۳) به را 𝑝 که است 𝒫(𝐑) روی خطͬ تابعک 𝐷′(𝜑) بنابراین ͬ شود. م تعریف
ͬ دهد. م

تعریف 𝜑(𝑝) = ∫۱
۰ 𝑝 بە صورت که باشد 𝒫(𝐑) روی خطͬ تابعک 𝜑 کنید فرض ●

ͬ باشد: م زیر بە صورت که است 𝒫(𝐑) روی خطͬ تابعک ،𝐷′(𝜑) آن گاه ͬ شود. م

(𝐷′(𝜑)) (𝑝) = (𝜑 ∘ 𝐷)(𝑝)
= 𝜑(𝐷𝑝)
= 𝜑(𝑝′)

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



دوگانͬ ۶ −۳۹۱

= ∫
۱

۰
𝑝′

= 𝑝(۱) − 𝑝(۰)

ͬ کند. م تبدیل 𝑝(۱) − 𝑝(۰) به را 𝑝 که است 𝒫(𝐑) روی خطͬ تابعک 𝐷′(𝜑) بنابراین

خطͬ نگاشت ͷی ͬ برد، م 𝑇 ′ به را 𝑇 که تابعͬ که ͬ دهند م نشان (ب) و (ا) بعدی، نتیجۀ در

است. ℒ(𝑊 ′, 𝑉 ′) به ℒ(𝑉 ,𝑊) از

راست سمت در 𝑇 ′𝑆′ به چپ، سمت در 𝑆𝑇 از ترتیب شدن معکوس به پایین، در (ج) بند در

کنید. توجه

دوگان نگاشت های جبری خاصیت های ۱۲۰ .۳

آن گاه .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض
،𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) هر برای ،(𝑆 + 𝑇)′ = 𝑆′ + 𝑇 ′ (ا)

𝜆؛ ∈ 𝐅 هر برای ،(𝜆𝑇 )′ = 𝜆𝑇 ′ (ب)
.𝑆 ∈ ℒ(𝑊,𝑈) هر برای ،(𝑆𝑇 )′ = 𝑇 ′𝑆′ (ج)

ͬ شوند. م واگذار خواننده به (ب) و (ا) اثبات های اثبات

آن گاه .𝜑 ∈ 𝑈 ′ کنید فرض (ج)، بند اثبات برای

(𝑆𝑇 )′(𝜑) = 𝜑 ∘ (𝑆𝑇 ) = (𝜑 ∘ 𝑆) ∘ 𝑇 = 𝑇 ′(𝜑 ∘ 𝑆) = 𝑇 ′(𝑆′(𝜑)) = (𝑇 ′𝑆′)(𝜑),

هستند، برقرار دوگان نگاشت تعریف بە دلیل بالا، در چهارم و سوم اول، تساوی های آن، در که

ترکیب تعریف بە دلیل تساوی آخرین و است برقرار توابع ترکیب شرکت پذیری بە دلیل دوم تساوی

ͬ باشد. م برقرار

■ .(𝑆𝑇 )′ = 𝑇 ′𝑆′ نتیجه در .(𝑆𝑇 )′(𝜑) = (𝑇 ′𝑆′)(𝜑) داریم 𝜑 ∈ 𝑈 ′ هر برای که ͬ دهد م نشان بالا معادلۀ

دوگانͬ برای 𝑇 ∗ و 𝑉 ∗ نمادگذاری از کتاب ها برخͬ
در ما بااین حال ͬ کنند. م استفاده 𝑇 ′ و 𝑉 ′ بە جای
در که ͬ کنیم م حفظ الحاقͬ برای را 𝑇 ∗ نماد اینجا

روی خطͬ نگاشت های مطالعۀ هنگام ،۷ فصل
شد. خواهد معرفͬ داخلͬ حاصل ضرب فضاهای

خطͬ نگاشت دوگان برد و پوچ فضای

است. nuⅼⅼ𝑇 و range𝑇 برحسب range𝑇 ′ و nuⅼⅼ𝑇 ′ توصیف زیربخش، این در ما هدف

داریم. نیاز بعدی تعریف به کار این برای

𝑈۰ پوچ ساز، تعریف: ۱۲۱ .۳

ͬ شود: م تعریف زیر بە صورت ͬ شود، م داده نمایش 𝑈۰ با که 𝑈 پوچ ساز ،𝑈 ⊆ 𝑉 برای

𝑈۰ = {𝜑 ∈ 𝑉 ′ ∶ 𝜑(𝑢) = ۰ 𝑢 ∈ 𝑈 هر .{برای

پوچ ساز ͷی عضو مثال: ۱۲۲ .۳

ͬ باشد. م 𝑥۲ چندجملە ای مضارب شامل که است 𝒫(𝐑) از زیرفضایی 𝑈 کنید فرض
است، شده تعریف 𝜑(𝑝) = 𝑝′(۰) توسط که باشد 𝒫(𝐑) روی خطͬ تابعک ͷی 𝜑 اگر

.𝜑 ∈ 𝑈۰ آن گاه

فضای به 𝑈۰ نتیجه در است. 𝑉 ′ دوگان فضای زیرمجموعۀ ͷی ،𝑈۰ پوچ ساز ،𝑈 ⊆ 𝑉 برای

بود. خواهد دقیق تر آن برای 𝑈۰
𝑉 مانند نمادی ازاین رو و دارد بستگͬ ͬ باشد، م 𝑈 شامل که برداری

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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سادە تر نمادگذاری از بنابراین و است مشخص متن از همواره شامل، برداری فضای اینحال، با

ͬ کنیم. م استفاده 𝑈۰

𝐑۵ از دوبعدی زیرفضای ͷی پوچ ساز مثال: ۱۲۳ .۳

کنید فرض و ͬ باشد م 𝐑۵ استاندارد پایۀ نشان دهندۀ ،𝑒۵ ،𝑒۴ ،𝑒۳ ،𝑒۲ ،𝑒۱ کنید فرض
فرض است. 𝑒۵ ،𝑒۴ ،𝑒۳ ،𝑒۲ ،𝑒۱ دوگان پایۀ نشان دهندۀ ،𝜑۱, 𝜑۲, 𝜑۳, 𝜑۴, 𝜑۵ ∈ (𝐑۵)′

کنید

𝑈 = span(𝑒۱, 𝑒۲) = {(𝑥۱, 𝑥۲, ۰, ۰, ۰) ∈ 𝐑۵ ∶ 𝑥۱, 𝑥۲ ∈ 𝐑}.

.𝑈۰ = span(𝜑۳, 𝜑۴, 𝜑۵) که دهیم نشان ͬ خواهیم م
را 𝑗ام مختص که است 𝐑۵ روی خطͬ تابعک ،𝜑𝑗 که ببینید) را ۱۱۳ .۳) آورید یاد به

.𝜑𝑗(𝑥۱, 𝑥۲, 𝑥۳, 𝑥۴, 𝑥۵) = 𝑥𝑗 ͬ کند: م انتخاب
بە طوری دارند، وجود 𝑐۳, 𝑐۴, 𝑐۵ ∈ 𝐑 آن گاه .𝜑 ∈ span(𝜑۳, 𝜑۴, 𝜑۵) کنید فرض ابتدا

آن گاه ,𝑥۱)؛ 𝑥۲, ۰, ۰, ۰) ∈ 𝑈 اگر .𝜑 = 𝑐۳𝜑۳ + 𝑐۴𝜑۴ + 𝑐۵𝜑۵ که

𝜑(𝑥۱, 𝑥۲, ۰, ۰, ۰) = (𝑐۳𝜑۳ + 𝑐۴𝜑۴ + 𝑐۵𝜑۵)(𝑥۱, 𝑥۲, ۰, ۰, ۰) = ۰.

.span(𝜑۳, 𝜑۴, 𝜑۵) ⊆ 𝑈۰ که دادە ایم نشان نتیجه در .𝜑 ∈ 𝑈۰ ازاین رو
پایۀ ͷی دوگان پایۀ چون .𝜑 ∈ 𝑈۰ کنید فرض دیͽر، جهت در شمول دادن نشان برای

که بە طوری دارند، وجود 𝑐۱, 𝑐۲, 𝑐۳, 𝑐۴, 𝑐۵ ∈ 𝐑 است، (𝐑۵)′

داریم ،𝜑 ∈ 𝑈۰ و 𝑒۱ ∈ 𝑈 چون .𝜑 = 𝑐۱𝜑۱ + 𝑐۲𝜑۲ + 𝑐۳𝜑۳ + 𝑐۴𝜑۴ + 𝑐۵𝜑۵

۰ = 𝜑(𝑒۱) = (𝑐۱𝜑۱ + 𝑐۲𝜑۲ + 𝑐۳𝜑۳ + 𝑐۴𝜑۴ + 𝑐۵𝜑۵)(𝑒۱) = 𝑐۱.

بنابراین .𝜑 = 𝑐۳𝜑۳ +𝑐۴𝜑۴ +𝑐۵𝜑۵ ازاین رو .𝑐۲ = ۰ پس و 𝑒۲ ∈ 𝑈 مشابه، بە طور
.𝑈۰ ⊆ span(𝜑۳, 𝜑۴, 𝜑۵) ͬ دهد م نشان که 𝜑 ∈ span(𝜑۳, 𝜑۴, 𝜑۵)

.𝑈۰ = span(𝜑۳, 𝜑۴, 𝜑۵) داریم نتیجه در

است زیرفضا ͷی پوچ ساز، ۱۲۴ .۳

است. 𝑉 ′ زیرفضای ͷی 𝑈۰ آن گاه .𝑈 ⊆ 𝑉 کنید فرض

با برابر شود، اعمال 𝑈 در بردار هر به صفر خطͬ تابعک زیرا است)، 𝑉 روی صفر خطͬ تابعک ،۰ اینجا (در ۰ ∈ 𝑈۰ که کنید توجه اثبات

ͬ شود. م ۰ ∈ 𝐅
آن گاه ،𝑢 ∈ 𝑈 اگر .𝜑(𝑢) = 𝜓(𝑢) = ۰ داریم ،𝑢 ∈ 𝑈 هر برای و 𝜑,𝜓 ∈ 𝑉 ′ بنابراین .𝜑,𝜓 ∈ 𝑈۰ کنید فرض

(𝜑 + 𝜓)(𝑢) = 𝜑(𝑢) + 𝜓(𝑢) = ۰+ ۰ = ۰.

.𝜑 + 𝜓 ∈ 𝑈۰ ازاین رو

■ است. 𝑉 ′ زیرفضای ͷی 𝑈۰ که ͬ دهد م نشان ۳۴ .۱ بنابراین است. بسته اسͺالر ضرب تحت 𝑈۰ مشابه، بە طور

این مثال، برای ͬ باشد. م ⅾiⅿ𝑈 و ⅾiⅿ𝑉 تفاضل ،ⅾiⅿ𝑈۰ که ͬ دهد م نشان بعدی نتیجۀ

،۱۲۳ .۳ مثال مانند آن گاه باشد، 𝐑۵ از دوبعدی زیرفضای ͷی 𝑈 اگر که ͬ دهد م نشان موضوع

است. (𝐑۵)′ از سە بعدی زیرفضای ͷی 𝑈۰

𝑢۱,… , 𝑢𝑚 پایۀ ͷی کرد: اثبات ۱۲۳ .۳ مثال الͽوی از تبعیت به ͬ توان م را بعدی نتیجۀ

کنید فرض دهید، گسترش 𝑉 از 𝑢۱,… , 𝑢𝑚,… , 𝑢𝑛 پایۀ ͷی به را آن کنید، انتخاب 𝑈 از

𝑈۰ پایۀ ͷی 𝜑𝑚+۱,… , 𝜑𝑛 دهید نشان سپس و باشد 𝑉 ′ دوگان پایۀ 𝜑۱,… , 𝜑𝑚,… , 𝜑𝑛

کنید، کامل شد، بیان کلͬ بە صورت که را اثباتͬ باید شما شود. حاصل مطلوب نتیجه تا است

ͬ کنیم. م ارائه را سادە تری اثبات اینجا در گرچه

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



دوگانͬ ۶ −۳۹۳

پوچ ساز بعد ۱۲۵ .۳

آن گاه است. 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈 و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض

ⅾiⅿ𝑈۰ = ⅾiⅿ𝑉 − ⅾiⅿ𝑈.

از خطͬ نگاشت ͷی 𝑖′ بنابراین ͬ شود. م تعریف 𝑖(𝑢) = 𝑢 توسط 𝑢 ∈ 𝑈 هر برای که باشد شمول نگاشت 𝑖 ∈ ℒ(𝑈, 𝑉 ) کنید فرض اثبات

که ͬ دهد م نشان 𝑖′ بر اعمال با (۲۱ .۳) خطͬ نگاشت های اساسͬ قضیۀ است. 𝑈 ′ به 𝑉 ′

ⅾiⅿ range 𝑖′ + ⅾiⅿ nuⅼⅼ 𝑖′ = ⅾiⅿ𝑉 ′.

بالا معادلۀ ͬ توانیم م بنابراین .(۱۱۱ .۳ (طبق ⅾiⅿ𝑉 ′ = ⅾiⅿ𝑉 و کرد) مشاهده ͬ توان م تعریف ها در تأمل با (چنان که nuⅼⅼ 𝑖′ = 𝑈۰ بااین حال

کنیم: بازنویسͬ زیر بە صورت را

ⅾiⅿ range 𝑖′ + ⅾiⅿ𝑈۰ = ⅾiⅿ𝑉 . (۱۲۶ .۳)

نشان 𝑖′ تعریف ببینید). را ۱ −۳ بخش از ۱۳ تمرین مثال، (برای داد گسترش 𝑉 روی 𝜓 خطͬ تابعک ͷی به ͬ توان م را 𝜑 آن گاه ،𝜑 ∈ 𝑈 ′ اگر

نتیجه در .range 𝑖′ = 𝑈 ′ یعنͬ که ،𝜑 ∈ range 𝑖′ ازاین رو .𝑖′(𝜓) = 𝜑 که ͬ دهد م

ⅾiⅿ range 𝑖′ = ⅾiⅿ𝑈 ′ = ⅾiⅿ𝑈,

■ است. مطلوب چنان که ͬ شود، م تبدیل ⅾiⅿ𝑈 + ⅾiⅿ𝑈۰ = ⅾiⅿ𝑉 معادلۀ بە  ۱۲۶ .۳ سپس و

یا زیرمجموعه ͷی شمول، نگاشت مترجمان:
در آن، عضوهای در تغییر بدون را، برداری زیرفضای
عضو هر دیͽر، بیان بە  ͬ دهد. م قرار بزرگ تر فضای

بە  عنوان را آن ولͬ ͬ کند، م نگاشت خودش به را
ͬ گیرد. م نظر در بزرگ تر فضای از عضوی

حد تا زیرفضا ͷی که باشد موضوع این دادن نشان برای مفیدی ابزار ͬ تواند م بعدی نتیجۀ

ͷکوچ ممͺن حد تا زیرفضا ͷی اینکه دادن نشان برای ببینید–یا را (ا) است–بند بزرگ ممͺن

ببینید. را است–بند(ب)

فضا کل یا {۰} با پوچ ساز بودن برابر شرط ۱۲۷ .۳

آن گاه است. 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈 و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض
؛ 𝑈۰ = {۰} ⟺ 𝑈 = 𝑉 (ا)

. 𝑈۰ = 𝑉 ′ ⟺ 𝑈 = {۰} (ب)

داریم (ا) اثبات یرای اثبات

𝑈۰ = {۰} ⟺ ⅾiⅿ𝑈۰ = ۰

⟺ ⅾiⅿ𝑈 = ⅾiⅿ𝑉

⟺ 𝑈 = 𝑉 ,

ͬ شوند. م نتیجه ۳۹ .۲ از سوم هم ارزی و ۱۲۵ .۳ از دوم هم ارزی آن، در که

داریم (ب) اثبات برای مشابه، بە طور

𝑈۰ = 𝑉 ′ ⟺ ⅾiⅿ𝑈۰ = ⅾiⅿ𝑉 ′

⟺ ⅾiⅿ𝑈۰ = ⅾiⅿ𝑉

⟺ ⅾiⅿ𝑈 = ۰

⟺ 𝑈 = {۰},

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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■ ͬ شوند. م نتیجه ۱۲۵ .۳ از سوم هم ارزی و ۱۱۱ .۳ از دوم هم ارزی ،۳۹ .۲ از اول هم ارزی جهت ͷی آن، در که

ͬ باشد. نم هستند، متناهͬ بعد با 𝑊 و 𝑉 که فرض این براساس بعدی، نتیجۀ در (ا) اثبات

𝑇 ′ پوچ فضای ۱۲۸ .۳

آن گاه .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) و باشند متناهͬ بعد با 𝑊 و 𝑉 کنید فرض
؛ nuⅼⅼ𝑇 ′ = (range𝑇 )۰ (ا)

. ⅾiⅿ nuⅼⅼ𝑇 ′ = ⅾiⅿ nuⅼⅼ𝑇 + ⅾiⅿ𝑊 − ⅾiⅿ𝑉 (ب)

اثبات

بنابراین .۰ = 𝑇 ′(𝜑) = 𝜑 ∘ 𝑇 ازاین رو .𝜑 ∈ nuⅼⅼ𝑇 ′ کنید فرض ابتدا (ا)

۰ = (𝜑 ∘ 𝑇 )(𝑣) = 𝜑(𝑇𝑣) 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای .

.𝜑 ∈ (range𝑇 )۰ کنید فرض اکنون عکس، جهت در شمول اثبات برای .nuⅼⅼ𝑇 ′ ⊆ (range𝑇 )۰ یعنͬ این .𝜑 ∈ (range𝑇 )۰ پس

ͬ دهد م نشان که 𝜑 ∈ nuⅼⅼ𝑇 ′ دیͽر بیان به .۰ = 𝜑 ∘ 𝑇 = 𝑇 ′(𝜑) نتیجه در .𝜑(𝑇𝑣) = ۰ داریم 𝑣 ∈ 𝑉 بردار هر برای بنابراین

(ا). اثبات تکمیل و (range𝑇 )۰ ⊆ nuⅼⅼ𝑇 ′

داریم (ب)

ⅾiⅿ nuⅼⅼ𝑇 ′ = ⅾiⅿ(range𝑇 )۰

= ⅾiⅿ𝑊 − ⅾiⅿ range𝑇

= ⅾiⅿ𝑊 − (ⅾiⅿ𝑉 − ⅾiⅿ nuⅼⅼ𝑇 )

= ⅾiⅿ nuⅼⅼ𝑇 + ⅾiⅿ𝑊 − ⅾiⅿ𝑉 ,

■ ͬ شوند. م نتیجه (۲۱ .۳) خطͬ نگاشت های اساسͬ قضیۀ از سوم تساوی و ،۱۲۵ .۳ از دوم تساوی (ا)، از اول تساوی آن در که

مستقیم̧ دادن نشان از ،𝑇 ′ بودن ͷبە ی ͷی بررسͬ بعضا چراکه باشد، مفید ͬ تواند م بعدی نتیجۀ

است. آسان تر ،𝑇 بودن پوشا

است 𝑇 ′ بودن ͷبە ی ͷی با معادل ،𝑇 بودن پوشا ۱۲۹ .۳

آن گاه .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) و هستند متناهͬ بعد با 𝑊 و 𝑉 کنید فرض

𝑇 است پوشا ⟺ 𝑇 است′ ͷبە ی ͷی .

داریم اثبات

است پوشا 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) ⟺ range𝑇 = 𝑊

⟺ (range𝑇 )۰ = {۰}

⟺ nuⅼⅼ𝑇 ′ = {۰}

⟺ است ͷبە ی ͷی 𝑇 ′,

■ ͬ شوند. م نتیجه ۳. ۱۲۸(ا) از سوم هم ارزی و ۳. ۱۲۷(ا) از دوم هم ارزی آن، در که

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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𝑇 ′ برد ۱۳۰ .۳

آن گاه .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) و هستند متناهͬ بعد با 𝑊 و 𝑉 کنید فرض
؛ ⅾiⅿ range𝑇 ′ = ⅾiⅿ range𝑇 (ا)

. range𝑇 ′ = (nuⅼⅼ𝑇 )۰ (ب)

اثبات

داریم (ا)

ⅾiⅿ range𝑇 ′ = ⅾiⅿ𝑊 ′ − ⅾiⅿ nuⅼⅼ𝑇 ′

= ⅾiⅿ𝑊 − ⅾiⅿ(range𝑇 )۰

= ⅾiⅿ range𝑇 ,

ͬ شوند. م نتیجه ۱۲۵ .۳ از سوم تساوی و ۳. ۱۲۸(ا) و ۱۱۱ .۳ از دوم تساوی ،۲۱ .۳ از اول تساوی آن، در که

آن گاه ،𝑣 ∈ nuⅼⅼ𝑇 اگر .𝜑 = 𝑇 ′(𝜓) که بە طوری دارد، وجود 𝜓 ∈ 𝑊 ′ بنابراین .𝜑 ∈ range𝑇 ′ کنید فرض ابتدا (ب)

𝜑(𝑣) = (𝑇 ′(𝜓))𝑣 = (𝜓 ∘ 𝑇 )(𝑣) = 𝜓(𝑇𝑣) = 𝜓(۰) = ۰.

.range𝑇 ′ ⊆ (nuⅼⅼ𝑇 )۰ یعنͬ این .𝜑 ∈ (nuⅼⅼ𝑇 )۰ ازاین رو

که کنید توجه کار این انجام برای ͬ کنیم. م تکمیل هستند، یͺسانͬ بعد دارای (nuⅼⅼ𝑇 )۰ و range𝑇 ′ اینکه دادن نشان با را اثبات

ⅾiⅿ range𝑇 ′ = ⅾiⅿ range𝑇

= ⅾiⅿ𝑉 − ⅾiⅿ nuⅼⅼ𝑇

= ⅾiⅿ(nuⅼⅼ𝑇 )۰,

■ ͬ شوند. م نتیجه ۱۲۵ .۳ از سوم تساوی و ۲۱ .۳ از دوم تساوی (ا)، بند از اول تساوی آن، در که

شود. مقایسه ۱۲۹ .۳ با باید بعدی نتیجه

است 𝑇 ′ بودن پوشا با معادل ،𝑇 بودن ͷبە ی ͷی ۱۳۱ .۳

آن گاه .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) و باشد متناهͬ بعد با 𝑊 و 𝑉 کنید فرض

است ͷبە ی ͷی 𝑇 ⟺ است پوشا 𝑇 ′.

داریم اثبات

است ͷبە ی ͷی 𝑇 ⟺ nuⅼⅼ𝑇 = {۰}

⟺ (nuⅼⅼ𝑇 )۰ = 𝑉 ′

⟺ range𝑇 ′ = 𝑉 ′,

■ ͬ شوند. م نتیجه ۳. ۱۳۰(ب) از سوم هم ارزی و ۳. ۱۲۷(ب) از دوم هم ارزی آن، در که

خطͬ نگاشت دوگانِ ماتریس

دوگان پایۀ بە همراه 𝑉 پایۀ ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 که است این بر فرض بعدی، نتیجۀ شرایط برای

آن دوگان پایۀ بە همراه 𝑊 پایۀ ͷی 𝑤۱,… ,𝑤𝑚 همچنین، باشند. 𝑉 ′ در 𝜑۱,… , 𝜑𝑛 آن

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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شد، اشاره 𝑊 و 𝑉 از که پایە هایی به نسبت ℳ(𝑇) بنابراین باشند. 𝑊 ′ در 𝜓۱,… , 𝜓𝑚

ͬ شود. م محاسبه شد، اشاره 𝑉 ′ و 𝑊 ′ از که دوگان پایە های به نسبت ℳ(𝑇 ′) و ͬ شود م محاسبه

دارد. به دنبال را زیر زیبای نتیجۀ پایە ها، این از استفاده

است 𝑇 ماتریس ترانهادۀ ،𝑇 ′ ماتریس ۱۳۲ .۳

آن گاه .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) و باشند متناهͬ بعد با 𝑊 و 𝑉 کنید فرض

ℳ(𝑇 ′) = (ℳ(𝑇))t .

.۱ ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 و ۱ ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 کنید فرض .𝐶 = ℳ(𝑇 ′) و 𝐴 = ℳ(𝑇) کنید فرض اثبات

داریم ℳ(𝑇 ′) تعریف از

𝑇 ′(𝜓𝑗) =
𝑛

∑
𝑟=۱

𝐶𝑟,𝑗𝜑𝑟.

داریم ،𝑣𝑘 بر بالا معادلۀ طرف دو هر اعمال با بنابراین .𝜓𝑗 ∘ 𝑇 با است برابر بالا معادلۀ چپ سمت

(𝜓𝑗 ∘ 𝑇 )(𝑣𝑘) =
𝑛

∑
𝑟=۱

𝐶𝑟,𝑗𝜑𝑟(𝑣𝑘)

= 𝐶𝑘,𝑗.

داریم همچنین

(𝜓𝑗 ∘ 𝑇 )(𝑣𝑘) = 𝜓𝑗(𝑇 𝑣𝑘)

= 𝜓𝑗(
𝑚
∑
𝑟=۱

𝐴𝑟,𝑘𝑤𝑟)

=
𝑚
∑
𝑟=۱

𝐴𝑟,𝑘𝜓𝑗(𝑤𝑟)

= 𝐴𝑗,𝑘.

چنان که ℳ(𝑇؛ ′) = (ℳ(𝑇))t
دیͽر بیان به .𝐶 = 𝐴t نتیجه در .𝐶𝑘,𝑗 = 𝐴𝑗,𝑘 داریم معادلات، مجموعۀ دو آخرین خط˼ آخرین مقایسۀ با

■ ͬ باشد. م مطلوب

ماتریس، ͷی ستونͬ رتبۀ که دهیم ارائه جایͽزینͬ اثبات تا ͬ کنیم م استفاده دوگانͬ از اکنون

شده اثبات متفاوتͬ ابزارهای از استفاده با قبلا نتیجه این است. برابر ماتریس سطری رتبۀ با

ببینید. را ۵۷ .۳ است–

است سطری رتبۀ با برابر ستونͬ، رتبۀ ۱۳۳ .۳

است. برابر 𝐴 سطری رتبۀ با 𝐴 ستونͬ رتبۀ آن گاه .𝐴 ∈ 𝐅𝑚,𝑛 کنید. فرض

𝐅𝑛,۱ استاندارد پایە های به نسبت ℳ(𝑇) آن در که ℳ(𝑇) = 𝐴 بنابراین ͬ کنیم. م تعریف 𝑇𝑥 = 𝐴𝑥 توسط را 𝑇 ∶ 𝐅𝑛,۱ → 𝐅𝑚,۱ اثبات

اکنون است. شده محاسبه 𝐅𝑚,۱ و

𝐴 ستونͬ رتبۀ = ℳ(𝑇) ستونͬ رتبۀ

= ⅾiⅿ range𝑇

= ⅾiⅿ range𝑇 ′

= ℳ(𝑇 ′) ستونͬ رتبۀ

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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= 𝐴t ستونͬ رتبۀ

= 𝐴 سطری ,رتبۀ

سطری رتبۀ تعریف های از آخر تساوی و ۱۳۲ .۳ از پنجم تساوی ،۷۸ .۳ از چهارم تساوی ۳. ۱۳۰(ا)، از سوم تساوی ،۷۸ .۳ از دوم تساوی آن، در که

■ ͬ شوند. م نتیجه ستونͬ و

ببینید. را ۱ −۷ بخش از ۸ تمرین بالا، نتیجۀ از دیͽری جایͽزین اثبات برای

۶ −۳ تمرین های

است. صفر نگاشت یا ͬ باشد، م پوشا یا خطͬ تابعک هر چرا دهید توضیح ۱
دهید. ارائه 𝐑[۰,۱] روی خطͬ تابعک های از متمایز مثال سه ۲

.𝜑(𝑣) = ۱ که بە طوری دارد، وجود 𝜑 ∈ 𝑉 ′ کنید ثابت .𝑣 ≠ ۰ و 𝑣 ∈ 𝑉 و باشد متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۳
هر برای که بە طوری دارد، وجود 𝜑 ∈ 𝑉 ′ کنید ثابت .𝑈 ≠ 𝑉 که بە طوری باشد، 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈 و باشد متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۴

.𝜑 ≠ ۰ اما ،𝜑(𝑢) = ۰ داریم 𝑢 ∈ 𝑈
𝜑۱(𝑣),… , 𝜑𝑚(𝑣) یͺتای عددهای ،𝑣 ∈ 𝑉 هر برای نتیجه در باشد. range𝑇 پایۀ ͷی 𝑤۱,… ,𝑤𝑚 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض ۵

که بە طوری دارند، وجود
𝑇𝑣 = 𝜑۱(𝑣)𝑤۱ +⋯+ 𝜑𝑚(𝑣)𝑤𝑚,

است. 𝑉 روی خطͬ تابعک ͷی ،𝜑۱,… , 𝜑𝑚 توابع از ͷهری دهید نشان ͬ کنیم. م تعریف 𝐅 به 𝑉 از را 𝜑۱,… , 𝜑𝑚 توابع بە این ترتیب و
.𝛽 = 𝑐𝜑 که بە طوری دارد، وجود 𝑐 ∈ 𝐅 اگر تنها و اگر ،nuⅼⅼ𝜑 ⊆ nuⅼⅼ𝛽 کنید ثابت .𝜑, 𝛽 ∈ 𝑉 ′ کنید فرض ۶

هستند. یͷ ریخت برداری فضاهای 𝑉۱
′ ×⋯× 𝑉𝑚

′ و (𝑉۱ ×⋯× 𝑉𝑚)′ کنید ثابت باشند. برداری فضاهای 𝑉۱,… , 𝑉𝑚 کنید فرض ۷
توسط را Λ∶ 𝐅𝑛 → 𝑉 و Γ∶ 𝑉 → 𝐅𝑛 است. 𝑉 ′ دوگان پایۀ 𝜑۱,… , 𝜑𝑛 و است 𝑉 پایۀ ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 کنید فرض ۸

Γ(𝑣) = (𝜑۱(𝑣),… , 𝜑𝑛(𝑣)) و Λ(𝑎۱,… , 𝑎𝑛) = 𝑎۱𝑣۱ +⋯+ 𝑎𝑛𝑣𝑛

هستند. یͺدیͽر وارون Λ و Γ چرا دهید توضیح ͬ کنیم. م تعریف
آن در که است 𝒫𝑚(𝐑) از ۱, 𝑥,… , 𝑥𝑚 پایۀ دوگان پایۀ ،𝜑۰, 𝜑۱,… , 𝜑𝑚 دهید نشان است. مثبت صحیح عدد ͷی 𝑚 کنید فرض ۹

𝜑𝑘(𝑝) =
𝑝(𝑘)(۰)

𝑘! .

است. 𝑝 همان 𝑝 ۰ام مشتق که فرض این با ͬ باشد، م 𝑝 𝑘ام مشتق نشان دهندۀ 𝑝(𝑘) اینجا در

است. مثبت صحیح عدد ͷی 𝑚 کنید فرض ۱۰
است. 𝒫𝑚(𝐑) پایۀ ͷی ۱, 𝑥 − ۵,… , (𝑥 − ۵)𝑚 دهید نشان (ا)

چیست؟ (ا) در پایه دوگان پایۀ (ب)
کنید ثابت .𝜓 ∈ 𝑉 ′ کنید فرض است. 𝑉 ′ در آن متناظر دوگان پایۀ ،𝜑۱,… , 𝜑𝑛 و است 𝑉 پایۀ ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 کنید فرض ۱۱

𝜓 = 𝜓(𝑣۱)𝜑۱ +⋯+ 𝜓(𝑣𝑛)𝜑𝑛.

.𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض ۱۲
.(𝑆 + 𝑇)′ = 𝑆′ + 𝑇 ′ کنید ثابت (ا)

.(𝜆𝑇 )′ = 𝜆𝑇 ′ داریم 𝜆 ∈ 𝐅 هر برای کنید ثابت (ب)

کنید. بررسͬ را ۱۲۰ .۳ در (ب) و (ا) ͬ خواهد م شما از تمرین این

است. 𝑉 ′ روی همانͬ عملͽر ،𝑉 روی همانͬ عملͽر دوگان نگاشت دهید نشان ۱۳
بە صورت را 𝑇 ∶ 𝐑۳ → 𝐑۲ ۱۴

𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (۴𝑥 + ۵𝑦 + ۶𝑧, ۷𝑥 + ۸𝑦 + ۹𝑧)
𝐑۳ استاندارد پایۀ دوگان پایۀ نشان دهندۀ 𝜓۱, 𝜓۲, 𝜓۳ و باشند 𝐑۲ استاندار پایۀ دوگان پایۀ نشان دهندۀ 𝜑۱, 𝜑۲ کنید فرض ͬ کنیم. م تعریف

باشند.
دهید. شرح را 𝑇 ′(𝜑۲) و 𝑇 ′(𝜑۱) خطͬ تابعک های (ا)

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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بنویسید. 𝜓۱, 𝜓۲, 𝜓۳ خطͬ ترکیبات بە صورت را 𝑇 ′(𝜑۲) و 𝑇 ′(𝜑۱) (ب)
بە صورت 𝑥 ∈ 𝐑 هر برای را 𝑇 ∶ 𝒫(𝐑) → 𝒫(𝐑) ۱۵

(𝑇𝑝)(𝑥) = 𝑥۲𝑝(𝑥) + 𝑝″(𝑥)

ͬ کنیم. م تعریف
دهید. شرح را 𝒫(𝐑) روی 𝑇 ′(𝜑) خطͬ تابعک شود. تعریف 𝜑(𝑝) = 𝑝′(۴) توسط 𝜑 ∈ 𝒫(𝐑)′ کنید فرض (ا)

کنید. محاسبه را (𝑇 ′(𝜑)) (𝑥۳) شود. تعریف 𝜑(𝑝) = ∫۱
۰ 𝑝 توسط 𝜑 ∈ 𝒫(𝐑)′ کنید فرض (ب)

کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) و است متناهͬ بعد با 𝑊 کنید فرض ۱۶

𝑇 ′ = ۰ ⟺ 𝑇 = ۰.

وارون پذیر 𝑇 ′ ∈ ℒ(𝑊 ′, 𝑉 ′) اگر تنها و اگر است، وارون پذیر 𝑇 کنید ثایت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) و هستند متناهͬ بعد با 𝑊 و 𝑉 کنید فرض ۱۷
باشد.

از یͷ ریختͬ ͷی ͬ برد، م 𝑇 ′ ∈ ℒ(𝑊 ′, 𝑉 ′) به را 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) که نگاشتͬ کنید ثابت باشند. متناهͬ بعد با 𝑊 و 𝑉 کنید فرض ۱۸
است. ℒ(𝑊 ′, 𝑉 ′) روی بر ℒ(𝑉 ,𝑊)

داریم چرا دهید توضیح .𝑈 ⊆ 𝑉 کنید فرض ۱۹

𝑈۰ = {𝜑 ∈ 𝑉 ′ ∶ 𝑈 ⊆ nuⅼⅼ𝜑}.

دهید نشان است. 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈 و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۲۰

𝑈 = {𝑣 ∈ 𝑉 ∶ 𝜑(𝑣) = ۰ 𝜑 ∈ 𝑈۰هر .{برای

هستند. 𝑉 زیرفضاهای 𝑊 و 𝑈 و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۲۱
.𝑈 ⊆ 𝑊 اگر تنها و اگر ،𝑊 ۰ ⊆ 𝑈۰ کنید ثابت (ا)
.𝑈 = 𝑊 اگر تنها و اگر ،𝑊 ۰ = 𝑈۰ کنید ثابت (ب)

هستند. 𝑉 زیرفضاهای 𝑊 و 𝑈 و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۲۲
.(𝑈 +𝑊)۰ = 𝑈۰ ∩𝑊 ۰ دهید نشان (ا)
.(𝑈 ∩𝑊)۰ = 𝑈۰ +𝑊 ۰ دهید نشان (ب)

هستند. برابر هم با زیر مجموعۀ سه کنید ثابت .𝜑۱,… , 𝜑𝑚 ∈ 𝑉 ′ و باشد متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۲۳
span(𝜑۱,… , 𝜑𝑚) (ا)

((nuⅼⅼ𝜑۱) ∩ ⋯ ∩ (nuⅼⅼ𝜑𝑚))۰ (ب)
{𝜑 ∈ 𝑉 ′ ∶ (nuⅼⅼ𝜑۱) ∩ ⋯ ∩ (nuⅼⅼ𝜑𝑚) ⊆ nuⅼⅼ𝜑} (ج)

تعریف Γ(𝜑) = (𝜑(𝑣۱),… , 𝜑(𝑣𝑚)) توسط را Γ∶ 𝑉 ′ → 𝐅𝑚 خطͬ نگاشت .𝑣۱,… , 𝑣𝑚 ∈ 𝑉 و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۲۴
ͬ کنیم. م

باشد. ͷبە ی ͷی Γ اگر تنها و اگر است، 𝑉 مولد 𝑣۱,… , 𝑣𝑚 کنید ثابت (ا)
باشد. پوشا Γ اگر تنها و اگر است، خطͬ مستقل 𝑣۱,… , 𝑣𝑚 کنید ثابت (ب)

تعریف Γ(𝑣) = (𝜑۱(𝑣),… , 𝜑𝑚(𝑣)) توسط را Γ∶ 𝑉 → 𝐅𝑚 خطͬ نگاشت .𝜑۱,… , 𝜑𝑚 ∈ 𝑉 ′ و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۲۵
ͬ کنیم. م

باشد. ͷبە ی ͷی Γ اگر تنها و اگر است، 𝑉 ′ مولد 𝜑۱,… , 𝜑𝑚 کنید ثابت (ا)

باشد. پوشا Γ اگر تنها و اگر است، خطͬ مستقل 𝜑۱,… , 𝜑𝑚 کنید ثابت (ب)
کنید ثابت است. 𝑉 ′ زیرفضای ͷی Ω و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۲۶

Ω = {𝑣 ∈ 𝑉 ∶ 𝜑(𝑣) = ۰ 𝜑 ∈ Ω هر .۰{برای

تعریف 𝜑(𝑝) = 𝑝(۸) توسط که است 𝒫۵(𝐑) روی خطͬ تابعک ͷی 𝜑 آن در که ،nuⅼⅼ𝑇 ′ = span(𝜑) و 𝑇 ∈ ℒ(𝒫۵(𝐑)) کنید فرض ۲۷
کنید ثابت است. شده

range𝑇 = {𝑝 ∈ 𝒫۵(𝐑) ∶ 𝑝(۸) = ۰}.
کنید ثابت است. 𝑉 ′ در خطͬ مستقل لیست ͷی 𝜑۱,… , 𝜑𝑚 و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۲۸

ⅾiⅿ ((nuⅼⅼ𝜑۱) ∩ ⋯ ∩ (nuⅼⅼ𝜑𝑚)) = (ⅾiⅿ𝑉 ) −𝑚.

.𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) و هستند متناهͬ بعد با 𝑊 و 𝑉 کنید فرض ۲۹

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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.range𝑇 = nuⅼⅼ𝜑 آن گاه ،nuⅼⅼ𝑇 ′ = span(𝜑) و 𝜑 ∈ 𝑊 ′ اگر کنید ثابت (ا)
.nuⅼⅼ𝑇 = nuⅼⅼ𝜓 آن گاه ،range𝑇 ′ = span(𝜓) و 𝜓 ∈ 𝑉 ′ اگر کنید ثابت (ب)

است. 𝜑۱,… , 𝜑𝑛 آن دوگان پایۀ که دارد وجود 𝑉 از پایە ای دهید نشان باشد. 𝑉 ′ پایۀ ͷی 𝜑۱,… , 𝜑𝑛 و باشد متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۳۰
بنابراین ͬ شود. م تعریف 𝑖(𝑢) = 𝑢 توسط که باشد شمول نگاشت 𝑖 ∶ 𝑈 → 𝑉 کنید فرض است. 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈 کنید فرض ۳۱

.𝑖′ ∈ ℒ(𝑉 ′, 𝑈 ′)
.nuⅼⅼ 𝑖′ = 𝑈۰ دهید نشان (ا)

.range 𝑖′ = 𝑈 ′ آن گاه باشد، متناهͬ بعد با 𝑉 اگر کنید ثابت (ب)
است. 𝑈 ′ روی بر 𝑉 ′/𝑈۰ از یͷ ریختͬ ͷی ̃𝑖′ آن گاه باشد، متناهͬ بعد با 𝑉 اگر کنید ثابت (ج)

نیست. وابسته پایه از انتخابی به برداری، فضاهای از ͷهیچ ی در که ازاین نظر است، طبیعͬ (ج) بند در یͷ ریختͬ

هر برای .𝑉 ″ = (𝑉 ′)′ دیͽر بیان به ͬ شود. م تعریف 𝑉 ′ دوگان فضای بە صورت ͬ دهیم، م نشان 𝑉 ″ با که 𝑉 مضاعف دوگان فضای ۳۲
ͬ کنیم: م تعریف زیر بە صورت را Λ∶ 𝑉 → 𝑉 ″ ،𝜑 ∈ 𝑉 ′ هر برای و 𝑣 ∈ 𝑉

(Λ𝑣)(𝜑) = 𝜑(𝑣).

است. 𝑉 ″ به 𝑉 از خطͬ نگاشت ͷی Λ دهید نشان (ا)
.𝑇 ″ = (𝑇 ′)′ آن در که 𝑇 ″ ∘ Λ = Λ ∘ 𝑇 آن گاه 𝑇؛ ∈ ℒ(𝑉 ) اگر دهید نشان (ب)

است. 𝑉 ″ روی بر 𝑉 از یͷ ریختͬ ͷی Λ آن گاه باشد، متناهͬ بعد با 𝑉 اگر دهید نشان (ج)

𝑉 پایۀ ͷی انتخاب مستلزم عموما ،𝑉 ′ روی بر 𝑉 از یͷ ریختͬ ͷی یافتن ولͬ هستند، یͷ ریخت 𝑉 ′ و 𝑉 آن گاه است. متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض
ͬ شود. م گرفته نظر در ͬ تر طبیع ازاین رو و نیست پایه برای انتخابی مستلزم ،𝑉 ″ روی بر 𝑉 از Λ یͷ ریختͬ مقابل، در است.

.𝜋′ ∈ ℒ((𝑉/𝑈)′, 𝑉 ′) بنابراین باشد. معمول خارج قسمتͬ نگاشت ،𝜋 ∶ 𝑉 → 𝑉/𝑈 کنید فرض باشد. 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈 کنید فرض ۳۳
است. ͷبە ی ͷی 𝜋′ دهید نشان (ا)
.range𝜋′ = 𝑈۰ دهید نشان (ب)

است. 𝑈۰ روی بر (𝑉/𝑈)′ از یͷ ریختͬ ͷی 𝜋′ که بͽیرید نتیجه (ج)

ͬ بر مبن فرضͬ هیچ این جا در واقع، در نیست. وابسته برداری فضاهای این از ͷهیچ ی در پایه انتخاب به که ازاین نظر است؛ طبیعͬ (ج) در یͷ ریختͬ
است. نشده گرفته نظر در باشند، متناهͬ بعد با فضاها این اینکه

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر





چند جملە ای ها ۴
ͷی از خطͬ نگاشت های بررسͬ برای که ͬ باشد م چندجملە ای ها دربارۀ مطالبی شامل فصل این

از احتمالا فصل این نتایج از بسیاری کرد. خواهیم استفاده آن ها از خودش، به برداری فضای

شدە اند. ذکر این جا در بودن کامل برای موارد آن بااین حال، هستند؛ آشنا شما برای دیͽر دروس

ممͺن کند. مرور را سریع آن است ممͺن شما استاد نیست، خطͬ جبر دربارۀ فصل این چون

حاصل اطمینان حتما بااین حال، کنید؛ بررسͬ دقت با را اثبات ها همۀ که نشود خواسته شما از است

بعدی فصل های در کنید–زیرا درک و بخوانید را فصل این نتایج همۀ گزارە های دست کم که کنید

شد. خواهند استفاده

ثابت سپس ͬ شود. م آغاز مختلط عددهای جبری خاصیت های بر کوتاه مروری با فصل این

همچنین باشد. بیشتر آن درجۀ از ͬ تواند نم ناثابت، چندجملە ای ͷی صفرهای تعداد که ͬ کنیم م

با قبلا اگر حتͬ که ͬ دهیم م ارائه چندجملە ای ها تقسیم الͽوریتم برای خطͬ جبر پایۀ بر اثباتͬ

است. ارزشمند آن خواندن ͬ کند، نم استفاده خطͬ جبر از که باشید آشنا اثباتͬ

درجۀ عوامل به چندجملە ای هر تجزیۀ به منجر جبر اساسͬ قضیۀ دید، خواهیم که همان طور

عوامل این باشد، 𝐑 اسͺالر میدان که درصورتͬ یا باشد، 𝐂 اسͺالر میدان اگر ͬ شود، م ͷی

بود. خواهند دو درجۀ از حداکثر

فصل این ثابت فرض های

است. 𝐂 یا 𝐑 نشان دهندۀ 𝐅 ●

خیام عمر شاعر، و ͬ دان ریاض مجسمۀ
۱۰۷۰ در که او جبر کتاب که ،(۱۱۳۱−۱۰۴۸)

روی بر جدی مطالعۀ نخستین بود، شده نوشته
ͬ شد. م شامل را درجۀ سوم چندجملە ای های
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چند جملە ای ها ۴ ۱۰۲

عددهای بارۀ در بیشتر کمͬ داریم نیاز مختلط، یا حقیقͬ ضرایب با چندجملە ای ها بحث از قبل

بیاموزیم. مختلط

معنͬ به reaⅼ مخفف بە ترتیب Iⅿ و Re مترجمان:
هستند. موهومͬ معنͬ به iⅿaginary و Iⅿحقیقͬ 𝑧 موهومͬ، قسمت ،Re 𝑧 حقیقͬ، قسمت تعریف: ۱ .۴

هستند. حقیقͬ عددهای 𝑏 و 𝑎 آن در که ،𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖 کنید فرض
ͬ شود. م تعریف Re 𝑧 = 𝑎 توسط ͬ شود، م داده نشان Re 𝑧 با که 𝑧 حقیقͬ قسمت ●

ͬ شود. م تعریف Iⅿ 𝑧 = 𝑏 توسط ͬ شود، م داده نشان Iⅿ 𝑧 با که 𝑧 موهومͬ قسمت ●

داریم 𝑧 مختلط عدد هر برای نتیجه، در

𝑧 = Re 𝑧 + (Iⅿ 𝑧)𝑖.

|𝑧| قدر مطلق ، ، ̄𝑧 مختلط، مزدوج تعریف: ۲ .۴

.𝑧 ∈ 𝐂 کنید فرض
ͬ شود، م تعریف زیر بە صورت ͬ شود، م داده نشان ̄𝑧 با که 𝑧 ∈ 𝐂 مختلط مزدوج ●

̄𝑧 = Re 𝑧 − (Iⅿ 𝑧)𝑖.

ͬ شود: م تعریف زیر بە صورت ͬ شود، م داده نشان |𝑧| با که 𝑧 مختلط عدد ͷی قدر مطلق  ●

|𝑧| = √(Re 𝑧)۲ + (Iⅿ 𝑧)۲.

قدر مطلق  مختلط، مزدوج موهومͬ، و حقیقͬ قسمت مثال: ۳ .۴

آن گاه .𝑧 = ۳+ ۲𝑖 کنید فرض
Iⅿ؛ 𝑧 = ۲ و Re 𝑧 = ۳ ●

𝑧؛ = ۳− ۲𝑖 ●

.|𝑧| =
√
۳۲ + ۲۲ = √

۱۳ ●

همانندسازی ،(Re 𝑧, Iⅿ 𝑧) ∈ 𝐑۲ مرتب زوج با 𝑧 ∈ 𝐂 مختلط عدد ͷی همانند سازی

(که را 𝐂 ولͬ است؛ یͷ بعدی مختلط برداری فضای ͷی 𝐂 که کنید توجه است. 𝐑۲ با 𝐂
نظر در نیز دوبعدی حقیقͬ برداری فضای ͷی بە عنوان ͬ توان م است)، همانند سازی شده 𝐑۲ با

گرفت.

برابر |𝑧| آن گاه ،𝑧 ∈ 𝐂 اگر بە خصوص است. نامنفͬ عدد ͷی مختلط، عدد هر قدر مطلق 

.(Re 𝑧, Iⅿ 𝑧) ∈ 𝐑۲ نقطۀ تا 𝐑۲ در مبدأ از فاصله با است

فهرست شده خاصیت های دارای قدر مطلق ، و مختلط مزدوج موهومͬ، و حقیقͬ قسمت های

هستند. زیر چندبخشͬ نتیجۀ در

𝑧 اگر تنها و اگر ،𝑧 = ̄𝑧 که کنید بررسͬ باید شما
باشد. حقیقͬ عدد

مختلط عددهای خاصیت های ۴ .۴

برقرارند. زیر نامساوی های و تساوی ها آن گاه .𝑤, 𝑧 ∈ 𝐂 کنید فرض
̄𝑧 و 𝑧 حاصل جمع

.𝑧 + ̄𝑧 = ۲Re 𝑧
̄𝑧 و 𝑧 تفاضل

.𝑧 − ̄𝑧 = ۲(Iⅿ 𝑧)𝑖
̄𝑧 و 𝑧 حاصل ضرب

.𝑧 ̄𝑧 = |𝑧|۲

مختلط مزدوج بودن ضربی و بودن جمعͬ
.𝑤𝑧 = 𝑤̄ ̄𝑧 و 𝑤 + 𝑧 = 𝑤̄ + ̄𝑧

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



۱۰۳

مضاعف مختلط مزدوج
. ̄̄𝑧 = 𝑧

هستند کران دار |𝑧| توسط موهومͬ و حقیقͬ قسمت های
.|Iⅿ 𝑧| ≤ |𝑧| و |Re 𝑧| ≤ |𝑧|

مختلط مزدوج قدر مطلق 
.| ̄𝑧| = |𝑧|

قدرمطلق بودن ضربی
.|𝑤𝑧| = |𝑤| |𝑧|

مثلثͬ نامساوی
.|𝑤 + 𝑧| ≤ |𝑤| + |𝑧|

اثبات برای ͬ شود. م واگذار خواننده به بالا حͺم های معمول   ͬ بررس بالا، در آخر بند جز اثبات

داریم مثلثͬ نامساوی

|𝑤 + 𝑧|۲ = (𝑤 + 𝑧)(𝑤̄ + ̄𝑧)

= 𝑤𝑤̄ + 𝑧 ̄𝑧 + 𝑤 ̄𝑧 + 𝑧𝑤̄

= |𝑤|۲ + |𝑧|۲ +𝑤 ̄𝑧 + 𝑤 ̄𝑧

= |𝑤|۲ + |𝑧|۲ + ۲Re (𝑤 ̄𝑧)

≤ |𝑤|۲ + |𝑧|۲ + ۲ |𝑤 ̄𝑧|

= |𝑤|۲ + |𝑧|۲ + ۲ |𝑤| |𝑧|

= (|𝑤| + |𝑧|)۲.

■ ͬ شود. م حاصل |𝑤 + 𝑧| ≤ |𝑤| + |𝑧| نظر مد نامساوی دوم، ریشۀ گرفتن با اکنون

ͷی ضلع هر طول مثلثͬ: نامساوی هندسͬ تعبیر
طول های حاصل جمع با برابر یا از، کوچͷ تر مثلث،

است. دیͽر ضلع دو

ببینید. معکوس مثلثͬ نامساوی برای را ۲ تمرین

چند جملە ای ها صفر های

ضریب های اگر گویند، 𝑚 درجۀ از چندجملە ای ͷی را 𝑝 ∶ 𝐅 → 𝐅 تابع که ͬ شویم م یادآور

باشیم داشته 𝑧 ∈ 𝐅 هر برای که بە طوری ،𝑎𝑚 ≠ ۰ با باشند داشته وجود 𝑎۰,… , 𝑎𝑚 ∈ 𝐅

𝑝(𝑧) = 𝑎۰ + 𝑎۱𝑧 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑧𝑚.

نباشد. یͺتا بالا بە شͺل 𝑝 نمایش اگر باشد، داشته درجه ͷی از بیش ͬ تواند م چندجملە ای ͷی

نیست. ممͺن امر این دهیم نشان که است این ما وظیفۀ اولین

بازی 𝑝 ∈ 𝒫(𝐅) چندجملە ای ͷی مطالعۀ در مهمͬ نقش ،𝑝(𝑧) = ۰ معادلۀ جواب های

دارند. ویژه نام ͷی جواب ها این ازاین رو ͬ کنند. م

چندجملە ای ͷی صفر تعریف: ۵ .۴

اگر نامند، 𝑝 ∈ 𝒫(𝐅) چندجملە ای ͷی ریشۀ) (یا صفر را 𝜆 ∈ 𝐅 عدد

𝑝(𝜆) = ۰.

چندجملە ای، ͷی درجۀ دهیم نشان تا کرد خواهیم استفاده که است مهمͬ ابزار بعدی، نتیجۀ

ͬ باشد. م یͺتا

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



چند جملە ای ها ۴ ۱۰۴

است ͷدرجە ی عامل ͷی با متناظر چندجملە ای، ͷی صفر هر ۶ .۴

و اگر ،𝑝(𝜆) = ۰ آن گاه .𝜆 ∈ 𝐅 کنید فرض است. 𝑚 درجۀ از چندجملە ای ͷی 𝑝 ∈ 𝒫(𝐅) و است مثبت صحیح عدد ͷی 𝑚 کنید فرض
𝑧 ∈ 𝐅 هر برای که بە طوری باشد، داشته وجود 𝑚− ۱ درجۀ از 𝑞 ∈ 𝒫(𝐅) چندجملە ای اگر تنها

𝑝(𝑧) = (𝑧 − 𝜆)𝑞(𝑧).

،𝑧 ∈ 𝐅 هر برای که بە طوری ،𝑎۰, 𝑎۱,… , 𝑎𝑚 ∈ 𝐅 کنید فرض .𝑝(𝜆) = ۰ کنید فرض ابتدا اثبات

𝑝(𝑧) = 𝑎۰ + 𝑎۱𝑧 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑧𝑚.

داریم 𝑧 ∈ 𝐅 هر برای آن گاه

𝑝(𝑧) = 𝑝(𝑧) − 𝑝(𝜆) = 𝑎۱(𝑧 − 𝜆) + ⋯+ 𝑎𝑚(𝑧𝑚 − 𝜆𝑚). (۷ .۴)

معادلۀ ،𝑘 ∈ {۱,… ,𝑚} هر برای

𝑧𝑘 − 𝜆𝑘 = (𝑧 − 𝜆)
𝑘

∑
𝑗=۱

𝜆𝑗−۱𝑧𝑘−𝑗

ضرب در 𝑧 − 𝜆 با برابر 𝑝 که ͬ دهد م نشان ۷ .۴ بنابراین است. 𝑘− ۱ درجۀ از چندجملە ای ͷی ضرب در 𝑧 − 𝜆 با برابر 𝑧𝑘 − 𝜆𝑘 که ͬ دهد م نشان

ͬ باشد. م مطلوب چنان که است، 𝑚− ۱ درجۀ از چندجملە ای ͷی

داریم 𝑧 ∈ 𝐅 هر برای که بە طوری دارد، وجود 𝑞 ∈ 𝒫(𝐅) چندجملە ای ͷی که کنید فرض اکنون دیͽر، جهت در دلالت اثبات برای

■ است. مطلوب چنان که ،𝑝(𝜆) = (𝜆 − 𝜆)𝑞(𝜆) = ۰ آنکاه .𝑝(𝑧) = (𝑧 − 𝜆)𝑞(𝑧)

باشند. داشته صفر اندازه از بیش ͬ توانند نم چندجملە ای ها که کنیم ثابت ͬ توانیم م اکنون

صفر 𝑚 حداکثر یعنͬ 𝑚 درجۀ از ۸ .۴

دارد. 𝐅 در صفر 𝑚 حداکثر 𝑝 آن گاه است. 𝑚 درجۀ از چندجملە ای ͷی ،𝑝 ∈ 𝒫(𝐅) و است مثبت صحیح عدد ͷی 𝑚 کنید فرض

ͷی تنها 𝑎۰ + 𝑎۱𝑧 چندجملە ای آن گاه ،𝑎۱ ≠ ۰ اگر زیرا است، برقرار 𝑚 = ۱ برای مطلوب نتیجۀ ͬ کنیم. م استفاده 𝑚 روی استقرا از اثبات

است. برقرار 𝑚− ۱ برای مطلوب نتیجۀ و 𝑚 > ۱ کنید فرض ازاین رو است). −𝑎۰/𝑎۱ با برابر (که دارد صفر

،۶ .۴ براساس ͬ باشد. م 𝜆 ∈ 𝐅 در صفر ͷی دارای 𝑝 کنید فرض ازاین رو است. برقرار مطلوب نتیجۀ آن گاه باشد، نداشته 𝐅 در صفری 𝑝 اگر

داریم 𝑧 ∈ 𝐅 برای که بە طوری دارد، وجود 𝑚− ۱ درجۀ از 𝑞 ∈ 𝒫(𝐅) چندجملە ای

𝑝(𝑧) = (𝑧 − 𝜆)𝑞(𝑧).

𝐅 در 𝑞 صفرهای دقیقا ،𝐅 در 𝑝 صفرهای که ͬ دهد م نشان بالا معادلۀ باشد. 𝐅 در صفر 𝑚− ۱ دارای حداکثر 𝑞 که ͬ کند م ایجاب استقرا فرض

■ ͬ باشد. م 𝐅 در صفر 𝑚 دارای حداکثر 𝑝 نتیجه در ͬ باشند. م 𝜆 همراه به

اگر (زیرا ͬ شوند م تعیین یͺتا بە طور چندجملە ای ͷی ضرایب که است معنͬ این  به بالا نتیجۀ

چندجملە ای، از نمایش دو تفریق با آن گاه بود، متفاوت ضرایب مجموعه دو دارای چندجملە ای ͷی

ͷی درجۀ بە ویژه، ͬ شد). م حاصل ریشه بی نهایت با ولͬ غیرصفر، ضرایبی با چندجملە ای  ͷی

ͬ شود. م تعریف یͺتا بە طور چندجملە ای

نیازی تا ͬ شود م منظور −∞ درجۀ از ۰ چندجملە ای
مانند متعددی منطقͬ نتایج در استثناها به

نباشد. ⅾeg(𝑝𝑞) = ⅾeg𝑝 + ⅾeg 𝑞

از نیاز، در صورت ͬ شود. م تعریف −∞ بە صورت ۰ چندجملە ای درجۀ که بیاورید یاد به

داریم 𝑚 صحیح عدد هر برای مثال، بە عنوان کنید. استفاده −∞ با حساب متعارف قواعد

.−∞+𝑚 = −∞ و −∞ < 𝑚

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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چندجملە ای ها برای تقسیم الͽوریتم

𝑟 و 𝑞 غیرمنفͬ صحیح عددهای آن گاه ،𝑠 ≠ ۰ و باشند غیرمنفͬ صحیح عددهای 𝑠 و 𝑝 اگر

که بە طوری دارند، وجود

𝑝 = 𝑠𝑞 + 𝑟

دست به 𝑟 را باقیمانده و 𝑞 را خارج قسمت کرده، تقسیم 𝑠 بر را 𝑝 که بͽیرید نظر در .𝑟 < 𝑠 و

بعدی نتیجۀ ازاین رو ͬ دهد. م دست به چندجملە ای ها برای مشابه گزارە ای بعدی، نتیجۀ آوریم.

شده بیان اینجا در که همان گونه هرچند ͬ نامند، م چندجملە ای ها برای تقسیم الͽوریتم اغلب را

است. مفید نتیجۀ ͷی بلͺه نیست، الͽوریتم ͷی واقع در است،

نظر در چنین را چندجملە ای ها برای تقسیم الͽوریتم
چندجملە ای بر 𝑝 چندجملە ای تقسیم هنگام که بͽیرید

ͬ دهد. م دست به 𝑟 باقیمانده چندجملە ای ͷی ،𝑠

کرد. اثبات جبرخطͬ به نیازی گونه هر بدون ͬ توان م را چندجملە ای ها برای تقسیم الͽوریتم

خطͬ جبر فنون از اینجا در شده ارائه اثبات است، جبرخطͬ کتاب ͷی مناسب چنان که بااین حال،

𝑛)⁃بعدی + ۱) برداری فضای که ͬ برد م بهره 𝒫𝑛(𝐅) پایۀ ͷی از بە خوبی و ͬ کند م استفاده

ͬ باشد. م 𝑛 حداکثر درجۀ از و 𝐅 در ضرایب با چندجملە ای ها،

چندجملە ای ها برای تقسیم الͽوریتم ۹ .۴

که بە طوری دارند، وجود 𝑞, 𝑟 ∈ 𝒫(𝐅) یͺتای چندجملە ای های آن گاه .𝑠 ≠ ۰ و 𝑝, 𝑠 ∈ 𝒫(𝐅) کنید فرض

𝑝 = 𝑠𝑞 + 𝑟

.ⅾeg 𝑟 < ⅾeg 𝑠 و

،ⅾeg 𝑟 < ⅾeg 𝑠 آن در که 𝑝 = 𝑠𝑞 + 𝑟 نظر مورد معادلۀ آوردن دست به برای ،𝑛 < 𝑚 اگر .𝑚 = ⅾeg 𝑠 و 𝑛 = ⅾeg 𝑝 ͬ دهیم م قرار اثبات

.𝑛 ≥ 𝑚 که ͬ کنیم م فرض اکنون ازاین رو .𝑟 = 𝑝 و 𝑞 = ۰ دهید قرار

لیست

۱, 𝑧,… , 𝑧𝑚−۱, 𝑠, 𝑧𝑠,… , 𝑧𝑛−𝑚𝑠 (۱۰ .۴)

با برابر که است 𝑛 + ۱ طول به ۱۰ .۴ لیست همچنین دارد. متفاوتͬ درجۀ لیست این در چندجملە ای هر زیرا است، خطͬ مستقل 𝒫𝑛(𝐅) در

.(۳۸ .۲ (طبق است 𝒫𝑛(𝐅) پایۀ ͷی ۱۰ .۴ بنابراین ͬ باشد. م ⅾiⅿ𝒫𝑛(𝐅)
دارند، وجود 𝑏۰, 𝑏۱,… , 𝑏𝑛−𝑚 ∈ 𝐅 و 𝑎۰, 𝑎۱,… , 𝑎𝑚−۱ ∈ 𝐅 یͺتای ثابت مقدارهای است، 𝒫𝑛(𝐅) پایۀ ͷی ۱۰ .۴ و 𝑝 ∈ 𝒫𝑛(𝐅) چون

که بە طوری

𝑝 = 𝑎۰ + 𝑎۱𝑧 + ⋯ + 𝑎𝑚−۱𝑧𝑚−۱ + 𝑏۰𝑠 + 𝑏۱𝑧𝑠 + ⋯ + 𝑏𝑛−𝑚𝑧𝑛−𝑚𝑠 (۱۱ .۴)

= 𝑎۰ + 𝑎۱𝑧 + ⋯ + 𝑎𝑚−۱𝑧𝑚−۱⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑟

+ 𝑠(𝑏۰ + 𝑏۱𝑧 + ⋯ + 𝑏𝑛−𝑚𝑧𝑛−𝑚⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑞

).

است. مطلوب چنان که ،ⅾeg 𝑟 < ⅾeg 𝑠 آن در که نوشت 𝑝 = 𝑠𝑞 + 𝑟 بە صورت ͬ توان م را 𝑝 که ͬ کنیم م مشاهده بالا، تعریف براساس 𝑞 و 𝑟 با

𝑏۰, 𝑏۱,… , 𝑏𝑛−𝑚 ∈ 𝐅 و 𝑎۰, 𝑎۱,… , 𝑎𝑚−۱ ∈ 𝐅 ثابت مقدارهای یͺتایی از است، برقرار آن ها برای شرایط این که 𝑞, 𝑟 ∈ 𝒫(𝐅) یͺتایی

■ ͬ کنند. م صدق ۱۱ .۴ در که ͬ شود م نتیجه

𝐂 روی چندجملە ای ها تجزیۀ

ضرایب با چندجملە ای های و مختلط ضرایب با چندجملە ای های با هم زمان بە طور تاکنون ما

دو این تفاوت های به اکنون است. بوده 𝐂 یا 𝐑 نشان دهندۀ 𝐅 که داشتە ایم سروکار حقیقͬ

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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نتایج آن از سپس ͬ کنیم. م بررسͬ را مختلط ضرایب با چندجملە ای های ابتدا ͬ پردازیم. م حالت

ͬ کنیم. م استفاده حقیقͬ ضرایب با چندجملە ای ها دربارۀ متناظر نتایج اثبات برای

آن اثبات است. وجودی قضیۀ ͷی جبر، اساسͬ قضیۀ
ͬ شود. نم صفرها کردن پیدا برای روشͬ به منجر

برای را صفرها صریحا دوم، درجۀ فرمول
ͬ دهد. م دست به ۲ درجۀ از چندجملە ای ها

برای پیچیدە تری ولͬ مشابه، فرمول های
چنین دارند. وجود ۴ و ۳ درجۀ از چندجملە ای ها

بالاتر و ۵ درجۀ از چندجملە ای ها برای فرمول هایی
ندارند. وجود

پیوستۀ تابع ͷی که ͬ برد م بهره نتیجه این از ضمنͬ بە طور جبر اساسͬ قضیۀ از ما اثبات

اینترنتͬ جست وجوی با ͬ رسد. م کمینه مقدار ͷی به ،𝐑۲ در بسته ͷدیس ͷی روی ͬ مقدار حقیق

لیوویل قضیۀ ͬ بر مبتن اثبات یابید. دست جبر اساسͬ قضیۀ از دیͽر اثبات چندین به ͬ توانید م

اثبات های همۀ است. جالب هستند، راحت تحلیلͬ توابع با کسانͬ که برای بە ویژه (Ⅼiouviⅼⅼe)

درصورتͬ نتیجه این زیرا هستند، ریاضͬ آنالیز ابزارهای بە کارگیری از ناگزیر جبر اساسͬ قضیۀ

هستند، گویا عددهای 𝑑 و 𝑐 آن در که 𝑐 + 𝑑𝑖 بە صورت عددها مجموعۀ با مثال، برای را 𝐂 که

بود. نخواهد برقرار کنیم، جایͽزین

اول نسخۀ جبر، اساسͬ قضیۀ ۱۲ .۴

ͬ باشد. م 𝐂 در صفر ͷی دارای مختلط، ضرایب با ناثابت چندجملە ای هر

بیان کنید، اثبات را آن کسینوس و سینوس برای جمع فرمول های و 𝑘 روی استقرا از استفاده با ͬ توانید م که (Ⅾe Ⅿoivre) دموآور قضیۀ اثبات

آن گاه ،𝜃 ∈ 𝐑 و باشد مثبت صحیح عدد ͷی 𝑘 اگر که ͬ کند م

(ⅽos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)𝑘 = ⅽos 𝑘𝜃 + 𝑖 sin 𝑘𝜃.

که بە طوری دارند، وجود 𝜃 ∈ 𝐑 و 𝑟 ≥ ۰ که ͬ دانیم م قطبی مختصات از استفاده با باشد. مثبت صحیح عدد ͷی 𝑘 و 𝑤 ∈ 𝐂 کنید فرض

𝑟(ⅽos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) = 𝑤.

که ͬ کند م ایجاب دموآور قضیۀ

(𝑟۱/𝑘 ( ⅽos 𝜃
𝑘 + 𝑖 sin 𝜃

𝑘))
𝑘 = 𝑤.

ͬ کنیم. م استفاده آن از بە زودی که نکتە ای دارد، 𝑘ام ریشۀ ͷی مختلط عدد هر بنابراین

|𝑝(𝑧)| → ∞ آن گاه است. 𝑐𝑚𝑧𝑚 آن، در مرتبه بالاترین با غیرصفر جملۀ که است مختلط ضرایب با ناثابت چندجملە ای ͷی 𝑝 کنید فرض

مینیمم دارای ،𝜁 ∈ 𝐂 نقطۀ ͷی در 𝑧 ↦ |𝑝(𝑧)| پیوستۀ تابع بنابراین .(|𝑧| → ∞ چنان که |𝑝(𝑧)| / |𝑧𝑚| → |𝑐𝑚| (زیرا |𝑧| → ∞ چنان که

.𝑝(𝜁) ≠ ۰ کنید فرض ،𝑝(𝜁) = ۰ دهیم نشان اینکه برای ͬ باشد. م مطلق

بە صورت را 𝑞 جدید چندجملە ای

𝑞(𝑧) = 𝑝(𝑧 + 𝜁)
𝑝(𝜁)

نوشت ͬ توان م است. 𝑧 = ۰ در ۱ مطلق مینیمم مقدار دارای 𝑧 ↦ |𝑞(𝑧)| تابع ͬ کنیم. م تعریف

𝑞(𝑧) = ۱+ 𝑎𝑘𝑧𝑘 +⋯+ 𝑎𝑚𝑧𝑚

.𝑎𝑘 ≠ ۰ دیͽر، بیان به باشد، ناصفر آن در 𝑧𝑘 ضریب که بە طوری است، مثبت صحیح عدد کوچͷ ترین 𝑘 آن در که

آن گاه ،𝑡 ∈ (۰, ۱) اگر که بە طوری دارد، وجود 𝑐 > ۱ ثابت عدد ͷی .𝛽𝑘 = − ۱
𝑎𝑘

که بە طوری ،𝛽 ∈ 𝐂 کنید فرض

|𝑞(𝑡𝛽)| ≤ ∣۱+ 𝑎𝑘𝑡𝑘𝛽𝑘∣ + 𝑡𝑘+۱𝑐

= ۱− 𝑡𝑘(۱− 𝑡𝑐).

تناقض در ،۱ با است برابر 𝑧 ↦ |𝑞(𝑧)| مطلق مینیمم اینکه فرض با که |𝑞(𝑡𝛽)| < ۱ داریم بالا، نامساوی در ۱/(۲𝑐) با برابر 𝑡 قراردادن با بنابراین

■ است. مطلوب چنان که است؛ صفر ͷی دارای 𝑝 که ͬ  دهد م نشان و 𝑝(𝜁) = ۰ که است معنͬ این به تناقض این است.

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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هر صفرهای از خوبی تقریب های یافتن برای هوشمندانە  عددی روش های از ͬ توانند م رایانە ها

هیچ کس مثال، برای کنند. استفاده ندارد، وجود دقیق جواب یافتن امͺان وقتͬ حتͬ چندجملە ای،

بە صورت که 𝑝 چندجملە ای صفر های از ͬͺی برای دقیقͬ فرمول هرگز

𝑝(𝑥) = 𝑥۵ − ۵𝑥۴ − ۶𝑥۳ + ۱۷𝑥۲ + ۴𝑥 − ۷

پنج که را 𝑝 تقریبی صفر های ͬ تواند م رایانه بااین حال، کرد. نخواهد ارائه است، شده تعریف

بیابد. هستند، ۵̸ ۵۱ و ،۱̸ ۴۷ ،۰̸ ۶۲ ،−۰̸ ۷۴ ،−۱̸ ۸۷ عدد

مختلط ضرایب با چندجملە ای ها برای زیر تجزیۀ نتیجۀ به منجر جبر اساسͬ قضیۀ اول نسخۀ

مقادیر تنها که هستند، 𝜆۱,… , 𝜆𝑚 عددهای ،𝑝 صفر های تجزیه، این در که کنید توجه ͬ شود. م

ͬ شود. م ۰ با برابر بعدی نتیجۀ معادلۀ راست سمت آن ها، برای که ͬ باشند م 𝑧

دوم نسخۀ جبر، اساسͬ قضیۀ ۱۳ .۴

بە شͺل عوامل) ترتیب مورد در (بە جز یͺتا تجزیۀ ͷی دارای 𝑝 آن گاه باشد، ناثابت چندجملە ای ͷی 𝑝 ∈ 𝒫(𝐂) اگر

𝑝(𝑧) = 𝑐(𝑧 − 𝜆۱)⋯ (𝑧 − 𝜆𝑚)

.𝑐, 𝜆۱,… , 𝜆𝑚 ∈ 𝐂 آن در که ͬ باشد م

یͺتا و دارد وجود نظر مورد تجزیۀ آن گاه 𝑚؛ = ۱ اگر ͬ کنیم. م استفاده 𝑚 روی استقرا از .𝑚 = ⅾeg 𝑝 و 𝑝 ∈ 𝒫(𝐂) کنید فرض اثبات

ͬ باشد. م یͺتا و دارد وجود 𝑚− ۱ درجۀ از چندجملە ای ها همۀ برای نظر مورد تجزیۀ و 𝑚 > ۱ که ͬ کنیم م فرض بنابراین ͬ باشد. م

طبق ͬ باشد. م 𝜆 ∈ 𝐂 در صفر دارای 𝑝 ،(۱۲ .۴) جبر اساسͬ قضیۀ اول نسخۀ طبق دارد. وجود 𝑝 برای نظر مورد تجزیۀ که ͬ دهیم م نشان ابتدا

𝑧 ∈ 𝐂 هر برای که بە طوری داریم، 𝑚− ۱ درجۀ از 𝑞 چندجملە ای ͷی ،۶ .۴

𝑝(𝑧) = (𝑧 − 𝜆)𝑞(𝑧).

حاصل شود. 𝑝 نظر مورد تجزیۀ بالا، معادلۀ در جای گذاری با تا باشد نظر مورد تجزیۀ دارای 𝑞 که ͬ کند م ایجاب استقرا فرض

که دهیم نشان است لازم تنها این رو از ͬ شود. م تعیین 𝑝 در 𝑧𝑚 ضریب بە عنوان یͺتا بە صورت 𝑐 عدد ͬ پردازیم. م بودن یͺتا پرسش به اکنون

𝑧 ∈ 𝐂 هر برای اگر دارد. وجود 𝜆۱,… , 𝜆𝑚 انتخاب برای راه ͷی تنها ترتیب، مورد بە جز

(𝑧 − 𝜆۱)⋯ (𝑧 − 𝜆𝑚) = (𝑧 − 𝜏۱)⋯ (𝑧 − 𝜏𝑚),

مجدد برچسب گذاری با ͬ باشد. م 𝜆۱ با برابر راست طرف در 𝜏ها از ͬͺی ͬ شود، م ۰ با برابر ،𝑧 = 𝜆۱ وقتͬ بالا معادلۀ چپ طرف چون آن گاه

احتمالا بە جز 𝑧 ∈ 𝐂 هر برای تا کرد تقسیم 𝑧 − 𝜆۱ بر را بالا معادلۀ طرف دو ͬ  توان م ،𝑧 ≠ 𝜆۱ اگر اکنون .𝜏۱ = 𝜆۱ که کرد فرض ͬ توان م

رابطه به 𝑧 = 𝜆۱

(𝑧 − 𝜆۲)⋯ (𝑧 − 𝜆𝑚) = (𝑧 − 𝜏۲)⋯ (𝑧 − 𝜏𝑚)

غیرصفر چندجملە ای ͷی چپ، طرف از راست طرف تفریق با صورت این غیر در زیرا است، برقرار 𝑧 ∈ 𝐂 هر برای بالا معادلۀ واقع در رسید.

اثبات و هستند یͺسان 𝜏ها با 𝜆ها ترتیب، مورد بە جز که ͬ دهند م نشان استقرا، فرض و بالا معادلۀ است. صفر بی نهایت دارای که ͬ آید م دست به

■ ͬ شود. م کامل یͺتایی

𝐑 روی چندجملە ای ها تجزیۀ

چندجملە ای مثال، برای نباشد. حقیقͬ صفر دارای است ممͺن حقیقͬ ضرایب با چندجملە ای ͷی

نیست. حقیقͬ صفر دارای ۱+ 𝑥۲

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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با ͬ کنیم. م استفاده 𝐂 روی تجزیه قضیۀ از ،𝐑 روی تجزیه قضیۀ ͷی به یافتن دست برای

ͬ کنیم. م شروع بعدی نتیجۀ

بین تفاوت ها بیانگر ،𝐑 در جبر اساسͬ قضیۀ نقص
مختلط و حقیقͬ برداری فضاهای روی خطͬ جبر

دید. خواهیم بعد فصل های در چنان که است،

دارند جفت غیرحقیق̞ͬ صفر های حقیقͬ، ضرایب با چندجملە ای ها ۱۴ .۴

است. چنین نیز 𝜆̄ آن گاه باشد، 𝑝 صفر ͷی 𝜆 ∈ 𝐂 اگر باشد. حقیقͬ ضرایب با چندجملە ای ͷی 𝑝 ∈ 𝒫(𝐂) کنید فرض

کنید فرض اثبات

𝑝(𝑧) = 𝑎۰ + 𝑎۱𝑧 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑧𝑚

آن گاه باشد. 𝑝 صفر ͷی 𝜆 ∈ 𝐂 کنید فرض هستند. حقیقͬ عددهای 𝑎۰,… , 𝑎𝑚 آن در که

𝑎۰ + 𝑎۱𝜆 + ⋯+ 𝑎𝑚𝜆𝑚 = ۰.

تا بͽیرید مختلط مزدوج معادله، این طرف دو از

𝑎۰ + 𝑎۱ 𝜆̄ + ⋯ + 𝑎𝑚 𝜆̄𝑚 = ۰

■ است. 𝑝 صفر ͷی 𝜆̄ که ͬ دهد م نشان بالا معادلۀ ببینید). را ۴ .۴) کردە ایم استفاده مختلط مزدوج پایە ای خاصیت های از آن در و شود حاصل

نظر در زیر نتیجۀ با ارتباط در را دوم درجۀ فرمول
بͽیرید.

آغاز زیر نتیجۀ با هستیم. حقیقͬ ضرایب با چندجملە ای ها برای تجزیه قضیۀ ͷی خواستار ما

ͬ کنیم. م

دوم درجۀ چندجملە ای تجزیۀ ۱۵ .۴

بە شͺل چندجملە ای تجزیۀ ͷی آن گاه .𝑏, 𝑐 ∈ 𝐑 کنید فرض

𝑥۲ + 𝑏𝑥 + 𝑐 = (𝑥 − 𝜆۱)(𝑥 − 𝜆۲)

.𝑏۲ ≥ ۴𝑐 اگر تنها و اگر ،𝜆۱, 𝜆۲ ∈ 𝐑 که دارد وجود

که کنید توجه اثبات

𝑥۲ + 𝑏𝑥 + 𝑐 = (𝑥 + 𝑏
۲
)

۲

+(𝑐 − 𝑏۲
۴
).

است. مثبت 𝑥 ∈ 𝐑 هر برای بالا معادلۀ راست طرف آن گاه .𝑏۲ < ۴𝑐 کنید فرض ابتدا

.𝜆۱, 𝜆۲ ∈ 𝐑 آن در که نیست (𝑥−𝜆۱)(𝑥−𝜆۲) بە شͺل تجزیه قابل نتیجه در و نیست حقیقͬ صفرهای دارای 𝑥۲+𝑏𝑥+𝑐 چندجملە ای بنابراین

داریم بالا در نمایش دادە شده معادلۀ از .𝑑۲ = 𝑏۲
۴ − 𝑐 که بە طوری دارد، وجود 𝑑 حقیقͬ عدد ͷی آن گاه .𝑏۲ ≥ ۴𝑐 کنید فرض اکنون برعکس،

𝑥۲ + 𝑏𝑥 + 𝑐 = (𝑥 + 𝑏
۲
)

۲

− 𝑑۲

= (𝑥 + 𝑏
۲
+ 𝑑)(𝑥 + 𝑏

۲
− 𝑑),

■ ͬ دهد. م دست به را نظر مورد تجزیۀ که

مربع تکمیل که است ͬͺتکنی اساس معادله، این
ͬ شود. م نامیده

نسخۀ از استفاده اثبات، ایدۀ ͬ دهد. م ارائه را 𝐑 روی چندجملە ای ͷی تجزیۀ بعدی، نتیجۀ

ضرایب با چندجملە ای ͷی بە عنوان 𝑝 از تجزیه ͷی که (۱۳ .۴) است جبر اساسͬ قضیۀ دوم

۱۴ .۴ هستند؛ جفت بە صورت ،𝑝 غیرحقیقͬ ولͬ مختلط، صفرهای ͬ دهد. م دست به را مختلط

باشد (𝑥− 𝜆) بە شͺل جملاتͬ شامل ،𝒫(𝐂) از عضوی بە عنوان 𝑝 تجزیۀ اگر بنابراین ببینید. را

ضرب با ͬ باشد. م تجزیه جملۀ ͷی نیز (𝑥 − 𝜆̄) آن گاه است، غیرحقیقͬ مختلط عدد ͷی 𝜆 که

داریم یͺدیͽر در جمله دو این

(𝑥۲ − ۲(Re 𝜆)𝑥 + |𝜆|۲) ,
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است. نظر مورد شͺل با دوم درجۀ جملۀ ͷی که

ͬ  سازد. م فراهم را مطلوب تجزیۀ وجود برای اثباتͬ تقریبا شد، طرح بالا پاراگراف در که ایدە ای

و باشد غیرحقیقͬ مختلط عددی ͷی 𝜆 کنید فرض کرد. دقت نکته ͷی در باید بااین حال،

(𝑥− 𝜆̄) که ͬ کند م تضمین ۱۴ .۴ باشد. 𝒫(𝐂) از عضوی بە عنوان 𝑝 تجزیۀ در جملە ای (𝑥−𝜆)
تعداد به عامل، دو این که ͬ کند نم بیان ۱۴ .۴ اما ͬ شود، م ظاهر تجزیه در جملە ای بە عنوان نیز

بااین حال، است. لازم بالا ایدۀ شدن عملͬ برای چنان که ͬ شوند، م ظاهر تجزیه در یͺسان دفعات

ͬ کند. م رفع را مشͺل این دربارۀاثبات فرضͬ بر تکیه بدون ،۱۶ .۴ اثبات مترجمان:
بر متوالͬ تقسیم با مزدوج، ریشە های تکرار تعداد

انجام (𝑥 − 𝜆)(𝑥 − 𝜆̄) بە شͺل دوم درجۀ عوامل
ضرایب دارای خارج قسمت هر که بە طوری ͬ شود، م

تنها که ͬ یابد م ادامه زمانͬ تا روند این و است حقیقͬ
بمانند. باقͬ حقیقͬ ریشە های

…,𝜆۱ دقیقا , 𝜆𝑚 عددهای باشند. ۰ با برابر ͬ توانند م 𝑀 یا 𝑚 از ͷهری بعدی، نتیجۀ در

راست طرف که هستند 𝑥 حقیقͬ مقادیر تنها این ها زیرا هستند، 𝑝 چندجملە ای حقیقͬ صفر های

ͬ کنند. م ۰ با برابر را بعدی نتیجۀ در معادله

𝐑 روی چندجملە ای ͷی تجزیۀ ۱۶ .۴

بە شͺل عوامل) ترتیب مورد در (بە جز یͺتا تجزیۀ ͷی دارای 𝑝 آن گاه باشد. ناثابت چندجملە ای ͷی 𝑝 ∈ 𝒫(𝐑) کنید فرض

𝑝(𝑥) = 𝑐(𝑥 − 𝜆۱)⋯ (𝑥 − 𝜆𝑚)(𝑥۲ + 𝑏۱𝑥 + 𝑐۱)⋯ (𝑥۲ + 𝑏𝑀𝑥 + 𝑐𝑀)

.𝑏۲𝑘 < ۴𝑐𝑘 داریم 𝑘 هر برای و 𝑐, 𝜆۱,… , 𝜆𝑚, 𝑏۱,… , 𝑏𝑀 , 𝑐۱,… , 𝑐𝑀 ∈ 𝐑 آن در که ͬ باشد م

ͬ کنیم. م ثابت را یͺتایی سپس و است موجود مطلوب تجزیۀ که ͬ کنیم م ثابت ابتدا اثبات

ازاین رو است. دست در مطلوب تجزیۀ ،۱۳ .۴ طبق آن گاه باشند، حقیقͬ 𝑝 (مختلط) صفرهای همۀ اگر بͽیرید. نظر در 𝒫(𝐂) از عضوی را 𝑝
از 𝑞 ∈ 𝒫(𝐂) چندجملە ای ͷی برای بنابراین است. 𝑝 صفر ͷی 𝜆̄ ،۱۴ .۴ طبق .𝜆 ∉ 𝐑 که ͬ باشد م 𝜆 ∈ 𝐂 در صفر ͷی دارای 𝑝 کنید فرض

نوشت ͬ توان م ،𝑝 درجۀ از کمتر واحد دو درجۀ

𝑝(𝑥) = (𝑥 − 𝜆)(𝑥 − 𝜆̄)𝑞(𝑥)

= (𝑥۲ − ۲(Re 𝜆)𝑥 + |𝜆|۲) 𝑞(𝑥).

ͬ شود. م کامل نتیجه این وجودی بخش اثبات ،𝑝 درجۀ روی استقرا از استفاده با آن گاه است، حقیقͬ ضرایب دارای 𝑞 که کرد ثابت بتوان اگر

داریم 𝑥 ∈ 𝐑 هر برای و ͬ کنیم م حل 𝑞 برحسب را بالا معادلۀ است، حقیقͬ ضرایب دارای 𝑞 اینکه اثبات برای

𝑞(𝑥) = 𝑝(𝑥)
𝑥۲ − ۲(Re 𝜆)𝑥 + |𝜆|۲

.

ͬ نویسیم م اکنون .𝑞(𝑥) ∈ 𝐑 باشیم داشته 𝑥 ∈ 𝐑 هر برای که ͬ کند م ایجاب بالا معادلۀ

𝑞(𝑥) = 𝑎۰ + 𝑎۱𝑥 + ⋯+ 𝑎𝑛−۲𝑥𝑛−۲

داریم 𝑥 ∈ 𝐑 هر برای بنابراین .𝑎۰,… , 𝑎𝑛−۲ ∈ 𝐂 و 𝑛 = ⅾeg 𝑝 آن، در که

۰ = Iⅿ 𝑞(𝑥) = (Iⅿ 𝑎۰) + (Iⅿ 𝑎۱)𝑥 + ⋯+ (Iⅿ 𝑎𝑛−۲)𝑥𝑛−۲.

نتیجه در ͬ باشد. م نظر مد چنان که هستند، حقیقͬ 𝑞 ضرایب همۀ ازاین رو .(۸ .۴ (طبق هستند ۰ با برابر همه ،Iⅿ 𝑎۰,… , Iⅿ 𝑎𝑛−۲ یعنͬ این

دارد. وجود مطلوب تجزیۀ

بە صورت یͺتا بە طور ͬ توان م ،𝑏۲𝑘 < ۴𝑐𝑘 آن در که را 𝑥۲ + 𝑏𝑘𝑥 + 𝑐𝑘 بە شͺل 𝑝 از عامل ͷی ͬ گردیم. برم تجزیه بودن یͺتا پرسش به اکنون

تجزیۀ دو به منجر ،𝒫(𝐑) از عضوی بە عنوان 𝑝 از متفاوت تجزیۀ دو که ͬ دهد م نشان تأمل قدری .𝜆𝑘 ∈ 𝐂 که نوشت (𝑥 − 𝜆𝑘)(𝑥 − 𝜆𝑘)
■ است. ۱۳ .۴ با تناقض در که ͬ شود م 𝒫(𝐂) از عضوی بە عنوان 𝑝 از متفاوت
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۴ تمرین های

کنید. بررسͬ را زیر نامساوی های و تساوی ها .𝑤, 𝑧 ∈ 𝐂 کنید فرض ۱
𝑧 + ̄𝑧 = ۲Re 𝑧 (ا)

𝑧 − ̄𝑧 = ۲(Iⅿ 𝑧)𝑖 (ب)
𝑧 ̄𝑧 = |𝑧|۲ (ج)

𝑤𝑧 = 𝑤̄ ̄𝑧 و 𝑤 + 𝑧 = 𝑤̄ + ̄𝑧 (د)
̄ ̄𝑧 = 𝑧 (ه)

|Iⅿ 𝑧| ≤ |𝑧| و |Re 𝑧| ≤ |𝑧| (و)
| ̄𝑧| = |𝑧| (ز)

|𝑤𝑧| = |𝑤| |𝑧| (ح)

شدە اند. واگذار خواننده به که هستند ۴ .۴ از بندهائͬ بالا، نتایج

.∣|𝑤| − |𝑧|∣ ≤ |𝑤 − 𝑧| آن گاه ،𝑤, 𝑧 ∈ 𝐂 اگر کنید ثابت ۲

ͬ شود. م نامیده معکوس مثلثͬ نامساوی بالا، نامساوی

ͬ کنیم. م تعریف 𝜎(𝑣) = Re𝜑(𝑣) بە صورت را 𝜎 ∶ 𝑉 → 𝐑 ،𝑣 ∈ 𝑉 هر برای .𝜑 ∈ 𝑉 ′ و باشد مختلط برداری فضای ͷی 𝑉 کنید فرض ۳
داریم 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای دهید نشان

𝜑(𝑣) = 𝜎(𝑣) − 𝑖𝜎(𝑖𝑣).
مجموعۀ آیا باشد. مثبت صحیح عدد ͷی 𝑚 کنید فرض ۴

{۰} ∪ {𝑝 ∈ 𝒫(𝐅) ∶ ⅾeg 𝑝 = 𝑚}

است؟ 𝒫(𝐅) زیرفضای ͷی
زیرمجموعۀ آیا ۵

{۰} ∪ {𝑝 ∈ 𝒫(𝐅) ∶ است زوج ⅾeg 𝑝}
است؟ 𝒫(𝐅) زیرفضای ͷی

با 𝑝 ∈ 𝒫(𝐅) چندجملە ای ͷی کنید ثابت .𝜆۱,… , 𝜆𝑚 ∈ 𝐅 کنید فرض و 𝑚 ≤ 𝑛 و باشند مثبت صحیح عددهای 𝑛 و 𝑚 کنید فرض ۶
نباشد. دیͽری صفر هیچ دارای 𝑝 که بە طوری و ۰ = 𝑝(𝜆۱) = ⋯ = 𝑝(𝜆𝑚) که بە طوری دارد، وجود ⅾeg 𝑝 = 𝑛

چندجملە ای ͷی کنید ثابت .𝑤۱,… ,𝑤𝑚+۱ ∈ 𝐅 و باشند 𝐅 متمایز عضوهای 𝑧۱,… , 𝑧𝑚+۱ و باشد نامنفͬ صحیح عدد ͷی 𝑚 کنید فرض ۷
داریم 𝑘 = ۱,… ,𝑚 + ۱ هر برای که بە طوری دارد، وجود 𝑝 ∈ 𝒫𝑚(𝐅) یͺتای

𝑝(𝑧𝑘) = 𝑤𝑘.

استفاده کند، خطͬ جبر از حدی تا که را کوتاە تری و واضح تر اثبات کنید سعͬ بااین حال کرد. اثبات خطͬ جبر از استفاده بدون ͬ توان م را نتیجه این
بیابید.

مشترکͬ ریشۀ دارای ،𝑝′ آن مشتق و 𝑝 اگر تنها و اگر است، متمایز صفر 𝑚 دارای 𝑝 کنید ثابت باشد. 𝑚 درجۀ از 𝑝 ∈ 𝒫(𝐂) کنید فرض ۸
نباشند.

است. حقیقͬ صفر ͷی دارای حقیقͬ، ضرایب با فرد درجۀ از چندجملە ای هر کنید ثابت ۹
بە صورت 𝑥 ∈ 𝐑 هر برای را 𝑇𝑝 ∶ 𝐑 → 𝐑 نگاشت ،𝑝 ∈ 𝒫(𝐑) برای ۱۰

(𝑇𝑝)(𝑥) =
⎧{
⎨{⎩

𝑝(𝑥) − 𝑝(۳)
𝑥 − ۳

𝑥 ≠ ۳ ,اگر
𝑝′(۳) 𝑥 = ۳ ,اگر

ͷی 𝑇 ∶ 𝒫(𝐑) → 𝒫(𝐑) دهید نشان همچنین و 𝑇𝑝 ∈ 𝒫(𝐑) داریم 𝑝 ∈ 𝒫(𝐑) چندجملە ای هر برای دهید نشان ͬ کنیم. م تعریف
است. خطͬ نگاشت

بە صورت را 𝑞 ∶ 𝐂 → 𝐂 نگاشت .𝑝 ∈ 𝒫(𝐂) کنید فرض ۱۱

𝑞(𝑧) = 𝑝(𝑧) 𝑝( ̄𝑧)

است. حقیقͬ ضرایب با چندجملە ای ͷی 𝑞 کنید ثابت ͬ کنیم. م تعریف
هر برای که دارند وجود 𝑥۰, 𝑥۱,… , 𝑥𝑚 متمایز حقیقͬ عددهای که بە طوری ،𝑝 ∈ 𝒫𝑚(𝐂) و است نامنفͬ صحیح عدد ͷی 𝑚 کنید فرض ۱۲

هستند. حقیقͬ 𝑝 ضرایب همۀ کنید ثابت .𝑝(𝑥𝑘) ∈ 𝐑 داریم 𝑘 = ۰, ۱,… ,𝑚

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



۱۱۱

.𝑈 = {𝑝𝑞 ∶ 𝑞 ∈ 𝒫(𝐅)} کنید فرض .𝑝 ≠ ۰ آن در که 𝑝 ∈ 𝒫(𝐅) کنید فرض ۱۳
.ⅾiⅿ𝒫(𝐅)/𝑈 = ⅾeg 𝑝 دهید نشان (ا)

کنید. پیدا 𝒫(𝐅)/𝑈 برای پایه ͷی (ب)
جبر از استفاده با .𝑛 = ⅾeg 𝑞 و 𝑚 = ⅾeg 𝑝 دهید قرار باشند. مشترک ریشۀ بدون ناثابت چندجملە ای های 𝑝, 𝑞 ∈ 𝒫(𝐂) کنید فرض ۱۴

که بە طوری دارند، وجود 𝑠 ∈ 𝒫𝑚−۱(𝐂) و 𝑟 ∈ 𝒫𝑛−۱(𝐂) کنید ثابت زیر، (ا)⁃(ج) مراحل طبق خطͬ،

𝑟𝑝 + 𝑠𝑞 = ۱.

توسط را 𝑇 ∶ 𝒫𝑛−۱(𝐂) × 𝒫𝑚−۱(𝐂) → 𝒫𝑚+𝑛−۱(𝐂) (ا)

𝑇 (𝑟, 𝑠) = 𝑟𝑝 + 𝑠𝑞

است. ͷبە ی ͷی 𝑇 خطͬ نگاشت دهید نشان ͬ کنیم. م تعریف
ͬ باشد. م پوشا (ا)، در 𝑇 خطͬ نگاشت دهید نشان (ب)

.𝑟𝑝 + 𝑠𝑞 = ۱ که بە طوی دارند، وجود 𝑠 ∈ 𝒫𝑚−۱(𝐂) و 𝑟 ∈ 𝒫𝑛−۱(𝐂) دهید نشان تا کنید استفاده (ب) از (ج)

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر





بردارهای ویژه و مقدارهای ویژه ۵
بودند. ۳ فصل مطالعۀ موضوع دیͽر، برداری فضای به برداری فضای ͷی از خطͬ نگاشت های

خودش به برداری فضای ͷی از خطͬ نگاشت های که ͬ کنیم، م آغاز را عملͽرها بررسͬ اکنون

ͬ دهد. م تشͺیل را خطͬ جبر بخش مهم ترین عملͽرها، مطالعۀ هستند.

کوچͷ تر زیر فضای ͷی به را آن کنیم سعͬ است ممͺن عملͽر، ͷی مورد در یادگیری برای

زیر فضاهای مفهوم به ͬ گیریم، م نظر در عملͽر ͷی بە عنوان را تحدید این وقتͬ کنیم. تحدید

به عملͽر که ͬ شود م حاصل برداری از یͷ بعدی، ناوردای زیر فضای هر ͬ شویم. م هدایت ناوردا

و بردارویژه مفاهیم سوی به را ما مسیر این ͬ کند. م نگاشت بردار آن از اسͺالری مضرب توی

کرد. خواهد هدایت مقدارویژه

فضای ͷی روی عملͽر هر کرد: خواهیم اثبات را خطͬ جبر نتایج مهم ترین از ͬͺی سپس

نشان که ͬ دهد م امͺان نتیجه این دارد. مقدارویژه ͷی غیرصفر، و متناهͬ بعد با مختلط، برداری

برداری فضای برای پایە ای متناهͬ، بعد با مختلط برداری فضای ͷی روی عملͽر هر برای دهیم،

هستند. ۰ عملͽر ماتریس درایە های از نیمͬ تقریبا حداقل آن، به نسبت که دارد وجود

فصل این ثابت فرض های

است. 𝐂 یا 𝐑 نشان دهندۀ 𝐅 ●

است. 𝐅 روی بر برداری فضای ͷی نشان دهندۀ 𝑉 ●

(Pisa) پیزا اهل (Ⅼeonarⅾo) لئوناردو مجسمۀ
به نام که تقریبی)، تاریخ های ،۱۲۵۰−۱۱۷۰)

تمرین ͬ شود. م شناخته نیز (Fibonaⅽⅽi) فیبوناچͬ
خطͬ جبر چͽونه که ͬ دهد م نشان ۴ −۵ بخش از ۲۱
که فیبوناچͬ دنبالۀ صریح فرمول یافتن برای ͬ تواند م

شود. استفاده است، شده داده نشان جلد روی بر
Hans−Peter Posteⅼ ⅭⅭ BY منبع:



بردارهای ویژه و مقدارهای ویژه ۵ ۱۱۴

ناوردا زیرفضاهای ۱ −۵

مقدارهای ویژه

عملͽر تعریف: ۱ .۵

ͬ نامند. م عملͽر را خودش به برداری فضای ͷی از خطͬ نگاشت ͷی

معنͬ به را ℒ(𝑉 ) نمادگذاری که آورید یاد به
کردیم. تعریف ℒ(𝑉 ,𝑉 )

و 𝑚 ≥ ۲ اگر .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنیم فرض

𝑉 = 𝑉۱ ⊕⋯⊕ 𝑉𝑚,

درک نیازمند تنها ،𝑇 رفتار درک برای آن گاه است، 𝑉 غیرصفر زیرفضای ͷی ،𝑉𝑘 هر آن در که

کار ͬ باشد. م 𝑉𝑘 کوچͷ تر دامنۀ به 𝑇 تحدید نشان دهندۀ 𝑇 |𝑉𝑘
اینجا در هستیم؛ 𝑇 |𝑉𝑘

هر رفتار

است. 𝑉 به نسبت کوچͷ تری برداری فضای ،𝑉𝑘 زیرا باشد، 𝑇 با کار از آسان تر باید 𝑇 |𝑉𝑘
با

توان به (مانند داریم را عملͽرها مطالعۀ در مفیدی ابزارهای از استفاده قصد اگر بااین حال،

به نکند. نگاشت خود توی به را 𝑉𝑘 است ممͺن 𝑇 |𝑉𝑘
ͬ شویم: م مشͺلͬ دچار آن گاه رساندن)،

تنها که ͬ رسیم م نتیجه این به پس نباشد. 𝑉𝑘 روی عملͽر ͷی است ممͺن 𝑇 |𝑉𝑘
دیͽر، بیان

کند. نگاشت خود توی به را 𝑉𝑘 هر 𝑇 آن  ها، در که بͽیریم نظر در را بالا بە شͺل 𝑉 از تجزیە هایی

ͬ دهیم. م نامͬ ͬ شوند، م نگاشت خود توی به 𝑇 توسط که 𝑉 از زیرفضاهایی به اکنون ازاین رو،

ناوردا زیرفضای تعریف: ۲ .۵

هر برای اگر ͬ شود، م نامیده ناوردا 𝑇 تحت 𝑉 از 𝑈 زیرفضای .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض
.𝑇𝑢 ∈ 𝑈 باشیم داشته 𝑢 ∈ 𝑈

باشد. 𝑈 روی عملͽر ͷی 𝑇 |𝑈 اگر است، ناوردا 𝑇 تحت 𝑈 بنابراین

مشتق گیر عملͽر تحت ناوردا زیرفضای مثال: ۳ .۵

𝒫۴(𝐑) آن گاه باشد. شده تعریف 𝑇𝑝 = 𝑝′ توسط 𝑇 ∈ ℒ(𝒫(𝐑)) کنید فرض
از حداکثر 𝑝 ∈ 𝒫(𝐑) اگر زیرا ͬ باشد، م ناوردا 𝑇 تحت است، 𝒫(𝐑) زیرفضای ͷی که

است. ۴ درجۀ از حداکثر نیز 𝑝′ آن گاه باشد، ۴ درجۀ

نیستند متفاوت همه لزوما که ناوردا، زیرفضای چهار مثال: ۴ .۵

هستند. ناوردا 𝑇 تحت ،𝑉 از زیر زیرفضاهای همۀ آن گاه ،𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) اگر
و 𝑢 = ۰ آن گاه ،𝑢 ∈ {۰} اگر زیر ͬ باشد، م ناوردا 𝑇 تحت {۰} زیرفضای {۰}

.𝑇𝑢 = ۰ ∈ {۰} بنابراین
.𝑇𝑢 ∈ 𝑉 آن گاه ،𝑢 ∈ 𝑉 اگر زیرا ͬ باشد، م ناوردا 𝑇 تحت 𝑉 زیرفضای 𝑉

𝑇𝑢 = آن گاه ،𝑢 ∈ nuⅼⅼ𝑇 اگر زیرا ͬ باشد، م 𝑇ناوردا تحت nuⅼⅼ𝑇 زیرفضای nuⅼⅼ𝑇
.𝑇𝑢 ∈ nuⅼⅼ𝑇 بنابراین و ۰

آن گاه ،𝑢 ∈ range𝑇 اگر زیرا ͬ باشد، م ناوردا 𝑇 تحت range𝑇 زیرفضای range𝑇
.𝑇𝑢 ∈ range𝑇

خواهیم بعدا باشد؟ داشته 𝑉 و {۰} بە جز ناوردایی زیرفضای باید 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) عملͽر آیا

(برای ⅾiⅿ𝑉 > ۲ یا ،(𝐅 = 𝐂 (برای ⅾiⅿ𝑉 > ۱ و باشد متناهͬ بعد با 𝑉 اگر که دید

ببینید. را ۲ −۵ بخش از ۲۹ تمرین و ۱۹ .۵ است. مثبت جواب دارای سؤال این آن گاه ،(𝐅 = 𝐑

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



ناوردا زیرفضاهای ۱ −۵۱۱۵

زیرفضاها این بااین حال هستند. 𝑇ناوردا تحت range𝑇 و nuⅼⅼ𝑇 که شد اشاره قبلͬ مثال در

ارائه 𝑉 و {۰} بە جز ناوردا زیرفضاهای وجود دربارۀ بالا سؤال برای سادە ای جواب های لزوما

باشد 𝑉 با برابر است ممͺن range𝑇 و باشد {۰} با برابر است ممͺن nuⅼⅼ𝑇 زیرا ͬ دهند، نم

باشد). وارون پذیر 𝑇 که ͬ افتد م زمانͬ اتفاق (این

مورد در تحقیق به اکنون گشت. خواهیم باز ناوردا زیرفضاهای عمیق تر مطالعۀ به بعدا

از بعد ناوردا ͬ پردازیم–زیرفضاهای م ممͺن غیربدیهͬ ناوردای زیرفضاهای از حالت سادە ترین

.ͷی

مضارب همۀ مجموعۀ با است برابر 𝑈 کنید فرض و بͽیرید نظر در را 𝑣 ≠ ۰ با 𝑣 ∈ 𝑉 هر

:𝑣 اسͺالر

𝑈 = {𝜆𝑣 ∶ 𝜆 ∈ 𝐅} = span(𝑣).

مناسب، 𝑣 انتخاب با 𝑉 یͷ بعدی زیرفضای هر (و است 𝑉 یͷ بعدی زیرفضای ͷی 𝑈 آن گاه

و 𝑇𝑣 ∈ 𝑈 آن گاه باشد، ناوردا 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) عملͽر تحت 𝑈 اگر است). شͺلͬ چنین دارای

که بە طوری دارد، وجود 𝜆 ∈ 𝐅 اسͺالر عدد ͷی بنابراین

𝑇𝑣 = 𝜆𝑣.

𝑉 یͷ بعدی زیرفضای ͷی span(𝑣) آن گاه ،𝜆 ∈ 𝐅 از مقادیری برای 𝑇𝑣 = 𝜆𝑣 اگر برعکس،

ͬ باشد. م ناوردا 𝑇 تحت که است

داشته ͬͺنزدی ارتباط یͷ بعدی، ناوردای زیرفضاهای با دیدیم، اکنون که 𝑇𝑣 = 𝜆𝑣 معادلۀ

ͬ کنند، م صدق رابطه این در که 𝑣 بردارهای و 𝜆 اسͺالر عددهای به که دارد اهمیت بە اندازە ای و

دادە اند. ویژە ای نام های

مقدار ویژه تعریف: ۵ .۵

داشته وجود 𝑣 ∈ 𝑉 اگر نامند، 𝑇 مقدار ویژۀ را 𝜆 ∈ 𝐅 عدد .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض
.𝑇𝑣 = 𝜆𝑣 و 𝑣 ≠ ۰ که بە طوری باشد،

مقدار ویژه)، (مترجمان: eigenvaⅼue واژۀ
eigen آلمانͬ پیشوند است. نیمە انگلیسͬ نیمە آلمانͬ

خاصیت که مفهوم این به است، «خودش» معنͬ به
ͬ کند. م توصیف را چیزی ذاتͬ

صدق 𝑇۰ = 𝜆۰ در 𝜆 ∈ 𝐅 اسͺالر عدد هر زیرا ،𝑣 ≠ ۰ که کردە ایم الزام بالا، تعریف در

ͬ کند. م

اگر است، 𝑇 تحت ناوردا یͷ بعدی زیرفضای ͷی دارای 𝑉 که ͬ دهند م نشان بالا توضیحات

باشد. مقدارویژه ͷی دارای 𝑇 اگر تنها و

مقدار ویژه مثال: ۶ .۵

توسط (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐅۳ برای را 𝑇 ∈ ℒ(𝐅۳) عملͽر

𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (۷𝑥 + ۳𝑧, ۳𝑥 + ۶𝑦 + ۹𝑧,−۶𝑦)

ͷی ۶ بنابراین .𝑇 (۳, ۱, −۱) = (۱۸, ۶, −۶) = ۶(۳, ۱, −۱) آن گاه ͬ کنیم. م تعریف
است. 𝑇 مقدار ویژۀ

فضاهای زمینۀ در تنها جبرخطͬ، در بسیاری عمیق نتایج بە همراه بعدی، نتیجۀ در هم ارزی ها

هستند. صادق متناهͬ بعد با برداری

ازاین رو است. همانͬ عملͽر 𝐼 ∈ ℒ(𝑉 ) یادآوری:
.𝐼𝑣 = 𝑣 داریم 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



بردارهای ویژه و مقدارهای ویژه ۵ ۱۱۶

بودن مقدارویژه برای معادل شرط های ۷ .۵

هستند. معادل زیر موارد آن گاه .𝜆 ∈ 𝐅 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) باشد، متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض
است. 𝑇 مقدار ویژۀ ͷی 𝜆 (ا)
نیست. ͷبە ی ͷی 𝑇 − 𝜆𝐼 (ب)

نیست. پوشا 𝑇 − 𝜆𝐼 (ج)
نیست. وارون پذیر 𝑇 − 𝜆𝐼 (د)

طبق (د) و (ج) (ب)، شرط های است. (𝑇 − 𝜆𝐼)𝑣 = ۰ معادلۀ با هم ارز 𝑇𝑣 = 𝜆𝑣 معادلۀ زیرا هستند، معادل (ب) و (ا) شرط های اثبات

■ هستند. معادل ،۶۵ .۳

بردارویژه تعریف: ۸ .۵

بردار ویژۀ ͷی را 𝑣 ∈ 𝑉 بردار باشد. 𝑇 مقدار ویژۀ ͷی 𝜆 ∈ 𝐅 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض
.𝑇𝑣 = 𝜆𝑣 و 𝑣 ≠ ۰ اگر گویند، 𝜆 با متناظر 𝑇

و اگر است، 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) عملͽر ͷی بردار ویژۀ ͷی ،𝑣 ∈ 𝑉 غیرصفر بردار ͷی دیͽر، بیان به

ͷی ،(𝑇−𝜆𝐼)𝑣 = ۰ اگر تنها و اگر ،𝑇𝑣 = 𝜆𝑣 چون باشد. 𝑣 از اسͺالری مضرب ،𝑇𝑣 اگر تنها

.𝑣 ∈ nuⅼⅼ(𝑇 −𝜆𝐼) اگر تنها و اگر است، 𝜆 با متناطر 𝑇 بردار ویژۀ ͷی ،𝑣 ≠ ۰ با 𝑣 ∈ 𝑉 بردار

بردارهای ویژه و مقدارهای ویژه مثال: ۹ .۵

باشد. شده تعریف 𝑇 (𝑤, 𝑧) = (−𝑧,𝑤) توسط 𝑇 ∈ ℒ(𝐅۲) کنید فرض
پادساعت گرد ۹۰∘ دوران ͷی 𝑇 آن گاه بͽیرید. نظر در را 𝐅 = 𝐑 حالت ابتدا (ا)
ͷی اگر تنها و اگر است، مقدارویژه دارای عملͽر ͷی است. 𝐑۲ در مبدأ حول
از اسͺالری مضرب به عملͽر توسط که باشد داشته وجود آن دامنۀ در غیرصفر بردار
،𝐑۲ در غیرصفر بردار ͷی پادساعت گرد ۹۰∘ دوران ͷی شود. داده نسبت خودش
𝑇 آن گاه ،𝐅 = 𝐑 اگر نتیجه: باشد. برابر خودش از اسͺالری مضرب با ͬ تواند نم

ندارد). بردارویژە ای هیچ بنابراین (و ندارد مقدارویژە ای هیچ
عددهای باید ،𝑇 مقدارهای ویژۀ یافتن برای بͽیرید. نظر در را 𝐅 = 𝐂 حالت اکنون (ب)
𝑤 = بە جز جوابی دارای 𝑇 (𝑤, 𝑧) = 𝜆(𝑤, 𝑧) که بە طوری  کنیم، پیدا را 𝜆 اسͺالر

هم زمانِ معادلات با هم ارز 𝑇 (𝑤, 𝑧) = 𝜆(𝑤, 𝑧) معادلۀ باشد. 𝑧 = ۰

−𝑧 = 𝜆𝑤, 𝑤 = 𝜆𝑧 (۱۰ .۵)

داریم اول، معالۀ در دوم معادلۀ از حاصل ،𝑤 مقدار جای گذاری با است.

−𝑧 = 𝜆۲𝑧.

𝑤؛ = ۰ که ͬ کند م ایجاب ۱۰ .۵ این صورت غیر [در شود ۰ با برابر ͬ تواند نم 𝑧 اکنون
بنابراین نباشد]، ۰ بردار (𝑤, 𝑧) که بە طوری هستیم، ۱۰ .۵ برای جواب هایی بە دنبال ما

معادلۀ به منجر بالا معادلۀ
−۱ = 𝜆۲

هستند. 𝜆 = −𝑖 و 𝜆 = 𝑖 معادله، این جواب های ͬ شود. م
بردارهای ویژۀ در واقع هستند. 𝑇 مقدارهای ویژۀ ،−𝑖 و 𝑖 که کنید بررسͬ ͬ توانید م
.𝑤 ≠ ۰ و 𝑤 ∈ 𝐂 که هستند (𝑤,−𝑤𝑖) بە شͺل بردارهای ،𝑖 مقدار ویژۀ با متناظر
(𝑤,𝑤𝑖) بە شͺل بردارهای ،−𝑖 مقدار ویژۀ با متناظر بردارهای ویژۀ آن، علاوە بر

.𝑤 ≠ ۰ و 𝑤 ∈ 𝐂 که هستند

ͬ کنیم: م استفاده زیر هم ارزی از دوباره بعدی، اثبات در

𝑇𝑣 = 𝜆𝑣 ⟺ (𝑇 − 𝜆𝐼)𝑣 = ۰.

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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خطͬ مستقل بردارهای ویژۀ ۱۱ .۵

است. خطͬ مستقل ،𝑇 متمایز مقدارهای ویژۀ با متناظر ،𝑇 ویژۀ بردارهای  از لیست هر آن گاه .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض

𝑣۱,… , 𝑣𝑚 خطͬ وابستۀ لیست ͷی که بە طوری دارد، وجود 𝑚 مثبت عدد کوچͷ  ترین آن گاه است. نادرست نظر مد نتیجۀ کنید فرض اثبات

طبق بردارویژه ͷی زیرا ،𝑚 ≥ ۲ که کنید (توجه ͬ باشد م 𝑇 از 𝜆۱,… , 𝜆𝑚 متمایز مقدارهای ویژۀ با متناظر که دارد وجود 𝑇 ویژۀ بردارهای  از

که بە طوری ،(𝑚 بودن مینیمال (بە دلیل نیستند ۰ ͷهیچ ی که دارند وجود 𝑎۱,… , 𝑎𝑚 ∈ 𝐅 بنابراین است). غیرصفر تعریف،

𝑎۱𝑣۱ +⋯+ 𝑎𝑚𝑣𝑚 = ۰.

داریم بالا معادلۀ طرف دو هر به 𝑇 − 𝜆𝑚𝐼 دادن اثر با

𝑎۱(𝜆۱ − 𝜆𝑚)𝑣۱ +⋯+ 𝑎𝑚−۱(𝜆𝑚−۱ − 𝜆𝑚)𝑣𝑚−۱ = ۰.

از خطͬ وابستۀ لیست ͷی ،𝑣۱,… , 𝑣𝑚−۱ نتیجه در نیستند. ۰ با برابر بالا ضرایب از ͷهیچ ی هستند، متمایز 𝜆۱,… , 𝜆𝑚 مقدارهای ویژۀ چون

■ ͬ کند. م راتکمیل اثبات تناقض، این است. تناقض در 𝑚 بودن مینیمال با که است مقدارهای ویژه با متناظر ،𝑇 بردارویژۀ 𝑚− ۱

مقدارهای تعداد برای بالایی کران که ͬ شود م منجر زیر نتیجۀ برای کوتاهͬ اثبات به بالا، نتیجۀ

ͬ شود. م قائل باشد، داشته ͬ تواند م عملͽر ͷی که متمایزی  ویژۀ

باشد مقدارهای ویژه دارای برداری، فضای بعد از بیش ͬ تواند نم عملͽر ۱۲ .۵

است. متمایز مقدارویژۀ ⅾiⅿ𝑉 دارای حداکثر 𝑉 روی عملͽر هر آن گاه باشد. متناهͬ بعد با ،𝑉 کنید فرض

متناظر ویژۀ بردارهای  ،𝑣۱,… , 𝑣𝑚 کنید فرض هستند. 𝑇 متمایز مقدارهای ویژۀ ،𝜆۱,… , 𝜆𝑚 کنید فرض .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض اثبات

مطلوب چنان که ببینید)، را ۲۲ .۲) 𝑚 ≤ ⅾiⅿ𝑉 بنابراین است. خطͬ مستقل ،𝑣۱,… , 𝑣𝑚 لیست که ͬ شود م نتیجه ۱۱ .۵ از آن گاه باشند.

■ است.

عملͽرها بر اعمال شده چندجملە ای های

نگاشت خود توی به را برداری فضای ͷی (که عملͽرها برای جامع تر نظریە ای وجود اصلͬ دلیل

توان به ͬ توان م را عملͽرها که است این ͬ تر، عموم خطͬ نگاشت های با مقایسه در ͬ کنند)، م

ͬ کنیم. م تعریف را عملͽر ͷی بر چندجملە ای ͷی اعمال مفهوم و ایده زیربخش، این در رساند.

هر ͬ کنیم م اثبات که زمانͬ بود، خواهد بعدی بخش در استفاده مورد کلیدی ابزار مفهوم، این

است. مقدارویژه ͷی دارای غیرصفر، و متناهͬ بعد با مختلط برداری فضای ͷی روی عملͽر

همان در عملͽر ͷی نیز و ببینید) را ۷ .۳) است معنادار 𝑇𝑇 آن گاه باشد، عملͽر ͷی 𝑇 اگر

تعریف ͬ تر، عموم بە شͺل .𝑇 ۲ ͬ نویسیم 𝑇𝑇م بە جای معمولا ͬ باشد. 𝑇م که است برداری فضای

داریم. را 𝑇𝑚 از زیر

𝑇𝑚 نماد: ۱۳ .۵

باشد. مثبت صحیح عدد ͷی 𝑚 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض
ͬ شود. م تعریف 𝑇𝑚 = 𝑇 ⋯𝑇⏟

مرتبه 𝑚
توسط 𝑇𝑚 ∈ ℒ(𝑉 ) ●

ͬ شود. م تعریف 𝑉 روی 𝐼 همانͬ عملͽر بە صورت 𝑇 ۰ ●

تعریف زیر بە صورت 𝑇−𝑚 ∈ ℒ(𝑉 ) آن گاه 𝑇−۱؛ وارون با باشد، وارون پذیر 𝑇 اگر ●

ͬ شود: م
𝑇−𝑚 = (𝑇−۱)𝑚.

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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آن گاه باشد، عملͽر ͷی 𝑇 اگر که کنید بررسͬ خود باید

𝑇𝑚𝑇𝑛 = 𝑇𝑚+𝑛 و (𝑇𝑚)𝑛 = 𝑇𝑚𝑛,

صحیح عددهای و باشد وارون پذیر 𝑇 اگر هستند، دل خواه صحیح عددهای ،𝑛 و 𝑚 آن در که

نباشد. وارون پذیر 𝑇 اگر هستند، نامنفͬ

عملͽر ͷی بر چندجملە ای ͷی اعمال معنای ͬ توان م اکنون عملͽر، ͷی توان های تعریف با

کرد. تعریف را

𝑝(𝑇 ) نماد: ۱۴ .۵

بە صورت 𝑧 ∈ 𝐅 هر برای که است چندجملە ای ͷی 𝑝 ∈ 𝒫(𝐅) و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض

𝑝(𝑧) = 𝑎۰ + 𝑎۱𝑧 + 𝑎۲𝑧۲ +⋯+ 𝑎𝑚𝑧𝑚

ͬ شود: م تعریف زیر بە صورت که است 𝑉 روی عملͽری ،𝑝(𝑇 ) آن گاه است. شده داده

𝑝(𝑇 ) = 𝑎۰𝐼 + 𝑎۱𝑇 + 𝑎۲𝑇 ۲ +⋯+ 𝑎𝑚𝑇𝑚.

عضوهای بر نە تنها ͬ کنیم، م اعمال عملͽرها بر را 𝑝 زیرا است، 𝑝 نماد از جدیدی استفادۀ این

تعریف را 𝑝 که عبارتͬ در است کافͬ ،𝑝(𝑇 ) محاسبۀ برای که است این بر نظر اینجا در .𝐅
تبدیل 𝑎۰𝐼 عملͽر به ،𝑝(𝑧) در 𝑎۰ ثابت جملۀ که کنید توجه کنیم. جایͽزین 𝑇 با را 𝑧 ͬ کند، م

𝑎۰𝑇 ۰ با را 𝑎۰ باید بدین ترتیب و 𝑎۰ = 𝑎۰𝑧۰ زیرا است، منطقͬ انتخاب ͷی (که ͬ شود م

است). 𝑎۰𝐼 با برابر که کرد جایͽزین

مشتق گیر عملͽر بر اعمال شده چندجملە ای ͷی مثال: ۱۵ .۵

شده تعریف 𝐷𝑞 = 𝑞′ توسط که است مشتق گیر عملͽر 𝐷 ∈ ℒ(𝒫(𝐑)) کنید فرض
است. شده تعریف 𝑝(𝑥) = ۷ − ۳𝑥 + ۵𝑥۲ توسط که است چندجملە ای ͷی 𝑝 و است

داریم 𝑞 ∈ 𝒫(𝐑) هر برای بنابراین، .𝑝(𝐷) = ۷𝐼 − ۳𝐷+ ۵𝐷۲ آن گاه

(𝑝(𝐷)) 𝑞 = ۷𝑞 − ۳𝑞′ + ۵𝑞″.

که ℒ(𝑉 ) به 𝒫(𝐅) از تابعͬ آن گاه بͽیریم، نظر در ثابت را 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) عملͽر ͷی اگر

کنید. بررسͬ باید خود چنان که ͬ باشد، م خطͬ است، شده تعیین 𝑝 ↦ 𝑝(𝑇 ) توسط

چندجملە ای ها حاصل ضرب تعریف: ۱۶ .۵

𝑧 ∈ 𝐅 هر برای که است چند جملە ای ͷی 𝑝𝑞 ∈ 𝒫(𝐅) آن گاه ،𝑝, 𝑞 ∈ 𝒫(𝐅) اگر
ͬ شود: م تعریف زیر بە صورت

(𝑝𝑞)(𝑧) = 𝑝(𝑧)𝑞(𝑧)

(ب) بند در چنان که ندارد، تاثیری واحد یͷ عملͽر چندجملە ای های حاصل ضرب  در ترتیب

است. شده داده نشان بعدی نتیجۀ

ضربی خاصیت های ۱۷ .۵

آن گاه .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و 𝑝, 𝑞 ∈ 𝒫(𝐅) کنید فرض
𝑇)(𝑝𝑞)؛ ) = 𝑝(𝑇 )𝑞(𝑇 ) (ا)

.𝑝(𝑇 )𝑞(𝑇 ) = 𝑞(𝑇 )𝑝(𝑇 ) (ب)

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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اثبات

آن گاه .𝑞(𝑧) =
𝑛

∑
𝑘=۰

𝑏𝑘𝑧𝑘 و 𝑝(𝑧) =
𝑚
∑
𝑗=۰

𝑎𝑗𝑧𝑗 ͬ دهیم م قرار 𝑧 ∈ 𝐅 هر برای (ا)

(𝑝𝑞)(𝑧) =
𝑚
∑
𝑗=۰

𝑛
∑
𝑘=۰

𝑎𝑗𝑏𝑘𝑧𝑗+𝑘.

نتیجه در

(𝑝𝑞)(𝑇 ) =
𝑚
∑
𝑗=۰

𝑛
∑
𝑘=۰

𝑎𝑗𝑏𝑘𝑇 𝑗+𝑘

= (
𝑚
∑
𝑗=۰

𝑎𝑗𝑇 𝑗)(
𝑛

∑
𝑘=۰

𝑏𝑘𝑇 𝑘)

= 𝑝(𝑇 )𝑞(𝑇 ).

■ .𝑝(𝑇 )𝑞(𝑇 ) = (𝑝𝑞)(𝑇 ) = (𝑞𝑝)(𝑇 ) = 𝑞(𝑇 )𝑝(𝑇 ) داریم (ا) از استفاده بار دو با (ب)

از حاصل ضرب ͷی زمانͬ که غیررسمͬ: اثبات
توزیع پذیری خاصیت از استفاده با چندجملە ای ها،
𝑇 یا 𝑧 نماد، که ندارد اهمیتͬ ͬ شود، م داده بسط

 باشد.

𝑇 تحت ،range𝑇 و nuⅼⅼ𝑇 زیرفضاهای آن گاه ،𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) اگر که کردیم مشاهده قبلا

𝑇 از چندجملە ای هر برد و پوچ فضای که ͬ دهیم م نشان اکنون ببینید). را ۴ .۵) هستند ناوردا

هستند. ناوردا 𝑇 تحت نیز،

هستند ناوردا 𝑇 تحت ،𝑝(𝑇 ) برد و پوچ فضای ۱۸ .۵

هستند. ناوردا 𝑇 تحت range 𝑝(𝑇 ) و nuⅼⅼ 𝑝(𝑇 ) آن  گاه .𝑝 ∈ 𝒫(𝐅) و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض

بنابراین .𝑝(𝑇 )𝑢 = ۰ آن گاه .𝑢 ∈ nuⅼⅼ 𝑝(𝑇 ) کنید فرض اثبات

(𝑝(𝑇 )) (𝑇𝑢) = (𝑝(𝑇 ) 𝑇 ) (𝑢) = (𝑇𝑝(𝑇 )) (𝑢) = 𝑇(𝑝(𝑇 )𝑢) = 𝑇(۰) = ۰.

ͬ باشد. م مطلوب چنان که است، ناوردا 𝑇 تحت nuⅼⅼ 𝑝(𝑇 ) نتیجه در .𝑇𝑢 ∈ nuⅼⅼ 𝑝(𝑇 ) ازاین رو

بنابراین .𝑢 = 𝑝(𝑇 )𝑣 که بە طوری دارد، وجود 𝑣 ∈ 𝑉 آن گاه .𝑢 ∈ range 𝑝(𝑇 ) کنید فرض

𝑇𝑢 = 𝑇(𝑝(𝑇 )𝑣) = 𝑝(𝑇 )(𝑇𝑣).

■ است. مطلوب چنان که است، ناوردا 𝑇 تحت range 𝑝(𝑇 ) نتیجه در .𝑇𝑢 ∈ range 𝑝(𝑇 ) ازاین رو

۱ −۵ تمرین های

است. 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۱
است. ناوردا 𝑇 تحت 𝑈 آن گاه ،𝑈 ⊆ nuⅼⅼ𝑇 اگر کنید ثابت (ا)

است. ناوردا 𝑇 تحت 𝑈 آن گاه range𝑇؛ ⊆ 𝑈 اگر کنید ثابت (ب)
ناوردا 𝑇 تحت 𝑉۱ +⋯+ 𝑉𝑚 کنید ثابت ͬ باشند. م ناوردا 𝑇 تحت که هستند 𝑉 زیرفضاهای 𝑉۱,… , 𝑉𝑚 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) که کنید فرض ۲

ͬ باشد. م
است. ناوردا 𝑇 تحت خود باشند؛ ناوردا 𝑇 تحت که 𝑉 زیرفضاهای از گردایە ای هر اشتراک کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۳

است، ناوردا 𝑉 روی عملͽر هر تحت که باشد 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈 و باشد متناهͬ بعد با 𝑉 اگر دهید: ارائه نقض مثال ͷی یا کنید، ثابت ۴
.𝑈 = 𝑉 یا 𝑈 = {۰} آن گاه

کنید. پیدا را 𝑇 مقدارهای ویژۀ باشد. شده تعریف 𝑇 (𝑥, 𝑦) = (−۳𝑦, 𝑥) توسط 𝑇 ∈ ℒ(𝐑۲) کنید فرض ۵
کنید. پیدا را 𝑇 بردارهای ویژۀ و مقدارهای ویژه همۀ ͬ کنیم. م تعریف 𝑇 (𝑤, 𝑧) = (𝑧, 𝑤) بە صورت را 𝑇 ∈ ℒ(𝐅۲) ۶

کنید. پیدا را 𝑇 بردارهای ویژۀ و مقدارهای ویژه همۀ ͬ کنیم. م تعریف 𝑇 (𝑧۱, 𝑧۲, 𝑧۳) = (۲𝑧۲, ۰, ۵𝑧۳) بە صورت را 𝑇 ∈ ℒ(𝐅۳) ۷

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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.𝜆 = ۱ یا 𝜆 = ۰ آن گاه باشد، 𝑃 مقدارویژۀ ͷی 𝜆 اگر کنید ثابت .𝑃 ۲ = 𝑃 که است طوری 𝑃 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۸
کنید. پیدا را 𝑇 بردارهای ویژۀ و مقدارهای ویژه همۀ ͬ کنیم. م تعریف 𝑇𝑝 = 𝑝′ توسط را 𝑇 ∶ 𝒫(𝐑) → 𝒫(𝐑) ۹

پیدا را 𝑇 بردارهای ویژۀ و مقدارهای ویژه همۀ ͬ کنیم. م تعریف (𝑇𝑝)(𝑥) = 𝑥𝑝′(𝑥) بە صورت 𝑥 ∈ 𝐑 هر برای را 𝑇 ∈ ℒ(𝒫۴(𝐑)) ۱۰
کنید.

شرط بە  𝜆 ∈ 𝐅 هر برای 𝑇 − 𝜆𝐼 که بە طوری دارد، وجود 𝛿 > ۰ کنید ثابت .𝛼 ∈ 𝐅 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) باشد، متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۱۱
است. وارون پذیر ،۰ < |𝛼 − 𝜆| < 𝛿

توسط 𝑤 ∈ 𝑊 هر و 𝑢 ∈ 𝑈 هر برای را 𝑃 ∈ ℒ(𝑉 ) هستند. 𝑉 غیرصفر زیرفضاهای ،𝑊 و 𝑈 آن در که 𝑉 = 𝑈 ⊕ 𝑊 کنید فرض ۱۲
کنید. پیدا را 𝑃 بردارهای ویژۀ و مقدارهای ویژه همۀ ͬ کنیم. م تعریف 𝑃(𝑢 + 𝑤) = 𝑢

است. وارون پذیر 𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۱۳
دارند. یͺسانͬ مقدارهای ویژۀ ،𝑆−۱𝑇𝑆 و 𝑇 کنید ثابت (ا)

چیست؟ 𝑆−۱𝑇𝑆 ویژۀ بردارهای  و 𝑇 بردارهای ویژۀ بین رابطۀ (ب)
نباشد. (حقیقͬ) مقدارویژه هیچ دارای که دهید ارائه 𝐑۴ روی عملͽر ͷی از مثالͬ ۱۴

عملͽر مقدارویژۀ ͷی 𝜆 اگر تنها و اگر است، 𝑇 مقدارویژۀ ͷی 𝜆 دهید نشان .𝜆 ∈ 𝐅 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) باشد، متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۱۵
باشد. 𝑇 ′ ∈ ℒ(𝑉 ′) دوگان

آن گاه باشد، 𝑇 مقدارویژۀ ͷی 𝜆 اگر کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و باشد 𝑉 پایۀ ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 کنید فرض ۱۶

|𝜆| ≤ 𝑛ⅿax{∣ℳ(𝑇 )𝑗,𝑘∣ ∶ ۱ ≤ 𝑗, 𝑘 ≤ 𝑛} ,

ͬ باشد. م 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 پایۀ به نسبت 𝑇 ماتریس از 𝑘 ستون و 𝑗 سطر درایۀ نشان دهندۀ ℳ(𝑇)𝑗,𝑘 آن در که

ببینید. را ۱ −۶ بخش از ۱۹ تمرین ،|𝜆| روی متفاوت کران ͷی برای

𝑇𝐂 مختلط سازی مقدارویژۀ ͷی 𝜆 اگر تنها و اگر است، 𝑇 مقدارویژۀ ͷی 𝜆 کنید ثابت .𝜆 ∈ 𝐑 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) ،𝐅 = 𝐑 کنید فرض ۱۷
باشد.

ببینید. 𝑇𝐂 تعریف برای را ۲ −۳ بخش از ۳۳ تمرین

𝑇𝐂 مقدارویژۀ ͷی 𝜆̄ اگر تنها و اگر است، 𝑇𝐂 مختلط سازی مقدارویژۀ ͷی 𝜆 کنید ثابت .𝜆 ∈ 𝐂 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) ،𝐅 = 𝐑 کنید فرض ۱۸
باشد.

بە صورت که 𝑇 ∈ ℒ(𝐅∞) جلو به شیفت عملͽر دهید نشان ۱۹

𝑇 (𝑧۱, 𝑧۲,… ) = (۰, 𝑧۱, 𝑧۲,… )

ندارد. مقدارویژە ای هیچ ͬ شود، م تعریف
توسط را 𝑆 ∈ ℒ(𝐅∞) عقب به شیفت عملͽر ۲۰

𝑆(𝑧۱, 𝑧۲, 𝑧۳,… ) = (𝑧۲, 𝑧۳,… )

ͬ کنیم. م تعریف
است. 𝑆 مقدارویژۀ ͷی ،𝐅 عضو هر دهید نشان (ا)

کنید. پیدا را 𝑆 ویژۀ بردارهای  همۀ (ب)
است. وارون پذیر 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۲۱

باشد. 𝑇−۱ مقدارویژۀ ͷی ۱
𝜆 اگر تنها و اگر است، 𝑇 مقدارویژۀ ͷی 𝜆 کنید ثابت .𝜆 ≠ ۰ و 𝜆 ∈ 𝐅 کنید فرض (ا)

دارند. یͺسانͬ ویژۀ بردارهای  ،𝑇−۱ و 𝑇 کنید ثابت (ب)
که بە طوری دارند، وجود 𝑉 در 𝑤 و 𝑢 غیرصفر بردارهای و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۲۲

𝑇𝑢 = ۳𝑤 و 𝑇𝑤 = ۳𝑢.

است. 𝑇 مقدارویژۀ ͷی ،−۳ یا ۳ کنید ثابت
دارند. یͺسانͬ مقدارهای ویژۀ ،𝑇𝑆 و 𝑆𝑇 کنید ثابت .𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۲۳

𝐅𝑛 عضوهای آن، در که ͬ کنیم م تعریف 𝑇𝑥 = 𝐴𝑥 توسط را 𝑇 ∈ ℒ(𝐅𝑛) است. 𝐅 در درایە ها با 𝑛 در 𝑛 ماتریس ͷی 𝐴 کنید فرض ۲۴
ͬ شوند. م منظور ۱ در 𝑛 ستونͬ بردارهای بە شͺل

است. 𝑇 مقدارویژۀ ͷی ،۱ کنید ثابت است. ۱ با برابر 𝐴 سطر هر در درایە ها حاصل جمع کنید فرض (ا)
است. 𝑇 مقدارویژۀ ͷی ،۱ کنید ثابت است. ۱ با برابر 𝐴 ستون هر در درایە ها حاصل جمع کنید فرض (ب)

بردارهای  ،𝑤 و 𝑢 کنید ثابت است. 𝑇 بردارویژۀ ͷی نیز 𝑢 + 𝑤 که بە طوری هستند، 𝑇 بردارهای ویژۀ ،𝑤 و 𝑢 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۲۵
هستند. یͺسان  مقدارویژۀ ͷی با متناظر 𝑇 ویژۀ

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



ناوردا زیرفضاهای ۱ −۵۱۲۱

همانͬ عملͽر از اسͺالری مضرب ،𝑇 کنید ثابت است. 𝑇 بردارویژۀ ͷی ،𝑉 در غیرصفر بردار هر که است طوری 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۲۶
است.

تحت ،𝑘 بعد با 𝑉 زیرفضای هر که است طوری 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض .𝑘 ∈ {۱,… , ⅾiⅿ𝑉 − ۱} و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۲۷
است. همانͬ عملͽر از اسͺالری مضرب ،𝑇 کنید ثابت ͬ باشد. م ناوردا 𝑇

است. متمایز مقدارویژۀ ۱+ ⅾiⅿ range𝑇 دارای حداکثر 𝑇 کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۲۸
𝑇𝑥 − ۹𝑥 = که بە طوری دارد، وجود 𝑥 ∈ 𝐑۳ کنید ثابت هستند. 𝑇 مقدارهای ویژۀ ،

√
۷ و ،۵ ،−۴ و 𝑇 ∈ ℒ(𝐑۳) کنید فرض ۲۹

.( − ۴, ۵, √۷)
،𝜆 = ۳ یا ،𝜆 = ۲ کنید ثابت است. 𝑇 مقدارویژۀ ͷی 𝜆 کنید فرض .(𝑇 − ۲𝐼)(𝑇 − ۳𝐼)(𝑇 − ۴𝐼) = ۰ و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۳۰

.𝜆 = ۴ یا
.𝑇 ۴ = −𝐼 که بە طوری دهید، ارائه 𝑇 ∈ ℒ(𝐑۲) از مثالͬ ۳۱

.𝑇 ۲ = −𝐼 کنید ثابت .𝑇 ۴ = 𝐼 و باشد نداشته مقدارویژە ای هیچ 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۳۲
باشد. مثبت عدد ͷی 𝑚 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۳۳

باشد. ͷبە ی ͷی 𝑇𝑚 اگر تنها و اگر است، ͷبە ی ͷی 𝑇 کنید ثابت (ا)
باشد. پوشا 𝑇𝑚 اگر تنها و اگر است، پوشا 𝑇 کنید ثابت (ب)

𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) اگر تنها و اگر است، خطͬ مستقل ،𝑣۱,… , 𝑣𝑚 لیست کنید ثابت .𝑣۱,… , 𝑣𝑚 ∈ 𝑉 و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۳۴
هستند. متمایز ویژۀ مقادیر با متناظر که باشند 𝑇 ویژۀ بردارهای  ،𝑣۱,… , 𝑣𝑚 که بە طوری باشد، داشته وجود

ͬ مقدار حقیق توابع برداری فضای در 𝑒𝜆۱𝑥,… , 𝑒𝜆𝑛𝑥 لیست کنید ثابت باشد. متمایز حقیقͬ عددهای از لیست ͷی 𝜆۱,… , 𝜆𝑛 کنید فرض ۳۵
است. خطͬ مستقل ،𝐑 روی

بردارهای  و مقدارهای ویژه کنید. تعریف 𝐷𝑓 = 𝑓′ بە صورت را 𝐷 ∈ ℒ(𝑉 ) عملͽر ͷی و 𝑉 = span (𝑒𝜆۱𝑥,… , 𝑒𝜆𝑛𝑥) کنید فرض راهنمایی:
کنید. پیدا را 𝐷 ویژۀ

توابع برداری فضای در ⅽos(𝜆۱𝑥),… , ⅽos(𝜆𝑛𝑥) لیست کنید ثابت باشد. متمایز مثبت عددهای از لیست ͷی 𝜆۱,… , 𝜆𝑛 کنید فرض ۳۶
است. خطͬ مستقل ،𝐑 روی ͬ مقدار حقیق

بە صورت 𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ) هر برای را 𝒜 ∈ ℒ(ℒ(𝑉 )) .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۳۷

𝒜(𝑆) = 𝑇𝑆

ͬ باشد. م 𝒜 مقدارهای ویژۀ مجموعۀ با برابر ،𝑇 مقدارهای ویژۀ مجموعۀ کنید ثابت ͬ کنیم. م تعریف
عملͽر ،𝑣 ∈ 𝑉 هر برای ͬ باشد. م ناوردا 𝑇 تحت که است 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) است، متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۳۸

ͬ شود: م تعریف زیر بە صورت 𝑇/𝑈 ∈ ℒ(𝑉/𝑈) خارج قسمتͬ

(𝑇/𝑈)(𝑣 + 𝑈) = 𝑇𝑣 + 𝑈.

عملͽر ͷی 𝑇/𝑈 دهید نشان و است) 𝑇 تحت 𝑈 بودن ناوردا شرط از استفاده مستلزم (که است معنادار 𝑇/𝑈 تعریف دهید نشان (ا)
است. 𝑉/𝑈 روی

است. 𝑇 مقدارویژۀ ͷی ،𝑇/𝑈 مقدارویژۀ هر دهید نشان (ب)
ⅾiⅿ𝑉 − ۱ بعد با 𝑉 از زیرفضا ͷی اگر تنها و اگر دارد، مقدارویژه ͷی 𝑇 کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۳۹

باشد. ناوردا 𝑇 تحت که باشد داشته وجود
کنید ثابت است. چندجملە ای ͷی 𝑝 ∈ 𝒫(𝐅) کنید فرض است. وارون پذیر 𝑆 و ،𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۴۰

𝑝(𝑆𝑇𝑆−۱) = 𝑆𝑝(𝑇 )𝑆−۱.

چندجملە ای هر برای ،𝑝(𝑇 ) تحت 𝑈 کنید ثابت ͬ باشد. م ناوردا 𝑇 تحت که است 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈 و ،𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۴۱
ͬ باشد. م ناوردا ،𝑝 ∈ 𝒫(𝐅)

ͬ کنیم. م تعریف 𝑇 (𝑥۱, 𝑥۲, 𝑥۳,… , 𝑥𝑛) = (𝑥۱, ۲𝑥۲, ۳𝑥۳,… , 𝑛𝑥𝑛) بە صورت را 𝑇 ∈ ℒ(𝐅𝑛) ۴۲
کنید. پیدا را 𝑇 بردارهای ویژۀ و مقدارهای ویژه همۀ (ا)

هستند. ناوردا 𝑇 تحت که کنید پیدا را 𝐅𝑛 زیرفضاهای همۀ (ب)
.{𝑝(𝑇 ) ∶ 𝑝 ∈ 𝒫(𝐅)} ≠ ℒ(𝑉 ) کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و ⅾiⅿ𝑉 > ۱ است، متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۴۳

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



بردارهای ویژه و مقدارهای ویژه ۵ ۱۲۲

مینیمال چندجملە ای ۲ −۵

مختلط برداری فضاهای روی مقدارهای ویژه وجود

متناهͬ بعد با مختلط برداری فضاهای روی عملͽرها درخصوص اصلͬ نتایج از ͬͺی به اکنون

ͬ رسیم. م

مقدارهای ویژه وجود ۱۹ .۵

است. مقدارویژه ͷی دارای غیرصفر، و متناهͬ بعد با مختلط برداری فضای ͷی روی عملͽر هر

آن گاه کنید. انتخاب 𝑣 ≠ ۰ که را 𝑣 ∈ 𝑉 .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و باشد 𝑛 > ۰ بعد با متناهͬ بعد با مختلط برداری فضای ͷی 𝑉 کنید فرض اثبات

𝑣, 𝑇 𝑣, 𝑇 ۲𝑣,… , 𝑇𝑛𝑣

از نیستند) ۰ هم با همه که ضرایبی (با خطͬ ترکیب ͷی بنابراین، است. 𝑛+ ۱ لیست این طول و است 𝑛 بعد دارای 𝑉 زیرا نیست، خطͬ مستقل

که بە طوری دارد، وجود درجه پایین ترین از 𝑝 ناثابت چندجملە ای ͷی ازاین رو است. ۰ با برابر بالا بردارهای

𝑝(𝑇 )𝑣 = ۰.

وجود 𝑞 ∈ 𝒫(𝐂) چندجملە ای ͷی پس .𝑝(𝜆) = ۰ که بە طوری دارد، وجود 𝜆 ∈ 𝐂 ببینید) را ۱۲ .۴) جبر اساسͬ قضیۀ اول نسخۀ طبق

ببینید) را ۶ .۴) داریم 𝑧 ∈ 𝐂 برای که بە طوری دارد،

𝑝(𝑧) = (𝑧 − 𝜆)𝑞(𝑧).

که (۱۷ .۵ از استفاده (با ͬ کند م ایجاب این

۰ = 𝑝(𝑇 )𝑣 = (𝑇 − 𝜆𝐼) (𝑞(𝑇 )𝑣) .

بردارویژۀ با 𝑇 مقدارویژۀ ͷی 𝜆 که است معنͬ این به بالا معادلۀ نتیجه در .𝑞(𝑇 )𝑣 ≠ ۰ که ͬ دانیم م است، 𝑝 به نسبت پایین تری درجۀ از 𝑞 چون

■ است. 𝑞(𝑇 )𝑣

این شرح به ۱۶ تمرین زیر توضیح دارد. پراهمیتͬ نقش جبر اساسͬ قضیۀ بالا، اثبات در

دارد. پیوند بالا نتیجۀ با اندازه این تا جبر اساسͬ قضیۀ چرا که ͬ کند م ͷکم موضوع

مثال در چنان که کرد، جایͽزین 𝐅 = 𝐑 فرض با ͬ توان نم را، بالا نتیجۀ در 𝐅 = 𝐂 فرض

نیز را بالا نتیجۀ در بعد بودن متناهͬ فرض که ͬ دهد م نشان بعدی مثال شد. داده نشان ۹ .۵

کرد. حذف ͬ توان نم

مقدارویژه بدون مختلط، برداری فضای ͷی در عملͽر ͷی مثال: ۲۰ .۵

𝑝 ∈ 𝒫(𝐂) اگر ͬ کنیم. م تعریف (𝑇𝑝)(𝑧) = 𝑧𝑝(𝑧) توسط را 𝑇 ∈ ℒ(𝒫(𝐂))
𝑇𝑝 بنابراین و است بیشتر ͬͺی 𝑝 درجۀ از 𝑇𝑝 درجۀ آن گاه باشد، غیرصفر چندجملە ای ͷی

ندارد. مقدارویژە ای هیچ 𝑇 نتیجه در باشد. 𝑝 از اسͺالری مضرب ͬ تواند نم
ͬ کند. نم نقض را بالا نتیجۀ مثال این است، متناهͬ بعد با 𝒫(𝐂) چون

مینیمال چندجملە ای و مقدارهای ویژه

تعریف با ͬ کنیم. م معرفͬ است، مرتبط عملͽر هر با که را مهم چندجملە ای ͷی زیربخش، این در

ͬ کنیم. م شروع زیر

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



مینیمال چندجملە ای ۲ −۵۱۲۳

یͺین چندجملە ای تعریف: ۲۱ .۵

است. ۱ با برابر آن درجۀ بالاترین ضریب که است چندجملە ای ͷی ، یͺین چندجملە ای

است. ۷ درجۀ از یͺین چندجملە ای ͷی ،۲+ ۹𝑧۲ + 𝑧۷ چندجملە ای مثال، برای

مینیمال چندجملە ای درجۀ و یͺتایی وجود، ۲۲ .۵

که بە طوری دارد، وجود درجه کمترین از 𝑝 ∈ 𝒫(𝐅) یͺتای یͺین̞ چندجملە ای ͷی آن گاه .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض
.ⅾeg 𝑝 ≤ ⅾiⅿ𝑉 علاوە بر آن، .𝑝(𝑇 ) = ۰

ͬ گیریم. م نظر در ۱ ثابت چندجملە ای را، 𝑝 عملͽر بنابراین و است 𝑉 روی صفر عملͽر 𝐼 آن گاه ،ⅾiⅿ𝑉 = ۰ اگر اثبات

فضاهای همۀ روی عملͽرها، همۀ برای نظر مورد نتیجۀ اینکه و ⅾiⅿ𝑉 > ۰ کنید فرض ازاین رو ͬ کنیم. م استفاده ⅾiⅿ𝑉 روی استقرا از اکنون

است ۱+ ⅾiⅿ𝑉 طول دارای 𝑢, 𝑇𝑢,… , 𝑇 ⅾiⅿ𝑉 𝑢 لیست .𝑢 ≠ ۰ که باشد طوری 𝑢 ∈ 𝑉 کنید فرض است. صادق کوچͷ تر بعد با برداری

ͷی 𝑇𝑚𝑢 که بە طوری دارد، وجود 𝑚 ≤ ⅾiⅿ𝑉 مثبت صحیح عدد کوچͷ ترین ،(۱۹ .۲) خطͬ وابستگͬ لم طبق است. خطͬ وابستۀ ازاین رو و

که بە طوری دارند، وجود 𝑐۰, 𝑐۱, 𝑐۲,… , 𝑐𝑚−۱ ∈ 𝐅 اسͺالر ضرایب بنابراین است. 𝑢, 𝑇𝑢,… , 𝑇𝑚−۱𝑢 از خطͬ ترکیب

𝑐۰𝑢 + 𝑐۱𝑇𝑢 + ⋯+ 𝑐𝑚−۱𝑇𝑚−۱𝑢 + 𝑇𝑚𝑢 = ۰. (۲۳ .۵)

بە صورت را 𝑞 ∈ 𝒫𝑚(𝐅) یͺین چندجملە ای

𝑞(𝑧) = 𝑐۰ + 𝑐۱𝑧 + ⋯ + 𝑐𝑚−۱𝑧𝑚−۱ + 𝑧𝑚

.𝑞(𝑇 )𝑢 = ۰ که ͬ کند م ایجاب ۲۳ .۵ آن گاه ͬ کنیم. م تعریف

آن گاه باشد، نامنفͬ صحیح عدد ͷی 𝑘 اگر

𝑞(𝑇 )(𝑇 𝑘𝑢) = 𝑇 𝑘 (𝑞(𝑇 )𝑢) = 𝑇 𝑘(۰) = ۰.

.ⅾiⅿ nuⅼⅼ 𝑞(𝑇 ) ≥ 𝑚 که است معنͬ بدین بالا معادلۀ پس است. خطͬ مستقل 𝑢, 𝑇𝑢,… , 𝑇𝑚−۱𝑢 که ͬ دهد م نشان (۱۹ .۲) خطͬ وابستگͬ لم

ازاین رو

ⅾiⅿ range 𝑞(𝑇 ) = ⅾiⅿ𝑉 − ⅾiⅿ nuⅼⅼ 𝑞(𝑇 ) ≤ ⅾiⅿ𝑉 −𝑚.

range 𝑞(𝑇 ) برداری فضای روی ،𝑇 |range 𝑞(𝑇) عملͽر بر را استقرا فرض ͬ توانیم م ،(۱۸ .۵ (طبق ͬ باشد م ناوردا 𝑇 تحت range 𝑞(𝑇 ) چون

با دارد وجود 𝑠 ∈ 𝒫(𝐅) یͺین چندجملە ای ͷی پس کنیم. اعمال

ⅾeg 𝑠 ≤ ⅾiⅿ𝑉 −𝑚 و 𝑠(𝑇 |range 𝑞(𝑇)) = ۰.

داریم 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای نتیجه در

((𝑠𝑞)(𝑇 )) (𝑣) = 𝑠(𝑇 ) (𝑞(𝑇 )𝑣) = ۰,

ⅾeg 𝑠𝑞 ≤ ⅾiⅿ𝑉 که بە طوری است، یͺین چندجملە ای ͷی 𝑠𝑞 پس .𝑠(𝑇 )|range 𝑞(𝑇) =𝑠(𝑇 |range 𝑞(𝑇))= ۰ و 𝑞(𝑇 )𝑣 ∈ range 𝑞(𝑇 ) زیرا

.(𝑠𝑞)(𝑇 ) = ۰ و

نتیجه در است. ۰ عملͽر ،𝑇 بر آن اعمال حاصل که دارد وجود ⅾiⅿ𝑉 درجۀ از حداکثر یͺین، چندجملە ای ͷی که ͬ دهد م نشان بالا پاراگراف

ͬ شود. م کامل نتیجه این وجودی بخش و دارد وجود خاصیت این با درجه پایین ترین از یͺین چندجملە ای ͷی

کنید فرض نتیجه، این یͺتایی اثبات برای .𝑝(𝑇 ) = ۰ که بە طوری باشد، درجه پایین ترین از یͺین چندجملە ای ͷی 𝑝 ∈ 𝒫(𝐅) کنید فرض

𝑝 − 𝑟 اگر .ⅾeg(𝑝 − 𝑟) < ⅾeg 𝑝 نیز و (𝑝 − 𝑟)(𝑇 ) = ۰ آن گاه است. 𝑟(𝑇 ) = ۰ و 𝑝 با یͺسانͬ درجۀ از یͺین چندجملە ای ͷی 𝑟 ∈ 𝒫(𝐅)
نسبت کمتری درجۀ (از یͺین چندجملە ای ͷی تا کنیم تقسیم 𝑝 − 𝑟 در مرتبه بالاترین جملۀ ضریب بر را 𝑝 − 𝑟 ͬ توانستیم م آن گاه نبود، ۰ با برابر

■ ͬ باشد. م مطلوب چنان  که ،𝑝 − 𝑟 = ۰ نتیجه در شود. ۰ عملͽر ،𝑇 بر آن اعمال حاصل تا آید دست به (𝑝 به

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



بردارهای ویژه و مقدارهای ویژه ۵ ۱۲۴

ͬ کند. م توجیه را زیر تعریف قبلͬ، نتیجۀ

مینیمال چندجملە ای تعریف: ۲۴ .۵

چندجملە ای ،𝑇 مینیمال چندجملە ای .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض
.𝑝(𝑇 ) = ۰ که بە طوری ͬ باشد، م درجه کمترین از 𝑝 ∈ 𝒫(𝐅) یͺتای یͺین

عدد کوچͷ ترین داریم نیاز ،𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) عملͽر ͷی مینیمال چندجملە ای محاسبۀ برای

معادلۀ که بە طوری کنیم، پیدا را 𝑚 مثبت صحیح

𝑐۰𝐼 + 𝑐۱𝑇 + ⋯+ 𝑐𝑚−۱𝑇𝑚−۱ = −𝑇𝑚

معادلۀ در و کنیم انتخاب را 𝑉 از پایە ای اگر باشد. 𝑐۰, 𝑐۱,… , 𝑐𝑚−۱ ∈ 𝐅 جواب ͷی دارای

از دستگاه ͷی بە صورت ͬ توان م را بالا معادلۀ آن گاه کنیم، جایͽزین 𝑇 ماتریس با را 𝑇 بالا،

یا گاوسͬ حذف گرفت. نظر در 𝑐۰, 𝑐۱,… , 𝑐𝑚−۱ ∈ 𝐅 مجهول 𝑚 با خطͬ معادلۀ (ⅾiⅿ𝑉 )۲

مشخص را جواب ها وجود امͺان ͬ تواند م خطͬ معادلات دستگاە های حل دیͽر سریع روش ͷی

طبق شود. حاصل جوابی تا کند امتحان را 𝑚 = ۱, ۲,… متوالͬ مقادیر که بدین ترتیب کند،

دارد. وجود 𝑚 ≤ ⅾiⅿ𝑉 مثبت صحیح عدد کوچͷ ترین از مقادیری برای جواب ͷی ،۲۲ .۵

است. 𝑇 مینیمال چندجملە ای ،𝑐۰ + 𝑐۱𝑧 + ⋯ + 𝑐𝑚−۱𝑧𝑚−۱ + 𝑧𝑚 آن گاه

معادلۀ و کرده انتخاب 𝑣 ≠ ۰ با را 𝑣 ∈ 𝑉 که است بە این صورت سریع تر (معمولا) روش

𝑐۰𝑣 + 𝑐۱𝑇𝑣 + ⋯+ 𝑐ⅾiⅿ𝑉−۱𝑇 ⅾiⅿ𝑉−۱𝑣 = −𝑇 ⅾiⅿ𝑉 𝑣 (۲۵ .۵)

معادلۀ ⅾiⅿ𝑉 دستگاه ͷی به را بالا معادلۀ تا کنید استفاده 𝑉 پایۀ ͷی از بͽیرید. نظر در را

دارای معادلات دستگاه این اگر کنید. تبدیل 𝑐۰, 𝑐۱,… , 𝑐ⅾiⅿ𝑉−۱ مجهول ⅾiⅿ𝑉 با خطͬ

اسͺالر عددهای آن گاه است)، چنین مواقع بیشتر (که باشد 𝑐۰, 𝑐۱,… , 𝑐ⅾiⅿ𝑉−۱ یͺتای جواب

که ͬ کند م بیان ۲۲ .۵ (زیرا هستند 𝑇 مینیمال چندجملە ای ضرایب ،𝑐۰, 𝑐۱,… , 𝑐ⅾiⅿ𝑉−۱, ۱
است). ⅾiⅿ𝑉 حداکثر مینیمال، چندجملە ای درجۀ

تصادفͬ ماتریس میلیون ها آزمون پایۀ بر برآوردها این
هستند.

بͽیرید نظر در استاندارد) پایە های به نسبت ۴ در ۴ ماتریس های (بعنوان را 𝐑۴ روی عملͽرها

شد، داده توضیح بالا در که سریع تری روش .𝑣 = (۱, ۰, ۰, ۰) دهید قرار بالا پاراگراف در و

از ٪۹۹̸ ۹۹۹ روی و [−۱۰, ۱۰] بازۀ در صحیح آرایە های با ۴ در ۴ ماتریس های از ٪۹۹̸ ۸ روی

ͬ کند. م کار ،[−۱۰۰, ۱۰۰] بازۀ در صحیح آرایە های با ۴ در ۴ ماتریس های

ͬ دهد. م نشان شد، صحبت بالا در که را سریع تر رویۀ بعدی، مثال

𝐅۵ روی عملͽر ͷی مینیمال چندجملە ای مثال: ۲۶ .۵

و 𝑇 ∈ ℒ(𝐅۵) کنید فرض

ℳ(𝑇) =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

۰ ۰ ۰ ۰ −۳
۱ ۰ ۰ ۰ ۶
۰ ۱ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۱ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۱ ۰

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

داریم ،𝑣 = 𝑒۱ دادن قرار با ،۲۵ .۵ در .𝑒۱, 𝑒۲, 𝑒۳, 𝑒۴, 𝑒۵ استاندارد پایۀ به نسبت

𝑇𝑒۱ = 𝑒۲, 𝑇 ۴𝑒۱ = 𝑇(𝑇 ۳𝑒۱) = 𝑇𝑒۴ = 𝑒۵,
𝑇 ۲𝑒۱ = 𝑇(𝑇𝑒۱) = 𝑇𝑒۲ = 𝑒۳, 𝑇 ۵𝑒۱ = 𝑇(𝑇 ۴𝑒۱) = 𝑇𝑒۵ = −۳𝑒۱ + ۶𝑒۲.

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



مینیمال چندجملە ای ۲ −۵۱۲۵

𝑇 ۳𝑒۱ = 𝑇(𝑇 ۲𝑒۱) = 𝑇𝑒۳ = 𝑒۴,

است برابر که 𝑇 ۴𝑒۱ ،𝑇 ۳𝑒۱ ،𝑇 ۲𝑒۱ ،𝑇𝑒۱ ،𝑒۱ لیست .۳𝑒۱ − ۶𝑇𝑒۱ = −𝑇 ۵𝑒۱ بنابراین
این از دیͽری خطͬ ترکیب هیچ ازاین رو است. خطͬ مستقل ،𝑒۵ ،𝑒۴ ،𝑒۳ ،𝑒۲ ،𝑒۱ لیست با

ͬ باشد. م 𝑇 مینیمال چندجملە ای ۳− ۶𝑧 + 𝑧۵ نتیجه در نیست. −𝑇 ۵𝑒۱ با برابر لیست

چندجملە ای ها صفرهای و 𝑉 روی عملͽرها مقدارهای ویژۀ تعریف، طبق که بیاورید یاد به

باید صفرها و مقدارهای ویژه آن گاه ،𝐅 = 𝐑 اگر بە ویژه باشند. 𝐅 عضوهای باید 𝒫(𝐅) در

باشند. حقیقͬ عددهای

هستند مینیمال چندجملە ای صفرهای مقدارهای ویژه، ۲۷ .۵

.𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض
هستند. 𝑇 مقدارهای ویژۀ ،𝑇 مینیمال چندجملە ای صفرهای (ا)

بە شͺل 𝑇 مینیمال چندجملە ای آن گاه باشد، مختلط برداری فضای ͷی 𝑉 اگر (ب)

(𝑧 − 𝜆۱)⋯ (𝑧 − 𝜆𝑚)

ͬ باشند. م تکرار دارای احتمالا و هستند 𝑇 مقدارهای ویژه همۀ از لیست ͷی ،𝜆۱,… , 𝜆𝑚 آن در که است

باشد. 𝑇 مینیمال چندجملە ای 𝑝 کنید فرض اثبات

بە شͺل ͬ توان م را 𝑝 آن گاه است. 𝑝 صفر ͷی 𝜆 ∈ 𝐅 کنید فرض ابتدا (ا)

𝑝(𝑧) = (𝑧 − 𝜆)𝑞(𝑧)

داریم ،𝑣 ∈ 𝑉 هر برای ،𝑝(𝑇 ) = ۰ چون ببینید). را ۶ .۴) است 𝐅 در ضرایب با یͺین چندجملە ای ͷی 𝑞 آن در که نوشت

۰ = (𝑇 − 𝜆𝐼) (𝑞(𝑇 )𝑣)

.𝑞(𝑇 )𝑣 ≠ ۰ که بە طوری دارد، وجود 𝑣 ∈ 𝑉 بردار ͷی حداقل است، 𝑇 مینیمال چندجملە ای 𝑝 و ،ⅾeg 𝑞 = (ⅾeg 𝑝) − ۱ از آنجایی که

است. مطلوب چنان که است، 𝑇 مقدارویژۀ ͷی ،𝜆 که ͬ دهد م نشان بالا معادلۀ بنابراین

دارد، وجود 𝑣 ∈ 𝑉 ازاین رو است. 𝑇 مقدارویژۀ ͷی 𝜆 ∈ 𝐅 کنید فرض اکنون است، 𝑝 صفر ͷی ،𝑇 مقدارویژۀ هر اینکه اثبات برای

داریم 𝑘 غیرصفر صحیح عدد هر برای که ͬ دهد م نشان معادله، این طرف دو بر 𝑇 مͺرر اعمال .𝑇𝑣 = 𝜆𝑣 که بە طوری ،𝑣 ≠ ۰ با

بنابراین .𝑇 𝑘𝑣 = 𝜆𝑘𝑣
𝑝(𝑇 )𝑣 = 𝑝(𝜆)𝑣.

است، 𝑝 صفر ͷی 𝜆 نتیجه در .𝑝(𝜆) = ۰ که است معنͬ این به بالا معادلۀ پس .𝑝(𝑇 )𝑣 = ۰ داریم است، 𝑇 مینیمال چندجملە ای 𝑝 چون

است. مطلوب چنان که

■ ببینید). را ۱۳ .۴) کنید استفاده جبر اساسͬ قضیۀ دوم نسخۀ و (ا) از نظر؛ مد نتیجۀ آوردن دست به برای (ب)

ببینید). را ۸ .۴) است متمایز صفر دارای آن درجۀ تعداد به حداکثر غیرصفر، چندجملە ای ͷی

،𝑉 روی عملͽر ͷی مینیمال چندجملە ای که نتیجه این بە همراه قبلͬ، نتیجۀ از (ا) بند بنابراین،

ͷی که ͬ  کند م بیان که ͬ دهد، م ارائه ۱۲ .۵ برای جایͽزینͬ اثبات است، ⅾiⅿ𝑉 درجۀ از حداکثر

است. متمایز مقدارویژۀ ⅾiⅿ𝑉 دارای حداکثر ،𝑉 روی عملͽر

نشان ۱۶ تمرین توسط چنان که است، عملͽر ͷی مینیمال چندجملە ای یͺین، چندجملە ای هر

یافتن که ͬ دهد م نشان ۵. ۲۷(ا) بنابراین ͬ باشد. م ۲۶ .۵ تمرین تعمیم خود که است، شده داده

صفرهای برای دقیق عبارات یافتن مسئلۀ با معادل عملͽر، ͷی مقدارهای ویژۀ برای دقیق عبارات

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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نیست). ممͺن عملͽرها برخͬ برای ازاین رو (و ͬ باشد م چندجملە ای ͷی

یافت دقیقا ͬ توان نم آن را مقدارهای ویژۀ که عملͽری مثال: ۲۸ .۵

توسط که باشد عملͽری 𝑇 ∈ ℒ(𝐂۵) کنید فرض

𝑇 (𝑧۱, 𝑧۲, 𝑧۳, 𝑧۴, 𝑧۵) = (−۳𝑧۵, 𝑧۱ + ۶𝑧۵, 𝑧۲, 𝑧۳, 𝑧۴)

۲۶ .۵ مثال ۵ در ۵ ماتریس ،𝐂۵ استاندارد پایە های به نسبت 𝑇 ماتریس است. شده تعریف
است: زیر چندجملە ای ،𝑇 مینیمال چندجملە ای دادیم، نشان مثال آن در چنان که است.

۳− ۶𝑧 + 𝑧۵.

عددهای ریشە های گویا، عددهای از استفاده با ͬ توان نم را بالا چندجملە ای از صفری هیچ
جبر از فراتر اندازه از بیش را ما موضوع، این (اثبات کرد بیان حساب معمول قواعد و گویا
۵. ۲۷(ا)]، [طبق هستند 𝑇 مقدارهای ویژۀ بالا، چندجملە ای صفرهای چون ͬ برد). م خطͬ
کنیم. پیدا آشنایی بە هیچ شͺل 𝑇 مقدارهای ویژۀ از ͷهیچ ی برای دقیقͬ عبارت ͬ توانیم نم

چندجملە ای صفرهای که ͬ دهند م نشان ͬ کنیم، نم مطرح اینجا در که عددی تکنیͷ های
ͬ باشند: م زیر مختلط عدد پنج تقریبی بە طور ،𝑇 مقدارهای ویژۀ بنابراین، و بالا

−۱̸ ۶۷, ۰̸ ۵۱, ۱̸ ۴۰, −۰̸ ۱۲+ ۱̸ ۵۹𝑖, −۰̸ ۱۲− ۱̸ ۵۹𝑖.

چنان که هستند، یͺدیͽر مختلط مزدوج چندجملە ای، این غیرحقیقͬ صفر دو که کنید توجه
ببینید). را ۱۴ .۴) داریم انتظار حقیقͬ ضرایب با چندجملە ای ͷی از

شوند، اعمال عملͽر ͷی بر وقتͬ که است چندجملە ای هایی کامل توصیف بعدی، نتیجۀ

ͬ دهند. م دست به را ۰ عملͽر

𝑞(𝑇 ) = ۰ ⟺ است مینیمال چندجملە ای از چندجملە ای مضرب ͷی 𝑞 ۲۹ .۵

چندجملە ای از چندجملە ای مضرب ͷی 𝑞 اگر تنها و اگر ،𝑞(𝑇 ) = ۰ آن گاه .𝑞 ∈ 𝒫(𝐅) و ،𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) است، متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض
باشد. 𝑇 مینیمال

است. 𝑇 مینیمال چندجملە ای نشان دهندۀ 𝑝 کنید فرض اثبات

که بە طوری دارند، وجود 𝑠, 𝑟 ∈ 𝒫(𝐅) چندجملە ای های ،(۹ .۴) چندجملە ای ها تقسیم الͽوریتم طبق .𝑞(𝑇 ) = ۰ کنید فرض ابتدا

𝑞 = 𝑝𝑠 + 𝑟 (۳۰ .۵)

داریم .ⅾeg 𝑟 < ⅾeg 𝑝 و

۰ = 𝑞(𝑇 ) = 𝑝(𝑇 )𝑠(𝑇 ) + 𝑟(𝑇 ) = 𝑟(𝑇 ).

حاصل که ͬ آمد م دست به یͺین چندجملە ای ͷی آن، درجۀ بالاترین ضریب بر 𝑟 تقسیم با این صورت غیر (در 𝑟 = ۰ که ͬ کند م ایجاب بالا معادلۀ

۳۰ .۵ ازاین رو ͬ انجامید). م تناقض به که ͬ داشت م مینیمال چندجملە ای به نسبت پایین تری درجۀ چندجملە ای، این و ͬ بود م صفر 𝑇 بر آن اعمال

است. مطلوب چنان که است، 𝑝 از چندجملە ای مضرب ͷی 𝑞 نتیجه در ͬ شود. م تبدیل 𝑞 = 𝑝𝑠 معادلۀ بە 

بە طوری دارد، وجود 𝑠 ∈ 𝒫(𝐅) چندجملە ای ͷی بنابراین است. 𝑝 از چندجملە ای مضرب ͷی 𝑞 کنید فرض اکنون عکس، جهت در اثبات برای

داریم نتیجه در .𝑞 = 𝑝𝑠 که

𝑞(𝑇 ) = 𝑝(𝑇 )𝑠(𝑇 ) = ۰ 𝑠(𝑇 ) = ۰,

■ است. مطلوب چنان که

است. بالا نتیجۀ از جالب پیامد ͷی بعدی، نتیجۀ

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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تحدید عملͽر ͷی مینیمال چندجملە ای ۳۱ .۵

ͷی ،𝑇 مینیمال چندجملە ای آن گاه ͬ باشد. م ناوردا 𝑇 تحت که است 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) است، متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض
است. 𝑇 |𝑈 مینیمال چندجملە ای از چندجملە ای مضرب

بە ویژه ،𝑝(𝑇 )𝑣 = ۰ داریم 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای بنابراین است. 𝑇 مینیمال چندجملە ای 𝑝 کنید فرض اثبات

𝑝(𝑇 )𝑢 = ۰ 𝑢 ∈ 𝑈 هر .برای

مینیمال چندجملە ای از چندجملە ای مضرب ͷی 𝑝 که ͬ کند م ایجاب ،𝑇 بە جای 𝑇 |𝑈 عملͽر بر ۲۹ .۵ اعمال با اکنون .𝑝(𝑇 |𝑈) = ۰ نتیجه در

■ باشد. 𝑇 |𝑈
ͬ باشد. م بالا نتیجۀ مشابه که ببینید را ۲۵ تمرین خارج قسمتͬ، عملͽرهای دربارۀ نتیجە ای برای

که ͬ کند م تعیین عملͽر، ͷی مینیمال چندجملە ای ثابت جملۀ که ͬ دهد م نشان بعدی نتیجۀ

خیر. یا است وارون پذیر عملͽر آن

نیست وارون پذیر 𝑇 ⟺ است ۰ با برابر 𝑇 مینیمال چندجملە ای ثابت جملۀ ۳۲ .۵

باشد. ۰ با برابر 𝑇 مینیمال چندجملە ای ثابت جملۀ اگر تنها و اگر نیست، وارون پذیر 𝑇 آن گاه .𝑇 ∈ℒ(𝑉 ) و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض

آن گاه باشد. 𝑇 مینیمال چندجملە ای 𝑝 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض اثبات

نیست وارون پذیر 𝑇 ⟺ ͬ باشد م 𝑇 مقدارویژۀ ͷی ۰

⟺ ͬ باشد م 𝑝 صفر ͷی ۰

⟺ است ۰ با برابر 𝑝 ثابت ,جملۀ

𝑝(۰) با برابر 𝑝 ثابت جملۀ اینکه بە دلیل آخر هم ارزی و است برقرار ۵. ۲۷(ا) طبق دوم هم ارزی است، برقرار ۷ .۵ طبق اول هم ارزی آن، در که

■ است. برقرار ͬ باشد، م

فرد بعد با حقیقͬ برداری فضاهای در مقدارهای ویژه

ͷی روی عملͽر هر که است مطلب این دادن نشان برای استفاده مورد کلیدی ابزار بعدی، نتیجۀ

دارد. مقدارویژه ͷی فرد، بعد با برداری فضای

زوج بعد با پوچ فضای ۳۳ .۵

ⅾiⅿ nuⅼⅼ (𝑇 ۲ +𝑏𝑇 + 𝑐𝐼) آن گاه .𝑏۲ < ۴𝑐 که 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐑 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض نیز است. متناهͬ بعد با 𝑉 و 𝐅 = 𝐑 کنید فرض
است. زوج عدد ͷی

جایͽزینͬ و nuⅼⅼ (𝑇 ۲ +𝑏𝑇 + 𝑐𝐼) با 𝑉 جایͽزینͬ با .(۱۸ .۵ (طبق ͬ باشد م ناوردا 𝑇 تحت nuⅼⅼ (𝑇 ۲ +𝑏𝑇 + 𝑐𝐼) که بیاورید یاد به اثبات

است. زوج ⅾiⅿ𝑉 که کنیم ثابت است لازم اکنون .𝑇 ۲ + 𝑏𝑇 + 𝑐𝐼 = ۰ که کرد فرض ͬ توان م ،nuⅼⅼ (𝑇 ۲ + 𝑏𝑇 + 𝑐𝐼) به 𝑇 تحدید با 𝑇
آن گاه .𝑇𝑣 = 𝜆𝑣 که هستند طوری 𝑣 ∈ 𝑉 و 𝜆 ∈ 𝐑 کنید فرض

۰ = (𝑇 ۲ + 𝑏𝑇 + 𝑐𝐼)𝑣 = (𝜆۲ + 𝑏𝜆 + 𝑐)𝑣 = ((𝜆 + 𝑏
۲)

۲ + 𝑐 − 𝑏۲
۴ )𝑣.

بردارویژە ای 𝑇 که دادە ایم نشان پس .𝑣 = ۰ که است معنͬ این به بالا معادلۀ بنابراین است. مثبت عدد ͷی بالا، در بزرگ پارانتز داخل جملۀ

ندارد.

و هستند ناوردا 𝑇 تحت که است 𝑉 زیرفضاهای همۀ بین بعد بالاترین دارای و است ناوردا 𝑇 تحت که است 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈 کنید فرض

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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.𝑤 ∉ 𝑈 که بە طوری دارد، وجود 𝑤 ∈ 𝑉 کنید فرض صورت این غیر در است. کامل اثبات آن گاه ،𝑈 = 𝑉 اگر ͬ باشند. م زوج بعد دارای

در زیرا ،ⅾiⅿ𝑊 = ۲ آن علاوە بر .𝑇 (𝑇𝑤) = −𝑏𝑇𝑤 − 𝑐𝑤 زیرا ͬ باشد، م ناوردا 𝑇 تحت 𝑊 آن گاه .𝑊 = span(𝑤, 𝑇𝑤) دهید قرار

اکنون خواهد بود. 𝑇 بردارویژۀ ͷی 𝑤 صورت این غیر

ⅾiⅿ(𝑈 +𝑊) = ⅾiⅿ𝑈 + ⅾiⅿ𝑊 − ⅾiⅿ(𝑈 ∩𝑊) = ⅾiⅿ𝑈 + ۲,

غیرممͺن (که است ناوردا 𝑇 تحت که بود خواهد 𝑉 از یͷ بعدی زیرفضای ͷی 𝑈 ∩ 𝑊 صورت این غیر در زیرا ،𝑈 ∩ 𝑊 = {۰} آن در که

ندارد). بردارویژە ای هیچ 𝑇 زیرا است،

زوج بعد دارای و است ناوردا 𝑇 تحت که دارد وجود 𝑉 از زیرفضا ͷی که ͬ دهد م نشان بالا معادلۀ ͬ باشد، م ناوردا 𝑇 تحت 𝑈 + 𝑊 چون

■ ͬ باشد. م زوج بعد دارای 𝑉 نتیجه در است. نادرست 𝑈 ≠ 𝑉 فرض ازاین رو است. ⅾiⅿ𝑈 از بزرگ تر که ͬ باشد م

مقدارویژه ͷی دارای عملͽر هر فرد، بعد با برداری فضاهای روی که ͬ کند م بیان بعدی نتیجۀ

فرض (بدون ͬ دانیم م متناهͬ بعد با مختلط برداری فضاهای برای را نتیجه این قبل از ما است.

.𝐅 = 𝐑 که ͬ کنیم م فرض پایین اثبات در بنابراین بودن). فرد

دارند مقدارهای ویژه فرد، بعد با برداری فضاهای روی عملͽرها ۳۴ .۵

است. مقدارویژه ͷی دارای فرد، بعد با برداری فضای ͷی در عملͽر هر

.𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض است. فرد عدد ͷی 𝑛 که کنید فرض و 𝑛 = ⅾiⅿ𝑉 قرار دهید است. متناهͬ بعد با 𝑉 و 𝐅 = 𝐑 کنید فرض اثبات

آن گاه ،ⅾiⅿ𝑉 = ۱ اگر که کنید توجه شروع، برای است. مقدارویژه ͷی دارای 𝑇 که دهیم نشان تا ͬ کنیم م استفاده مرحله دو در 𝑛 روی استقرا از

بود. خواهد 𝑇 بردارویژۀ ͷی ،𝑉 در غیرصفر بردار هر صورت آن در زیرا است، برقرار نظر مورد نتیجۀ

فرض است. برقرار ،𝑛 از کمتر بعد با فرد، بعد با برداری فضاهای همۀ روی عملͽرها، همۀ برای نظر مورد نتیجۀ و 𝑛 ≥ ۳ کنید فرض اکنون

مقدارویژۀ ͷی 𝜆 آن گاه باشد، 𝜆 ∈ 𝐑 از مقداری برای ،𝑥− 𝜆 از چندجملە ای مضرب ͷی 𝑝 اگر باشد. 𝑇 مینیمال چندجملە ای نشان دهندۀ 𝑝 کنید

مضرب ͷی 𝑝 و 𝑏۲ < ۴𝑐 که بە طوری دارند، وجود 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐑 که کنیم فرض ͬ توانیم م پس است. کامل اثبات و ۵. ۲۷(ا)] [طبق است 𝑇
ببینید). را ۱۶ .۴) است 𝑥۲ + 𝑏𝑥 + 𝑐 از چندجملە ای

پس .𝑝(𝑥) = 𝑞(𝑥)(𝑥۲ + 𝑏𝑥 + 𝑐) داریم 𝑥 ∈ 𝐑 هر برای که بە طوری دارد، وجود 𝑞 ∈ 𝒫(𝐑) یͺین چندجملە ای ͷی

۰ = 𝑝(𝑇 ) = (𝑞(𝑇 )) (𝑇 ۲ + 𝑏𝑇 + 𝑐𝐼),

معنͬ به این است، 𝑇 مینیمال چندجملە ای 𝑝 و ⅾeg 𝑞 < ⅾeg 𝑝 چون است. ۰ با برابر range (𝑇 ۲ +𝑏𝑇 +𝑐𝐼) روی 𝑞(𝑇 ) که است یعنͬ این و

ͬ باشد. م range (𝑇 ۲ + 𝑏𝑇 + 𝑐𝐼) ≠ 𝑉
که ͬ کند م بیان (۲۱ .۳) خطͬ نگاشت های اساسͬ قضیۀ

ⅾiⅿ𝑉 = ⅾiⅿ nuⅼⅼ (𝑇 ۲ + 𝑏𝑇 + 𝑐𝐼) + ⅾiⅿ range (𝑇 ۲ + 𝑏𝑇 + 𝑐𝐼).

که ͬ دهد م نشان بالا معادلۀ ،(۳۳ .۵ (طبق است زوج ⅾiⅿ nuⅼⅼ (𝑇 ۲ + 𝑏𝑇 + 𝑐𝐼) و فرض) (طبق است فرد ⅾiⅿ𝑉 چون

است. فرد ⅾiⅿ range (𝑇 ۲ + 𝑏𝑇 + 𝑐𝐼)
است. ⅾiⅿ𝑉 از کمتر فردِ بعد با اینکه و ،(۱۸ .۵ (طبق ͬ باشد م ناوردا 𝑇 تحت که است 𝑉 زیرفضای ͷی ،range (𝑇 ۲+𝑏𝑇 +𝑐𝐼) بنابراین

مقدارویژه ͷی دارای 𝑇 یعنͬ این و باشد مقدارویژه ͷی دارای range (𝑇 ۲ + 𝑏𝑇 + 𝑐𝐼) به 𝑇 تحدید که ͬ کند م ایجاب ما استقرای فرض اکنون

■ است.

بالا نتیجۀ از جایͽزین اثبات های برای را ۳ −۹ بخش از ۱۰ تمرین و ۲ −۸ بخش از ۲۳ تمرین

ببینید.

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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۲ −۵ تمرین های

باشد. 𝑇 مقدارویژۀ ͷی ،−۳ یا ۳ اگر تنها و اگر است، 𝑇 ۲ مقدارویژۀ ͷی ۹ کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۱
ناوردا 𝑇 تحت که 𝑉 زیرفضای هر کنید ثابت باشد. نداشته مقدارویژە ای هیچ 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و باشد مختلط برداری فضای ͷی 𝑉 کنید فرض ۲

است. نامتناهͬ بعد با یا است، {۰} یا باشد؛
است: شده تعریف زیر بە صورت 𝑇 ∈ ℒ(𝐅𝑛) و 𝑛 > ۱ و است صحیح عدد ͷی 𝑛 کنید فرض ۳

𝑇 (𝑥۱,… , 𝑥𝑛) = (𝑥۱ +⋯+ 𝑥𝑛,… , 𝑥۱ +⋯+ 𝑥𝑛).

کنید. پیدا را 𝑇 بردارهای ویژۀ و مقدارهای ویژه همۀ (ا)
کنید. پیدا را 𝑇 مینیمال چندجملە ای (ب)

ͬ باشد. م ۱ها شامل همه ،𝐅𝑛 استاندارد پایۀ به نسبت 𝑇 ماتریس

اگر است، 𝑝(𝑇 ) مقدارویژۀ ͷی 𝛼 کنید ثابت .𝛼 ∈ 𝐂 و است غیرثابت چندجملە ای ͷی 𝑝 ∈ 𝒫(𝐂) ،𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) ،𝐅 = 𝐂 کنید فرض ۴
باشد. برقرار 𝑇 از 𝜆 مقدار ویژۀ از موردی برای 𝛼 = 𝑝(𝜆) اگر تنها و

بود. نخواهد برقرار ۴ تمرین نتیجۀ کنیم؛ جایͽزین 𝐑 با را 𝐂 اگر دهد نشان که دهید ارائه 𝐑۲ روی عملͽر ͷی از مثالͬ ۵
کنید. پیدا را 𝑇 مینیمال چندجملە ای است. شده تعریف 𝑇 (𝑤, 𝑧) = (−𝑧,𝑤) توسط 𝑇 ∈ ℒ(𝐅۲) کنید فرض ۶

نشود. برابر 𝑇𝑆 مینیمال چندجملە ای با ،𝑆𝑇 مینیمال چندجملە ای که بە طوری دهید، ارائه 𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝐅۲) از مثالͬ (ا) ۷
چندجملە ای آن گاه باشد، وارون پذیر ،𝑇 و 𝑆 از ͬͺی حداقل اگر کنید ثابت .𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض (ب)

است. 𝑇𝑆 مینیمال چندجملە ای با برابر ،𝑆𝑇 مینیمال
.𝑝(𝑇𝑆) = 𝑆−۱𝑝(𝑆𝑇 )𝑆 آن گاه ،𝑝 ∈ 𝒫(𝐅) و باشد وارون پذیر 𝑆 اگر دهید نشان

کنید. پیدا را 𝑇 مینیمال چندجملە ای باشد. پادساعت گرد ۱∘ دوران عملͽر 𝑇 ∈ ℒ(𝐑۲) کنید فرض ۸

نیست، 𝑥۱۸۰ + ۱ مناسب بە ظاهر چندجملە ای ،𝑇 مینیمال چندجملە ای بنابراین است. ۲ حداکثر 𝑇 مینیمال چندجملە ای درجۀ ،ⅾiⅿ𝐑۲ = ۲ چون
.𝑇 ۱۸۰ = −𝐼 گرچه

همۀ چرا دهید توضیح هستند. گویا عددهای ،𝑇 ماتریس درایە های همۀ ،𝑉 از پایە ای به نسبت که است طوری 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۹
هستند. گویا عددهای ،𝑇 مینیمال چندجملە ای ضرایب

داریم 𝑚 ≥ ⅾiⅿ𝑉 − ۱ صحیح عددهای هری برای کنید ثابت .𝑣 ∈ 𝑉 و ،𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) است، متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۱۰

span (𝑣, 𝑇 𝑣,… , 𝑇𝑚𝑣) = span (𝑣, 𝑇 𝑣,… , 𝑇 ⅾiⅿ𝑉−۱𝑣) .

باشد. ( 𝑎 𝑐
𝑏 𝑑 ) بە صورت 𝑉 از پایە ای به نسبت 𝑇 ماتریس و ،𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) باشد، دوبعدی برداری فضای ͷی 𝑉 کنید فرض ۱۱

.𝑇 ۲ − (𝑎 + 𝑑)𝑇 + (𝑎𝑑 − 𝑏𝑐)𝐼 = ۰ دهید نشان (ا)
با است برابر 𝑇 مینیمال چندجملە ای دهید نشان (ب)

⎧{
⎨{⎩

𝑧 − 𝑎 ،𝑎 = 𝑑 و 𝑏 = 𝑐 = ۰ اگر
𝑧۲ − (𝑎 + 𝑑)𝑧 + (𝑎𝑑 − 𝑏𝑐) این صورت، غیر در

کنید. پیدا را 𝑇 مینیمال چندجملە ای ͬ کنیم. م تعریف 𝑇 (𝑥۱, 𝑥۲, 𝑥۳,… , 𝑥𝑛) = (𝑥۱, ۲𝑥۲, ۳𝑥۳,… , 𝑛𝑥𝑛) توسط را 𝑇 ∈ ℒ(𝐅𝑛) ۱۲
𝑝(𝑇 ) = 𝑟(𝑇 ) که بە طوری دارد، وجود یͺتا 𝑟 ∈ 𝒫(𝐅) ͷی کنید ثابت .𝑝 ∈ 𝒫(𝐅) و ،𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) است، متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۱۳

است. 𝑇 مینیمال چندجملە ای درجۀ از کمتر ⅾeg 𝑟 و
چندجملە ای است. ۴ + ۵𝑧 − ۶𝑧۲ − ۷𝑧۳ + ۲𝑧۴ + 𝑧۵ مینیمال چندجملە ای دارای 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۱۴

کنید. پیدا را 𝑇−۱ مینیمال
بە صورت را 𝑓 ∶ 𝐂 → 𝐑 .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و ⅾiⅿ𝑉 > ۰ و است متناهͬ بعد با مختلط برداری فضای ͷی 𝑉 کنید فرض ۱۵

𝑓(𝜆) = ⅾiⅿ range(𝑇 − 𝜆𝐼)

نیست. پیوسته تابع ͷی 𝑓 کنید ثابت ͬ کنیم. م تعریف

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



بردارهای ویژه و مقدارهای ویژه ۵ ۱۳۰

ͬ باشد: م زیر بە صورت استاندارد) پایۀ به (نسبت آن ماتریس که است 𝐅𝑛 روی عملͽر 𝑇 کنید فرض .𝑎۰,… , 𝑎𝑛−۱ ∈ 𝐅 کنید فرض ۱۶

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

۰ −𝑎۰
۱ ۰ −𝑎۱

۱ ⋱ −𝑎۲
⋱ ⋮

۰ −𝑎𝑛−۲
۱ −𝑎𝑛−۱

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

باشند). نیز ۰ است ممͺن برخͬ (که آخر ستون درایە های و قطر زیر خط روی ۱ها همۀ برای بە جز هستند، ۰ ماتریس درایە های همۀ اینجا، در
است: زیر چندجملە ای ،𝑇 مینیمال چندجملە ای دهید نشان

𝑎۰ + 𝑎۱𝑧 + ⋯ + 𝑎𝑛−۱𝑧𝑛−۱ + 𝑧𝑛.

است. عملͽر ͷی مینیمال چندجملە ای یͺین، چندجملە ای هر که ͬ دهد م نشان تمرین این ͬ نامند. م بالا چندجملە ای همراه ماتریس را، بالا ماتریس
نیز را چندجملە ای هر دقیق صفر های ͬ تواند م کند، تولید 𝐅𝑛 هر روی عملͽر هر برای دقیقͬ ویژۀ مقدارهای بتواند که الͽوریتم یا فرمول ͷی بنابراین
تقریب های آوردن به دست برای کارآمدی عددی روش های بااین حال، ندارد. وجود الͽوریتمͬ یا فرمول چنین ازاین رو ۵. ۲۷(ا)]. [طبق آورد دست به

دارند. وجود عملͽر ͷی ویژۀ مقدارهای برای خوب بسیار

مینیمال چندجملە ای دهید نشان .𝜆 ∈ 𝐅 کنید فرض است. 𝑇 مینیمال چندجملە ای 𝑝 و ،𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۱۷
ͬ شود. م تعریف 𝑞(𝑧) = 𝑝(𝑧 + 𝜆) توسط که است 𝑞 چندجملە ای ،𝑇 − 𝜆𝐼

چندجملە ای دهید نشان .𝜆 ∈ 𝐅\{۰} کنید فرض است. 𝑇 مینیمال چندجملە ای 𝑝 و ،𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۱۸
ͬ شود. م تعریف 𝑞(𝑧) = 𝜆ⅾeg𝑝 𝑝 ( 𝑧

𝜆) توسط که است 𝑞 چندجملە ای ،𝜆𝑇 مینیمال

توسط که باشد ℒ(𝑉 ) زیرفضای ℰ کنید فرض .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۱۹

ℰ = {𝑞(𝑇 ) ∶ 𝑞 ∈ 𝒫(𝐅)}

.𝑇 مینیمال چندجملە ای درجۀ با است برابر ⅾiⅿℰ کنید ثابت است. شده تعریف
.(𝑇 − ۳𝐼)۲(𝑇 − ۵𝐼)۲(𝑇 − ۸𝐼)۲ = ۰ کنید ثابت باشند. 𝑇 مقدارهای ویژۀ ،۸ و ۵ ،۳ که باشد طوری 𝑇 ∈ ℒ(𝐅۴) کنید فرض ۲۰

دارد. ۱+ ⅾiⅿ range𝑇 با برابر حداکثر درجە ای ،𝑇 مینیمال چندجملە ای کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و باشد متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۲۱

ͬ دهد. م دست به ۲۲ .۵ به نسبت بهتری بالای کران ،𝑇 مینیمال چندجملە ای درجۀ برای تمرین، این آن گاه ،ⅾiⅿ range𝑇 < ⅾiⅿ𝑉 − ۱ اگر

.𝐼 ∈ span (𝑇 , 𝑇 ۲,… , 𝑇 ⅾiⅿ𝑉 ) اگر تنها و اگر است، وارون پذیر 𝑇 کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و باشد متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۲۲
span (𝑣, 𝑇 𝑣,… , 𝑇 𝑛−۱𝑣) آن گاه ،𝑣 ∈ 𝑉 اگر کنید ثابت .𝑛 = ⅾiⅿ𝑉 کنید فرض .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و باشد متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۲۳

ͬ باشد. م ناوردا 𝑇 تحت
𝑇 و باشند 𝑇 مقدارهای ویژۀ ،۶ و ۵ که باشد طوری 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض باشد. متناهͬ بعد با مختلط برداری فضای ͷی 𝑉 کنید فرض ۲۴

.(𝑇 − ۵𝐼)ⅾiⅿ𝑉−۱(𝑇 − ۶𝐼)ⅾiⅿ𝑉−۱ = ۰ کنید ثابت نباشد. دیͽری مقدارویژۀ هیچ دارای
ͬ باشد. م ناوردا 𝑇 تحت که است 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) است، متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۲۵

است. 𝑇/𝑈 خارج قسمتͬ عملͽر مینیمال چندجملە ای از چندجملە ای مضرب ͷی ،𝑇 مینیمال چندجملە ای کنید ثابت (ا)
کنید ثابت (ب)

(𝑇 |𝑈 مینیمال (چندجملە ای × (𝑇/𝑈 مینیمال ,(چندجملە ای
است. 𝑇 مینیمال چندجملە ای از چندجملە ای مضرب ͷی

است. شده تعریف ۱ −۵ بخش از ۳۸ تمرین در 𝑇/𝑈 خارج قسمتͬ عملͽر

مقدارهای ویژۀ مجموعۀ کنید ثابت ͬ باشد. م ناوردا 𝑇 تحت که است 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) است، متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۲۶
است. 𝑇/𝑈 مقدارهای ویژۀ مجموعۀ و 𝑇 |𝑈 مقدارهای ویژۀ مجموعۀ اجتماع با برابر 𝑇

است. برابر 𝑇 مینیمال چندجملە ای با 𝑇𝐂 مینیمال چندجملە ای کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و است متناهͬ بعد با 𝑉 ،𝐅 = 𝐑 کنید فرض ۲۷

است. شده تعریف ۲ −۳ بخش از ۳۳ تمرین در ،𝑇𝐂 مختلط سازی

است. برابر 𝑇 مینیمال چندجملە ای با 𝑇 ′ ∈ ℒ(𝑉 ′) مینیمال چندجملە ای کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۲۸

است. شده تعریف ۶ −۳ بخش در 𝑇 ′ دوگان نگاشت

ͬ باشد. م دو بعد با ناوردا زیرفضای ͷی دارای دو، بعد حداقل با متناهͬ بعد با برداری فضای ͷی روی عملͽر هر دهید نشان ۲۹

ͬ دهد. م ارائه ،𝐅 = 𝐂 که حالتͬ برای را نتیجه این از قوی تری نسخۀ ،۳ −۵ بخش از ۶ تمرین

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



بالامثلثͬ ماتریس های ۳ −۵۱۳۱

بالامثلثͬ ماتریس های ۳ −۵

برداری فضای ͷی به متناهͬ، بعد با برداری فضای ͷی از خطͬ نگاشت ͷی ماتریس ،۳ فصل در

فضای دو از ͷهری در پایه ͷی انتخاب به ماتریس آن کردیم. تعریف را متناهͬ بعد با دیͽر

به را برداری فضای ͷی که هستیم، عملͽرها مطالعۀ حال در که اکنون دارد. بستگͬ برداری

است. پایه ͷی تنها از استفاده بر تأکید ͬ کنند، م نگاشت خودش

ℳ(𝑇) عملͽر، ͷی ماتریس تعریف: ۳۵ .۵

𝑛 در 𝑛 ماتریس ،𝑉 از 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 پایۀ به نسبت 𝑇 ماتریس .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض

ℳ(𝑇) = ⎛⎜⎜
⎝

𝐴۱,۱ ⋯ 𝐴۱,𝑛
⋮ ⋮

𝐴𝑛,۱ ⋯ 𝐴𝑛,𝑛

⎞⎟⎟
⎠

ͬ شوند: م تعریف زیر رابطۀ توسط 𝐴𝑗,𝑘 درایە های آن، در که است

𝑇𝑣𝑘 = 𝐴۱,𝑘𝑣۱ +⋯+𝐴𝑛,𝑘𝑣𝑛

ͬ شود. م استفاده ℳ(𝑇 , (𝑣۱,… , 𝑣𝑛)) نمادگذاری از نباشند، مشخص متن از پایە ها اگر

است)، برابر ستون ها تعداد با سطرها تعداد (یعنͬ هستند مربعͬ ماتریس های  دارای عملͽرها

بودیم. گرفته نظر در خطͬ نگاشت های برای قبلا که ͬ تری کل مستطیلͬ ماتریس های برخلاف
تشͺیل ضرایبی از ،ℳ(𝑇) ماتریس 𝑘ام ستون

ترکیب ͷی بە صورت 𝑇𝑣𝑘 نوشتن برای که ͬ شود م
ͬ روند. م کار به 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 پایۀ از خطͬ

سؤال، مورد پایۀ کنید فرض باشد، نشده مشخص پایە ای و باشد 𝐅𝑛 روی عملͽر ͷی 𝑇 اگر

موقعیت ها سایر در و ۱ با برابر 𝑘ام موقعیت در 𝑘ام پایۀ بردار مقدار آن، در (که است استاندارد پایۀ

𝑇 اعمال حاصل بە صورت را ℳ(𝑇) ماتریس 𝑘ام ستون ͬ توان م صورت این در است). ۰ با برابر

همانند سازی 𝐅𝑛 عضوهای با را ۱ در 𝑛 ستونͬ بردارهای آن، در که گرفت نظر در 𝑘ام پایۀ بردار بر

ͬ کنیم. م

استاندارد پایۀ به نسبت عملͽر، ͷی ماتریس مثال: ۳۶ .۵

آن گاه ͬ کنیم. م تعریف 𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (۲𝑥+𝑦, ۵𝑦+۳𝑧, ۸𝑧) توسط را 𝑇 ∈ ℒ(𝐅۳)
𝐅۳ استاندارد پایۀ به نسبت 𝑇 ماتریس

ℳ(𝑇) = ⎛⎜⎜
⎝

۲ ۱ ۰
۰ ۵ ۳
۰ ۰ ۸

⎞⎟⎟
⎠

کنید. بررسͬ باید خود چنان که ͬ باشد، م

ͷی روی 𝑇 معین عملͽر ͷی برای دهیم نشان که است این خطͬ جبر اصلͬ اهداف از ͬͺی

ماتریس ͷی دارای 𝑇 آن، به نسبت که دارد وجود 𝑉 از پایه ͷی ،𝑉 متناهͬ بعد با برداری فضای

از پایە ای کنیم تلاش ͬ توانیم م کنیم، دقیق تر را مبهم فرمول بندی این اینکه برای است. سادە  نسبتا

باشد. زیادی ۰های دارای ℳ(𝑇) که بە طوری کنیم، انتخاب 𝑉
نشان ͬ توان م کنونͬ دانستە های با آن گاه باشد، متناهͬ بعد با مختلط برداری فضای ͷی 𝑉 اگر

همە جای در اول، درایۀ در احتمالا بە جز ،𝑇 ماتریس آن، به نسبت که دارد وجود 𝑉 از پایە ای که داد

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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بە شͺل 𝑇 ماتریس آن، به نسبت که دارد وجود 𝑉 از پایە ای دیͽر، بیان به است. ۰ اول ستون

⎛⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝜆
۰ ∗
⋮
۰

⎞⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

این اثبات برای است. اول ستون بە جز ستون ها، همۀ درایە های نشان دهندۀ ،∗ آن در که است

کنید فرض و دارد) وجود مورد ͷی ،۱۹ .۵ (طبق باشد 𝑇 مقدارویژۀ ͷی 𝜆 کنید فرض موضوع،

این به نسبت 𝑇 ماتریس آن گاه دهید. گسترش 𝑉 از پایه ͷی به را 𝑣 باشد. متناظر بردارویژه ͷی 𝑣
نسبت که کنیم انتخاب را 𝑉 از پایە ای ͬ توانیم م که دید خواهیم بە زودی دارد. را بالا شͺل پایه،

باشد. بیشتری ۰های دارای حتͬ ،𝑇 ماتریس آن، به

ماتریس ͷی قطر تعریف: ۳۷ .۵

چپ، سمت بالای گوشۀ از خطͬ روی که است درایە هایی شامل مربعͬ، ماتریس ͷی قطر
هستند. راست سمت پایین گوشۀ تا

ماتریس قطر نمونه، برای

ℳ(𝑇) = ⎛⎜⎜
⎝

۲ ۱ ۰
۰ ۵ ۳
۰ ۰ ۸

⎞⎟⎟
⎠

شدە اند. داده نشان قرمز رنگ به بالا ماتریس در که است ۸ و ۵ ،۲ درایە های شامل ،۳۶ .۵ مثال از

بالامثلثͬ ماتریس تعریف: ۳۸ .۵

باشند. ۰ قطر زیر داریە های همۀ اگر ͬ شود، م نامیده بالامثلثͬ مربعͬ، ماتریس ͷی

است. بالامثلثͬ بالا، در ۳ در ۳ ماتریس مثال، برای

بە شͺل را بالامثلثͬ ماتریس ͷی معمول، بە طور

⎛⎜⎜
⎝

𝜆۱ ∗
⋱

۰ 𝜆𝑛

⎞⎟⎟
⎠

ماتریس این در قطر زیر داریە های همۀ که ͬ دهد م نشان بالا ماتریس در ۰ عدد ͬ دهیم. م نمایش

گرفت–اگر نظر در ساده حدی تا ͬ توان م را بالامثلثͬ ماتریس های هستند. ۰ با برابر ،𝑛 در 𝑛
۰ با برابر ،𝑛 در 𝑛 بالامثلثͬ ماتریس ͷی در داریە ها از نیمͬ تقریبا حداقل آن گاه باشد، بزرگ 𝑛

هستند.

ماتریس از درایە هایی دادن نشان برای ∗ از اغلب
به یا نداریم، اطلاعͬ آن ها از که ͬ کنیم م استفاده

ندارند. ارتباط بحث مورد پرسش های

ͬ کند. م فراهم ناوردا زیرفضاهای و بالامثلثͬ ماتریس های بین را مفیدی ارتباط بعدی، نتیجۀ

بالامثلثͬ ماتریس شرط های ۳۹ .۵

هستند. معادل زیر موارد آن گاه است. 𝑉 پایۀ ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض
است. بالامثلثͬ ،𝑣۱,… , 𝑣𝑛 به نسبت 𝑇 ماتریس (ا)

است. ناوردا ،𝑇 تحت 𝑘 = ۱,… , 𝑛 هر برای span(𝑣۱,… , 𝑣𝑘) (ب)
.𝑘 = ۱,… , 𝑛 هر برای ،𝑇𝑣𝑘 ∈ span(𝑣۱,… , 𝑣𝑘) (ج)

آن گاه ،𝑗 ∈ {۱,… , 𝑛} اگر .𝑘 ∈ {۱,… , 𝑛} کنید فرض است، برقرار (ب) اینکه اثبات برای است. برقرار (ا) کنید فرض ابتدا اثبات

𝑇𝑣𝑗 ∈ span(𝑣۱,… , 𝑣𝑗),

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



بالامثلثͬ ماتریس های ۳ −۵۱۳۳

هر برای که ͬ کنیم م مشاهده ،𝑗 ≤ 𝑘 اگر ،span(𝑣۱,… , 𝑣𝑗) ⊆ span(𝑣۱,… , 𝑣𝑘) چون است. بالامثلثͬ ،𝑣۱,… , 𝑣𝑛 به نسبت 𝑇 ماتریس زیرا

𝑗 ∈ {۱,… , 𝑘}
𝑇𝑣𝑗 ∈ span(𝑣۱,… , 𝑣𝑘).

ͬ شود. م کامل دارد، (ب) بر دلالت (ا) اینکه اثبات و ͬ باشد م ناوردا 𝑇 تحت span(𝑣۱,… , 𝑣𝑘) نتیجه در

𝑘 = ۱,… , 𝑛 هر برای بە ویژه ͬ باشد. م 𝑇ناوردا تحت 𝑘 = ۱,… , 𝑛 هر برای span(𝑣۱,… , 𝑣𝑘) بنابراین است. برقرار (ب) کنید فرض اکنون

دارد. (ج) بر دلالت (ب) نتیجه، در .𝑇𝑣𝑘 ∈ span(𝑣۱,… , 𝑣𝑘) داریم

بە صورت را 𝑇𝑣𝑘 هر وقتͬ یعنͬ این .𝑇𝑣𝑘 ∈ span(𝑣۱,… , 𝑣𝑘) داریم 𝑘 = ۱,… , 𝑛 هر برای بنابراین است. برقرار (ج) کنید فرض اکنون

قطر زیر داریە های همۀ بنابراین کنیم. استفاده 𝑣۱,… , 𝑣𝑘 بردارهای از است لازم تنها ͬ نویسیم، م 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 پایۀ بردارهای از خطͬ ترکیب ͷی

ͬ شود. م کامل دارد، (ا) بر دلالت (ج) اینکه اثبات و است بالامثلثͬ ماتریس ͷی ℳ(𝑇) نتیجه، در هستند. ۰ با برابر ℳ(𝑇)
■ هستند. معادل (ج)، و (ب) (ا)، ͬ دهد م نشان که (ا)، ⟹ (ب) ⟹ (ج) ⟹ (ا) که دادە ایم نشان

باشیم داشته 𝑉 از پایە ای به نسبت و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) اگر که ͬ گوید م بعدی نتیجۀ

ℳ(𝑇) = ⎛⎜⎜
⎝

𝜆۱ ∗
⋱

۰ 𝜆𝑛

⎞⎟⎟
⎠

,

ͬ کند. م صدق 𝜆۱,… , 𝜆𝑛 به وابسته سادۀ معادلۀ ͷی در 𝑇 آن گاه

است برقرار بالامثلثͬ ماتریس دارای عملͽر برای که معادلە ای ۴۰ .۵

آن گاه است. 𝜆۱,… , 𝜆𝑛 قطری درایە های با بالامثلثͬ ماتریس ͷی دارای 𝑇 آن، به نسبت که است پایە ای دارای 𝑉 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض

(𝑇 − 𝜆۱𝐼)⋯ (𝑇 − 𝜆𝑛𝐼) = ۰.

آن گاه باشد. 𝜆۱,… , 𝜆𝑛 قطری درایە های با بالامثلثͬ ماتریس دارای 𝑇 آن، به نسبت که است 𝑉 از پایە ای نشانگر 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 کنید فرض اثبات

(با (𝑇 − 𝜆۱𝐼)⋯ (𝑇 − 𝜆𝑚𝐼)𝑣۱ = ۰ باشیم داشته 𝑚 = ۱,… , 𝑛 برای ͬ کند م ایجاب که ،(𝑇 − 𝜆۱𝐼)𝑣۱ = ۰ یعنͬ که ،𝑇𝑣۱ = 𝜆۱𝑣۱
.(𝑇 − 𝜆𝑘𝐼 هر با 𝑇 − 𝜆𝑗𝐼 هر جابە جایی خاصیت از استفاده

برای ͬ کند م ایجاب که قبلͬ)، پاراگراف (طبق (𝑇 − 𝜆۱𝐼)(𝑇 − 𝜆۲𝐼)𝑣۲ = ۰ ازاین رو .(𝑇 − 𝜆۲𝐼)𝑣۲ ∈ span(𝑣۱) که کنید توجه

.(𝑇 − 𝜆𝑘𝐼 هر با 𝑇 − 𝜆𝑗𝐼 هر جابە جایی خاصیت از استفاده (با (𝑇 − 𝜆۱𝐼)⋯ (𝑇 − 𝜆𝑚𝐼)𝑣۲ = ۰ باشیم داشته 𝑚 = ۲,… , 𝑛
ایجاب که (𝑇 − 𝜆۱𝐼)(𝑇 − 𝜆۲𝐼)(𝑇 − 𝜆۳𝐼)𝑣۳ = ۰ قبلͬ، پاراگراف طبق بنابراین .(𝑇 − 𝜆۳𝐼)𝑣۳ ∈ span(𝑣۱, 𝑣۲) که کنید توجه

.(𝑇 − 𝜆𝑘𝐼 هر با 𝑇 − 𝜆𝑗𝐼 هر جابە جایی خاصیت از استفاده (با (𝑇 − 𝜆۱𝐼)⋯ (𝑇 − 𝜆𝑚𝐼)𝑣۳ = ۰ باشیم داشته 𝑚 = ۳,… , 𝑛 برای ͬ کند م

(𝑇 −𝜆۱𝐼)⋯ (𝑇 −𝜆𝑛𝐼) نتیجه در .(𝑇 −𝜆۱𝐼)⋯ (𝑇 −𝜆𝑛𝐼)𝑣𝑘 = ۰ داریم 𝑘 = ۱,… , 𝑛 هر برای که ͬ کنیم م مشاهده الͽو، این ادامۀ با

■ است. ۰ با برابر 𝑉 از پایە ای در بردار هر روی زیرا است، ۰ عملͽر

ندارد. وجود آن، ماتریس از عملͽر ͷی مقدارهای ویژۀ دقیق محاسبۀ برای روشͬ هیچ متاسفانه

ماتریس آن، به نسبت که کنیم پیدا پایە ای تا باشیم خوش شانس کافͬ بە اندازۀ اگر بااین حال،

نتیجۀ چنان که شد، خواهد بدیهͬ مقدارهای ویژه محاسبۀ مسئلۀ آن گاه باشد، بالامثلثͬ عملͽر،

ͬ دهد. م نشان بعدی

بالامثلثͬ ماتریس از مقدارهای ویژه تعیین ۴۱ .۵

ماتریس قطر روی درایە های دقیقا ،𝑇 مقدارهای ویژۀ آن گاه است. 𝑉 از پایە ای به نسبت بالامثلثͬ ماتریس ͷی دارای 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض
هستند. بالامثلثͬ

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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ͬ باشد: م زیر بالامثلثͬ ماتریس دارای 𝑇 آن، به نسبت که است 𝑉 از پایه ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 کنید فرض اثبات

ℳ(𝑇) = ⎛⎜⎜
⎝

𝜆۱ ∗
⋱

۰ 𝜆𝑛

⎞⎟⎟
⎠

.

ͬ باشد. م 𝑇 مقدارویژۀ ͷی 𝜆۱ که ͬ بینیم م ،𝑇𝑣۱ = 𝜆۱𝑣۱ ازآنجایی که

توی به را span(𝑣۱,… , 𝑣𝑘) زیرفضای ،𝑇 − 𝜆𝑘𝐼 بنابراین .(𝑇 − 𝜆𝑘𝐼)𝑣𝑘 ∈ span(𝑣۱,… , 𝑣𝑘−۱) آن گاه .𝑘 ∈ {۲,… , 𝑛} کنید فرض

چون ͬ کند. م نگاشت span(𝑣۱,… , 𝑣𝑘−۱)

ⅾiⅿ span(𝑣۱,… , 𝑣𝑘) = 𝑘 و ⅾiⅿ span(𝑣۱,… , 𝑣𝑘−۱) = 𝑘 − ۱,

که بە طوری دارد، وجود ،𝑣 ∈ span(𝑣۱,… , 𝑣𝑘) ازاین رو .(۲۲ .۳ (طبق نیست ͷبە ی ͷی span(𝑣۱,… , 𝑣𝑘) به 𝑇 − 𝜆𝑘𝐼 تحدید یعنͬ این

𝑇 مقدارویژۀ ͷی ،ℳ(𝑇) قطر روی درایه هر که دادە ایم نشان نتیجه در است. 𝑇 مقدارویژۀ ͷی 𝜆𝑘 بنابراین .(𝑇 − 𝜆𝑘𝐼)𝑣 = ۰ و 𝑣 ≠ ۰

ͬ باشد. م

است. شده تعریف 𝑞(𝑧) = (𝑧−𝜆۱)⋯ (𝑧−𝜆𝑛) توسط که باشد چندجملە ای ͷی 𝑞 کنید فرض ندارد، دیͽری مقدارویژۀ 𝑇 اینکه اثبات برای

چندجملە ای صفر هر ازاین رو .(۲۹ .۵ (طبق ͬ باشد م 𝑇 مینیمال چندجملە ای از چندجملە ای مضرب ͷی 𝑞 بنابراین .(۴۰ .۵ (طبق 𝑞(𝑇 ) = ۰ آن گاه

ͷی 𝑇 مقدارویژۀ هر یعنͬ این ،(۲۷ .۵ (طبق هستند 𝑇 مقدارهای ویژۀ ،𝑇 مینیمال چندجملە ای صفرهای چون ͬ باشد. م 𝑞 صفر ͷی ،𝑇 مینیمال

■ دارند. قرار 𝜆۱,… , 𝜆𝑛 لیست در همه 𝑇 مقدارهای ویژۀ نتیجه در است. 𝑞 صفر

بالامثلثͬ ماتریس ͷی طریق از مقدارهای ویژه، مثال: ۴۲ .۵

ͬ کنیم. م تعریف 𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (۲𝑥 + 𝑦, ۵𝑦 + ۳𝑧, ۸𝑧) توسط را 𝑇 ∈ ℒ(𝐅۳)
استاندارد پایۀ به نسبت 𝑇 ماتریس

ℳ(𝑇) = ⎛⎜⎜
⎝

۲ ۱ ۰
۰ ۵ ۳
۰ ۰ ۸

⎞⎟⎟
⎠

باشند. ۸ و ۵ ،۲ ،𝑇 مقدارهای ویژۀ که ͬ کند م ایجاب ۴۱ .۵ اکنون ͬ باشد. م

ͷی به نسبت بالامثلثͬ ماتریس ͷی دارای عملͽر ͷی ͬ کشد: م بە تصویر را ۴۴ .۵ بعدی، مثال

۱ درجۀ چندجملە ای های حاصل ضرب عملͽر، مینیمال چندجملە ای اگر تنها و اگر است، پایە 

باشد.

باشد وابسته 𝐅 به است ممͺن ،𝑇 برای بالامثلثͬ ماتریس ͷی داشتن مثال: ۴۳ .۵

بە صورت را 𝑇 ∈ ℒ(𝐹۴)

𝑇 (𝑧۱, 𝑧۲, 𝑧۳, 𝑧۴) = (−𝑧۲, 𝑧۱, ۲𝑧۱ + ۳𝑧۳, 𝑧۳ + ۳𝑧۴)

𝑇 ماتریس ،𝐅۴ استاندارد پایۀ به نسبت بنابراین ͬ کنیم. م تعریف

⎛⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

۰ −۱ ۰ ۰
۱ ۰ ۰ ۰
۲ ۰ ۳ ۰
۰ ۰ ۱ ۳

⎞⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

،𝑇 مینیمال چندجملە ای که کرد بررسͬ رایانه ͷی از استفاده با ͬ توان م بود. خواهد
ͬ شود: م تعریف زیر بە صورت که است 𝑝 چندجملە ای

𝑝(𝑧) = ۹− ۶𝑧 + ۱۰𝑧۲ − ۶𝑧۳ + 𝑧۴.

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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بە صورت 𝑝 چندجملە ای آن گاه بͽیرید. نظر در را 𝐅 = 𝐑 حالت ابتدا

𝑝(𝑧) = (𝑧۲ + ۱)(𝑧 − ۳)(𝑧 − ۳)

۱ درجۀ چندجملە ای دو حاصل ضرب به بیشتر ͬ توان نم را 𝑧۲ + ۱ عبارت و ͬ شود م تجزیه
که ندارد وجود 𝐑۴ از پایە ای که ͬ کند م بیان ۴۴ .۵ ازاین رو کرد. تجزیه حقیقͬ ضرایب با

باشد. بالامثلثͬ ماتریس ͷی دارای 𝑇 آن، به نسبت
بە صورت 𝑝 چندجملە ای آن گاه بͽیرید. نظر در را 𝐅 = 𝐂 حالت اکنون

𝑝(𝑧) = (𝑧 − 𝑖)(𝑧 + 𝑖)(𝑧 − ۳)(𝑧 − ۳)

ͬ کند م بیان ۴۴ .۵ نتیجه در هستند. 𝑧− 𝜆𝑘 بە شͺل بالا عوامل همۀ آن، در کە  ͬ شود م تجزیه
واقع در است. بالامثلثͬ ماتریس ͷی دارای 𝑇 آن، به نسبت که دارد وجود 𝐂۴ از پایە ای که

،(۴− ۳𝑖, −۳− ۴𝑖, −۳+ 𝑖, ۱) پایۀ به نسبت که کنید بررسͬ ͬ توانید م
دارای 𝑇 عملͽر ،𝐂۴ از (۰, ۰, ۱, ۰) ،(۰, ۰, ۰, ۱) ،(۴ + ۳𝑖, −۳ + ۴𝑖, −۳ − 𝑖, ۱)

است: زیر بالامثلثͬ ماتریس

⎛⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑖 ۰ ۰ ۰
۰ −𝑖 ۰ ۰
۰ ۰ ۳ ۱
۰ ۰ ۰ ۳

⎞⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

بالامثلثͬ ماتریس ͷی داشتن برای کافͬ و لازم شرط ۴۴ .۵

چندجملە ای اگر تنها و اگر است، 𝑉 از پایە ای به نسبت بالامثلثͬ ماتریس ͷی دارای 𝑇 آن گاه .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض
باشد. (𝑧 − 𝜆۱)⋯ (𝑧 − 𝜆𝑚) با برابر ،𝜆۱,… , 𝜆𝑚 ∈ 𝐅 از مقداری برای 𝑇 مینیمال

آن قطری درایە های نشان دهندۀ 𝛼۱,… , 𝛼𝑛 کنید فرض است. 𝑉 از پایە ای به نسبت بالامثلثͬ ماتریس ͷی دارای 𝑇 کنید فرض ابتدا اثبات

بە صورت 𝑞 ∈ 𝒫(𝐅) چندجملە ای ͷی باشند. ماتریس

𝑞(𝑧) = (𝑧 − 𝛼۱)⋯ (𝑧 − 𝛼𝑛)

نتیجه در است. 𝑇 مینیمال چندجملە ای از چندجملە ای مضرب ͷی 𝑞 ،۲۹ .۵ طبق بنابراین .𝑞(𝑇 ) = ۰ ،۴۰ .۵ طبق آن گاه ͬ کنیم. م تعریف

.(𝑧 − 𝜆۱)⋯ (𝑧 − 𝜆𝑚) با است برابر ،{𝜆۱,… , 𝜆𝑚} ⊆ {𝛼۱,… , 𝛼𝑛} که 𝜆۱,… , 𝜆𝑚 ∈ 𝐅 از مقادیری برای 𝑇 مینیمال چندجملە ای

با است برابر ،𝜆۱,… , 𝜆𝑚 ∈ 𝐅 از مقادیری برای ،𝑇 مینیمال چندجملە ای کنید فرض اکنون عکس، جهت در دلالت اثبات برای

یعنͬ که است، 𝑇 مینیمال چندجملە ای 𝑧 − 𝜆۱ آن گاه ،𝑚 = ۱ اگر شروع، برای ͬ کنیم. م استفاده 𝑚 روی استقرا از .(𝑧 − 𝜆۱)⋯ (𝑧 − 𝜆𝑚)
است. بالامثلثͬ (𝑉 از پایە ای هر به (نسبت 𝑇 ماتریس یعنͬ این و ،𝑇 = 𝜆۱𝐼

کنید فرض است. برقرار کوچͷ تر مثبت صحیح عددهای همۀ برای نظر مورد نتیجۀ و 𝑚 > ۱ کنید فرض اکنون

𝑈 = range(𝑇 − 𝜆𝑚𝐼).

است. 𝑈 روی عملͽر ͷی 𝑇 |𝑈 ازاین رو ͬ باشد]. م 𝑝(𝑧) = 𝑧 − 𝜆𝑚 با ۱۸ .۵ از خاصͬ حالت [این ͬ باشد م ناوردا 𝑇 تحت 𝑈 آن گاه

و 𝑢 = (𝑇 − 𝜆𝑚𝐼)𝑣 داریم 𝑣 ∈ 𝑉 از مقادیری برای آن گاه ،𝑢 ∈ 𝑈 اگر

(𝑇 − 𝜆۱𝐼)⋯ (𝑇 − 𝜆𝑚−۱𝐼)𝑢 = (𝑇 − 𝜆۱𝐼)⋯ (𝑇 − 𝜆𝑚𝐼)𝑣 = ۰.

،𝑇 |𝑈 مینیمال چندجملە ای پس است. 𝑇 |𝑈 مینیمال چندجملە ای از چندجملە ای مضرب (𝑧 − 𝜆۱)⋯ (𝑧 − 𝜆𝑚−۱) ،۲۹ .۵ طبق بنابراین

است. 𝑧 − 𝜆𝑘 بە شͺل جمله 𝑚− ۱ حداکثر حاصل ضرب

𝑘 ∈ هر برای ازاین رو است. بالامثلثͬ ماتریس ͷی دارای 𝑇 |𝑈 آن، به نسبت که دارد وجود 𝑈 از 𝑢۱,… , 𝑢𝑀 پایۀ ͷی استقرا، فرض طبق

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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(۳۹ .۵ از استفاده (با داریم {۱,… ,𝑀}

𝑇𝑢𝑘 = (𝑇 |𝑈)(𝑢𝑘) ∈ span(𝑢۱,… , 𝑢𝑘). (۴۵ .۵)

آن گاه ،𝑘 ∈ {۱,… ,𝑁} اگر دهید. گسترش 𝑉 از 𝑢۱,… , 𝑢𝑀 , 𝑣۱,… , 𝑣𝑁 پایۀ ͷی به را 𝑢۱,… , 𝑢𝑀

𝑇𝑣𝑘 = (𝑇 − 𝜆𝑚𝐼)𝑣𝑘 + 𝜆𝑚𝑣𝑘.

که ͬ دهد م نشان بالا معادلۀ بنابراین .(𝑇 − 𝜆𝑚𝐼)𝑣𝑘 ∈ 𝑈 = span(𝑢۱,… , 𝑢𝑀) که ͬ دهد م نشان 𝑈 تعریف

𝑇𝑣𝑘 ∈ span(𝑢۱,… , 𝑢𝑀 , 𝑣۱,… , 𝑣𝑘). (۴۶ .۵)

است، 𝑉 از 𝑢۱,… , 𝑢𝑀 , 𝑣۱,… , 𝑣𝑁 پایۀ به نسبت بالامثلثͬ ماتریس ͷی دارای 𝑇 که (۳۹ .۵ از استفاده (با ͬ شود م نتیجه ۴۶ .۵ و ۴۵ .۵ از

■ ͬ باشد. م مطلوب چنان که

𝑇 مقدارهای ویژۀ مجموعۀ با است برابر قبلͬ، نتیجۀ از {𝜆۱,… , 𝜆𝑚} عددهای مجموعۀ

طبق ،𝑇 مقدارهای ویژۀ مجموعۀ با است برابر ،𝑇 مینیمال چندجملە ای صفرهای مجموعۀ (زیرا

باشد. تکراری مقادیر دارای است ممͺن قبلͬ، نتیجۀ در 𝜆۱,… , 𝜆𝑚 لیست اگرچه ،(۲۷ .۵

ببینید. را ۴۶ .۸ و ۳۷ .۸ داد؛ خواهیم بهبود را زیر فوق العادۀ نتیجۀ حتͬ ۸ فصل در

است بالامثلثͬ ماتریس ͷی دارای 𝑉 روی عملͽر هر آن گاه ،𝐅 = 𝐂 اگر ۴۷ .۵

است. 𝑉 از پایە ای به نسبت بالامثلثͬ ماتریس ͷی دارای 𝑇 آن گاه .𝑇 ∈ℒ(𝑉 ) و است متناهͬ بعد با مختلط برداری فضای ͷی 𝑉 کنید فرض

■ ͬ شود. م حاصل ببینید) را ۱۳ .۴) جبر اساسͬ قضیۀ دوم نسخۀ و ۴۴ .۵ از مستقیما نظر مورد نتیجۀ اثبات

که بە طوری ،𝑇 و 𝑆 عملͽر دو به بالا نتیجۀ تعمیم برای

𝑆𝑇 = 𝑇𝑆,

ببینید. را ۵ −۵ بخش از ۹(ب) تمرین عملͽر، دو از بیش به تعمیم برای همچنین ببینید. را ۸۰ .۵

پایۀ ͷی به نسبت بالامثلثͬ ماتریس ͷی دارای 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) عملͽر ͷی اگر احتیاط:

هستند، ℳ(𝑇) قطر روی درایە های دقیقا ،𝑇 مقدارهای ویژۀ آن گاه باشد، 𝑉 از 𝑣۱,… , 𝑣𝑛
بااین حال ͬ باشد. م 𝑇 بردارویژۀ ͷی 𝑣۱ آن، علاوە بر و است شده مشخص ۴۱ .۵ طبق چنان که

است، 𝑇 بردارویژه ͷی ،𝑣𝑘 پایۀ بردار ͷی واقع، در نیستند. 𝑇 بردارهای ویژۀ لزوما 𝑣۲,… , 𝑣𝑛
باشند. ۰ با برابر 𝑘ام، درایۀ بە جز احتمالا ،𝑇 ماتریس 𝑘ام ستون در درایە ها همۀ اگر تنها و اگر

از لیستͬ عملͽر، ͷی ماتریس پلͺانͬ سطری شͺل
مقابل، در ͬ دهد. نم ارائه را عملͽر ویژۀ مقدارهای

همۀ لیست پایە ، ͷی به نسبت بالامثلثͬ ماتریس ͷی
بااین وجود، ͬ دهد. م ارائه را عملͽر ویژۀ مقدارهای

 ͬ بالامثلث ماتریس یͷ چنین دقیق محاسبۀ برای روشͬ
اگر را آن وجود ،۴۷ .۵ هرچند ندارد، وجود

ͬ کند. م تضمین ،𝐅 = 𝐂

به ͬ توان م را عددها از ماتریسͬ هر که باشید داشته خاطر به قبلͬ درس ͷی از است ممͺن

شروع مربعͬ ماتریس ͷی از اگر ͬ گویند. م پلͺانͬ سطری شͺل آن به که کرد تبدیل ماتریسͬ

بالامثلثͬ ماتریس این بود. خواهد بالامثلثͬ ماتریس ͷی پلͺانͬ، سطری شͺل در ماتریس کنید،

شده تضمین ۴۷ .۵ قضیۀ توسط آن وجود که پایە ای به نسبت عملͽر ͷی بالامثلثͬ ماتریس با را

ندارد. وجود ارتباطͬ هیچ بالامثلثͬ، ماتریس دو این نگیرید–بین اشتباه ،(𝐅 = 𝐂 (اگر است

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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۳ −۵ تمرین های

دارای 𝑇 آن گاه باشد، 𝑉 از پایه ͷی به نسبت بالامثلثͬ ماتریس ͷی دارای 𝑇 ۲ و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) اگر دهید: ارائه نقض مثال ͷی یا کنید، ثابت ۱
ͬ باشد. م 𝑉 از پایه ͷی به نسبت بالامثلثͬ ماتریس ͷی

.𝐵 قطر روی 𝛽۱,… , 𝛽𝑛 و 𝐴 قطر روی 𝛼۱,… , 𝛼𝑛 با باشند، هم اندازه بالامثلث̞ͬ ماتریس های ،𝐵 و 𝐴 کنید فرض ۲
قطر. روی 𝛼۱ + 𝛽۱,… , 𝛼𝑛 + 𝛽𝑛 با است بالامثلثͬ ماتریس ͷی ،𝐴+𝐵 دهید نشان (ا)

قطر. روی 𝛼۱𝛽۱,… , 𝛼𝑛𝛽𝑛 با است بالامثلثͬ ماتریس ͷی ،𝐴𝐵 دهید نشان (ب)
شده است. استفاده ۸۱ .۵ اثبات در تمرین این نتایج

بالامثلثͬ قطر، روی 𝜆۱,… , 𝜆𝑛 با 𝑇 ماتریس آن، به نسبت که است 𝑉 از پایه ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 و است وارون پذیر 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۳
است: بالامثلثͬ قطر، روی بر زیر درایە های با ،𝑣۱,… , 𝑣𝑛 پایە های به نسبت نیز 𝑇−۱ ماتریس دهید نشان است.

۱
𝜆۱

,… , ۱
𝜆𝑛

.

ͬ باشد. م وارون پذیر عملͽر ولͬ است، قطر روی ۰ها شامل تنها پایه، ͷی به نسبت آن ماتریس که دهید ارائه عملͽر ͷی از مثالͬ ۴

نیست. برقرار ماتریس بودن بالامثلثͬ فرض گرفتن نظر در بدون ،۴۱ .۵ که ͬ دهند م نشان زیر تمرین و تمرین این

نیست. وارون پذیر عملͽر ولͬ است، قطر روی غیرصفر عددهای شامل تنها پایه، ͷی به نسبت آن ماتریس که دهید ارائه عملͽر ͷی از مثالͬ ۵
𝑘⁃بعدیِ زیرفضای ͷی دارای 𝑉 آن گاه ،𝑘 ∈ {۱,… , ⅾiⅿ𝑉 } اگر کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و است متناهͬ بعد با 𝑉 ،𝐅 = 𝐂 کنید فرض ۶

ͬ باشد. م 𝑇 تحت ناوردا
.𝑣 ∈ 𝑉 و ،𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) است، متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۷

.𝑝𝑣(𝑇 )𝑣 = ۰ که بە طوری دارد، وجود درجه پایین ترین از 𝑝𝑣 یͺتای یͺین چندجملە ای ͷی کنید ثابت (ا)
ͬ باشد. م 𝑝𝑣 از چندجملە ای مضرب ͷی ،𝑇 مینیمال چندجملە ای کنید ثابت (ب)

.𝑇 ۲𝑣 + ۲𝑇𝑣 = −۲𝑣 که بە طوری دارد، وجود 𝑣 ∈ 𝑉 غیرصفر بردار ͷی و ،𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) است، متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۸
باشد. بالامثلثͬ ماتریس ͷی دارای 𝑇 آن، به نسبت که ندارد وجود 𝑉 از پایە ای آن گاه ،𝐅 = 𝐑 اگر کنید ثابت (ا)

−۱− 𝑖 یا −۱+ 𝑖 آن گاه است، 𝑉 از پایە ای به نسبت 𝑇 ماتریس با برابر که باشد بالامثلثͬ ماتریس ͷی 𝐴 و 𝐅 = 𝐂 اگر کنید ثابت (ب)
ͬ شود. م ظاهر 𝐴 قطر روی

دارد، وجود مختلط درایە های با 𝐴 وارون پذیر مربعͬ ماتریس ͷی کنید ثابت است. مختلط درایە های با مربعͬ ماتریس ͷی 𝐵 کنید فرض ۹
است. بالامثلثͬ ماتریس ͷی 𝐴−۱𝐵𝐴 که بە طوری

هستند. معادل زیر موارد دهید نشان باشد. 𝑉 از پایە ای 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۱۰
است. پایین مثلثͬ ،𝑣۱,… , 𝑣𝑛 به نسبت 𝑇 ماتریس (ا)

است. ناوردا 𝑇 تحت ،𝑘 = ۱,… , 𝑛 هر برای span(𝑣𝑘,… , 𝑣𝑛) (ب)
.𝑇𝑣𝑘 ∈ span(𝑣𝑘,… , 𝑣𝑛) داریم 𝑘 = ۱,… , 𝑛 هر برای (ج)

باشند. ۰ قطر بالای درایە های همۀ اگر گویند، پایین مثلثͬ را مربعͬ ماتریس ͷی

ͷی دارای 𝑇 آن، به نسبت که دارد وجود 𝑉 از پایە ای آن گاه ،𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) اگر کنید ثابت است. متناهͬ بعد با 𝑉 و 𝐅 = 𝐂 کنید فرض ۱۱
است. پایین مثلثͬ ماتریس

که است 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈 و است 𝑉 از پایە ای به نسبت بالامثلثͬ ماتریس ͷی دارای 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) است، متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۱۲
ͬ باشد. م ناوردا 𝑇 تحت

است. 𝑈 از پایە ای به نسبت بالامثلثͬ ماتریس ͷی دارای 𝑇 |𝑈 کنید ثابت (ا)
است. 𝑉/𝑈 از پایە ای به نسبت بالامثلثͬ ماتریس ͷی دارای ،𝑇/𝑈 خارج قسمتͬ عملͽر کنید ثابت (ب)

است. شده تعریف ۱ −۵ بخش از ۳۸ تمرین در 𝑇/𝑈 خارج قسمتͬ عملͽر

𝑇 |𝑈 که بە طوری است، ناوردا 𝑇 تحت که دارد وجود 𝑉 از 𝑈 زیرفضای ͷی کنید فرض .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۱۳
کنید ثابت است. 𝑉/𝑈 از پایە ای به نسبت بالامثلثͬ ماتریس ͷی دارای 𝑇/𝑈 نیز و است 𝑈 از پایە ای به نسبت بالامثلثͬ ماتریس ͷی دارای

است. 𝑉 از پایە ای به نسبت بالامثلثͬ ماتریس ͷی دارای 𝑇
اگر تنها و اگر ͬ باشد، م 𝑉 از پایە ای به نسبت بالامثلثͬ ماتریس ͷی دارای 𝑇 کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۱۴

باشد. 𝑉 ′ دوگان فضای از پایە ای به نسبت بالامثلثͬ ماتریس ͷی دارای 𝑇 ′ دوگان عملͽر

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



بردارهای ویژه و مقدارهای ویژه ۵ ۱۳۸

قطری  پذیر عملͽرهای ۴ −۵

قطری ماتریس های

قطری ماتریس تعریف: ۴۸ .۵

قطر. روی احتمالا بە جز است، ۰ همە جا که است مربعͬ ماتریسͬ ، قطری ماتریس ͷی

قطری ماتریس مثال: ۴۹ .۵

⎛⎜⎜
⎝

۸ ۰ ۰
۰ ۵ ۰
۰ ۰ ۵

⎞⎟⎟
⎠

است. قطری ماتریس ͷی

است. بالامثلثͬ ماتریس ͷی قطری، ماتریس هر
بسیار ۰های دارای معمول بە طور قطری، ماتریس های

بالامثلثͬ ماتریس های بیشتر به نسبت بیشتری
هستند. هم اندازه

قطر روی درایە های آن گاه باشد، پایە  ͷی به نسبت قطری ماتریس ͷی دارای عملͽر ͷی اگر

مستقیم اثبات ͷی (یا ͬ شود م نتیجه ۴۱ .۵ از موضوع این هستند؛ عملͽر مقدارهای ویژۀ دقیقا

کنید). پیدا قطری ماتریس های برای سادە تر

قطری  پذیر تعریف: ۵۰ .۵

پایە ای به نسبت قطری ماتریس ͷی دارای عملͽر اگر نامند، قطری  پذیر 𝑉 روی را عملͽر ͷی
باشد. 𝑉 از

باشد متفاوت پایۀ ͷی نیازمند است ممͺن قطری سازی مثال: ۵۱ .۵

بە صورت را 𝑇 ∈ ℒ(𝐑۲)

𝑇 (𝑥, 𝑦) = (۴۱𝑥 + ۷𝑦,−۲۰𝑥 + ۷۴𝑦)

𝐑۲ استاندارد پایۀ به نسبت 𝑇 ماتریس ͬ کنیم. م تعریف

( ۴۱ ۷
−۲۰ ۷۴

)

نسبت 𝑇 ماتریس بە ویژه است. قطری  پذیر 𝑇 بااین حال، نیست. قطری ماتریس ͷی که است
است: زیر بە صورت (۷, ۵) ،(۱, ۴) پایۀ به

( ۶۹ ۰
۰ ۴۶

)

.𝑇 (۷, ۵) = (۳۲۲, ۲۳۰) = ۴۶(۷, ۵) و 𝑇 (۱, ۴) = (۶۹, ۲۷۶) = ۶۹(۱, ۴) زیرا

برابرِ 𝜆 به را آن ها 𝑇 عملͽر که بردارهایی مجموعه برای نمادی و نام داشتن ،𝜆 ∈ 𝐅 برای

بود. خواهد مناسب ͬ کند، م نگاشت بردار

فضای معنͬ به eigenspaⅽe مخفف 𝐸 مترجمان:
است. ویژه

𝐸(𝜆, 𝑇 ) فضای ویژه، تعریف: ۵۲ .۵

از 𝐸(𝜆, 𝑇 ) زیرفضای ،𝜆 با متناظر 𝑇 فضای ویژۀ .𝜆 ∈ 𝐅 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض
ͬ شود: م تعریف زیر بە صورت که ͬ باشد م 𝑉

𝐸(𝜆, 𝑇 ) = nuⅼⅼ(𝑇 − 𝜆𝐼) = {𝑣 ∈ 𝑉 ∶ 𝑇𝑣 = 𝜆𝑣}

ͬ باشد. م ۰ بردار بە همراه ،𝜆 با متناظر 𝑇 بردارهای ویژۀ همۀ مجموعۀ ،𝐸(𝜆, 𝑇 ) بنابراین

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



قطری  پذیر عملͽرهای ۴ −۵۱۳۹

پوچ فضای زیرا است، 𝑉 زیرفضای ͷی ،𝐸(𝜆, 𝑇 ) مجموعۀ ،𝜆 ∈ 𝐅 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) برای

مقدارویژۀ ͷی 𝜆 که ͬ کنند م ایجاب تعریف ها است. 𝑉 زیرفضای ͷی ،𝑉 روی خطͬ نگاشت هر

.𝐸(𝜆, 𝑇 ) ≠ {۰} اگر تنها و اگر باشد، 𝑇

عملͽر ͷی فضاهای ویژۀ مثال: ۵۳ .۵

ماتریس ،𝑉 از 𝑣۳ ،𝑣۲ ،𝑣۱ پایۀ به نسبت 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) عملͽر ͷی ماتریس کنید فرض
آن گاه باشد. ۴۹ .۵ مثال

𝐸(۸, 𝑇 ) = span(𝑣۱), 𝐸(۵, 𝑇 ) = span(𝑣۲, 𝑣۳).

عملͽر همان ،𝐸(𝜆, 𝑇 ) به 𝑇 تحدید آن گاه باشد، 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) عملͽر مقدارویژۀ ͷی 𝜆 اگر

ͬ باشد. م 𝜆 ضرب در

است مستقیم حاصل جمع ͷی فضاهای ویژه، حاصل جمع ۵۴ .۵

آن گاه هستند. 𝑇 متمایز مقدارهای ویژۀ ،𝜆۱,… , 𝜆𝑚 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض

𝐸(𝜆۱, 𝑇 ) + ⋯ + 𝐸(𝜆𝑚, 𝑇 ),

باشد، متناهͬ بعد با 𝑉 اگر آن، علاوە بر است. مستقیم حاصل جمع ͷی

ⅾiⅿ𝐸(𝜆۱, 𝑇 ) + ⋯ + ⅾiⅿ𝐸(𝜆𝑚, 𝑇 ) ≤ ⅾiⅿ𝑉 .

کنید فرض است، مستقیم حاصل جمع ͷی 𝐸(𝜆۱, 𝑇 ) + ⋯ + 𝐸(𝜆𝑚, 𝑇 ) دهیم نشان اینکه برای اثبات

𝑣۱ +⋯+ 𝑣𝑚 = ۰,

𝑣𝑘 هر یعنͬ این ،(۱۱ .۵ (طبق هستند خطͬ مستقل متمایز، مقدارهای ویژۀ با متناظر ویژۀ بردارهای  چون ͬ باشد. م 𝐸(𝜆𝑘, 𝑇 ) در 𝑣𝑘 هر آن در که

ͬ باشد. م مطلوب چنان که ،(۴۵ .۱ (طبق است مستقیم حاصل جمع ͷی 𝐸(𝜆۱, 𝑇 ) + ⋯ + 𝐸(𝜆𝑚, 𝑇 ) نتیجه در است. ۰ با برابر

آن گاه است. متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض اکنون

ⅾiⅿ𝐸(𝜆۱, 𝑇 ) + ⋯ + ⅾiⅿ𝐸(𝜆𝑚, 𝑇 ) = ⅾiⅿ (𝐸(𝜆۱, 𝑇 ) ⊕ ⋯ ⊕ 𝐸(𝜆𝑚, 𝑇 ))

≤ ⅾiⅿ𝑉 ,

■ ͬ شوند. م نتیجه ۳۷ .۲ از دوم خط و ۹۴ .۳ از اول خط آن، در که

شرط های قطری پذیری

بود. خواهند مفید عملͽرهای قطری پذیر، از زیر مشخصە  یابی های

به (ⅽharaⅽterization) مشخصە  یابی مترجمان:
ریاضͬ شͬء ͷی که ͬ شود م اتلاق کافͬ و لازم شرط 

خاصیت ͬ کند. توصیف م کامل بە طور را
ͬ کند. م بیان را کافͬ شرط ͷی (property)

با قطری پذیری معادل شرط های ۵۵ .۵

زیر موارد آن گاه هستند. 𝑇 متمایز مقدارهای ویژۀ نشان دهندۀ ،𝜆۱,… , 𝜆𝑚 کنید فرض .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض
ͬ باشند. م معادل

است. قطری  پذیر 𝑇 (ا)
است. 𝑇 بردارهای ویژۀ شامل پایە ای دارای 𝑉 (ب)

.𝑉 = 𝐸(𝜆۱, 𝑇 ) ⊕ ⋯ ⊕ 𝐸(𝜆𝑚, 𝑇 ) (ج)
.ⅾiⅿ𝑉 = ⅾiⅿ𝐸(𝜆۱, 𝑇 ) + ⋯ + ⅾiⅿ𝐸(𝜆𝑚, 𝑇 ) (د)

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



بردارهای ویژه و مقدارهای ویژه ۵ ۱۴۰

قطری ماتریس دارای 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) عملͽر ͷی اثبات

⎛⎜⎜
⎝

𝜆۱ ۰
⋱

۰ 𝜆𝑛

⎞⎟⎟
⎠

هستند. معادل (ب) و (ا) بنابراین .𝑇𝑣𝑘 = 𝜆𝑘𝑣𝑘 باشیم داشته 𝑘 هر برای اگر تنها و اگر است، 𝑉 از 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 پایۀ ͷی به نسبت

ویژۀ بردارهای  از خطͬ ترکیب ͷی ،𝑉 در بردار هر پس است. 𝑇 بردارهای ویژۀ شامل پایه ͷی دارای 𝑉 ازاین رو است، برقرار (ب) کنید فرض

یعنͬ این و است 𝑇
𝑉 = 𝐸(𝜆۱, 𝑇 ) + ⋯ + 𝐸(𝜆𝑚, 𝑇 ).

ͬ شود. م اثبات (ج) بر (ب) دلالت و است برقرار (ج) که ͬ دهد م نشان ۵۴ .۵ اکنون

ͬ شود. م نتیجه ۹۴ .۳ از مستقیما (د)، بر (ج) دلالت

بنابراین است. برقرار (د) کنید فرض نهایت در

ⅾiⅿ𝑉 = ⅾiⅿ𝐸(𝜆۱, 𝑇 ) + ⋯ + ⅾiⅿ𝐸(𝜆𝑚, 𝑇 ). (۵۶ .۵)

آن در که دهید، قرار هم کنار در 𝑇 ویژۀ بردارهای  از 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 لیست ͷی بە شͺل را پایە ها این همۀ کنید. انتخاب 𝐸(𝜆𝑘, 𝑇 ) هر از پایه ͷی

کنید فرض است، خطͬ مستقل لیست این دهیم نشان اینکه برای .(۵۶ .۵ (طبق 𝑛 = ⅾiⅿ𝑉

𝑎۱𝑣۱ +⋯+ 𝑎𝑛𝑣𝑛 = ۰,

پس .𝑣𝑗 ∈ 𝐸(𝜆𝑘, 𝑇 ) که بە طوری است، 𝑎𝑗𝑣𝑗 جملات همۀ نشان دهندۀ 𝑢𝑘 کنید فرض 𝑘 = ۱,… ,𝑚 هر برای .𝑎۱,… , 𝑎𝑛 ∈ 𝐅 آن در که

و دارد قرار 𝐸(𝜆𝑘, 𝑇 ) در 𝑢𝑘 هر

𝑢۱ +⋯+ 𝑢𝑚 = ۰.

،𝑢𝑘 هر چون است. ۰ با برابر 𝑢𝑘 هر یعنͬ این ببینید)، را ۱۱ .۵) هستند خطͬ مستقل متمایز، مقدارهای ویژۀ با متناظر ویژۀ بردارهای  چون

هستند. ۰ با برابر 𝑎𝑗ها همۀ یعنͬ این باشند، 𝐸(𝜆𝑘, 𝑇 ) از پایه ͷی که بودند شده انتخاب 𝑣𝑗ها آن، در که است 𝑎𝑗𝑣𝑗 جملات از حاصل جمعͬ

■ ͬ شود. م کامل اثبات و دارد (ب) بر دلالت (د) نتیجه در .(۳۸ .۲ (طبق است 𝑉 پایۀ ͷی این رو از و است خطͬ مستقل 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 بنابراین

تمرین بخش، این از ۱۵ و ۵ تمرین های ،۶۲ .۵ قطری پذیری، با معادل اضافͬ شرط های برای

ببینید. را ۱ −۸ بخش از ۱۵ تمرین و ،۲ −۷ بخش از ۲۴

غیرصفر، و متناهͬ بعد با مختلط برداری فضای ͷی روی عملͽر هر ͬ دانیم، م که همان طور

مختلط برداری فضای ͷی روی عملͽر هر که نیست چنین بااین حال، است. مقدارویژه ͷی دارای

مثال چنان که باشد، قطری  پذیر تا باشد داشته بردارویژه کافͬ تعداد به غیرصفر، و متناهͬ بعد با

ͬ دهد. م نشان بعدی

نیست که قطری  پذیر عملͽری مثال: ۵۷ .۵

ماتریس ͬ کنیم. م تعریف 𝑇 (𝑎, 𝑏, 𝑐) = (𝑏, 𝑐, ۰) توسط را 𝑇 ∈ ℒ(𝐅۳) عملͽر ͷی
𝐅۳ استاندارد پایۀ به نسبت 𝑇

⎛⎜⎜
⎝

۰ ۱ ۰
۰ ۰ ۱
۰ ۰ ۰

⎞⎟⎟
⎠

نیست. قطری ماتریس ͷی ولͬ است، بالامثلثͬ ماتریس ͷی که ͬ باشد م
آن علاوە بر و است 𝑇 مقدارویژۀ تنها ۰ کنید، بررسͬ باید خود چنان که

𝐸(۰, 𝑇 ) = {(𝑎, ۰, ۰) ∈ 𝐅۳ ∶ 𝑎 ∈ 𝐅}.

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



قطری  پذیر عملͽرهای ۴ −۵۱۴۱

شرط ها این چون طبیعͬ، (بە طور نیستند برقرار ۵۵ .۵ از (د) و (ج) (ب)، شرط های بنابراین
(ا) شرط ازاین رو کنیم). بررسͬ را آن ها از ͬͺی بودن نادرست تنها است کافͬ هستند، معادل
قطری  پذیر ،𝐅 = 𝐂 یا 𝐅 = 𝐑 اینکه از صرف  نظر ،𝑇 نتیجه در نیست. برقرار نیز ۵۵ .۵ از

نیست.

مقدارهای ویژۀ دارای خود، دامنۀ بعد تعداد به عملͽر، ͷی اگر که ͬ دهد م نشان بعدی نتیجۀ

است. قطری  پذیر عملͽر آن گاه باشد، متمایز

ͬ کند م ایجاب را قطری پذیری کافͬ، مقدارهای ویژۀ ۵۸ .۵

است. قطری  پذیر 𝑇 آن گاه است. متمایز مقدارویژۀ ⅾiⅿ𝑉 دارای 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض

با متناظر بردارویژۀ ͷی 𝑣𝑘 ∈ 𝑉 کنید فرض ،𝑘 هر برای است. 𝜆۱,… , 𝜆ⅾiⅿ𝑉 متمایز مقدارهای ویژۀ دارای 𝑇 عملͽر کنید فرض اثبات

خطͬ مستقل 𝑣۱,… , 𝑣ⅾiⅿ𝑉 ببینید)، را ۱۱ .۵) هستند خطͬ مستقل متمایز، مقدارهای ویژۀ با متناظر ویژۀ بردارهای  چون است. 𝜆𝑘 مقدارویژۀ

است.

به نسبت است. 𝑉 پایۀ ͷی ،𝑣۱,… , 𝑣ⅾiⅿ𝑉 نتیجه در ببینید). را ۳۸ .۲) است 𝑉 پایۀ ͷی ،𝑉 در بردار ⅾiⅿ𝑉 از خطͬ مستقل لیست ͷی

■ است. قطری ماتریس ͷی دارای 𝑇 است، بردارهای ویژه شامل که پایه این

عملͽرها، برخͬ که دارند دلالت که یافت خواهیم بیشتری شرط های بعدی، فصل های در

را (۳۱ .۷) مختلط طیفͬ قضیۀ و (۲۹ .۷) حقیقͬ طیفͬ قضیۀ مثال، برای هستند. قطری  پذیر

ببینید.

این بااین حال ͬ دهد. م ارائه عملͽر ͷی بودن قطری  پذیر برای را کافͬ شرط ͷی بالا، نتیجۀ

𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (۶𝑥, ۶𝑦, ۷𝑧) بە صورت که 𝐅۳ روی 𝑇 عملͽر مثال، برای نیست. لازم شرط

است قطری  پذیر 𝑇 ولͬ ،ⅾiⅿ𝐅۳ = ۳ و (۷ و ۶) دارد مقدارویژه دو تنها ͬ شود، م تعریف

.(𝐅۳ استاندارد پایە های (توسط

تمرین تکنیͷ ها، این از فوق العاده کاربرد ͷی برای
از ͬ توان م چͽونه ͬ دهد م نشان که ببینید را ۲۱

دنبالۀ 𝑛ام جملۀ دقیق فرمول یافتن برای قطری سازی
کرد. استفاده فیبوناچͬ

،𝑇 𝑘𝑣 = 𝜆𝑘𝑣 معادلۀ از استفاده با که ͬ کشد م به تصویر را قطری سازی اهمیت بعدی، مثال

عملͽر ͷی بالای توان های محاسبۀ برای ͬ توان م باشد، 𝜆 مقدارویژه با 𝑇 بردارویژۀ ͷی 𝑣 اگر

کرد. استفاده

𝑇 ۱۰۰ محاسبۀ برای قطری سازی، از استفاده مثال: ۵۹ .۵

ͬ کنیم. م تعریف 𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (۲𝑥 + 𝑦, ۵𝑦 + ۳𝑧, ۸𝑧) توسط را 𝑇 ∈ ℒ(𝐅۳)
ͬ باشد: م زیر بە صورت 𝑇 ماتریس استاندارد، پایۀ به نسبت
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،۴۱ .۵ طبق نیست. قطری ماتریس ͷی ولͬ است، بالامثلثͬ ماتریس ͷی بالا ماتریس
با برداری فضای ͷی روی عملͽر ͷی 𝑇 چون هستند. ۸ و ،۵ ،۲ ،𝑇 مقدارهای ویژۀ
𝐅۳ از پایە ای که ͬ دهد م اطمینان ۵۸ .۵ است، متمایز مقدارویژۀ سه دارای 𝑇 و است سه بعد

است. قطری ماتریس ͷی دارای 𝑇 آن، به نسبت که دارد وجود
بیان به کنیم. پیدا مقدارویژه هر برای بردارویژه ͷی است لازم تنها پایه، این یافتن برای

معادلۀ برای غیرصفر جواب ͷی باید دیͽر،

𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜆(𝑥, 𝑦, 𝑧),

معادلات این حل کنیم. پیدا ،𝜆 = ۸ برای سپس و ،𝜆 = ۵ برای سپس ،𝜆 = ۲ برای
بردارویژۀ ،𝜆 = ۵ برای داریم، را (۱, ۰, ۰) بردارویژۀ ،𝜆 = ۲ برای که ͬ دهد م نشان ساده

داریم. را (۱, ۶, ۶) بردارویژۀ ،𝜆 = ۸ برای و داریم را (۱, ۳, ۰)

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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و است 𝑇 ویژۀ بردارهای  شامل 𝐅۳ پایۀ ͷی ،(۱, ۶, ۶) ،(۱, ۳, ۰) ،(۱, ۰, ۰) بنابراین
ͬ باشد: م زیر قطری ماتریس ،𝑇 ماتریس پایه، این به نسبت
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.

از خطͬ ترکیب ͷی بە صورت را (۰, ۰, ۱) مثال برای ،𝑇 ۱۰۰(۰, ۰, ۱) محاسبۀ برای
بنویسید: بردارهای ویژە  پایە های

(۰, ۰, ۱) = ۱
۶ (۱, ۰, ۰) − ۱

۳ (۱, ۳, ۰) + ۱
۶ (۱, ۶, ۶).

داریم بالا معادلۀ طرف دو هر به 𝑇 ۱۰۰ دادن اثر با اکنون

𝑇 ۱۰۰(۰, ۰, ۱) = ۱
۶ (𝑇 ۱۰۰(۱, ۰, ۰)) − ۱

۳ (𝑇 ۱۰۰(۱, ۳, ۰)) + ۱
۶ (𝑇 ۱۰۰(۱, ۶, ۶))

= ۱
۶ (۲۱۰۰(۱, ۰, ۰) − ۲× ۵۱۰۰(۱, ۳, ۰) + ۸۱۰۰(۱, ۶, ۶))

= ۱
۶ (۲۱۰۰ − ۲×۵۱۰۰ + ۸۱۰۰, ۶×۸۱۰۰ − ۶×۵۱۰۰, ۶×۸۱۰۰) .

ماتریس ͷی دارای ،𝑉 متناهͬ بعد با برداری فضای ͷی روی ،𝑇 عملͽر ͷی که دیدیم قبلا

از مقادیری برای ،𝑇 مینیمال چندجملە ای اگر تنها و اگر است، 𝑉 از پایە ای به نسبت بالامثلثͬ

اشاره قبلا چنان که ببینید). را ۴۴ .۵) باشد (𝑧 − 𝜆۱)⋯ (𝑧 − 𝜆𝑚) با برابر ،𝜆۱,… , 𝜆𝑚 ∈ 𝐅
است. برقرار همواره شرط این ،𝐅 = 𝐂 اگر ببینید)، را ۴۷ .۵) کردیم

به نسبت قطری ماتریس ͷی دارای ،𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) عملͽر ͷی که ͬ کند م بیان بعدی ۶۲ .۵ نتیجۀ

𝜆۱,… , 𝜆𝑚 ∈ از متمایزی مقادیر برای ،𝑇 مینیمال چندجملە ای اگر تنها و اگر 𝑉است، از پایە ای

آن کاربرد از مثال دو نتیجه، این رسمͬ بیان از قبل باشد. ،(𝑧 − 𝜆۱)⋯ (𝑧 − 𝜆𝑚) با برابر ،𝐅
ͬ کنیم. م ذکر

معین دقیق̞ ویژۀ مقدارهای بدون ولͬ قطری  پذیر، مثال: ۶۰ .۵

توسط را 𝑇 ∈ ℒ(𝐂۵)

𝑇 (𝑧۱, 𝑧۲, 𝑧۳, 𝑧۴, 𝑧۵) = (−۳𝑧۵, 𝑧۱ + ۶𝑧۵, 𝑧۲, 𝑧۳, 𝑧۴)

چندجملە ای که دیدیم آن در و است شده داده نشان ۲۶ .۵ مثال 𝑇در ماتریس ͬ کنیم. م تعریف
.۳− ۶𝑧 + 𝑧۵ از است عبارت 𝑇 مینیمال

چندجملە ای این صفرهای از ͷهیچ ی برای دقیقͬ عبارت شد، ذکر ۲۸ .۵ مثال در چنان که
چندجملە ای این صفرهای که ͬ دهند م نشان عددی تکنیͷ های ولͬ نیست، شناختە شده

هستند. −۰̸ ۱۲− ۱̸ ۵۹𝑖 و −۰̸ ۱۲+ ۱̸ ۵۹𝑖 ،۱̸ ۴۰ ،۰̸ ۵۱ ،−۱̸ ۶۷ تقریبی بە طور
بنابراین دارد. دقت اعشار رقم سه از بیش تا ͬ کند، م تولید را تقریب ها این که نرم افزاری
هستند. متمایز بالا، عدد پنج که دهند نشان تا هستند دقیق  کافͬ بە اندازۀ تقریب ها این
۶۲ .۵ اکنون ͬ باشد. م صفرها این با پنجم درجۀ یͺین چندجملە ای ،𝑇 مینیمال چندجملە ای

است. قطری  پذیر 𝑇 که ͬ دهد م نشان

نیست قطری  پذیر عملͽر ͷی اینکه دادن نشان مثال: ۶۱ .۵

توسط را 𝑇 ∈ ℒ(𝐅۳)

𝑇 (𝑧۱, 𝑧۲, 𝑧۳) = (۶𝑧۱ + ۳𝑧۲ + ۴𝑧۳, ۶𝑧۲ + ۲𝑧۳, ۷𝑧۳)

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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،𝐅۳ از استاندارد پایە های به نسبت 𝑇 ماتریس ͬ کنیم. م تعریف
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ممͺن آیا نیست. قطری ماتریس ͷی اما است، بالامثلثͬ ماتریس ͷی بالا ماتریس ͬ باشد. م
باشد؟ 𝐅۳ از دیͽری پایۀ به نسبت قطری ماتریس ͷی دارای 𝑇 است

که کنید توجه ابتدا ͬ کنیم. م پیدا را 𝑇 مینیمال چندجملە ای سؤال، این به پاسخ برای
صفرهای بنابراین .(۴۱ .۵ (طبق هستند بالا ماتریس قطری درایە های ،𝑇 مقدارهای ویژۀ
که ͬ کند م بیان بالا، ماتریس قطر ۵. ۲۷(ا)]. [طبق هستند ۷ و ۶ ،𝑇 مینیمال چندجملە ای
۳ درجۀ از حداکثر ،𝑇 مینیمال چندجملە ای .(۴۰ .۵ (طبق (𝑇 − ۶𝐼)۲(𝑇 − ۷𝐼) = ۰
،𝑇 مینیمال چندجملە ای که ͬ کنیم م مشاهده مطالب، این همۀ مبنای بر .(۲۲ .۵ (طبق است

.(𝑧 − ۶)۲(𝑧 − ۷) یا و است (𝑧 − ۶)(𝑧 − ۷) یا
چندجملە ای نتیجه در .(𝑇 − ۶𝐼)(𝑇 − ۷𝐼) ≠ ۰ که ͬ دهد م نشان ساده محاسبۀ ͷی

است. (𝑧 − ۶)۲(𝑧 − ۷) ،𝑇 مینیمال
نیست. قطری  پذیر 𝑇 که ͬ دهد م نشان ۶۲ .۵ اکنون

قطری پذیری برای کافͬ و لازم شرط ۶۲ .۵

عددهای از لیستͬ برای 𝑇 مینیمال چندجملە ای اگر تنها و اگر است، قطری  پذیر 𝑇 آن گاه .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض
باشد. (𝑧 − 𝜆۱)⋯ (𝑧 − 𝜆𝑚) با برابر ،𝜆۱,… , 𝜆𝑚 ∈ 𝐅 متمایز

،𝜆۱,… , 𝜆𝑚 کنید فرض دارد. وجود 𝑇 بردارهای ویژۀ شامل 𝑉 از 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 پایۀ ͷی بنابراین است. قطری  پذیر 𝑇 کنید فرض اول اثبات

نتیجه در .(𝑇 − 𝜆𝑘𝐼)𝑣𝑗 = ۰ که 𝜆𝑘 دارد وجود ،𝑣𝑗 هر برای آن گاه باشند. 𝑇 متمایز مقدارهای ویژۀ

(𝑇 − 𝜆۱𝐼)⋯ (𝑇 − 𝜆𝑚𝐼)𝑣𝑗 = ۰,

.(𝑧 − 𝜆۱)⋯ (𝑧 − 𝜆𝑚) با است برابر 𝑇 مینیمال چندجملە ای یعنͬ که

با برابر ،𝜆۱,… , 𝜆𝑚 ∈ 𝐅 عددهای از متمایزی لیست برای ،𝑇 مینیمال چندجملە ای کنید فرض اکنون دیͽر، جهت در دلالت اثبات برای

ازاین رو است. (𝑧 − 𝜆۱)⋯ (𝑧 − 𝜆𝑚)

(𝑇 − 𝜆۱𝐼)⋯ (𝑇 − 𝜆𝑚𝐼) = ۰. (۶۳ .۵)

است معنͬ این به که ،𝑇 − 𝜆۱𝐼 = ۰ آن گاه .𝑚 = ۱ کنید فرض شروع، برای است. قطری  پذیر 𝑇 که ͬ کنیم م اثبات ،𝑚 روی استقرا مبنای بر

است. قطری  پذیر 𝑇 یعنͬ این و است همانͬ عملͽر از اسͺالر مضرب ͷی 𝑇 که

ناوردا 𝑇 تحت range(𝑇 − 𝜆𝑚𝐼) زیرفضای است. برقرار 𝑚 از کوچͷ تر مقدارهای همۀ برای نظر مورد نتیجۀ و 𝑚 > ۱ کنید فرض اکنون

range(𝑇 −𝜆𝑚𝐼) روی عملͽر ͷی ،range(𝑇 −𝜆𝑚𝐼) به 𝑇 تحدید بنابراین است]. 𝑝(𝑧) = 𝑧−𝜆𝑚 با ۱۸ .۵ از خاصͬ حالت [این ͬ باشد. م

است.

ͬ کند م ایجاب ۶۳ .۵ و 𝑢 = (𝑇 − 𝜆𝑚𝐼)𝑣 داریم 𝑣 ∈ 𝑉 از مقادیری برای آن گاه ،𝑢 ∈ range(𝑇 − 𝜆𝑚𝐼) اگر

(𝑇 − 𝜆۱𝐼)⋯ (𝑇 − 𝜆𝑚−۱𝐼)𝑢 = (𝑇 − 𝜆۱𝐼)⋯ (𝑇 − 𝜆𝑚𝐼)𝑣 = ۰. (۶۴ .۵)

پس .(۲۹ .۵ (طبق است range(𝑇 − 𝜆𝑚𝐼) به 𝑇 تحدید مینیمالِ چندجملە ای از چندجملە ای مضرب ͷی ،(𝑧 − 𝜆۱)⋯ (𝑧 − 𝜆𝑚−۱) بنابراین

دارد. وجود 𝑇 ویژۀ بردارهای  شامل ،range(𝑇 − 𝜆𝑚𝐼) از پایە ای استقرا، فرض طبق

که دارد این بر دلالت ۶۴ .۵ اکنون .𝑇𝑢 = 𝜆𝑚𝑢 آن گاه .𝑢 ∈ range(𝑇 − 𝜆𝑚𝐼) ∩ nuⅼⅼ(𝑇 − 𝜆𝑚𝐼) کنید فرض

۰ = (𝑇 − 𝜆۱𝐼)⋯ (𝑇 − 𝜆𝑚−۱𝐼)𝑢

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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= (𝜆𝑚 − 𝜆۱)⋯ (𝜆𝑚 − 𝜆𝑚−۱)𝑢.

.range(𝑇 − 𝜆𝑚𝐼) ∩ nuⅼⅼ(𝑇 − 𝜆𝑚𝐼) = {۰} بنابراین .𝑢 = ۰ که است معنͬ این به بالا معادلۀ هستند، متمایز 𝜆۱,… , 𝜆𝑚 چون

و ۹۴ .۳ (طبق است ⅾiⅿ𝑉 آن بعد که (۴۶ .۱ (طبق است مستقیم حاصل جمع ͷی range(𝑇 − 𝜆𝑚𝐼) + nuⅼⅼ(𝑇 − 𝜆𝑚𝐼) بە این دلیل

است. 𝜆𝑚 مقدارویژۀ با 𝑇 بردارویژۀ ͷی ،nuⅼⅼ(𝑇 − 𝜆𝑚𝐼) در غیرصفر بردار هر .range(𝑇 − 𝜆𝑚𝐼)⊕nuⅼⅼ(𝑇 − 𝜆𝑚𝐼) = 𝑉 پس .(۲۱ .۳

پایه، آن به nuⅼⅼ(𝑇 − 𝜆𝑚𝐼) پایۀ ͷی الحاق دارد. وجود 𝑇 بردارهای ویژۀ شامل ،range(𝑇 − 𝜆𝑚𝐼) از پایە  ͷی که دیدیم اثبات این در قبل تر

■ ͬ باشد. م مطلوب چنان که است، قطری ماتریس ͷی پایه، این به نسبت 𝑇 ماتریس ͬ دهد. م دست به را 𝑇 بردارهای ویژۀ شامل 𝑉 از پایە ای

نتیجۀ از بااین حال، ندارد. وجود بالاتر یا ۵ درجۀ چندجملە ای های صفرهای برای فرمولͬ هیچ

بدون حتͬ مختلط، برداری فضای ͷی روی عملͽر ͷی بودن قطری  پذیر تعیین برای ͬ توان م قبلͬ

ببینید. را ۱۵ کرد–تمرین استفاده مینیمال، چندجملە ای صفرهای تقریب های کردن پیدا

ابزار بعدی، نتیجۀ ͬ کنیم، م اثبات عملͽر دو هم زمان قطری سازی دربارۀ را نتیجه ͷی وقتͬ

عملͽرهای مشخصە یابی از استفاده چͽونه که کنید توجه ببینید. را ۷۶ .۵ بود؛ خواهد اصلͬ

بعدی نتیجۀ برای کوتاهͬ اثبات به ببینید)، را ۶۲ .۵) مینیمال چندجملە ای برحسب قطری  پذیر

ͬ شود. م منجر

ناوردا زیرفضای به قطری  پذیر عملͽر تحدید ۶۵ .۵

تحت قطری  پذیر عملͽر ͷی 𝑇 |𝑈 آن گاه ͬ باشد. م ناوردا 𝑇 تحت که است 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈 و است قطری  پذیر 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض
ͬ باشد. م 𝑈

(𝑧 − 𝜆۱)⋯ (𝑧 − 𝜆𝑚) با ،𝜆۱,… , 𝜆𝑚 ∈ 𝐅 متمایز عددهای از لیستͬ برای 𝑇 مینیمال چندجملە ای است، قطری  پذیر 𝑇 عملͽر چون اثبات

چندجملە ای نتیجه، در .(۳۱ .۵ (طبق است 𝑇 |𝑈 مینیمال چندجملە ای از چندجملە ای مضرب ͷی ،𝑇 مینیمال چندجملە ای .(۶۲ .۵ (طبق است برابر

■ است. قطری  پذیر 𝑇 |𝑈 که ͬ دهد م نشان این و است ۶۲ .۵ نیاز مورد شͺل دارای ،𝑇 |𝑈 مینیمال

گرشͽورین ͷدیس قضیۀ

گرشͽورین دیسͷ های تعریف: ۶۶ .۵

نشان دهندۀ 𝐴 کنید فرض است. 𝑉 پایۀ ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض
،𝑣۱,… , 𝑣𝑛 پایۀ به نسبت 𝑇 از گرشͽورین ͷدیس ͷی باشد. پایه این به نسبت 𝑇 ماتریس

بە شͺل مجموعە ای

{𝑧 ∈ 𝐅 ∶ ∣𝑧 − 𝐴𝑗,𝑗∣ ≤
𝑛

∑
𝑘=۱
𝑘≠𝑗

∣𝐴𝑗,𝑘∣ }

.𝑗 ∈ {۱,… , 𝑛} آن در که است

اگر است. گرشͽورین ͷدیس 𝑛 دارای 𝑇 دارد، وجود 𝑗 برای انتخاب 𝑛 بالا تعریف در چون

در بسته ͷدیس ͷی متناظر، گرشͽورین ͷدیس ،𝑗 ∈ {۱,… , 𝑛} هر برای آن گاه ،𝐅 = 𝐂
حاصل جمع بسته، ͷدیس این شعاع ͬ باشد. م 𝐴 قطر روی 𝑗ام درایۀ که است 𝐴𝑗,𝑗 مرکز به 𝐂
دیسͷ های آن گاه ،𝐅 = 𝐑 اگر است. قطری درایۀ بە استثنای ،𝐴 از 𝑗 سطر درایە های قدر مطلق  

هستند. 𝐑 در بسته بازە های گرشͽورین،

گرشͽورین ͷدیس هر است، قطری ماتریس ͷی بالا، 𝐴در مربعͬ ماتریس که خاصͬ حالت در

نقاط آن از ͬͺی ،𝑇 مقدارویژۀ هر (و است 𝐴 قطری درایۀ ͷی که است تک نقطه ͷی شامل

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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اگر که است این بعدی نتیجۀ پیامد ͷی است). نیاز مورد بعدی نتیجۀ طبق چنان که ͬ باشد، م

𝐴 از قطری درایۀ ͷی به ͷنزدی ،𝑇 مقدارویژۀ هر آن گاه باشند، ͷکوچ 𝐴 غیرقطری درایە های

است.

گرشͽورین ͷدیس قضیۀ ۶۷ .۵

دارد. قرار 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 پایۀ به نسبت 𝑇 از گرشͽورینͬ  ͷدیس در 𝑇 مقدارویژۀ هر آن گاه است. 𝑉 پایۀ ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 و 𝑇 ∈ℒ(𝑉 ) کنید فرض

که بە طوری ،𝑐۱,… , 𝑐𝑛 ∈ 𝐅 دارند وجود است. متناظر بردارویژۀ 𝑤 ∈ 𝑉 کنید فرض است. 𝑇 مقدارویژۀ ͷی 𝜆 ∈ 𝐅 کنید فرض اثبات

𝑤 = 𝑐۱𝑣۱ +⋯+ 𝑐𝑛𝑣𝑛. (۶۸ .۵)

داریم بالا معادلۀ طرف دو هر به 𝑇 دادن اثر با باشد. 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 پایۀ به نسبت 𝑇 ماتریس نشان دهندۀ 𝐴 کنید فرض

𝜆𝑤 =
𝑛

∑
𝑘=۱

𝑐𝑘𝑇𝑣𝑘 (۶۹ .۵)

=
𝑛

∑
𝑘=۱

𝑐𝑘
𝑛

∑
𝑗=۱

𝐴𝑗,𝑘𝑣𝑗

=
𝑛

∑
𝑗=۱

(
𝑛

∑
𝑘=۱

𝐴𝑗,𝑘𝑐𝑘)𝑣𝑗. (۷۰ .۵)

که باشد طوری 𝑗 ∈ {۱,… , 𝑛} کنید فرض

∣𝑐𝑗∣ = ⅿax{|𝑐۱| ,… , |𝑐𝑛|}.

بیان به باشد. ۷۰ .۵ راست سمت در 𝑣𝑗 ضریب با برابر باید که ،𝜆𝑐𝑗 با است برابر ،۶۹ .۵ چپ سمت در 𝑣𝑗 ضریب که ͬ بینیم م ۶۸ .۵ از استفاده با

دیͽر

𝜆𝑐𝑗 =
𝑛

∑
𝑘=۱

𝐴𝑗,𝑘 𝑐𝑘.

داریم ،𝑐𝑗 بر طرف دو هر تقسیم با سپس، و بالا معادلۀ طرف هر از 𝐴𝑗,𝑗 𝑐𝑗 تفریق با

∣𝜆 − 𝐴𝑗,𝑗∣ = ∣
𝑛

∑
𝑘=۱
𝑘≠𝑗

𝐴𝑗,𝑘
𝑐𝑘
𝑐𝑗

∣

≤
𝑛

∑
𝑘=۱
𝑘≠𝑗

∣𝐴𝑗,𝑘∣ .

■ است. 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 پایۀ به نسبت 𝑗ام گرشͽورین ͷدیس 𝜆 نتیجه در

براساس گرشͽورین ͷدیس قضیۀ نام گذاری
گرشͽورین آرونوویچ سمیون

(Seⅿyon Aronoviⅽh Gershgorin)
کرد. منتشر ۱۹۳۱ در را نتیجه این که است

ͬ دهد. م ارائه را گرشͽورین ͷدیس قضیۀ از جالب کاربرد ͷی ،۲۲ تمرین

قدر مطلق   حاصل جمع به ͬ توان م را گرشͽورین ͷدیس هر شعاع که ͬ کند م بیان ۲۳ تمرین

بالا قضیۀ و داد تغییر قطری، درایۀ بە استثنای سطری)، دارایە های (بە جای متناظر ستونͬ درایە های

بود. خواهد برقرار همچنان

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



بردارهای ویژه و مقدارهای ویژه ۵ ۱۴۶

۴ −۵ تمرین های

.𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و است متناهͬ بعد با مختلط برداری فضای ͷی 𝑉 کنید فرض ۱
است. قطری  پذیر 𝑇 آن گاه ،𝑇 ۴ = 𝐼 اگر کنید ثابت (ا)
است. قطری  پذیر 𝑇 آن گاه ،𝑇 ۴ = 𝑇 اگر کنید ثابت (ب)

نباشد. قطری  پذیر 𝑇 و 𝑇 ۴ = 𝑇 ۲ که بە طوری دهید، ارائه 𝑇 ∈ ℒ(𝐂۲) عملͽر ͷی از مثالͬ (ج)
بە تعداد دقیقا 𝐴 قطر روی 𝜆 آن گاه ،𝜆 ∈ 𝐅 اگر کنید ثابت دارد. 𝑉 از پایە ای به نسبت 𝐴 به نام قطری ماتریس ͷی 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۲

ͬ شود. م ظاهر ⅾiⅿ𝐸(𝜆, 𝑇 )
.𝑉 = nuⅼⅼ𝑇 ⊕ range𝑇 آن گاه باشد، قطری  پذیر 𝑇 عملͽر اگر کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و باشد متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۳

هستند. معادل زیر موارد کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و باشد متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۴
.𝑉 = nuⅼⅼ𝑇 ⊕ range𝑇 (ا)
.𝑉 = nuⅼⅼ𝑇 + range𝑇 (ب)

.nuⅼⅼ𝑇 ∩ range𝑇 = {۰} (ج)
𝜆 ∈ 𝐂 هر برای اگر تنها و اگر است، قطری  پذیر 𝑇 کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و است متناهͬ بعد با مختلط برداری فضای ͷی 𝑉 کنید فرض ۵

باشیم داشته
𝑉 = nuⅼⅼ(𝑇 − 𝜆𝐼) ⊕ range(𝑇 − 𝜆𝐼).

است. وارون پذیر 𝑇 − ۶𝐼 یا 𝑇 − ۲𝐼 کنید ثابت .ⅾiⅿ𝐸(۸, 𝑇 ) = ۴ و 𝑇 ∈ ℒ(𝐅۵) کنید فرض ۶
داریم 𝜆 ≠ ۰ و 𝜆 ∈ 𝐅 هر برای کنید ثابت است. وارون پذیر 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۷

𝐸(𝜆, 𝑇 ) = 𝐸( ۱
𝜆 , 𝑇−۱).

ثابت باشند. 𝑇 متمایز و غیرصفر مقدارهای ویژۀ نشان دهندۀ 𝜆۱,… , 𝜆𝑚 کنید فرض .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۸
کنید

ⅾiⅿ𝐸(𝜆۱, 𝑇 ) + ⋯ + ⅾiⅿ𝐸(𝜆𝑚, 𝑇 ) ≤ ⅾiⅿ range𝑇 .
دارد، وجود 𝑆 ∈ ℒ(𝐅۳) وارون پذیر عملͽر ͷی کنید ثابت باشند. ۷ و ۶ ،۲ مقدارهای ویژۀ دارای ͷهری 𝑅, 𝑇 ∈ ℒ(𝐅۳) کنید فرض ۹

.𝑅 = 𝑆−۱𝑇𝑆 که بە طوری
نداشته دیͽری مقدارهای ویژۀ 𝑇 و 𝑅 و باشند ۷ و ۶ ،۲ مقدارهای ویژۀ دارای ͷهری 𝑇 و 𝑅 که بە طوری کنید، پیدا را 𝑅, 𝑇 ∈ ℒ(𝐅۴) ۱۰

.𝑅 = 𝑆−۱𝑇𝑆 که بە طوری باشد، نداشته وجود 𝑆 ∈ ℒ(𝐅۴) وارون پذیر عملͽر ͷی و باشند
قطری ماتریس دارای ،𝐂۳ از پایە ای هر به نسبت 𝑇 که بە طوری و باشند 𝑇 مقدارهای ویژۀ ،۷ و ۶ که بە طوری کنید، پیدا را 𝑇 ∈ ℒ(𝐂۳) ۱۱

نباشد.
دارای 𝐂۳ از پایە ای هر به نسبت 𝑇 کنید فرض آن، علاوە بر هستند. 𝑇 مقدارهای ویژۀ ،۷ و ۶ که است بە گونە ای 𝑇 ∈ ℒ(𝐂۳) کنید فرض ۱۲

که بە طوری دارند، وجود (𝑧۱, 𝑧۲, 𝑧۳) ∈ 𝐂۳ کنید ثابت نیست. قطری ماتریس

𝑇 (𝑧۱, 𝑧۲, 𝑧۳) = (۶+ ۸𝑧۱, ۷+ ۸𝑧۲, ۱۳+ ۸𝑧۳).

و اگر ،𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 دهید نشان باشد. 𝐴 با هم اندازه ماتریس ͷی 𝐵 و باشد قطر روی متمایز درایە های با قطری ماتریس ͷی 𝐴 کنید فرض ۱۳
باشد. قطری ماتریس ͷی 𝐵 اگر تنها

باشد، قطری  پذیر 𝑇 ۲ که بە طوری دهید، ارائه متناهͬ فضای آن روی 𝑇 عملͽر ͷی و متناهͬ بعد با مختلط برداری فضای ͷی از مثالͬ (ا) ۱۴
نباشد. قطری  پذیر 𝑇 ولͬ

اگر تنها و اگر است، قطری  پذیر 𝑇 کنید ثابت است. وارون پذیر 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و است مثبت صحیح عدد ͷی 𝑘 ،𝐅 = 𝐂 کنید فرض (ب)
باشد. قطری  پذیر 𝑇 𝑘

معادل زیر موارد کنید ثابت باشد. 𝑇 مینیمال چندجملە ای 𝑝 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و باشد متناهͬ بعد با مختلط برداری فضای ͷی 𝑉 کنید فرض ۱۵
هستند.

است. قطری  پذیر 𝑇 (ا)
باشد. (𝑧 − 𝜆)۲ از چندجملە ای مضرب ͷی 𝑝 که بە طوری ،𝜆 ∈ 𝐂 ندارد وجود (ب)

ندارند. مشترکͬ صفر هیچ ،𝑝′ آن مشتق و 𝑝 (ج)
است. ۱ ثابت چندجملە ای ،𝑝′ و 𝑝 مشترک شمارندۀ بزرگ ترین (د)

باشند. 𝑞 از چندجملە ای مضرب دو هر ،𝑝′ و 𝑝 بە طوری که است، درجه بالاترین از 𝑞 یͺین چندجملە ای ،𝑝′ و 𝑝 مشترک شمارندۀ بزرگ  ترین
بدون را، چندجملە ای دو مشترک شمارندۀ بزرگ  ترین سریعا ͬ تواند م کنید)، جست وجو را (آن چندجملە ای ها برای (Euⅽⅼiⅾean) اقلیدسͬ الͽوریتم
دربارۀ اطلاعاتͬ دانستن بدون که ͬ دهد م نشان بالا، در (د) و (ا) هم ارزی بنابراین، کند. تعیین چندجملە ای ها، صفر های دربارۀ اطلاعاتͬ هیچ به نیاز

دهیم. تشخیص را 𝑇 بودن قطری  پذیر ͬ توانیم م ،𝑝 صفرهای

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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زیرفضای ͷی کنید ثابت هستند. 𝑇 متمایز مقدارهای ویژۀ نشان دهندۀ 𝜆۱,… , 𝜆𝑚 کنید فرض است. قطری  پذیر 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۱۶
باشیم داشته 𝑘 هر برای که بە طوری باشند، داشته وجود 𝑉 از 𝑈۱,… , 𝑈𝑚 زیرفضاهای اگر تنها و اگر است، ناوردا 𝑇 تحت ،𝑉 از 𝑈

.𝑈 = 𝑈۱ ⊕⋯⊕ 𝑈𝑚 و 𝑈𝑘 ⊆ 𝐸(𝜆𝑘, 𝑇 )
است. قطری  پذیر عملͽرهای شامل پایە ای دارای ℒ(𝑉 ) کنید ثابت است. متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۱۷

روی 𝑇/𝑈 خارج قسمتͬ عملͽر کنید ثابت است. ناوردا 𝑇 تحت که است 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈 و است قطری  پذیر 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۱۸
است. قطری  پذیر عملͽر ͷی ،𝑉/𝑈

است. شده تعریف ۱ −۵ بخش از ۳۸ تمرین در 𝑇/𝑈 خارج قسمتͬ عملͽر

که بە طوری باشد، ناوردا 𝑇 تحت که باشد داشته وجود 𝑉 از 𝑈 زیرفضای ͷی و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) اگر دهید: ارائه نقض مثال ͷی یا کنید، ثابت ۱۹
است. قطری  پذیر 𝑇 آن گاه باشند، قطری  پذیر دو هر ،𝑇/𝑈 و 𝑇 |𝑈

ببینید. بالامثلثͬ ماتریس های مورد در مشابه بیان ͷی برای را ۳ −۵ بخش از ۱۳ تمرین

باشد. قطری  پذیر 𝑇 ′ دوگان عملͽر اگر تنها و اگر است، قطری  پذیر 𝑇 کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۲۰
مبنای بر 𝐹۰, 𝐹۱, 𝐹۲,… فیبوناچͬ دنبالۀ ۲۱

.𝑛 ≥ ۲ برای 𝐹𝑛 = 𝐹𝑛−۲ + 𝐹𝑛−۱ و 𝐹۱ = ۱ ،𝐹۰ = ۰

ͬ کنیم. م تعریف 𝑇 (𝑥, 𝑦) = (𝑦, 𝑥 + 𝑦) بە صورت را 𝑇 ∈ ℒ(𝐑۲) ͬ شود. م تعریف
.𝑇𝑛(۰, ۱) = (𝐹𝑛, 𝐹𝑛+۱) داریم 𝑛 غیرمنفͬ صحیح عدد هر برای دهید نشان (ا)

کنید. پیدا را 𝑇 مقدارهای ویژۀ (ب)
کنید. پیدا را 𝑇 ویژۀ بردارهای  شامل 𝐑۲ از پایه ͷی (ج)

داریم 𝑛 غیرمنفͬ صحیح عدد هر برای که بͽیرید نتیجه کنید. استفاده 𝑇𝑛(۰, ۱) محاسبۀ برای (ج) جواب از (د)

𝐹𝑛 = ۱√
۵
[(۱+√

۵
۲

)
𝑛

−(۱−√
۵

۲
)

𝑛

].

به صحیح عدد نزدیͷ ترین ،𝐹𝑛 فیبوناچͬ عدد آن گاه باشد، غیرمنفͬ صحیح عدد ͷی 𝑛 اگر که بͽیرید نتیجه تا کنید استفاده (د) از (ه)
است: زیر عدد

۱√
۵
(۱+√

۵
۲

)
𝑛

.

عدد ندارد. صحیح عدد به شباهتͬ (د)، در فرمول راست سمت اگرچه است، غیرمنفͬ صحیح عدد ͷی ،𝐹𝑛 هر

۱+√
۵

۲
,

ͬ شود. م طلایی نامیده نسبت

𝑗 ∈ {۱,… , 𝑛} هر برای اگر کنید ثابت ͬ باشد. م 𝑉 از پایە ای به نسبت 𝑇 ماتریس که 𝑛است در 𝑛 ماتریس ͷی𝐴 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۲۲
باشیم داشته

∣𝐴𝑗,𝑗∣ >
𝑛

∑
𝑘=۱
𝑘≠𝑗

∣𝐴𝑗,𝑘∣ ,

است. وارون پذیر 𝑇 آن گاه

است. وارون پذیر 𝑇 آن گاه باشند، بزرگ غیرقطری، درایە های با مقایسه در ،𝑇 ماتریس قطری درایە های اگر که ͬ کند م بیان تمرین این

از 𝑘 سطر) (بە جای ستون در درایە ها قدر مطلق   حاصل جمع 𝑘ام، ͷدیس شعاع چنان که کند، تغییر گرشͽورین دیسͷ های تعریف کنید فرض ۲۳
است. برقرار کماکان تعریف، تغییر وجود با (۶۷ .۵) گرشͽورین ͷدیس قضیۀ دهید نشان باشد. قطری درایۀ بە استثنای ،𝐴

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



بردارهای ویژه و مقدارهای ویژه ۵ ۱۴۸

جابە جاشونده عملͽرهای ۵ −۵

شدن جابە جا تعریف: ۷۱ .۵

.𝑆𝑇 = 𝑇𝑆 اگر ͬ شوند م جابە جا یͺسان، برداری فضای روی 𝑇 و 𝑆 عملͽر دو ●

.𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 اگر ͬ شوند، م جابە جا 𝐵 و 𝐴 هم اندازۀ مربعͬ ماتریس دو ●

𝑉 روی عملͽر هر با 𝜆𝐼 آن گاه ،𝜆 ∈ 𝐅 و باشد 𝑉 روی همانͬ عملͽر 𝐼 اگر مثال، برای

ͬ شود. م جابە جا

ͬ تر، کل بە شͺل ͬ شوند. م جابە جا 𝑇 ۳ و 𝑇 ۲ آن گاه باشد، عملͽر ͷی 𝑇 اگر دیͽر، مثالͬ بە عنوان

ببینید]. را [۵. ۱۷(ب) ͬ شوند م جابە جا 𝑞(𝑇 ) و 𝑝(𝑇 ) آن گاه ،𝑝, 𝑞 ∈ 𝒫(𝐅) اگر

ͬ شوند م جابە جا جزئͬ، مشتق گیری عملͽرهای مثال: ۷۲ .۵

نشان دهندۀ ،𝒫𝑚(𝐂۲,𝐂) کنید فرض است. نامنفͬ صحیح عدد ͷی 𝑚 کنید فرض
درجۀ از حداکثر و متغیر دو با (𝐂 در ضرایب (با چندجملە ای ها مختلط برداری فضای
عضوهای بنابراین است. 𝐂⁃مقدار توابع اسͺالر ضرب و جمع معمول عمل های با ،𝑚

بە شͺل 𝐂 به 𝐂۲ از 𝑝 توابع ،𝒫𝑚(𝐂۲,𝐂)

𝑝(𝑤, 𝑧) = ∑
𝑗+𝑘≤𝑚

𝑎𝑗,𝑘𝑤𝑗𝑧𝑘, (۷۳ .۵)

ͬ گیرند، م به خود را نامنفͬ صحیح مقدارهای همۀ ،𝑘 و 𝑗 اندیس های آن در که هستند
که است 𝐂۲ روی تابع نشان دهندۀ 𝑤𝑗𝑧𝑘 و است 𝐂 در 𝑎𝑗,𝑘 هر ،𝑗 + 𝑘 ≤ 𝑚 که بە طوری

ͬ شود. م تعریف (𝑤, 𝑧) ↦ 𝑤𝑗𝑧𝑘 توسط
توسط را 𝐷𝑤, 𝐷𝑧 ∈ ℒ(𝒫𝑚(𝐂۲,𝐂)) عملͽرهای

𝐷𝑤𝑝 = 𝜕𝑝
𝜕𝑤 = ∑

𝑗+𝑘≤𝑚
𝑗𝑎𝑗,𝑘𝑤𝑗−۱𝑧𝑘 و 𝐷𝑧𝑝 = 𝜕𝑝

𝜕𝑧 = ∑
𝑗+𝑘≤𝑚

𝑘𝑎𝑗,𝑘𝑤𝑗𝑧𝑘−۱

عملͽرهای ،𝐷𝑧 و 𝐷𝑤 عملͽرهای است. ۷۳ .۵ با مشابه 𝑝 آن در که ͬ کنیم م تعریف
مشتق متغیرها از ͬͺی به نسبت عملͽرها این از ͷهری زیرا دارند، نام جزئͬ مشتق گیری

ͬ شود. م فرض ثابت مقدار ͷی دیͽر متغیر ͬ که درحال ͬ گیرد، م
آن گاه باشد، ۷۳ .۵ با مشابه 𝑝 اگر زیرا ͬ شوند، م جابە جا ،𝐷𝑧 و 𝐷𝑤 عملͽرهای

(𝐷𝑤𝐷𝑧)𝑝 = ∑
𝑗+𝑘≤𝑚

𝑗𝑘𝑎𝑗,𝑘𝑤𝑗−۱𝑧𝑘−۱ = (𝐷𝑧𝐷𝑤)𝑝.

ͬ کشد، م تصویر بە  را ͬ تر کل نتیجۀ ͷی ،𝒫𝑚(𝐂۲,𝐂) روی 𝐷𝑤𝐷𝑧 = 𝐷𝑧𝐷𝑤 معادلۀ
ندارد. اهمیتͬ جزئͬ مشتق گیری ترتیب خوش رفتار، توابع در اینکه

۱۱۸ با برابر (که مرتب زوج ۲۱۴, ۳۵۸, ۸۸۱ همۀ
قرار بررسͬ تحت که ۲ در ۲ ماتریس های از است)
که شد مشخص و شدند ͷچ رایانه توسط گرفتند،

ماتریس ها، از مرتب زوج  های این از ۶۷۴, ۶۰۹ تنها
ͬ شوند. م جابە جا

از مرتب زوج ۲۱۴, ۳۵۸, ۸۸۱ مثال، برای هستند. غیرمعمول جابە جاشونده، ماتریس های

هستند. [−۵, ۵] بازۀ در صحیح عددهای آن، درایە های همۀ که دارند وجود ۲ در ۲ ماتریس های

ͬ شوند. م جابە جا ماتریس ها، از مرتب زوج  های این از ٪۰̸ ۳ حدود تنها

آن ها ماتریس های اگر تنها و اگر ͬ شوند، م جابە جا عملͽر دو که ͬ دهد م نشان بعدی نتیجۀ

شوند. جابە جا یͺسان) پایۀ به (نسبت

هستند جابە جاشونده ماتریس های با متناظر جابە جاشونده، عملͽرهای ۷۴ .۵

و ℳ(𝑆, (𝑣۱,… , 𝑣𝑛)) اگر تنها و اگر ͬ شوند، م جابە جا 𝑇 و 𝑆 آن گاه است. 𝑉 پایۀ ͷی ،𝑣۱,… , 𝑣𝑛 و 𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض
شوند. جابە جا ،ℳ(𝑇 , (𝑣۱,… , 𝑣𝑛))

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



جابە جاشونده عملͽرهای ۵ −۵۱۴۹

داریم اثبات

ͬ شوند م جابە جا 𝑇 و 𝑆 ⟺ 𝑆𝑇 = 𝑇𝑆

⟺ ℳ(𝑆𝑇) = ℳ(𝑇𝑆)

⟺ ℳ(𝑆)ℳ(𝑇) = ℳ(𝑇)ℳ(𝑆)

⟺ ͬ شوند م جابە جا ℳ(𝑇) و ℳ(𝑆),

■ است. مطلوب چنان که

عملͽر، ͷی ویژۀ فضای  هر آن گاه شوند، جابە جا عملͽر دو اگر که ͬ دهد م نشان بعدی نتیجۀ

اصلͬ دلایل از ͬͺی کرد، خواهیم استفاده بارها که نتیجه این ͬ باشد. م ناوردا دیͽر عملͽر تحت

جابە جا که است عملͽری جفت ͷی به نسبت جابە جاشونده، عملͽر جفت ͷی بهتر رفتار برای

ͬ شوند. نم

است ناوردا جابە جاشونده، عملͽر تحت فضای ویژه ۷۵ .۵

ͬ باشد. م ناوردا 𝑇 تحت 𝐸(𝜆, 𝑆) آن گاه .𝜆 ∈ 𝐅 و ͬ شوند م جابە جا 𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض

آن گاه .𝑣 ∈ 𝐸(𝜆, 𝑆) کنید فرض اثبات

𝑆(𝑇𝑣) = (𝑆𝑇 )𝑣 = (𝑇𝑆)𝑣 = 𝑇(𝑆𝑣) = 𝑇(𝜆𝑣) = 𝜆𝑇𝑣.

■ است. ناوردا 𝑇 تحت 𝐸(𝜆, 𝑆) نتیجه در .𝑇𝑣 ∈ 𝐸(𝜆, 𝑆) که ͬ دهد م نشان بالا معادلۀ

دهیم انجام محاسباتͬ بخواهیم اگر است. قطری  پذیر ͷهری که داریم عملͽر دو کنید فرض

ͬ خواهیم م آن گاه آن ها)، حاصل جمع دربرگیرندۀ مثال، (برای باشد عملͽر دو هر دربرگیرندۀ که

شوند، جابە جا عملͽر دو وقتͬ بعدی، نتیجۀ طبق که باشند قطری  پذیر یͺسان پایۀ با عملͽر، دو

است. امͺان پذیر

هم زمان قطری پذیری ⟺ جابە جایی خاصیت ۷۶ .۵

شوند. جابە جا عملͽر دو اگر تنها و اگر هستند، یͺسان پایۀ به نسبت قطری ماتریس های دارای یͺسان، برداری فضای روی قطری  پذیر عملͽر دو

آن هم اندازه، قطری ماتریس دو حاصل ضرب باشند. قطری ماتریس های دارای یͺسان، پایۀ به نسبت 𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ابتدا اثبات

𝑆 نتیجه در ͬ شوند. م جابە جا هم اندازه، قطری ماتریس دو هر ازاین رو ͬ شود. م حاصل قطر دو متناظر داریە های ضرب از که است قطری ماتریس

ͬ شوند. م جابە جا ،۷۴ .۵ طبق 𝑇 و

کنید فرض ͬ شوند. م جابە جا و هستند قطری  پذیر عملͽرهای 𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) که کنید فرض اکنون دیͽر، جهت در دلالت اثبات برای

که ͬ دهد م نشان ۵. ۵۵(ج) است، قطری  پذیر 𝑆 چون هستند. 𝑆 متمایز مقدارهای ویژۀ نشان دهندۀ 𝜆۱,… , 𝜆𝑚

𝑉 = 𝐸(𝜆۱, 𝑆) ⊕ ⋯ ⊕ 𝐸(𝜆𝑚, 𝑆). (۷۷ .۵)

که ͬ کند م ایجاب ۶۵ .۵ است، قطری  پذیر 𝑇 چون .(۷۵ .۵ (طبق ͬ باشد م ناوردا 𝑇 تحت 𝐸(𝜆𝑘, 𝑆) زیرفضای ،𝑘 = ۱,… ,𝑚 هر برای

هم کنار با دارد. وجود 𝑇 ویژۀ بردارهای  شامل 𝐸(𝜆𝑘, 𝑆) از پایە ای ،𝑘 = ۱,… ,𝑚 هر برای بنابراین باشد. قطری  پذیر 𝑘 هر برای 𝑇 |𝐸(𝜆𝑘,𝑆)

نتیجه در ͬ باشد. م 𝑇 و 𝑆 عملͽر دو هر بردارویژۀ ͷی پایه، این در بردار هر که ،(۷۷ .۵ (بە دلیل ͬ آید م دست به 𝑉 پایۀ ͷی پایە ها، این دادن قرار

■ ͬ باشد. م مطلوب چنان که هستند، قطری ماتریس دارای پایه این به نسبت 𝑇 و 𝑆 عملͽر دو هر

برداری فضای ͷی 𝑉 کنید فرض ببینید. عملͽر دو از بیش به بالا نتیجۀ تعمیم برای را ۲ تمرین

را ۱۹ .۵) دارد بردارویژه ͷی ،𝑉 روی عملͽر هر آن گاه است. متناهͬ بعد با و غیرصفر مختلط

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



بردارهای ویژه و مقدارهای ویژه ۵ ۱۵۰

𝑉 در بردار ͷی آن گاه شوند، جابە جا 𝑉 روی عملͽر دو اگر که ͬ دهد م نشان بعدی نتیجۀ ببینید).

است ممͺن جابە جا شونده، عملͽر دو (ولͬ است عملͽر دو هر برای بردارویژه ͷی که دارد وجود

۹(ا) تمرین عملͽر، دو از بیش به بعدی نتیجۀ از تعمیمͬ برای نباشند). مشترکͬ مقدارویژۀ دارای

ببینید. را

جابە جاشونده عملͽرهای برای مشترک بردارویژۀ ۷۸ .۵

است. مشترک بردارویژۀ ͷی دارای متناهͬ، بعد با غیرصفر مختلط برداری فضای ͷی روی جابە جا شونده، عملͽر جفت هر

مقدارویژۀ ͷی 𝜆 کنید فرض ͬ شوند. م جابە جا 𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و است متناهͬ بعد با و غیرصفر مختلط برداری فضای ͷی 𝑉 کنید فرض اثبات

(طبق است ناوردا 𝑇 تحت 𝐸(𝜆, 𝑆) همچنین، .𝐸(𝜆, 𝑆) ≠ {۰} بنابراین است). مقدارویژۀ ͷی دارای بە واقع 𝑆 که ͬ کند م بیان ۱۹ .۵) باشد 𝑆
.(۷۵ .۵

کامل اثبات و است 𝑇 و 𝑆 عملͽر دو هر برای بردارویژه ͷی که ،(۱۹ .۵ از استفاده با (دوباره است بردارویژه ͷی دارای 𝑇 |𝐸(𝜆,𝑆) نتیجه در

■ ͬ شود. م

جزئͬ مشتق گیری عملͽرهای برای مشترک بردارویژۀ مثال: ۷۹ .۵

مشتق گیری عملͽرهای کنید فرض و باشد ۷۲ .۵ تمرین مانند 𝒫𝑚(𝐂۲,𝐂) کنید فرض
خود چنان که باشند. 𝐷𝑤, 𝐷𝑧 ∈ ℒ(𝒫𝑚(𝐂۲,𝐂)) مثال، آن در جابە جا شونده جزئͬ

همچنین ͬ باشد. م عملͽرها این از ͷهری مقدارویژۀ تنها ۰ کنید، بررسͬ ͬ توانید م

𝐸(۰, 𝐷𝑤) = {
𝑚
∑
𝑘=۰

𝑎𝑘𝑧𝑘 ∶ 𝑎۰,… , 𝑎𝑚 ∈ 𝐂},

𝐸(۰, 𝐷𝑧) = {
𝑚
∑
𝑗=۰

𝑐𝑗𝑤𝑗 ∶ 𝑐۰,… , 𝑐𝑚 ∈ 𝐂}.

چون است. عملͽر دو بین مشترک بردارهای ویژۀ مجموعۀ فضای ویژه، دو این اشتراک
𝐷𝑧 و 𝐷𝑤 که ͬ کنیم م مشاهده است، ثابت توابع مجموعۀ ،𝐸(۰, 𝐷𝑤) ∩ 𝐸(۰, 𝐷𝑧)

است. شده تضمین ۷۸ .۵ توسط چنان که هستند، مشترک بردارویژۀ ͷی دارای بە واقع

دو به را ͬ دهد) م دست به را بالامثلثͬ ماتریس ͷی که پایه ͷی (وجود ۴۷ .۵ بعدی، نتیجۀ

ͬ دهد. م گسترش جابە جاشونده عملͽر

هستند ͬ شدنͬ بالامثلث هم زمان بە طور جابە جاشونده، عملͽرهای ۸۰ .۵

وجود 𝑉 از پایە ای آن گاه هستند. 𝑉 روی جابە جا شونده عملͽرهای ،𝑇 و 𝑆 و است متناهͬ بعد با مختلط برداری فضای ͷی 𝑉 کنید فرض
هستند. بالامثلثͬ ماتریس  دارای 𝑇 و 𝑆 عملͽر دو هر آن، به نسبت که دارد

،۱ در ۱ ماتریس های همۀ زیرا است، برقرار نظر مورد نتیجۀ ،𝑛 = ۱ اگر ͬ کنیم. م استفاده 𝑛 روی استقرا از .𝑛 = ⅾiⅿ𝑉 ͬ دهیم م قرار اثبات

ͬ باشد. م برقرار است، 𝑛 − ۱ آن ها بعد که مختلط برداری فضاهای همۀ برای نظر مورد نتیجۀ و 𝑛 > ۱ کنید فرض اکنون هستند. بالامثلثͬ

،𝑊 کنید فرض .𝑇𝑣۱ ∈ span(𝑣۱) و 𝑆𝑣۱ ∈ span(𝑣۱) بنابراین .(۷۸ .۵ از استفاده (با باشد 𝑇 و 𝑆 مشترک بردارویژۀ هر 𝑣۱ کنید فرض

که بە طوری باشد، 𝑉 زیرفضای ͷی

𝑉 = span(𝑣۱) ⊕𝑊;

بە صورت 𝑤 ∈ 𝑊 هر و 𝑎 ∈ 𝐂 هر برای را 𝑃 ∶ 𝑉 → 𝑊 خطͬ نگاشت ببینید. 𝑊 وجود برای را ۳۳ .۲

𝑃(𝑎𝑣۱ +𝑤) = 𝑤

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



جابە جاشونده عملͽرهای ۵ −۵۱۵۱

بە صورت 𝑤 ∈ 𝑊 برای را ̂𝑆, ̂𝑇 ∈ ℒ(𝑊) ͬ کنیم. م تعریف

̂𝑆𝑤 = 𝑃(𝑆𝑤) و ̂𝑇𝑤 = 𝑃(𝑇𝑤)

کنید فرض این کار برای ͬ شوند. م جابە جا ،𝑊 روی عملͽر دو این که دهیم نشان باید ابتدا ، ̂𝑇 و ̂𝑆 روی استقرا فرض اعمال برای ͬ کنیم. م تعریف

که بە طوری 𝑎 ∈ 𝐂 دارد وجود آن گاه .𝑤 ∈ 𝑊

( ̂𝑆 ̂𝑇 )𝑤 = ̂𝑆(𝑃(𝑇𝑤)) = ̂𝑆(𝑇𝑤 − 𝑎𝑣۱) = 𝑃(𝑆(𝑇𝑤 − 𝑎𝑣۱)) = 𝑃((𝑆𝑇 )𝑤) ,

داریم مشابه بە طور .𝑃𝑣۱ = ۰ و است 𝑆 بردارویژۀ ͷی 𝑣۱ زیرا است، برقرار آخر تساوی آن در که

( ̂𝑇 ̂𝑆)𝑤 = 𝑃((𝑇𝑆)𝑤) .

ͬ شوند. م جابە جا ̂𝑇 و ̂𝑆 بنابراین .( ̂𝑆 ̂𝑇 )𝑤 = ( ̂𝑇 ̂𝑆)𝑤 که ͬ دهند م نشان اخیر نشان دادە شدۀ معادلۀ دو ͬ شوند، م جابە جا 𝑇 و 𝑆 عملͽرهای چون

دارای ̂𝑇 و ̂𝑆 عملͽر دو هر که بە طوری دارد، وجود 𝑊 از 𝑣۲,… , 𝑣𝑛 پایۀ ͷی که کنیم بیان و کرده استفاده استقرا فرض از ͬ توانیم م ازاین رو

است. 𝑉 پایۀ ͷی ،𝑣۱,… , 𝑣𝑛 لیست هستند. پایه این به نسبت بالامثلثͬ ماتریس 

که بە طوری ،𝑎𝑘, 𝑏𝑘 ∈ 𝐂 دارد وجود آن گاه ،𝑘 ∈ {۲,… , 𝑛} اگر

𝑆𝑣𝑘 = 𝑎𝑘𝑣۱ + ̂𝑆𝑣𝑘 و 𝑇𝑣𝑘 = 𝑏𝑘𝑣۱ + ̂𝑇 𝑣𝑘.

. ̂𝑇 𝑣𝑘 ∈ span(𝑣۲,… , 𝑣𝑘) و ̂𝑆𝑣𝑘 ∈ span(𝑣۲,… , 𝑣𝑘) که ͬ دانیم م هستند، 𝑣۲,… , 𝑣𝑛 به نسبت بالامثلثͬ ماتریس های دارای ̂𝑇 و ̂𝑆 چون

که ͬ کنند م ایجاب بالا معادلات پس

𝑆𝑣𝑘 ∈ span(𝑣۱,… , 𝑣𝑘) و 𝑇𝑣𝑘 ∈ span(𝑣۱,… , 𝑣𝑘).

■ ͬ باشد. م مطلوب چنان که هستند، 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 به نسبت بالامثلثͬ ماتریس های دارای 𝑇 و 𝑆 نتیجه در

ͬ دهد. م تعمیم عملͽر دو از بیش به را بالا نتیجۀ ۹(ب)، تمرین

دو مقدارهای ویژۀ روی از عملͽر دو حاصل ضرب یا حاصل جمع مقدارهای ویژۀ تعیین

جابە جا عملͽر دو وقتͬ که ͬ دهد م نشان بعدی نتیجۀ بااین حال، ندارد. امͺان کل در عملͽر،

ͬ افتد. م خوبی اتفاق ͬ شوند، م

جابە جاشونده عملͽرهای حاصل ضرب و حاصل جمع مقدارهای ویژۀ ۸۱ .۵

آن گاه هستند. 𝑉 روی جابە جا شونده عملͽرهای ،𝑇 و 𝑆 و است متناهͬ بعد با مختلط فضای برداری ͷی 𝑉 کنید فرض
است. 𝑇 مقدارویژۀ ͷی بعلاوۀ ،𝑆 مقدارویژۀ ͷی ،𝑆 + 𝑇 بردارویژۀ هر ●

است. 𝑇 مقدارویژۀ ͷی ضرب در ،𝑆 مقدارویژۀ ͷی ،𝑆𝑇 بردارویژۀ هر ●

داریم پایه آن به نسبت .(۸۰ .۵ (طبق هستند بالامثلثͬ ماتریس دارای 𝑇 و 𝑆 عملͽر دو هر آن، به نسبت که دارد وجود 𝑉 از پایە ای اثبات

ℳ(𝑆 + 𝑇) = ℳ(𝑆) +ℳ(𝑇) و ℳ(𝑆𝑇) = ℳ(𝑆)ℳ(𝑇 ),

است. شده بیان ۴۳ .۳ و ۳۵ .۳ در چنان که

ℳ(𝑆) قطرهای روی متناظر درایە های حاصل جمع با است برابر ،ℳ(𝑆 + 𝑇) قطر روی درایه هر که ͬ دهد م نشان ماتریسͬ جمع تعریف

قطر روی درایه هر که ͬ دهد م نشان ماتریسͬ ضرب تعریف هستند، بالامثلثͬ ماتریس های ،ℳ(𝑇) و ℳ(𝑆) چون مشابە ، بە طور .ℳ(𝑇) و

ماتریس های ،ℳ(𝑆𝑇) و ℳ(𝑆 + 𝑇) آن، علاوە بر .ℳ(𝑇) و ℳ(𝑆) قطرهای روی متناظر درایە های حاضل ضرب با است برابر ،ℳ(𝑆𝑇)
ببینید). را ۳ −۵ بخش از ۲ (تمرین هستند بالامثلثͬ

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



بردارهای ویژه و مقدارهای ویژه ۵ ۱۵۲

،𝑆+𝑇 مقدارویژۀ هر .(۴۱ .۵ (طبق است 𝑇 مقدارویژۀ ͷی ،ℳ(𝑇) قطر روی درایه هر و است 𝑆 مقدارویژۀ ͷی ،ℳ(𝑆) قطر روی درایه هر

مطالب، این  همۀ جمع بندی با ͬ شوند). م نتیجه ۴۱ .۵ از گزارە ها (این است ℳ(𝑆𝑇) قطر روی ،𝑆𝑇 مقدارویژۀ هر و است ℳ(𝑆+𝑇) قطر روی

ͷی ضرب در 𝑆 مقدارویژۀ ͷی ،𝑆𝑇 مقدارویژۀ هر و است 𝑇 مقدارویژۀ ͷی بعلاوۀ 𝑆 مقدارویژۀ ͷی ،𝑆 + 𝑇 مقدارویژۀ هر که ͬ گیریم م نتیجه

■ است. 𝑇 مقدارویژۀ

۵ −۵ تمرین های

تحت ولͬ است، ناوردا 𝑆 تحت که باشد داشته وجود 𝐅۴ از زیرفضا ͷی که بە طوری بزنید، 𝐅۴ روی 𝑇 و 𝑆 جابە جا شوندۀ عملͽر دو از مثالͬ ۱
نیست. 𝑆 تحت ولͬ است، ناوردا 𝑇 تحت که باشد داشته وجود 𝐅۴ از زیرفضا ͷی و نیست 𝑇

ℰ عضو هر آن، به نسبت که دارد وجود 𝑉 از پایە ای کنید ثابت است. قطری  پذیر ℰ عضو هر و است ℒ(𝑉 ) زیرمجموعۀ ͷی ℰ کنید فرض ۲
شوند. جابە جا ℰ عضو جفت هر اگر تنها و اگر است، قطری ماتریس ͷی دارای

عضو تعداد هر شامل ͬ تواند م ℰ تمرین، این برای ͬ گیرد. م نظر در است، عضو دو شامل تنها ℰ آن در که را حالتͬ که است ۷۶ .۵ توسعۀ تمرین، این
باشد. نامتناهͬ مجموعۀ ͷی ͬ تواند م ℰ حتͬ و باشد

.𝑝 ∈ 𝒫(𝐅) کنید فرض .𝑆𝑇 = 𝑇𝑆 که باشند بە گونە ای 𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۳
ͬ باشد. م ناوردا 𝑇 تحت nuⅼⅼ 𝑝(𝑆) کنید ثابت (ا)

ͬ باشد. م ناوردا 𝑇 تحت range 𝑝(𝑆) کنید ثابت (ب)
ببینید. 𝑆 = 𝑇 خاص حالت برای را ۱۸ .۵

جابە جا 𝐵 و 𝐴 آن گاه باشد، 𝐴 با هم اندازه بالامثلثͬ ماتریس ͷی 𝐵 و باشد قطری ماتریس ͷی 𝐴 اگر دهید: ارائه نقض مثال ͷی یا کنید، ثابت ۴
ͬ شوند. م

شوند. جابە جا آن ها دوگان عملͽرهای اگر تنها و اگر ͬ شوند، م جابە جا متناهͬ بعد با برداری فضای ͷی روی عملͽر جفت ͷی کنید ثابت ۵

ببینید. عملͽر ͷی دوگان تعریف برای را ۱۱۸ .۳

وجود 𝛼, 𝜆 ∈ 𝐂 کنید ثابت ͬ شوند. م جابە جا 𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و است متناهͬ بعد با و غیرصفر مختلط˼ برداری فضای ͷی 𝑉 کنید فرض ۶
که بە طوری دارند،

range(𝑆 − 𝛼𝐼) + range(𝑇 − 𝜆𝐼) ≠ 𝑉 .
𝑉 از پایە ای کنید ثابت ͬ شود. م جابە جا 𝑆 با 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و است قطری  پذیر 𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ) است، مختلط برداری فضای ͷی 𝑉 کنید فرض ۷

است. پایه این به نسبت بالامثلثͬ ماتریس ͷی دارای 𝑇 و است پایه این به نسبت قطری ماتریس ͷی دارای 𝑆 که بە طوری دارد، وجود
پایۀ ͷی هستند. مثال آن از 𝒫۳(𝐑۲) روی جابە جا شونده جزئͬ مشتق گیری عملͽرهای ،𝐷𝑦 و 𝐷𝑥 و 𝑚 = ۳ ͬ دهیم م قرار ۷۲ .۵ مثال در ۸

باشد. بالامثلثͬ ماتریس ͷی دارای ،𝐷𝑦 و 𝐷𝑥 از ͷهری آن، به نسبت که کنید پیدا را 𝒫۳(𝐑۲)
𝑆, 𝑇 ∈ ℰ هر برای 𝑇 و 𝑆 که باشد طوری ℰ ⊆ ℒ(𝑉 ) کنید فرض باشد. متناهͬ بعد با و غیرصفر مختلط برداری فضای ͷی 𝑉 کنید فرض ۹

شوند. جابە جا
است. ℰ عضو هر برای بردارویژه ͷی که دارد وجود 𝑉 در برداری کنید ثابت (ا)

است. بالامثلثͬ ماتریس ͷی دارای ℰ عضو هر آن، به نسبت که دارد وجود 𝑉 از پایه ͷی کنید ثابت (ب)

هر شامل ͬ تواند م ℰ تمرین، این برای ͬ گیرند. م نظر در است، عضو دو شامل تنها ℰ آن در که را حالتͬ که است ۸۰ .۵ و ۷۸ .۵ گسترش تمرین، این
باشد. نامتناهͬ مجموعۀ ͷی ͬ تواند م ℰ حتͬ و باشد عضو تعداد

مقدارویژە ای دارای 𝑆 + 𝑇 که بە طوری دهید، ارائه متناهͬ بعد با حقیقͬ برداری فضای ͷی روی 𝑇 و 𝑆 جابە جا شوندۀ عملͽر دو از مثالͬ ۱۰
ͷی ضرب در 𝑆 مقدارویژۀ ͷی با برابر که باشد مقدارویژە ای دارای 𝑆𝑇 و نباشد 𝑇 مقدارویژۀ ͷی بعلاوۀ 𝑆 مقدارویژۀ ͷی با برابر که باشد

نباشد. 𝑇 مقدارویژۀ
نیست. برقرار حقیقͬ برداری فضاهای روی ۸۱ .۵ که ͬ دهد م نشان تمرین این

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



داخلͬ حاصل ضرب فضاهای ۶
را 𝐑۳ و 𝐑۲ فضاهای اسͺالر) ضرب و (جمع خطͬ ساختار برداری، فضای ͷی تعریف هنگام

این گرفتیم. نادیده را زاویه و طول مفاهیم مانند هندسͬ ͬ های ویژگ میان، این در دادیم. تعمیم

کرد. خواهیم بررسͬ فصل این در که شدە اند گنجانده داخلͬ حاصل ضرب مفهوم در ایدە ها

نرم گرفت. نظر در طول بە عنوان را آن ͬ توان م که ͬ کند م القا را نرم ͷی داخلͬ، حاصل ضرب هر

متوازی الاضلاع تساوی مثلثͬ، نامساوی فیثاغورس، قضیۀ ازجمله است، کلیدی  خاصیت های دارای

کوشͬ⁃شوارتز. نامساوی و

بردارهای به داخلͬ، حاصل ضرب فضای زمینۀ در اقلیدسͬ، هندسۀ در عمود بردارهای مفهوم

حاصل ضرب فضاهای در متعامد یͺه پایە های که دید خواهیم ͬ شود. م داده نام تغییر متعامد

با فصل این ͬ سازد. م را پایە هایی چنین گرام⁃اشمیت، روش هستند. مفید فوق العاده داخلͬ،

ͬ رسد. م پایان به کمینە سازی، مسائل حل برای ابزارها این دادن قرار هم کنار

فصل این ثابت فرض های

است. 𝐂 یا 𝐑 نشان دهندۀ 𝐅 ●

هستند. 𝐅 روی بر برداری فضاهای نشان دهندۀ 𝑊 و 𝑉 ●

،(George Peaboⅾy) پیبادی جورج کتابخانۀ
هاپͺینز جانز دانشͽاه از بخشͬ اکنون که

جیمز که  ͬ زمان در است، (Johns Hopkins)
،(۱۸۹۷−۱۸۱۴) (Jaⅿes Syⅼvester) سیلوستر
شد. افتتاح بود، دانشͽاه ریاضیات استاد نخستین

آثار در ریاضیات، در ماتریس واژۀ کاربرد نخستین
ͬ شود. م دیده سیلوستر

Ⅿatthew Petroff ⅭⅭ BY−SA منبع:



داخلͬ حاصل ضرب فضاهای ۶ ۱۵۴

نرم ها و داخلͬ حاصل ضرب های ۱ −۶

داخلͬ حاصل ضرب های

نقطۀ با پیͺان هایی بە عنوان را 𝐑۳ و 𝐑۲ در بردارها داخلͬ، حاصل ضرب مفهوم توجیه برای

نشان ‖𝑣‖ با و ͬ نامند م 𝑣 نرم را 𝐑۳ و 𝐑۲ در 𝑣 بردار ͷی طول کنید. تصور مبدأ در شروع

داریم 𝑣 = (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐑۲ برای نتیجه در ͬ دهند. م

است.
√
𝑎۲ + 𝑏۲ نرم دارای 𝑣 بردار

‖𝑣‖ = √𝑎۲ + 𝑏۲.

.‖𝑣‖ =
√
𝑎۲ + 𝑏۲ + 𝑐۲ آن گاه ،𝑣 = (𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ 𝐑۳ اگر مشابه، بە طور

نرم است: ساده 𝐑𝑛 به تعمیم ولͬ کنیم، رسم را تصاویر ͬ توانیم نم بالاتر بعدهای در گرچه

ͬ کنیم: م تعریف زیر بە صورت را 𝑥 = (𝑥۱,… , 𝑥𝑛) ∈ 𝐑𝑛

‖𝑥‖ = √𝑥۱۲ +⋯+ 𝑥𝑛۲.

تعریف را نقطە ای حاصل ضرب بحث، به بودن خطͬ اعمال برای نیست. خطͬ 𝐑𝑛 روی نرم

ͬ کنیم. م

ضرب بە اختصار نقطە ای، حاصل ضرب مترجمان:
ͬ شود. م گفته هم نقطە اینقطە ای حاصل ضرب تعریف: ۱ .۶

توسط ͬ شود، م داده نشان 𝑥 ⋅ 𝑦 با که 𝑦 و 𝑥 نقطە ایِ حاصل ضرب ،𝑥, 𝑦 ∈ 𝐑𝑛 برای

𝑥 ⋅ 𝑦 = 𝑥۱𝑦۱ +⋯+ 𝑥𝑛𝑦𝑛

.𝑦 = (𝑦۱,… , 𝑦𝑛) و 𝑥 = (𝑥۱,… , 𝑥𝑛) آن در که ͬ شود م تعریف

آن گاه بͽیریم، نظر در نقطه پیͺان، بە جای را بردار اگر
شود. تعبیر 𝑥 نقطۀ تا مبدأ از فاصله به معنͬ ‖𝑥‖ باید

هر برای که کنید توجه بردار. ͷی نه است، عدد ͷی 𝐑𝑛 در بردار دو نقطە ای حاصل ضرب

خاصیت های دارای 𝐑𝑛 روی نقطە ای حاصل ضرب آن، علاوە بر .𝑥⋅𝑥 = ‖𝑥‖۲ داریم 𝑥 ∈ 𝐑𝑛

است. زیر

.𝑥 ∈ 𝐑𝑛 هر برای ،𝑥 ⋅ 𝑥 ≥ ۰ ●

.𝑥 = ۰ اگر تنها و اگر ،𝑥 ⋅ 𝑥 = ۰ ●

است. خطͬ ͬ برد، م 𝑥 ⋅ 𝑦 به را 𝑥 ∈ 𝐑𝑛 که 𝐑 به 𝐑𝑛 از نگاشت ثابت، 𝑦 ∈ 𝐑𝑛 برای ●

.𝑥, 𝑦 ∈ 𝐑𝑛 هر برای ،𝑥 ⋅ 𝑦 = 𝑦 ⋅ 𝑥 ●

گمان است ممͺن مرحله این در است. نقطە ای حاصل ضرب از تعمیمͬ داخلͬ، حاصل ضرب

پاراگراف در بحث مورد نقطە ای حاصل ضرب خاصیت های تجرید با داخلͬ حاصل ضرب که کنید

برای بااین حال، است. درست حدس این حقیقͬ، برداری فضاهای برای ͬ شود. م تعریف قبل

لازم باشد، مفید مختلط و حقیقͬ برداری فضای دو هر برای که دهیم ارائه تعریفͬ بتوانیم اینکه

کنیم. بررسͬ را مختلط مورد تعریف، ارائه از قبل است

آن گاه ،𝑎, 𝑏 ∈ 𝐑 آن در که ،𝜆 = 𝑎 + 𝑏𝑖 اگر که باشید داشته یاد به

ͬ شود. م تعریف |𝜆| =
√
𝑎۲ + 𝑏۲ توسط ͬ شود، م داده نشان |𝜆| با که 𝜆 قدر مطلق  ●

ͬ شود. م تعریف 𝜆̄ = 𝑎 − 𝑏𝑖 توسط ͬ شود، م داده نشان 𝜆̄ با که 𝜆 مختلط مزدوج ●

|𝜆|۲ = 𝜆𝜆̄ ●

ببینید. مختلط مزدوج و قدر مطلق  پایە ای خاصیت های و تعریف ها برای را ۴ فصل

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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بە صورت را 𝑧 نرم ،𝑧 = (𝑧۱,… , 𝑧𝑛) ∈ 𝐂𝑛 برای

‖𝑧‖ = √|𝑧۱|۲ +⋯+ |𝑧𝑛|۲

توجه باشد. غیرمنفͬ عدد ͷی ‖𝑧‖ ͬ خواهیم م زیرا داریم، نیاز قدر مطلق ها به ͬ کنیم. م تعریف

که کنید

‖𝑧‖۲ = 𝑧۱𝑧۱ +⋯+ 𝑧𝑛𝑧𝑛.

همچنان که بͽیریم، نظر در خودش با 𝑧 داخلͬ حاصل ضرب بە عنوان را ‖𝑧‖۲ ͬ خواهیم م

𝑤 = بردار داخلͬ حاصل ضرب که ͬ کند م بیان بالا معادلۀ نتیجه، در دادیم. انجام 𝐑𝑛 در

با برابر باید 𝑧 با (𝑤۱,… ,𝑤𝑛) ∈ 𝐂𝑛

𝑤۱𝑧۱ +⋯+𝑤𝑛𝑧𝑛

ͬ شود. م جایͽزین خود مختلط مزدوج با بالا عبارت شوند، جابە جا 𝑧 و 𝑤 نقش های اگر باشد.

حاصل ضرب مختلط مزدوج با برابر 𝑧 𝑤با داخلͬ حاصل ضرب که باشیم داشته انتظار باید ازاین رو

کنیم، تعریف 𝑉 روی را داخلͬ حاصل ضرب که آمادە ایم اکنون انگیزه، این با باشد. 𝑤 با 𝑧 داخلͬ

باشد. مختلط یا حقیقͬ برداری فضای ͷی است ممͺن که

بعدی: تعریف در شده استفاده نمادگذاری مورد در توضیح ͷی

است. غیرمنفͬ و حقیقͬ 𝜆 که است معنͬ این به 𝜆 ≥ ۰ نمادگذاری ،𝜆 ∈ 𝐂 برای ●

ضرب بە اختصار داخلͬ، حاصل ضرب مترجمان:
ͬ شود. م گفته هم داخلͬ

داخلͬ حاصل ضرب تعریف: ۲ .۶

را 𝑉 عضوهای از (𝑢, 𝑣) مرتب زوج هر که است تابعͬ ،𝑉 روی داخلͬ حاصل ضرب ͷی
است. زیر خاصیت های دارای و ͬ برد م ⟨𝑢, 𝑣⟩ ∈ 𝐅 عدد ͷی به

بودن مثبت
.𝑣 ∈ 𝑉 هر برای ،⟨𝑣, 𝑣⟩ ≥ ۰

بودن معین
.𝑣 = ۰ اگر تنها و اگر ،⟨𝑣, 𝑣⟩ = ۰

اول موقعیت در بودن جمعͬ
.𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ 𝑉 هر برای ،⟨𝑢 + 𝑣,𝑤⟩ = ⟨𝑢,𝑤⟩ + ⟨𝑣, 𝑤⟩

اول موقعیت در همͽنͬ
.𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 هر و 𝜆 ∈ 𝐅 هر برای ،⟨𝜆𝑢, 𝑣⟩ = 𝜆⟨𝑢, 𝑣⟩

مزدوج تقارن
.𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای ،⟨𝑢, 𝑣⟩ = ⟨𝑣, 𝑢⟩

را داخلͬ حاصل ضرب های ͬ دانان، ریاض اکثر
بسیاری اما ͬ کنند، م تعریف آمد بالا در که همان طور
بە جای که ͬ برند م کار به را تعریفͬ فیزیͷ دانان، از

است. دوم موقعیت در همͽنͬ نیازمند اول، موقعیت

حقیقͬ برداری فضای ͷی با اگر بنابراین، است. خود مختلط مزدوج با برابر حقیقͬ عدد هر

بیان ساده بە طور و کنیم حذف را مختلط مزدوج بالا، در آخر شرط در ͬ توانیم م باشیم، مواجه

.𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای ،⟨𝑢, 𝑣⟩ = ⟨𝑣, 𝑢⟩ که کنیم

داخلͬ حاصل ضرب های مثال: ۳ .۶

هر برای 𝐅𝑛 روی اقلیدسͬ داخلͬ حاصل ضرب (ا)
ͬ شود: م تعریف زیر بە صورت ،(𝑤۱,… ,𝑤𝑛), (𝑧۱,… , 𝑧𝑛) ∈𝐅𝑛

⟨(𝑤۱,… ,𝑤𝑛), (𝑧۱,… , 𝑧𝑛)⟩ = 𝑤۱𝑧۱ +⋯+𝑤𝑛𝑧𝑛.

روی ͬ توان م را داخلͬ حاصل ضرب ͷی آن گاه باشند، مثبتͬ عددهای 𝑐۱,… , 𝑐𝑛 اگر (ب)

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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کرد: تعریف زیر بە صورت ،(𝑤۱,… ,𝑤𝑛), (𝑧۱,… , 𝑧𝑛) ∈ 𝐅𝑛 هر برای ،𝐅𝑛

⟨(𝑤۱,… ,𝑤𝑛), (𝑧۱,… , 𝑧𝑛)⟩ = 𝑐۱𝑤۱𝑧۱ +⋯+ 𝑐𝑛𝑤𝑛𝑧𝑛.

ͬ مقدار حقیق پیوستۀ توابع برداری فضای روی ͬ توان م را داخلͬ حاصل ضرب ͷی (ج)
توسط ،[−۱, ۱] بازۀ روی

⟨𝑓, 𝑔⟩ = ∫
۱

−۱
𝑓𝑔,

کرد. تعریف ،[−۱, ۱] بازۀ روی 𝑔 و 𝑓 ͬ مقدار حقیق پیوستۀ توابع همۀ برای
بە صورت ،𝑝, 𝑞 ∈ 𝒫(𝐑) هر برای ،𝒫(𝐑) روی ͬ توان م را داخلͬ حاصل ضرب ͷی (د)

کرد: تعریف زیر

⟨𝑝, 𝑞⟩ = 𝑝(۰)𝑞(۰) +∫
۱

−۱
𝑝′𝑞′.

بە صورت ،𝑝, 𝑞 ∈ 𝒫(𝐑) هر برای ،𝒫(𝐑) روی ͬ توان م را داخلͬ حاصل ضرب ͷی (ه)
کرد: تعریف زیر

⟨𝑝, 𝑞⟩ = ∫
∞

۰
𝑝(𝑥)𝑞(𝑥)𝑒−𝑥 𝑑𝑥.

داخلͬ حاصل ضرب فضای تعریف: ۴ .۶

روی داخلͬ حاصل ضرب ͷی بە همراه ،𝑉 برداری فضای ͷی ، داخلͬ حاصل ضرب فضای
است. 𝑉

است اقلیدسͬ داخلͬ حاصل ضرب با 𝐅𝑛 داخلͬ، حاصل ضرب فضای ͷی از مثال مهم ترین

اشاره داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی بە عنوان 𝐅𝑛 به وقتͬ شد. ارائه بالا مثال در (ا) بند در که

مͽر است، اقلیدسͬ داخلͬ حاصل ضرب همان داخلͬ حاصل ضرب که کنید فرض باید ͬ شود، م

شود. بیان آن خلاف صراحتاً اینکه

هستند، داخلͬ حاصل ضرب فضاهای ،𝑊 و 𝑉 که نباشیم فرض این تکرار به مجبور برای اینکه

ͬ کنیم م مطرح را زیر فرض

𝑊 ،𝑉 نماد: ۵ .۶

بر داخلͬ حاصل ضرب فضاهای نشان دهندۀ 𝑊 و 𝑉 بعدی، فصل و فصل این بقیۀ برای
هستند. 𝐅 روی

فضای ͷی داخلͬ، حاصل ضرب فضای کنید. توجه زبان از جزئͬ سوءاستفادۀ به اینجا در

فضای ͬ گوییم م وقتͬ برداری. فضای آن روی داخلͬ حاصل ضرب ͷی بە همراه است، برداری

داخلͬ حاصل ضرب ͷی که است این بر تصور است، داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی 𝑉 برداری

اقلیدسͬ نوع از داخلͬ حاصل ضرب (یا است مشخص متن از یا است، شده فرض نیز 𝑉 روی

باشد). برداری فضای 𝐅𝑛 اگر است،

داخلͬ حاصل ضرب اصلͬ خاصیت های ۶ .۶

است. 𝐅 به 𝑉 از خطͬ نگاشت ͷی ͬ برد، م ⟨𝑢, 𝑣⟩ به را 𝑢 ∈ 𝑉 که تابعͬ ،𝑣 ∈ 𝑉 ثابت بردار هر برای (ا)
.𝑣 ∈ 𝑉 هر برای ،⟨۰, 𝑣⟩ = ۰ (ب)
.𝑣 ∈ 𝑉 هر برای ،⟨𝑣, ۰⟩ = ۰ (ج)

.𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ 𝑉 هر برای ،⟨𝑢, 𝑣 + 𝑤⟩ = ⟨𝑢, 𝑣⟩ + ⟨𝑢,𝑤⟩ (د)
.𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 هر و 𝜆 ∈ 𝐅 هر برای ،⟨𝑢, 𝜆𝑣⟩ = 𝜆̄⟨𝑢, 𝑣⟩ (ه)

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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اثبات

ͬ شود. م نتیجه داخلͬ حاصل ضرب تعریف در اول موقعیت در همͽنͬ و بودن جمعͬ شرط های از 𝑢 ↦ ⟨𝑢, 𝑣⟩ بودن خطͬ ،𝑣 ∈ 𝑉 برای (ا)

ͬ شود. م نتیجه (ا) از (ب) بنابراین ͬ برد. م ۰ به را ۰ خطͬ، نگاشت هر (ب)

.⟨𝑣, ۰⟩ = ⟨۰, 𝑣⟩ = ۰ = ۰ که ͬ دهند م نشان (ب) و داخلͬ حاصل ضرب تعریف در مزدوج تقارن خاصیت آن گاه ،𝑣 ∈ 𝑉 اگر (ج)

آن گاه .𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ 𝑉 کنید فرض (د)

⟨𝑢, 𝑣 + 𝑤⟩ = ⟨𝑣 + 𝑤, 𝑢⟩

= ⟨𝑣, 𝑢⟩ + ⟨𝑤, 𝑢⟩

= ⟨𝑣, 𝑢⟩ + ⟨𝑤, 𝑢⟩

= ⟨𝑢, 𝑣⟩ + ⟨𝑢,𝑤⟩.

آن گاه .𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 و 𝜆 ∈ 𝐅 کنید فرض (ه)

⟨𝑢, 𝜆𝑣⟩ = ⟨𝜆𝑣, 𝑢⟩

= 𝜆⟨𝑣, 𝑢⟩

= 𝜆̄ ⟨𝑣, 𝑢⟩

= 𝜆̄⟨𝑢, 𝑣⟩. ■

نرم ها

ناشͬ 𝐑۳ و 𝐑۲ روی بردارها نرم های از ابتدا داخلͬ، حاصل ضرب های تعریف برای ما انگیزۀ

ͬ کند. م تعیین نرم ͷی داخلͬ، حاصل ضرب هر که ͬ بینیم م اکنون شد.

‖𝑣‖ نُرم، تعریف: ۷ .۶

ͬ شود: م تعریف زیر بە صورت ͬ شود، م داده نشان ‖𝑣‖ با که 𝑣 نرم ،𝑣 ∈ 𝑉 برای

‖𝑣‖ = √⟨𝑣, 𝑣⟩.

نرم ها مثال: ۸ .۶

آن گاه اقلیدسͬ)، داخلͬ حاصل ضرب (با (𝑧۱,… , 𝑧𝑛) ∈ 𝐅𝑛 اگر (ا)

∥(𝑧۱,… , 𝑧𝑛)∥ = √|𝑧۱|۲ +⋯+ |𝑧𝑛|۲.

با و [−۱, ۱] روی ͬ مقدار حقیق پیوستۀ توابع برداری فضای در 𝑓 برای (ب)
داریم ۶. ۳(ج)، طبق داخلͬ حاصل ضرب

‖𝑓‖ = √∫
۱

−۱
𝑓۲.

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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نرم اصلͬ خاصیت های ۹ .۶

.𝑣 ∈ 𝑉 کنید فرض
.𝑣 = ۰ اگر تنها و اگر ،‖𝑣‖ = ۰ (ا)

.𝜆 ∈ 𝐅 هر برای ،‖𝜆𝑣‖ = |𝜆| ‖𝑣‖ (ب)

اثبات

.𝑣 = ۰ اگر تنها و اگر ،⟨𝑣, 𝑣⟩ = ۰ زیرا است، برقرار نظر مورد نتیجۀ (ا)

آن گاه .𝜆 ∈ 𝐅 کنید فرض (ب)

‖𝜆𝑣‖۲ = ⟨𝜆𝑣, 𝜆𝑣⟩

= 𝜆⟨𝑣, 𝜆𝑣⟩

= 𝜆𝜆̄⟨𝑣, 𝑣⟩

= |𝜆|۲ ‖𝑣‖۲

■ ͬ شود. م حاصل نظر مد تساوی دوم، ریشە های گرفتن با اکنون

معمولا نرم ها، مربع با کار ͬ کشد: م بە تصویر را کلͬ اصل ͷی بالا، نتیجۀ در (ب) بند اثبات

است. سادە تر نرم ها با مستقیم کار از

ͬ رسیم. م مهم بسیار تعریف ͷی به اکنون

متعامد تعریف: ۱۰ .۶

.⟨𝑢, 𝑣⟩ = ۰ اگر گویند، متعامد را 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 بردار دو

واژۀ از متعامد) (مترجمان: orthogonaⅼ واژۀ
گرفته قائم الزاویه معنͬ به orthogonios یونانͬ

است. شده

.⟨𝑣, 𝑢⟩ = ۰ اگر تنها و اگر ،⟨𝑢, 𝑣⟩ = ۰ زیرا نیست، مهم بردار دو ترتیب بالا، تعریف در

است. متعامد 𝑣 بر 𝑢 ͬ گوییم م بعضا هستند، متعامد 𝑣 و 𝑢 اینکه بیان بە جای

آن گاه باشند، 𝐑۲ در غیرصفر بردارهای ،𝑣 و 𝑢 اگر که کنید ثابت ͬ خواهد م شما از ۱۵ تمرین

⟨𝑢, 𝑣⟩ = ‖𝑢‖ ‖𝑣‖ ⅽos 𝜃,

در شروع نقطۀ با پیͺان هایی بە عنوان 𝑣 و 𝑢 گرفتن نظر در (با است 𝑣 و 𝑢 بین زاویۀ 𝜃 آن در که

اقلیدسͬ)، داخلͬ حاصل ضرب به (نسبت هستند متعامد 𝐑۲ در غیرصفر بردار دو بنابراین مبدأ).

بردارها اگر تنها و اگر ͬ دهد، م رخ حالت این و باشد ۰ آن ها بین زاویۀ کسینوس اگر تنها و اگر

ͷی بە عنوان را متعامد واژۀ ͬ توانید م بنابراین باشند. عمود مسطحه، هندسۀ در معمول معنای به

بͽیرید. نظر در عمود معنای به فنͬ واژۀ

ͬ کنیم. م آغاز ساده نتیجۀ ͷی با را تعامد مورد در مطالعه

۰ و تعامد ۱۱ .۶

است. متعامد 𝑉 در بردار هر بر ۰ (ا)
ͬ باشد. م خودش بر متعامد که است 𝑉 در بردار تنها ۰ (ب)

اثبات

.⟨۰, 𝑣⟩ = ۰ داریم 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای که ͬ کند م بیان ۶. ۶(ب) که بیاورید یاد به (ا)

■ داخلͬ). حاصل ضرب تعریف (طبق 𝑣 = ۰ آن گاه ،⟨𝑣, 𝑣⟩ = ۰ و 𝑣 ∈ 𝑉 اگر (ب)

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



نرم ها و داخلͬ حاصل ضرب های ۱ −۶۱۵۹

بود شده شناخته بابل در پیش سال ۳, ۵۰۰ از بیش بعدی قضیۀ ،𝑉 = 𝐑۲ خاص حالت برای

اصلͬ اثبات زیر، اثبات البته شد. اثبات و بازکشف یونان در پیش سال ۲, ۵۰۰ از بیش سپس و

نیست.

فیثاغورس قضیۀ ۱۲ .۶

آن گاه باشند، متعامد 𝑣 و 𝑢 اگر .𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 کنید فرض

‖𝑢 + 𝑣‖۲ = ‖𝑢‖۲ + ‖𝑣‖۲.

آن گاه .⟨𝑢, 𝑣⟩ = ۰ کنید فرض اثبات

‖𝑢 + 𝑣‖۲ = ⟨𝑢 + 𝑣, 𝑢 + 𝑣⟩

= ⟨𝑢, 𝑢⟩ + ⟨𝑢, 𝑣⟩ + ⟨𝑣, 𝑢⟩ + ⟨𝑣, 𝑣⟩

= ‖𝑢‖۲ + ‖𝑣‖۲. ■

بعلاوۀ 𝑣 از اسͺالری مضرب بە صورت را 𝑢 ͬ خواهیم م .𝑣 ≠ ۰ با 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 کنید فرض

ͬ شود. م برداشت زیر تصویر از چنان که بنویسیم، 𝑣 با متعامد ،𝑤 بردار ͷی

مضرب بە صورت 𝑢 متعامد: تجزیۀ ͷی
𝑣 بر متعامد بردار ͷی بعلاوۀ ،𝑣 از اسͺالری

است. شده بیان

بر متعامد برداری بعلاوۀ ،𝑣 از اسͺالری مضرب بە صورت چͽونه را 𝑢 اینکه به پی بردن برای

آن گاه باشد. اسͺالر عدد ͷی نشان دهندۀ 𝑐 ∈ 𝐅 کنید فرض بنویسیم، 𝑣

𝑢 = 𝑐𝑣 + (𝑢 − 𝑐𝑣).

ͬ خواهیم م ازاین رو باشد. (𝑢 − 𝑐𝑣) بر متعامد 𝑣 که کنیم انتخاب طوری را 𝑐 است لازم بنابراین

باشیم داشته

۰ = ⟨𝑢 − 𝑐𝑣, 𝑣⟩ = ⟨𝑢, 𝑣⟩ − 𝑐‖𝑣‖۲.

برای انتخاب این با کنیم. انتخاب ⟨𝑢, 𝑣⟩/‖𝑣‖۲ بە صورت را 𝑐 باید که ͬ دهد م نشان بالا معادلۀ

نوشت ͬ توان م 𝑐

𝑢 = ⟨𝑢, 𝑣⟩
‖𝑣‖۲ 𝑣 + (𝑢 − ⟨𝑢, 𝑣⟩

‖𝑣‖۲ 𝑣).

ͷی بعلاوۀ ،𝑣 از اسͺالری مضرب بە عنوان را 𝑢 صریحا بالا معادلۀ کنید، بررسͬ باید خود چنان که

ͬ شود. م اثبات زیر کلیدی نتیجۀ پس ͬ کند. م بیان 𝑣 بر متعامد بردار

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



داخلͬ حاصل ضرب فضاهای ۶ ۱۶۰

متعامد تجزیۀ ͷی ۱۳ .۶

آن گاه .𝑤 = 𝑢 − ⟨𝑢, 𝑣⟩
‖𝑣‖۲ 𝑣 و 𝑐 = ⟨𝑢, 𝑣⟩

‖𝑣‖۲ دهید قرار .𝑣 ≠ ۰ با 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 کنید فرض

𝑢 = 𝑐𝑣 + 𝑤 و ⟨𝑤, 𝑣⟩ = ۰.

بعدی نتیجۀ که شد خواهد استفاده کوشͬ⁃شوارتز نامساوی اثبات در ۱۳ .۶ متعامد تجزیۀ

است. ریاضیات در نامساوی ها مهم ترین از ͬͺی و است

کوشͬ⁃شوارتز نامساوی ۱۴ .۶

آن گاه .𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 کنید فرض
∣⟨𝑢, 𝑣⟩∣ ≤ ‖𝑢‖ ‖𝑣‖.

باشد. دیͽری از اسͺالری مضرب ،𝑣 یا 𝑢 بردارهای از ͬͺی اگر تنها و اگر است، تساوی ͷی نامساوی این

متعامد تجزیۀ .𝑣 ≠ ۰ که کرد فرض ͬ توان م ازاین رو است. ۰ با برابر نظر مورد نامساوی طرف دو هر آن گاه ،𝑣 = ۰ اگر اثبات

𝑢 = ⟨𝑢, 𝑣⟩
‖𝑣‖۲ 𝑣 + 𝑤

داریم فیثاغورس قضیۀ طبق است. 𝑣 بر متعامد 𝑤 آن در که بͽیرید نظر در ۱۳ .۶ طبق را

‖𝑢‖۲ = ∥⟨𝑢, 𝑣⟩‖𝑣‖۲ 𝑣 ∥
۲
+ ‖𝑤‖۲

= ∣⟨𝑢, 𝑣⟩∣۲

‖𝑣‖۲ + ‖𝑤‖۲

≥ ∣⟨𝑢, 𝑣⟩∣۲

‖𝑣‖۲ . (۱۵ .۶)

ͬ شود. م حاصل نظر مورد نامساوی دوم، ریشە های گرفتن و ‖𝑣‖۲ در نامساوی این طرف دو هر ضرب با

تنها و اگر است، تساوی ͷی کوشͬ⁃شوارتز نامساوی که ͬ دهد م نشان بالا پاراگراف اثبات

اگر ،𝑤 = ۰ ولͬ .𝑤 = ۰ اگر تنها و اگر ͬ دهد، م رخ اتفاق این باشد. تساوی ͷی ۱۵ .۶ اگر

تساوی ͷی کوشͬ⁃شوارتز نامساوی بنابراین ببینید). را ۱۳ .۶) باشد 𝑣 از مضربی 𝑢 اگر تنها و

دو؛ هر (یا باشد 𝑢 از اسͺالری مضرب 𝑣 یا باشد، 𝑣 از اسͺالری مضرب 𝑢 اگر تنها و اگر است،

است، ۰ با برابر 𝑣 یا 𝑢 بردارهای از ͬͺی که را حالت هایی تا است شده انتخاب بیان نحوۀ این

■ شود). شامل

کوشͬ اگوستین⁃لویی
(۱۸۵۷−۱۷۸۹) (Augustin−Ⅼouis Ⅽauⅽhy)

،۱۸۵۹ در کرد. اثبات ۱۸۲۱ در را ۶. ۱۶(ا)
ͬͺبونیاکوفس ویͺتور

،(۱۸۸۹−۱۸۰۴) (Viktor Bunyakovsky)
آنچه مانند را انتگرالͬ نامساوی های کوشͬ، دانشجوی
بعد، دهه چند کرد. اثبات است، آمده ۶. ۱۶(ب) در

شوارتز هرمان توسط مشابهͬ کشفیات
توجه ،(۱۹۲۱−۱۸۴۳) (Herⅿann Sⅽhwarz)

این نام گذاری به منجر و کرد جلب را بیشتری
شد. نامساوی

کوشͬ⁃شوارتز نامساوی مثال: ۱۶ .۶

آن گاه ،𝑥۱,… , 𝑥𝑛, 𝑦۱,… , 𝑦𝑛 ∈ 𝐑 اگر (ا)

(𝑥۱𝑦۱ +⋯+ 𝑥𝑛𝑦𝑛)۲ ≤ (𝑥۱۲ +⋯+ 𝑥𝑛
۲)(𝑦۱۲ +⋯+ 𝑦𝑛۲),

اقلیدسͬ داخلͬ حاصل ضرب از استفاده با کوشͬ⁃شوارتز نامساوی اعمال از چنان که
ͬ شود. م نتیجه (𝑥۱,… , 𝑥𝑛), (𝑦۱,… , 𝑦𝑛) ∈ 𝐑𝑛 بردارهای بر معمول،

آن گاه باشند، [−۱, ۱] روی ͬ مقدار حقیق پیوستۀ توابع ،𝑔 و 𝑓 اگر (ب)

∣∫
۱

−۱
𝑓𝑔 ∣

۲

≤ (∫
۱

−۱
𝑓۲)(∫

۱

−۱
𝑔۲),

ͬ شود. م نتیجه ۶. ۳(ج) مثال بر کوشͬ⁃شوارتز نامساوی اعمال از چنان که

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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𝑢 طول از کمتر مثلث، این در 𝑢 + 𝑣 طول
است. 𝑣 طول بعلاوۀ

ͷی ضلع هر طول که است هندسͬ تعبیر این دارای دارد، نام مثلثͬ نامساوی که بعدی نتیجۀ

است. کمتر دیͽر ضلع دو طول مجموع از مثلث،

نقطه، دو میان چندضلعͬ مسیرِ کوتاە ترین که دارد این بر دلالت مثلثͬ نامساوی که کنید توجه

ͬ باشد). م پارە خط ها شامل چندضلعͬ، مسیر ͷی) است پارە خط تک ͷی

مثلثͬ نامساوی ۱۷ .۶

آن گاه .𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 کنید فرض
‖𝑢 + 𝑣‖ ≤ ‖𝑢‖ + ‖𝑣‖.

باشد. دیͽری از غیرمنفͬ حقیق̞ͬ مضرب ،𝑣 یا 𝑢 بردارهای از ͬͺی اگر تنها و اگر است، تساوی ͷی نامساوی این

داریم اثبات

‖𝑢 + 𝑣‖۲ = ⟨𝑢 + 𝑣, 𝑢 + 𝑣⟩

= ⟨𝑢, 𝑢⟩ + ⟨𝑣, 𝑣⟩ + ⟨𝑢, 𝑣⟩ + ⟨𝑣, 𝑢⟩

= ⟨𝑢, 𝑢⟩ + ⟨𝑣, 𝑣⟩ + ⟨𝑢, 𝑣⟩ + ⟨𝑢, 𝑣⟩

= ‖𝑢‖۲ + ‖𝑣‖۲ + ۲Re⟨𝑢, 𝑣⟩

≤ ‖𝑢‖۲ + ‖𝑣‖۲ + ۲∣⟨𝑢, 𝑣⟩∣ (۱۸ .۶)

≤ ‖𝑢‖۲ + ‖𝑣‖۲ + ۲‖𝑢‖ ‖𝑣‖ (۱۹ .۶)

= (‖𝑢‖ + ‖𝑣‖)۲ ,

نتیجه نظر مورد نامساوی بالا، نامساوی طرف دو هر از دوم ریشه گرفتن با .(۱۴ .۶) ͬ شود م نتیجه کوشͬ⁃شوارتز نامساوی از ۱۹ .۶ آن در که

ͬ شود. م

مثلثͬ نامساوی در بنابراین باشیم. داشته تساوی ۱۹ .۶ و ۱۸ .۶ در اگر تنها و اگر است، تساوی ͷی مثلثͬ نامساوی که ͬ دهد م نشان بالا اثبات

اگر تنها و اگر داریم، تساوی

⟨𝑢, 𝑣⟩ = ‖𝑢‖ ‖𝑣‖. (۲۰ .۶)

شرط آن گاه باشد. برقرار ۲۰ .۶ که کنید فرض برعکس، است. برقرار ۲۰ .۶ آن گاه باشد، دیͽری از غیرمنفͬ حقیقͬ مضرب ،𝑣 یا 𝑢 از ͬͺی اگر

اسͺالر مضرب این ،۲۰ .۶ طبق است. دیͽری از اسͺالری مضرب ،𝑣 یا 𝑢 از ͬͺی که دارد آن بر دلالت (۱۴ .۶) کوشͬ⁃شوارتز نامساوی در تساوی

■ ͬ کند. م کامل را اثبات این و باشد غیرمنفͬ حقیقͬ عدد ͷی باید

ببینید. را ۲۰ تمرین معکوس، مثلثͬ نامساوی برای

متوازی الاضلاع، این قطرهای
هستند. 𝑢 − 𝑣 و 𝑢 + 𝑣

متوازی الاضلاع، هر در ͬ نامند: م متوازی الاضلاع تساوی آن، هندسͬ تفسیر بنابر را بعدی نتیجۀ

توجه است. آن ضلع چهار طول مربع های حاصل جمع با برابر قطرها، طول مربع های حاصل جمع

است. اقلیدسͬ هندسۀ در آن معمول اثبات از سادە تر بسیار اینجا، در اثبات که کنید

متوازی الاضلاع تساوی ۲۱ .۶

آن گاه .𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 کنید فرض
‖𝑢 + 𝑣‖۲ + ‖𝑢 − 𝑣‖۲ = ۲(‖𝑢‖۲ + ‖𝑣‖۲) .

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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داریم اثبات

‖𝑢 + 𝑣‖۲ + ‖𝑢 − 𝑣‖۲ = ⟨𝑢 + 𝑣, 𝑢 + 𝑣⟩ + ⟨𝑢 − 𝑣, 𝑢 − 𝑣⟩

= ‖𝑢‖۲ + ‖𝑣‖۲ + ⟨𝑢, 𝑣⟩ + ⟨𝑣, 𝑢⟩ + ‖𝑢‖۲ + ‖𝑣‖۲ − ⟨𝑢, 𝑣⟩ − ⟨𝑣, 𝑢⟩

= ۲(‖𝑢‖۲ + ‖𝑣‖۲) ,

■ است. مطلوب چنان که

۱ −۶ تمرین های

آن گاه ،𝑣۱,… , 𝑣𝑚 ∈ 𝑉 اگر دهید: ارائه نقض مثال ͷی یا کنید، ثابت ۱

𝑚
∑
𝑗=۱

𝑚
∑
𝑘=۱

⟨𝑣𝑗, 𝑣𝑘⟩ ≥ ۰.

بە صورت را ⟨⋅, ⋅⟩۱ ،𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای .𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۲

⟨𝑢, 𝑣⟩۱ = ⟨𝑆𝑢, 𝑆𝑣⟩

باشد. ͷبە ی ͷی 𝑆 اگر تنها و اگر است، 𝑉 روی داخلͬ حاصل ضرب ͷی ⟨⋅, ⋅⟩۱ دهید نشان ͬ کنیم. م تعریف
حاصل ضرب ͷی ͬ دهد، م نسبت |𝑥۱𝑦۱|+ |𝑥۲𝑦۲| به را 𝐑۲ عضوهای از ((𝑥۱, 𝑥۲), (𝑦۱, 𝑦۲)) زوج مرتب ͷی که تابعͬ دهید نشان (ا) ۳

نیست. 𝐑۲ روی داخلͬ
ͷی ͬ دهد، م نسبت 𝑥۱𝑦۱ + 𝑥۳𝑦۳ به را 𝐑۳ عضوهای از ((𝑥۱, 𝑥۲, 𝑥۳), (𝑦۱, 𝑦۲, 𝑦۳)) زوج مرتب ͷی که تابعͬ دهید نشان (ب)

نیست. 𝐑۳ روی داخلͬ حاصل ضرب
است. ͷبە ی ͷی 𝑇 −√

۲ 𝐼 کنید ثابت .‖𝑇 𝑣‖ ≤ ‖𝑣‖ داریم 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای که است طوری 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۴
است. حقیقͬ داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی 𝑉 کنید فرض ۵

.⟨𝑢 + 𝑣, 𝑢 − 𝑣⟩ = ‖𝑢‖۲ − ‖𝑣‖۲ داریم 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای دهید نشان (ا)
است. متعامد 𝑢 − 𝑣 بر 𝑢 + 𝑣 آن گاه باشند، یͺسانͬ نرم دارای 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 اگر دهید نشان (ب)

هستند. عمود هم بر لوزی ͷی قطرهای دهید نشان تا کنید استفاده (ب) از (ج)
.⟨𝑢, 𝑣⟩ = ۰ ⟺ ‖𝑢‖ ≤ ‖𝑢 + 𝑎𝑣‖ داریم 𝑎 ∈ 𝐅 هر برای کنید ثابت .𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 کنید فرض ۶

.‖𝑢‖ = ‖𝑣‖ اگر تنها و اگر ،‖𝑎𝑢 + 𝑏𝑣‖ = ‖𝑏𝑢 + 𝑎𝑣‖ داریم 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐑 هر برای کنید ثابت .𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 کنید فرض ۷
.𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + ۴𝑥 + ۹𝑦 ≤ ۱۰ کنید ثابت .𝑎۲ + 𝑏۲ + 𝑐۲ + 𝑥۲ + 𝑦۲ ≤ ۱ و 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐑 کنید فرض ۸

.𝑢 = 𝑣 کنید ثابت .⟨𝑢, 𝑣⟩ = ۱ و ‖𝑢‖ = ‖𝑣‖ = ۱ و 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 کنید فرض ۹
کنید ثابت .‖𝑣‖ ≤ ۱ و ‖𝑢‖ ≤ ۱ و 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 کنید فرض ۱۰

√۱− ‖𝑢‖۲√۱− ‖𝑣‖۲ ≤ ۱− ∣⟨𝑢, 𝑣⟩∣.

.(۱, ۲) = 𝑢 + 𝑣 و باشد متعامد (۱, ۳) بر 𝑣 باشد، (۱, ۳) از اسͺالری مضرب 𝑢 که بە طوری کنید، پیدا را 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐑۲ بردارهای ۱۱
باشند. مثبتͬ عددهای 𝑑 و 𝑐 ،𝑏 ،𝑎 کنید فرض ۱۲

.(𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑)(۱𝑎 + ۱
𝑏 + ۱

𝑐 + ۱
𝑑) ≥ ۱۶ کنید ثابت (ا)

است؟ تساوی ͷی بالا نامساوی ،𝑑 و 𝑐 ،𝑏 ،𝑎 مثبت عددهای کدام برای (ب)
مربع آن گاه ،𝑎۱,… , 𝑎𝑛 ∈ 𝐑 اگر دهید نشان دقیق تر، بیان به ͬ باشد. م مربع ها میانگین با مساوی یا از کوچͷ تر میانگین، مربع دهید نشان ۱۳

است. 𝑎۱۲,… , 𝑎𝑛۲ میانگین با مساوی یا از کوچͷ تر ،𝑎۱,… , 𝑎𝑛 میانگین
𝑢 ∈ 𝑉 اگر کنید ثابت دقیق تر، بیان به است. 𝑣 به 𝑉 واحد کرۀ روی یͺتا عضو نزدیͷ ترین 𝑣/‖𝑣‖ کنید ثابت .𝑣 ≠ ۰ و 𝑣 ∈ 𝑉 کنید فرض ۱۴

آن گاه ،‖𝑢‖ = ۱ و
∥𝑣 − 𝑣

‖𝑣‖∥ ≤ ‖𝑣 − 𝑢‖,

.𝑢 = 𝑣/‖𝑣‖ اگر تنها تساوی، برقراری با

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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کنید ثابت باشند. 𝐑۲ در غیرصفر بردارهای 𝑢, 𝑣 کنید فرض ۱۵

⟨𝑢, 𝑣⟩ = ‖𝑢‖ ‖𝑣‖ ⅽos 𝜃,

مبدأ). در شروع نقطۀ با پیͺان هایی بە صورت 𝑣 و 𝑢 تصور (با است 𝑣 و 𝑢 بین زاویۀ ،𝜃 آن در که

کنید. استفاده 𝑢 − 𝑣 و 𝑣 ،𝑢 از تشͺیل شده مثلث روی کسینوس ها قانون از

با این حال، نمود. تعریف هندسͬ بە صورت ͬ توان م را 𝐑۳ و 𝐑۲ در مبدأ) در شروع نقطۀ با پیͺان هایی بە صورت تصور (با بردار دو بین زاویۀ ۱۶
بە صورت 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐑𝑛 غیرصفر بردار دو بین زاویۀ ازاین رو نیست. آشͺار 𝑛 > ۳ برای 𝐑𝑛 در هندسه

arⅽⅽos ⟨𝑥, 𝑦⟩
‖𝑥‖ ‖𝑦‖

این بودن بامعنا دادن نشان برای کوشͬ⁃شوارتز نامساوی چرا دهید توضیح ͬ شود. م حاصل ۱۵ تمرین از تعریف این انگیزۀ و ͬ شود م تعریف
است. لازم تعریف

داریم 𝑏۱,… , 𝑏𝑛 و 𝑎۱,… , 𝑎𝑛 حقیقͬ عددهای همۀ برای کنید ثابت ۱۷

(
𝑛

∑
𝑘=۱

𝑎𝑘𝑏𝑘)
۲

≤ (
𝑛

∑
𝑘=۱

𝑘𝑎𝑘۲)(
𝑛

∑
𝑘=۱

𝑏𝑘۲
𝑘 ).

دهید نشان است. پیوسته 𝑓 ∶ [۱,∞) → [۰,∞) کنید فرض (ا) ۱۸

(∫
∞

۱
𝑓)

۲

≤ ∫
∞

۱
𝑥۲(𝑓(𝑥))۲ 𝑑𝑥.

هستند؟ متناهͬ آن طرف دو هر که است تساوی ͷی (ا) نامساوی ،𝑓 ∶ [۱,∞) → [۰,∞) پیوستۀ توابع کدام برای (ب)
آن گاه باشد، 𝑇 مقدارویژۀ ͷی 𝜆 اگر کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و است 𝑉 پایۀ ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 کنید فرض ۱۹

|𝜆|۲ ≤
𝑛

∑
𝑗=۱

𝑛
∑
𝑘=۱

∣ℳ(𝑇 )𝑗,𝑘∣
۲ ,

است. 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 پایۀ به نسبت 𝑇 ماتریس از 𝑘 ستون و 𝑗 سطر درایۀ نشان دهندۀ ،ℳ(𝑇)𝑗,𝑘 آن در که

.∣ ‖𝑢‖ − ‖𝑣‖ ∣ ≤ ‖𝑢 − 𝑣‖ آن گاه ،𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 اگر کنید ثابت ۲۰

ببینید. را ۴ فصل از ۲ تمرین ،𝑉 = 𝐂 حالت در معکوس مثلثͬ نامساوی برای ͬ نامند. م معکوس مثلثͬ نامساوی را بالا نامساوی

که باشند طوری 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 کنید فرض ۲۱
‖𝑢‖ = ۳, ‖𝑢 + 𝑣‖ = ۴, ‖𝑢 − 𝑣‖ = ۶.

است؟ عددی چه با برابر ‖𝑣‖
آن گاه ،𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 اگر دهید نشان ۲۲

‖𝑢 + 𝑣‖ ‖𝑢 − 𝑣‖ ≤ ‖𝑢‖۲ + ‖𝑣‖۲.
𝑎۱,… , 𝑎𝑚 ∈ {۱, −۱} دهید نشان .‖𝑣𝑘‖ ≤ ۱ باشیم داشته 𝑘 = ۱,… ,𝑚 هر برای که باشند طوری 𝑣۱,… , 𝑣𝑚 ∈ 𝑉 کنید فرض ۲۳

که بە طوری دارند، وجود
‖𝑎۱𝑣۱ +⋯+ 𝑎𝑚𝑣𝑚‖ ≤ √𝑚.

دارد، وجود (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐑۲ آن گاه باشد، 𝐑۲ روی داخلͬ حاصل ضرب ͷی به مربوط نرم ‖ ⋅ ‖ اگر دهید: ارائه نقض مثال ͷی یا کنید، ثابت ۲۴
.‖(𝑥, 𝑦)‖ ≠ ⅿax{|𝑥|, |𝑦|} که بە طوری

بە صورت (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐑۲ هر برای آن به مربوط نرم که بە طوری دارد، وجود 𝐑۲ روی داخلͬ حاصل ضرب ͷی کنید ثابت .𝑝 > ۰ کنید فرض ۲۵

‖(𝑥, 𝑦)‖ = (|𝑥|𝑝 + |𝑦|𝑝)۱/𝑝

.𝑝 = ۲ اگر تنها و اگر است،
داریم 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای کنید ثابت باشد. حقیقͬ داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی 𝑉 کنید فرض ۲۶

⟨𝑢, 𝑣⟩ = ‖𝑢 + 𝑣‖۲ − ‖𝑢 − 𝑣‖۲
۴

.

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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داریم 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای کنید ثابت باشد. مختلط داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی 𝑉 کنید فرض ۲۷

⟨𝑢, 𝑣⟩ = ‖𝑢 + 𝑣‖۲ − ‖𝑢 − 𝑣‖۲ + ‖𝑢 + 𝑖𝑣‖۲𝑖 − ‖𝑢 − 𝑖𝑣‖۲𝑖
۴

.

بە صورت تابعͬ ،𝑈 برداری فضای ͷی روی نرم ͷی ۲۸
‖ ⋅ ‖ ∶ 𝑈 → [۰,∞)

هر برای ‖𝑢 + 𝑣‖ ≤ ‖𝑢‖ + ‖𝑣‖ و 𝑢 ∈ 𝑈 هر و 𝛼 ∈ 𝐅 هر برای ‖𝛼𝑢‖ = |𝛼|‖𝑢‖ ،𝑢 = ۰ اگر تنها و اگر ‖𝑢‖ = ۰ که بە طوری است،
دهید نشان دیͽر، بیان (به ͬ شود م حاصل داخلͬ حاصل ضرب ͷی از کند، صدق متوازی الاضلاع تساوی در که نرم ͷی کنید ثابت .𝑢, 𝑣 ∈ 𝑈
بە طوری دارد، وجود 𝑈 روی ⟨⋅, ⋅⟩ داخلͬ حاصل ضرب ͷی آن گاه کند، صدق متوازی الاضلاع تساوی در که باشد 𝑈 روی نرم ͷی ‖ ⋅ ‖ اگر

.(‖𝑢‖ = ⟨𝑢, 𝑢⟩۱/۲ داریم 𝑢 ∈ 𝑈 هر برای که
معادلۀ دهید نشان باشند. داخلͬ حاصل ضرب فضاهای ،𝑉۱,… , 𝑉𝑚 کنید فرض ۲۹

⟨(𝑢۱,… , 𝑢𝑚), (𝑣۱,… , 𝑣𝑚)⟩ = ⟨𝑢۱, 𝑣۱⟩ + ⋯ + ⟨𝑢𝑚, 𝑣𝑚⟩,
ͬ کند. م تعریف 𝑉۱ ×⋯× 𝑉𝑚 روی را داخلͬ حاصل ضرب ͷی

از ͷهری است. 𝑉𝑘 روی داخلͬ حاصل ضرب نشان دهندۀ ⟨𝑢𝑘, 𝑣𝑘⟩ داخلͬ حاصل ضرب ،𝑘 = ۱,… ,𝑚 هر برای بالا، عبارت راست سمت در
است. شده استفاده اینجا در یͺسانͬ نماد گذاری از گرچه باشند، متفاوت داخلͬ حاصل ضرب ͷی دارای است ممͺن ،𝑉۱,… , 𝑉𝑚 فضاهای

ͬ کنیم: م تعریف 𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝑥 ∈ 𝑉 برای است. حقیقͬ داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی 𝑉 کنید فرض ۳۰

⟨𝑢 + 𝑖𝑣, 𝑤 + 𝑖𝑥⟩𝐂 = ⟨𝑢,𝑤⟩ + ⟨𝑣, 𝑥⟩ + (⟨𝑣, 𝑤⟩ − ⟨𝑢, 𝑥⟩)𝑖
ͬ کند. م تبدیل مختلط داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی به را 𝑉𝐂 فضای ،⟨⋅, ⋅⟩𝐂 دهید نشان (ا)

آن گاه ،𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 اگر دهید نشان (ب)

⟨𝑢, 𝑣⟩𝐂 = ⟨𝑢, 𝑣⟩ و ‖𝑢 + 𝑖𝑣‖𝐂
۲ = ‖𝑢‖۲ + ‖𝑣‖۲.

ببینید. 𝑉𝐂 مختلط سازی تعریف برای را ۲ −۱ بخش از ۸ تمرین

کنید ثابت .𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ 𝑉 کنید فرض ۳۱

∥𝑤 − ۱
۲ (𝑢 + 𝑣)∥۲ = ‖𝑤 − 𝑢‖۲ + ‖𝑤 − 𝑣‖۲

۲
− ‖𝑢 − 𝑣‖۲

۴
.

دهید نشان .𝑤 ∈ 𝑉 کنید فرض است. ۱
۲ (𝑢 + 𝑣) ∈ 𝐸 به معنͬ 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐸 که خاصیت این با است، 𝑉 زیرمجموعۀ ͷی 𝐸 کنید فرض ۳۲

برای که بە طوری دارد، وجود 𝑢 ∈ 𝐸 ͷی حداکثر دهید نشان دیͽر، بیان به است. نزدیͷ ترین 𝑤 به که دارد وجود 𝐸 در نقطه ͷی حداکثر
داریم 𝑥 ∈ 𝐸 هر

‖𝑤 − 𝑢‖ ≤ ‖𝑤 − 𝑥‖.
باشند. 𝐑𝑛 به 𝐑 از مشتق پذیر توابع 𝑔 و 𝑓 کنید فرض ۳۳

دهید نشان (ا)
⟨𝑓(𝑡), 𝑔(𝑡)⟩′ = ⟨𝑓 ′(𝑡), 𝑔(𝑡)⟩ + ⟨𝑓(𝑡), 𝑔′(𝑡)⟩ .

⟨𝑓 ′(𝑡), 𝑓(𝑡)⟩ = ۰. داریم 𝑡 ∈ 𝐑 هر برای دهید نشان .∥𝑓(𝑡)∥ = 𝑐 داریم 𝑡 ∈ 𝐑 هر برای و است مثبت عدد ͷی 𝑐 کنید فرض (ب)
دهید. نشان دارد، قرار مبدأ مرکز به 𝐑𝑛 در کره ͷی روی که منحنͬ ͷی بر مماس بردار برحسب را (ب) نتیجۀ هندسͬ تعبیر (ج)

باشیم داشته 𝑡 ∈ 𝐑 هر برای که بە طوری باشند، داشته وجود 𝐑 به 𝐑 از 𝑓۱,… , 𝑓𝑛 مشتق پذیر توابع اگر گویند، مشتق پذیر را 𝑓 ∶ 𝐑 → 𝐑𝑛 تابع
ͬ شود. م تعریف 𝑓′(𝑡) = (𝑓۱′(𝑡),… , 𝑓𝑛′(𝑡)) توسط 𝑓′(𝑡) ∈ 𝐑𝑛 مشتق ،𝑡 ∈ 𝐑 هر برای آن، علاوە بر .𝑓(𝑡) = (𝑓۱(𝑡),… , 𝑓𝑛(𝑡))

فرض ،𝑐 و 𝑏 ،𝑎 به طول ضلع های با مثلث ͷی در کنید: استفاده (Apoⅼⅼonius) آپولونیوس اتحاد اثبات برای داخلͬ حاصل ضرب های از ۳۴
.𝑎۲ + 𝑏۲ = ۱

۲𝑐۲ + ۲𝑑۲ آن گاه است. شده کشیده مقابل رأس تا 𝑐 به طول ضلع وسط از که باشد پارە خطͬ طول 𝑑 کنید

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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𝐑𝑛 روی تابعͬ ،𝐑𝑛 روی 𝑝 ͬ مقدار حقیق مشتق پذیر بار دو تابع ͷی Δ𝑝 (Ⅼapⅼaⅽian) لاپلاسین بͽیرید. نظر در ثابت را 𝑛 مثبت عدد ۳۵
توسط که است

Δ𝑝 = 𝜕۲𝑝
𝜕𝑥۱۲

+⋯+ 𝜕۲𝑝
𝜕𝑥𝑛۲

.Δ𝑝 = ۰ اگر گویند، هم ساز را 𝑝 تابع ͬ شود. م تعریف
عددهای ،𝑚۱,… ,𝑚𝑛 آن در که است 𝑥۱𝑚۱ ⋯𝑥𝑛

𝑚𝑛 بە شͺل توابع از (𝐑 در ضرایب (با خطͬ ترکیب ͷی ،𝐑𝑛 روی چندجملە ای ͷی
هستند. نامنفͬ صحیح

𝑥 ∈ 𝐑𝑛 هر برای که بە طوری دارد، وجود 𝐑𝑛 روی 𝑝 هم ساز چندجملە ای ͷی کنید ثابت است. 𝐑𝑛 روی چندجملە ای ͷی 𝑞 کنید فرض
.𝑝(𝑥) = 𝑞(𝑥) داریم ،‖𝑥‖ = ۱ با

‖𝑥‖ = ۱ با 𝑥 ∈ 𝐑𝑛 هر برای و باشد 𝐑𝑛 روی هم ساز تابع ͷی 𝑝 اگر که است آن دارید، نیاز تمرین این برای که هم ساز توابع مورد در نکتە  تنها
.𝑝 = ۰ آن گاه ،𝑝(𝑥) = ۰ باشیم داشته

ͷی کنید ثابت است. 𝑞 + (۱− ‖𝑥‖۲)𝑟 بە شͺل 𝑟 چندجملە ای ͷی برای نظر، مد 𝑝 هم ساز چندجملە ای که است آن منطقͬ حدس ͷی راهنمائͬ:
مناسب برداری فضای ͷی روی 𝑇 عملͽر ͷی تعریف با کار این است. هم ساز 𝑞 + (۱− ‖𝑥‖۲)𝑟 که بە طوری دارد، وجود 𝐑𝑛 روی 𝑟 چندجملە ای

توسط
𝑇𝑟 = Δ((۱− ‖𝑥‖۲)𝑟)

ͬ شود. م انجام است، پوشا نتیجه در و ͷبە ی ͷی 𝑇 اینکه دادن نشان سپس و

نهفتە اند، رازها که جایی عددها، قلمرو در
ͬ کشد، برم سر ژرفا از والا حقیقتͬ
خویش، خرد با شوارتز، و کوشͬ

ͬ نهند. م بنا همͽان برای نابرابری  ͷی

تنیدە اند، درهم پیوند این با بردار، دو
ͬ تند، م زرˁین رشتە ای داخلͬ، ضرب چون

است، بند در سرنوشت، حͺم به ͬ شان، بزرگ
پیوستە اند. جاودان مرزی به و

گراید، شام به روز و افتد سایه گر
ماند، خواهد پایدار نابرابری این
سازد، روشن را جویندگان راه تا

نشاند. حقیقتش در را فهم آرامش و

را، سترگ کار این بسرایید هنر، الهͽان ای پس
شͺست. نتواند هیچ کس که مرز آن ͬ ⁃شوارتز، کوش

ͬ ⁃شوارتز کوش نامساوی دربارۀ (Shakespear) شͺسپیری غزل وارۀ ورودی با ⅭhatGPT –نوشتۀ

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



داخلͬ حاصل ضرب فضاهای ۶ ۱۶۶

یͺامتعامد پایە های ۲ −۶

گرام⁃اشمیت روش و یͺامتعامد لیست های

یͺامتعامد تعریف: ۲۲ .۶

با و باشد ۱ نرم دارای لیست، در بردار هر اگر گویند، یͺامتعامد را بردارها از لیست ͷی ●

باشد. متعامد لیست دیͽر بردارهای
هر برای اگر است، یͺامتعامد 𝑉 در بردارها از 𝑒۱,… , 𝑒𝑚 لیست دیͽر، بیان به ●

باشیم: داشته 𝑗, 𝑘 ∈ {۱,… ,𝑚}

⟨𝑒𝑗, 𝑒𝑘⟩ =
⎧{
⎨{⎩

۱ 𝑗 = 𝑘 ,اگر
۰ 𝑗 ≠ 𝑘 .اگر

یͺامتعامد لیست های مثال: ۲۳ .۶

است. یͺامتعامد لیست ͷی ،𝐅𝑛 استاندارد پایۀ (ا)
است. 𝐅۳ در یͺامتعامد لیست ͷی (−۱√

۲ ,
۱√
۲ , ۰) ،( ۱√

۳ ,
۱√
۳ ,

۱√
۳) (ب)

𝐅۳ در یͺامتعامد لیست ͷی ( ۱√
۶ ,

۱√
۶ ,

−۲√
۶) ،(−۱√

۲ ,
۱√
۲ , ۰) ،( ۱√

۳ ,
۱√
۳ ,

۱√
۳) (ج)

است.
ͬ خواهد م شما از ۴ تمرین چنان که آن گاه باشد. مثبت صحیح عدد ͷی 𝑛 کنید فرض (د)

کنید، بررسͬ

۱√
۲𝜋 , ⅽos𝑥√𝜋 , ⅽos ۲𝑥√𝜋 ,… , ⅽos𝑛𝑥√𝜋 , sin𝑥√𝜋 , sin ۲𝑥√𝜋 ,… , sin𝑛𝑥√𝜋

پیوستۀ توابع برداری فضای که است 𝐶[−𝜋, 𝜋] در بردارها از یͺامتعامد لیست ͷی
بە صورت داخلͬ حاصل ضرب با [−𝜋, 𝜋] روی ͬ مقدار حقیق

⟨𝑓, 𝑔⟩ = ∫
𝜋

−𝜋
𝑓𝑔

جزرومد مانند دورە ای پدیدە های مدل سازی برای اغلب بالا، یͺامتعامد لیست است.
ͬ شود. م استفاده

داخلͬ حاصل ضرب از استفاده با را 𝒫۲(𝐑) کنید فرض (ه)

⟨𝑝, 𝑞⟩ = ∫
۱

−۱
𝑝𝑞

پایۀ کنیم. تبدیل داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی به ،𝑝, 𝑞 ∈ 𝒫۲(𝐑) هر برای
در بردارها زیرا نیست، یͺامتعامد لیست ͷی ،𝒫۲(𝐑) از 𝑥۲ ،𝑥 ،۱ استاندارد
،۱/√۲ لیست خودش، نرم بر بردار هر تقسیم با نیستند. ۱ نرم دارای لیست آن
بردار و است ۱ نرم دارای بردار هر آن، در که ͬ آید م دست به √۵/۲𝑥۲ ،√۳/۲𝑥
متعامد سوم، و اول بردارهای بااین حال، است. سومͬ و اولͬ بردارهای با متعامد دوم
از چͽونه که دید خواهیم بە زودی نیست. یͺامتعامد لیست ͷی این ازاین رو نیستند.

ببینید). را ۳۴ .۶ (مثال بسازیم یͺامتعامد لیست ͷی 𝑥۲ ،𝑥 ،۱ استاندارد پایە های

است. شدە  داده نشان بعدی نتیجۀ در چنان که است، آسان بسیار یͺامتعامد لیست های با کار

یͺامتعامد خطͬ ترکیب ͷی نرم ۲۴ .۶

داریم 𝑎۱,… , 𝑎𝑚 ∈ 𝐅 هر برای آن گاه باشد. 𝑉 در بردارها از یͺامتعامد لیست ͷی ،𝑒۱,… , 𝑒𝑚 کنید فرض

‖𝑎۱𝑒۱ +⋯+ 𝑎𝑚𝑒𝑚‖۲ = |𝑎۱|۲ +⋯+ |𝑎𝑚|۲.

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



یͺامتعامد پایە های ۲ −۶۱۶۷

■ .(۱۲ .۶) ͬ شود م حاصل نتیجه این فیثاغورس قضیۀ مͺرر بە کارگیری از است، ۱ نرم دارای 𝑒𝑘 هر چون اثبات

ͬ باشد. م زیر مهم فرعͬ نتیجۀ دارای بالا، نتیجۀ

هستند خطͬ مستقل یͺامتعامد، لیست های ۲۵ .۶

است. خطͬ مستقل بردارها، از یͺامتعامد لیست هر

که هستند طوری 𝑎۱,… , 𝑎𝑚 ∈ 𝐅 و است 𝑉 در بردارها از یͺامتعامد لیست ͷی ،𝑒۱,… , 𝑒𝑚 کنید فرض اثبات

𝑎۱𝑒۱ +⋯+ 𝑎𝑚𝑒𝑚 = ۰.

■ است. خطͬ مستقل 𝑒۱,… , 𝑒𝑚 نتیجه در هستند. ۰ با برابر 𝑎𝑘ها همۀ یعنͬ این و (۲۴ .۶ (طبق |𝑎۱|۲ +⋯+ |𝑎𝑚|۲ = ۰ آن گاه

ͬ رسیم. م مهم نامساوی ͷی به اکنون

(Besseⅼ) بسل نامساوی ۲۶ .۶

آن گاه ،𝑣 ∈ 𝑉 اگر باشد. 𝑉 در بردارها از یͺامتعامد لیست ͷی ،𝑒۱,… , 𝑒𝑚 کنید فرض

∣⟨𝑣, 𝑒۱⟩∣
۲ +⋯+ ∣⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩∣۲ ≤ ‖𝑣‖۲.

آن گاه .𝑣 ∈ 𝑉 کنید فرض اثبات

𝑣 = ⟨𝑣, 𝑒۱⟩𝑒۱ +⋯+ ⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩𝑒𝑚⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑢

+𝑣 − ⟨𝑣, 𝑒۱⟩𝑒۱ −⋯− ⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩𝑒𝑚⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑤

.

یعنͬ این .⟨𝑤, 𝑒𝑘⟩ = ⟨𝑣, 𝑒𝑘⟩− ⟨𝑣, 𝑒𝑘⟩⟨𝑒𝑘, 𝑒𝑘⟩ = ۰ آن گاه ،𝑘 ∈ {۱,… ,𝑚} اگر باشند. شده تعریف بالا معادلۀ طبق 𝑤 و 𝑢 کنید فرض

که ͬ کند م ایجاب فیثاغورس قضیۀ اکنون .⟨𝑤, 𝑢⟩ = ۰

‖𝑣‖۲ = ‖𝑢‖۲ + ‖𝑤‖۲

≥ ‖𝑢‖۲

= ∣⟨𝑣, 𝑒۱⟩∣
۲ +⋯+ ∣⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩∣۲,

■ ͬ شود. م نتیجه ۲۴ .۶ از خط آخرین آن، در که

معرفͬ را داخلͬ حاصل ضربب فضاهای مطالعۀ در مفاهیم مفیدترین از ͬͺی بعدی، تعریف

ͬ کند. م

یͺامتعامد پایۀ تعریف: ۲۷ .۶

ͬ باشد. م نیز 𝑉 پایۀ ͷی که است 𝑉 در بردارها از یͺامتعامد لیستͬ ،𝑉 یͺامتعامد پایۀ ͷی

است. 𝐅𝑛 یͺامتعامد پایۀ ͷی استاندارد، پایۀ مثال، برای

هستند یͺامتعامد پایە های مناسب، طول با یͺامتعامد لیست های ۲۸ .۶

است. 𝑉 یͺامتعامد پایۀ ͷی ،ⅾiⅿ𝑉 طول به 𝑉 در بردارها از یͺامتعامد لیست هر آن گاه باشد. متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض

۳۸ .۲– است پایه ͷی مناسب، طول با لیستͬ چنین هر نتیجه، در است. خطͬ مستقل ،𝑉 در بردارها از یͺامتعامد لیست هر ،۲۵ .۶ طبق اثبات

■ ببینید. را

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



داخلͬ حاصل ضرب فضاهای ۶ ۱۶۸

𝐅۴ یͺامتعامد پایۀ ͷی مثال: ۲۹ .۶

نشان اکنون است. 𝐅۴ یͺامتعامد پایۀ ͷی استاندارد، پایۀ شد، اشاره بالا در چنان که
که ͬ دهیم م

( ۱
۲ , ۱۲ , ۱۲ , ۱۲) , ( ۱

۲ , ۱۲ , −۱
۲ , −۱

۲ ) , ( ۱
۲ , −۱

۲ , −۱
۲ , ۱۲) , (−۱

۲ , ۱۲ , −۱
۲ , ۱۲)

است. 𝐅۴ یͺامتعامد پایۀ ͷی نیز
داریم

∥( ۱
۲ , ۱۲ , ۱۲ , ۱۲)∥ = √ ۱

۲۲ + ۱
۲۲ + ۱

۲۲ + ۱
۲۲ = ۱.

هستند. ۱ نرم دارای نیز بالا لیست در دیͽر بردار سه مشابه، بە طور
که کنید توجه

⟨( ۱
۲ , ۱۲ , ۱۲ , ۱۲) , ( ۱

۲ , ۱۲ , −۱
۲ , −۱

۲ )⟩ = ۱
۲ ⋅ ۱

۲ + ۱
۲ ⋅ ۱

۲ + ۱
۲ ⋅ (−۱

۲ ) + ۱
۲ ⋅ (−۱

۲ ) = ۰.

۰ با برابر بالا، لیست در متمایز بردار دو هر داخلͬ حاصل ضرب همچنین مشابه، بە طور
است.

فضای در چهار به طول یͺامتعامد لیست ͷی زیرا است. یͺامتعامد بالا لیست بنابراین،
.(۲۸ .۶ (طبق است 𝐅۴ یͺامتعامد پایۀ ͷی لیست این داریم، 𝐅۴ چهاربعدی برداری

دست کم که ͬ دانیم م ،𝑣 ∈ 𝑉 بردار ͷی و 𝑉 از 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 پایۀ ͷی بودن معلوم با کلͬ بە طور

که بە طوری دارد، وجود 𝑎۱,… , 𝑎𝑛 ∈ 𝐅 اسͺالر عددهای از مجموعە مقدار ͷی

𝑣 = 𝑎۱𝑒۱ +⋯+ 𝑎𝑛𝑒𝑛.

ͬ تواند م 𝑉 از دل خواهͬ پایۀ برای کنند، صدق بالا معادلۀ در که 𝑎۱,… , 𝑎𝑛 عددهای محاسبۀ

پایۀ ͷی برای موضوع این که ͬ دهد م نشان بعدی نتیجۀ بااین حال، باشد. طولانͬ محاسبە ای

.𝑎𝑘 = ⟨𝑣, 𝑒𝑘⟩ دهیم قرار است است–کافͬ ساده یͺامتعامد،

(Parsevaⅼ) پارسوال اتحاد ،‖𝑣‖ برای زیر فرمول
فوریه سری های زمینۀ در ۱۷۹۹ در که ͬ شود م نامیده

شد. منتشر (Fourier)

،𝑛 بعد با داخلͬ حاصل ضرب فضای هر تا ͬ شود م باعث بعدی نتیجۀ چͽونه که کنید توجه

ایفا ⟨𝑣, 𝑒۱⟩,… , ⟨𝑣, 𝑒𝑛⟩ را 𝐅𝑛 در بردار ͷی مختصات نقش که بە طوری کند، رفتار 𝐅𝑛 مانند

ͬ کنند. م

یͺامتعامد پایۀ ͷی خطͬ ترکیب برحسب بردار ͷی نوشتن ۳۰ .۶

آن گاه .𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 و است 𝑉 یͺامتعامد پایۀ ͷی ،𝑒۱,… , 𝑒𝑛 کنید فرض
𝑣؛ = ⟨𝑣, 𝑒۱⟩𝑒۱ +⋯+ ⟨𝑣, 𝑒𝑛⟩𝑒𝑛 (ا)

𝑣‖۲‖؛ = ∣⟨𝑣, 𝑒۱⟩∣
۲ +⋯+ ∣⟨𝑣, 𝑒𝑛⟩∣

۲ (ب)
.⟨𝑢, 𝑣⟩ = ⟨𝑢, 𝑒۱⟩⟨𝑣, 𝑒۱⟩ + ⋯ + ⟨𝑢, 𝑒𝑛⟩⟨𝑣, 𝑒𝑛⟩ (ج)

که بە طوری دارند، وجود 𝑎۱,… , 𝑎𝑛 اسͺالر عددهای است، 𝑉 پایۀ ͷی ،𝑒۱,… , 𝑒𝑛 چون اثبات

𝑣 = 𝑎۱𝑒۱ +⋯+ 𝑎𝑛𝑒𝑛.

برقرار (ا) بنابراین ͬ دهد. م نتیجه را ⟨𝑣, 𝑒𝑘⟩ = 𝑎𝑘 تساوی ،𝑒𝑘 با معادله این طرف دو هر داخلͬ حاصل ضرب است، یͺامتعامد 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 چون

است.

ͬ شود م نتیجه ۲۴ .۶ و (ا) از مستقیما (ب) اکنون

حاصل ضرب دوم موقعیت در ۶. ۶(ه)] و [۶. ۶(د) مزدوج بودن خطͬ از استفاده با را (ج) و گرفته (ا) طرف هر با را 𝑢 داخلͬ حاصل ضرب

■ آورید. به دست داخلͬ

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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خطͬ ترکیب ͷی برای ضرایب کردن پیدا مثال: ۳۱ .۶

پایۀ خط̞ͬ ترکیب ͷی بە صورت را (۱, ۲, ۴, ۷) ∈ 𝐅۴ بردار ͬ خواهیم م کنید فرض
یͺامتعامد

( ۱
۲ , ۱۲ , ۱۲ , ۱۲) , ( ۱

۲ , ۱۲ , −۱
۲ , −۱

۲ ) , ( ۱
۲ , −۱

۲ , −۱
۲ , ۱۲) , (−۱

۲ , ۱۲ , −۱
۲ , ۱۲)

مجهول، چهار با خطͬ معادلۀ چهار دستگاه حل بە جای بنویسیم. ۲۹ .۶ مثال در 𝐅۴ از
را داخلͬ حاصل ضرب چهار صرفا است، لازم غیریͺامتعامد پایۀ با کار در معمولا چنان که

با است برابر (۱, ۲, ۴, ۷) که ͬ گیریم م نتیجه ۶. ۳۰(ا)، از استفاده با و کرده محاسبه

۷ ( ۱
۲ , ۱۲ , ۱۲ , ۱۲) − ۴ ( ۱

۲ , ۱۲ , −۱
۲ , −۱

۲ ) + ( ۱
۲ , −۱

۲ , −۱
۲ , ۱۲) + ۲ (−۱

۲ , ۱۲ , −۱
۲ , ۱۲) .

مثال، برای کنیم؟ پیدا را آن ها چͽونه ͬ کنیم، م درک را یͺامتعامد پایە های سودمندی که اکنون

نتیجۀ است؟ یͺامتعامد پایۀ ͷی دارای ۶. ۳(ج)، همانند داخلͬ حاصل ضرب با ،𝒫𝑚(𝐑) آیا

ͬ رساند. م پرسش ها این پاسخ به را ما بعدی،

(۱۹۱۶−۱۸۵۰) (Jørgen Graⅿ) گرام یورگن
(Erharⅾ Sⅽhⅿiⅾt) اشمیت ارهارد و

لیست های سازندۀ الͽوریتم این ،(۱۹۵۹−۱۸۷۶)
دادند. رواج را یͺامتعامد

روش، این دارد. نام گرام⁃اشمیت روش است، شده استفاده بعدی اثبات در که الͽوریتمͬ

لیست گسترۀ همان با یͺامتعامد، لیست ͷی به خطͬ لیست مستقل ͷی تبدیل برای را شیوە ای

ͬ دهد. م دست به اصلͬ

گرام⁃اشمیت روش ۳۲ .۶

را 𝑓𝑘 استقرا، به روش ،𝑘 = ۲,… ,𝑚 برای .𝑓۱ = 𝑣۱ دهید قرار است. 𝑉 در بردارها از خطͬ مستقل لیست ͷی ،𝑣۱,… , 𝑣𝑚 کنید فرض
توسط

𝑓𝑘 = 𝑣𝑘 − ⟨𝑣𝑘, 𝑓۱⟩
‖𝑓۱‖۲

𝑓۱ −⋯− ⟨𝑣𝑘, 𝑓𝑘−۱⟩
‖𝑓𝑘−۱‖۲

𝑓𝑘−۱

بە طوری است، 𝑉 در بردارها از یͺامتعامد لیست ͷی 𝑒۱,… , 𝑒𝑚 آن گاه .𝑒𝑘 = 𝑓𝑘
‖𝑓𝑘‖

دهید قرار 𝑘 = ۱,… ,𝑚 هر برای ͬ کنیم. م تعریف

داریم 𝑘 = ۱,… ,𝑚 هر برای که
span(𝑣۱,… , 𝑣𝑘) = span(𝑒۱,… , 𝑒𝑘).

داریم ،𝑒۱ = 𝑓۱/‖𝑓۱‖ چون که کنید توجه ،𝑘 = ۱ با شروع برای است. برقرار مدنظر نتیجۀ که ͬ دهیم م نشان ،𝑘 روی استقرا مبنای بر اثبات

است. 𝑣۱ از غیرصفر مضرب ͷی ،𝑒۱ زیرا ،span(𝑣۱) = span(𝑒۱) همچنین ‖𝑒۱‖؛ = ۱

که بە طوری است، یͺامتعامد لیست ͷی ،۳۲ .۶ توسط تولیدشده ،𝑒۱,… , 𝑒𝑘−۱ لیست و ۱ < 𝑘 ≤ 𝑚 کنید فرض

span(𝑣۱,… , 𝑣𝑘−۱) = span(𝑒۱,… , 𝑒𝑘−۱). (۳۳ .۶)

که ،𝑣𝑘 ∉ span(𝑒۱,… , 𝑒𝑘−۱) = span(𝑓۱,… , 𝑓𝑘−۱) بنابراین .𝑣𝑘 ∉ span(𝑣۱,… , 𝑣𝑘−۱) داریم است، خطͬ مستقل 𝑣۱,… , 𝑣𝑚 چون

ͬ شود؛ م تولید ۱ نرم با جدیدی بردار خودش، نرم بر بردار ͷی تقسیم با نداریم. ۰ تقسیم بر ،۳۲ .۶ مبنای بر 𝑒𝑘 تعریف در ازاین رو .𝑓𝑘 ≠ ۰ یعنͬ

.‖𝑒𝑘‖ = ۱ پس

آن گاه .𝑗 ∈ {۱,… , 𝑘 − ۱} کنید فرض

⟨𝑒𝑘, 𝑒𝑗⟩ =
۱

‖𝑓𝑘‖ ‖𝑓𝑗‖
⟨𝑓𝑘, 𝑓𝑗⟩

= ۱
‖𝑓𝑘‖ ‖𝑓𝑗‖

⟨𝑣𝑘 − ⟨𝑣𝑘, 𝑓۱⟩
‖𝑓۱‖۲

𝑓۱ −⋯− ⟨𝑣𝑘, 𝑓𝑘−۱⟩
‖𝑓𝑘−۱‖۲

𝑓𝑘−۱, 𝑓𝑗⟩

= ۱
‖𝑓𝑘‖ ‖𝑓𝑗‖

(⟨𝑣𝑘, 𝑓𝑗⟩ − ⟨𝑣𝑘, 𝑓𝑗⟩)

= ۰.

است. یͺامتعامد لیست ͷی ،𝑒۱,… , 𝑒𝑘 نتیجه در

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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که ͬ دهد م نشان ،۳۳ .۶ با اطلاعات این ترکیب با .𝑣𝑘 ∈ span(𝑒۱,… , 𝑒𝑘) که ͬ کنیم م مشاهده ،۳۲ .۶ مبنای بر 𝑒𝑘 تعریف از

span(𝑣۱,… , 𝑣𝑘) ⊆ span(𝑒۱,… , 𝑒𝑘).

هستند 𝑘 بعد دارای بالا در زیرفضا دو هر بنابراین .(۲۵ .۶ و بودن یͺامتعامد مبنای بر 𝑒ها فرض، طبق (𝑣ها هستند خطͬ مستقل بالا لیست دو هر

■ ͬ شود. م کامل اثبات نتیجه، در و ͬ شود م کامل استقرا مرحلۀ و هستند برابر بە این دلیل و

𝒫۲(𝐑) یͺامتعامد پایۀ ͷی مثال: ۳۴ .۶

داخلͬ حاصل ضرب از استفاده با را 𝒫۲(𝐑) کنید فرض

⟨𝑝, 𝑞⟩ = ∫
۱

−۱
𝑝𝑞,

کنیم. تبدیل داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی به است، شده داده 𝑝, 𝑞 ∈ 𝒫۲(𝐑) هر برای که
روش اعمال با نیست. یͺامتعامد پایۀ ولͬ است، 𝒫۲(𝐑) پایۀ ͷی ،𝑥۲ ،𝑥 ،۱ که ͬ دانیم م
پیدا را 𝒫۲(𝐑) یͺامتعامد پایۀ ͷی ،𝑣۳ = 𝑥۲ و 𝑣۲ = 𝑥 ،𝑣۱ = ۱ با گرام⁃اشمیت

ͬ کنیم. م
فرمول بنابراین .‖𝑓۱‖۲ = ∫۱

−۱ ۱ = ۲ آن گاه .𝑓۱ = 𝑣۱ = ۱ دهید قرار شروع برای
که ͬ کند م بیان ۳۲ .۶

𝑓۲ = 𝑣۲ −
⟨𝑣۲, 𝑓۱⟩
‖𝑓۱‖۲

𝑓۱ = 𝑥 − ⟨𝑥, ۱⟩
‖𝑓۱‖۲

= 𝑥,

است. برقرار ،⟨𝑥, ۱⟩ = ∫۱
−۱ 𝑡 𝑑𝑡 = ۰ اینکه بە دلیل تساوی، آخرین آن در که

بیان ۳۲ .۶ اکنون .‖𝑓۲‖۲ = ∫۱
−۱ 𝑡

۲ 𝑑𝑡 = ۲
۳ که است معنͬ این به ،𝑓۲ برای بالا فرمول

که ͬ کند م

𝑓۳ = 𝑣۳ −
⟨𝑣۳, 𝑓۱⟩
‖𝑓۱‖۲

𝑓۱ −
⟨𝑣۳, 𝑓۲⟩
‖𝑓۲‖۲

𝑓۲ = 𝑥۲ − ۱
۲⟨𝑥۲, ۱⟩− ۳

۲⟨𝑥۲, 𝑥⟩𝑥 = 𝑥۲ − ۱
۳ .

اینکه بر دارد دلالت ،𝑓۳ برای بالا فرمول

‖𝑓۳‖۲ = ∫
۱

−۱
(𝑡۲ − ۱

۳)
۲ 𝑑𝑡 = ∫

۱

−۱
(𝑡۴ − ۲

۳ 𝑡۲ + ۱
۹) 𝑑𝑡 = ۸

۴۵ .

یͺامتعامد لیست هرکدام، نرم بر 𝑓۳ و 𝑓۲ ،𝑓۱ تقسیم با اکنون

√ ۱
۲ ,√ ۳

۲𝑥,√ ۴۵
۸ (𝑥۲ − ۱

۳)

در ͬ باشد. م 𝒫۲(𝐑) بعد که است سه دارای طول بالا یͺامتعامد لیست ͬ شود. م حاصل
.(۲۸ .۶ (طبق است 𝒫۲(𝐑) یͺامتعامد پایۀ ͷی متعامد یͺه، لیست این نتیجه،

دهیم. پاسخ یͺامتعامد پایە های وجود دربارۀ سؤال به ͬ توانیم م اکنون

یͺامتعامد پایۀ وجود ۳۵ .۶

است. یͺامتعامد پایۀ ͷی دارای متناهͬ، بعد با داخلͬ حاصل ضرب فضای هر

یͺامتعامد لیست ͷی تا کنید اعمال آن بر را (۳۲ .۶) گرام⁃اشمیت روش کنید. انتخاب 𝑉 از پایه ͷی باشد. متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض اثبات

■ است. 𝑉 یͺامتعامد پایۀ ͷی یͺامتعامد، لیست این ،۲۸ .۶ طبق شود. تولید ⅾiⅿ𝑉 طول به

نیز را یͺامتعامد لیست هر بلͺه دارد، وجود یͺامتعامد پایۀ ͷی نە تنها بدانیم است لازم گاهͬ

نشان گرام⁃اشمیت روش بعدی، فرعͬ نتیجۀ در داد. گسترش یͺامتعامد پایۀ ͷی به ͬ توان م

است. ممͺن همواره گسترشͬ چنین که ͬ دهد م

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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ͬ یابد م گسترش یͺامتعامد پایۀ ͷی به یͺامتعامد، لیست هر ۳۶ .۶

داد. گسترش 𝑉 از یͺامتعامد پایۀ ͷی به ͬ توان م را 𝑉 در بردارها از یͺامتعامد ی لیست هر آن گاه است. متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض

این نتیجه در .(۲۵ .۶ (طبق است خطͬ مستقل 𝑒۱,… , 𝑒𝑚 آن گاه باشد. 𝑉 در بردارها از یͺامتعامد لیست ͷی 𝑒۱,… , 𝑒𝑚 کنید فرض اثبات

𝑒۱,… , 𝑒𝑚, 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 به را (۳۲ .۶) گرام⁃اشمیت روش اکنون .(۳۲ .۲) داد 𝑉گسترش از 𝑒۱,… , 𝑒𝑚, 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 پایۀ ͷی به ͬ توان م را لیست

یͺامتعامد لیست تا کنید اعمال

𝑒۱,… , 𝑒𝑚, 𝑓۱,… , 𝑓𝑛

هستند. یͺامتعامد  پیش از آن ها زیرا ͬ گذارد، م باقͬ تغییر بدون را اول بردار 𝑚 گرام⁃اشمیت، روش توسط ارائە شده فرمول اینجا در شود. تولید

■ است. 𝑉 یͺامتعامد پایۀ ͷی ،۲۸ .۶ براساس بالا لیست

بە شͺل اگر ͬ نامند، م بالامثلثͬ را ماتریس ͷی که بیاورید یاد به

⎛⎜⎜
⎝

∗ ∗
⋱

۰ ∗

⎞⎟⎟
⎠

و هستند ۰ با برابر قطر زیر درایە های همۀ که ͬ دهد م نشان بالا ماتریس در ۰ آن در که باشد،

رفتە اند. به کار قطر بالای و قطر روی درایە های نشان دادن برای ستارە ها

بالامثلثͬ ماتریس دارای پایە ای، به نسبت عملͽر ͷی اینکه برای کافͬ و لازم شرط قبل، فصل در

داریم، سروکار داخلͬ حاصل ضرب  فضاهای با که اکنون ببینید). را ۴۴ .۵) کردیم بیان را باشد

داشته بالامثلثͬ ماتریس آن، به نسبت که دارد وجود یͺامتعامد ی پایۀ آیا که بدانیم ͬ خواهیم م

دارای یͺامتعامد ی پایۀ به نسبت عملͽر، ͷی اینکه شرط که ͬ دهد م نشان بعدی نتیجۀ باشیم.

است. دل خواه پایۀ ͷی به نسبت بالامثلثͬ ماتریس ͷی داشتن شرط همان باشد، بالامثلثͬ ماتریس

است بالا مثلثͬ ماتریس آن، به نسبت که یͺامتعامدی پایۀ ۳۷ .۶

اگر تنها و اگر است، 𝑉 از یͺامتعامد  ی پایۀ به نسبت بالامثلثͬ ماتریس ͷی دارای 𝑇 آن گاه .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض
باشد. (𝑧 − 𝜆۱)⋯ (𝑧 − 𝜆𝑚) با برابر ،𝜆۱,… , 𝜆𝑚 ∈ 𝐅 از مقدارهایی برای 𝑇 مینیمال چندجملە ای

،𝑘 = ۱,… , 𝑛 برای ،span(𝑣۱,… , 𝑣𝑘) پس است. 𝑉 از 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 مانند پایە ای به نسبت بالامثلثͬ ماتریس ͷی دارای 𝑇 کنید فرض اثبات

ببینید). را ۳۹ .۵) است ناوردا 𝑇 تحت

داریم 𝑘 هر برای چون شود. تولید 𝑉 از 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 یͺامتعامد پایۀ تا کنید اعمال 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 بر را گرام⁃اشمیت روش

span(𝑒۱,… , 𝑒𝑘) = span(𝑣۱,… , 𝑣𝑘)

ͷی دارای 𝑇 ،۳۹ .۵ طبق بنابراین ͬ باشد. م ناوردا 𝑇 تحت ،𝑘 = ۱,… , 𝑛 هر برای span(𝑒۱,… , 𝑒𝑘) که ͬ گیریم م نتیجه ببینید)، را ۳۲ .۶)

■ شود. کامل اثبات تا کنید استفاده ۴۴ .۵ از اکنون است. 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 یͺامتعامد پایۀ به نسبت بالامثلثͬ ماتریس

در (۱۹۴۱−۱۸۷۵) (Issai Sⅽhur) شور ایسای
کرد. منتشر را بعدی نتیجۀ اثبات ،۱۹۰۹

۲۰ تمرین ͬ باشد. م بالا نتیجۀ از مهم کاربرد ͷی بعدی نتیجۀ مختلط، برداری فضاهای برای

ببینید. است، اعمال قابل عملͽر ͷی از بیش به هم زمان بە طور که شور قضیۀ از نسخە ای برای را

شور قضیۀ ۳۸ .۶

است. یͺامتعامد ی پایۀ به نسبت بالامثلثͬ ماتریس ͷی دارای متناهͬ، بعد با مختلط داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی روی عملͽر هر

■ ͬ شود. م نتیجه ۳۷ .۶ و (۱۳ .۴) جبر اساسͬ قضیۀ دوم نسخۀ از نظر مورد نتیجۀ اثبات

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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داخلͬ حاصل ضرب فضاهای روی خطͬ تابعک های

ویژە ای نام ۶ −۳ بخش در دارند، ویژە ای نقش ،𝐅 اسͺالر میدان توی به خطͬ نگاشت های چون

باشید، نخوانده را ۶ −۳ بخش ͬ که درصورت کردیم. تعریف آن ها برداری  فضای برای و آن ها برای

شدە اند. تکرار زیر در تعریف ها این

𝑉 ′ دوگان، فضای خطͬ، تابعک تعریف: ۳۹ .۶

است. 𝐅 به 𝑉 از خطͬ نگاشت ͷی ،𝑉 روی خطͬ تابعک ͷی ●

روی خطͬ تابعک های همۀ برداری فضای ͬ شود، م داده نشان 𝑉 ′ با که 𝑉 دوگان فضای ●

.𝑉 ′ = ℒ(𝑉 ,𝐅) دیͽر بیان به است. 𝑉

𝐅۳ روی خطͬ تابعک مثال: ۴۰ .۶

بە صورت که 𝜑∶ 𝐅۳ → 𝐅 تابع

𝜑(𝑧۱, 𝑧۲, 𝑧۳) = ۲𝑧۱ − ۵𝑧۲ + 𝑧۳

هر برای را خطͬ تابعک این ͬ توان م است. 𝐅۳ روی خطͬ تابعک ͷی است، شده تعریف
بە صورت 𝑧 ∈ 𝐅۳

𝜑(𝑧) = ⟨𝑧, 𝑤⟩
.𝑤 = (۲, −۵, ۱) آن در که نوشت

𝒫۵(𝐑) روی خطͬ تابعک مثال: ۴۱ .۶

بە صورت که 𝜑∶ 𝒫۵(𝐑) → 𝐑 تابع

𝜑(𝑝) = ∫
۱

−۱
𝑝(𝑡)( ⅽos(𝜋𝑡)) 𝑑𝑡

است. 𝒫۵(𝐑) روی خطͬ تابعک ͷی است، شده تعریف

ریس فری یِش افتخار به بعدی نتیجۀ
شده نام گذاری (۱۹۵۶−۱۸۸۰) (Frigyes Riesz)
را قضیه چندین بیستم، قرن آغاز در که کسͬ است،

هستند. زیر نتیجۀ شبیه بسیار که کرد اثبات

نتیجۀ است. 𝑉 روی خطͬ تابعک ͷی ͬ برد، م ⟨𝑢, 𝑣⟩ به را 𝑢 که نگاشتͬ آ ن گاه ،𝑣 ∈ 𝑉 اگر

مثال در ͬ توان م نمونه، برای است. شͺل این به 𝑉 روی خطͬ تابعک هر که ͬ کند م بیان بعدی

.𝑣 = (۲, −۵, ۱) دهیم قرار ۴۰ .۶

حاصل ضرب فضای ͷی به ⟨𝑝, 𝑞⟩ = ∫۱
−۱ 𝑝𝑞 تعریف با را 𝒫۵(𝐑) برداری فضای کنید فرض

،𝑞 ∈ 𝒫۵(𝐑) چندجملە ای وجود ͬ کنیم. م فرض ۴۱ .۶ مثال همانند را 𝜑 کنیم. تبدیل داخلͬ

باشیم داشته 𝑝 ∈ 𝒫۵(𝐑) هر برای که بە طوری

∫
۱

−۱
𝑝(𝑡) ( ⅽos(𝜋𝑡)) 𝑑𝑡 = ⟨𝑝, 𝑞⟩,

عضوی ،𝑞 از انتخاب این زیرا ،𝑞(𝑡) = ⅽos(𝜋𝑡) دهیم قرار ͬ توانیم [نم ͬ رسد نم نظر به بدیهͬ

ͷی بە واقع که ͬ کند م بیان را غیرمنتظرە  نسبتا نتیجۀ این بعدی، قضیۀ نیست]. 𝒫۵(𝐑) از

برقرار 𝑝 ∈ 𝒫۵(𝐑) هر برای بالا معادلۀ که بە طوری دارد، وجود 𝑞 ∈ 𝒫۵(𝐑) چندجملە ای

است.

ریس نمایش قضیۀ ۴۲ .۶

هر برای که بە طوری دارد، وجود 𝑣 ∈ 𝑉 یͺتای بردار ͷی آن گاه است. 𝑉 روی خطͬ تابعک ͷی 𝜑 و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض
داریم 𝑢 ∈ 𝑉

𝜑(𝑢) = ⟨𝑢, 𝑣⟩.

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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ͷی ،𝑒۱,… , 𝑒𝑛 کنید فرض .𝜑(𝑢) = ⟨𝑢, 𝑣⟩ داریم 𝑢 ∈ 𝑉 هر برای که بە طوری دارد، وجود 𝑣 ∈ 𝑉 بردار ͷی که ͬ دهیم م نشان ابتدا اثبات

داریم 𝑢 ∈ 𝑉 هر برای آن گاه باشد. 𝑉 یͺامتعامد پایۀ

𝜑(𝑢) = 𝜑(⟨𝑢, 𝑒۱⟩𝑒۱ +⋯+ ⟨𝑢, 𝑒𝑛⟩𝑒𝑛)

= ⟨𝑢, 𝑒۱⟩𝜑(𝑒۱) + ⋯ + ⟨𝑢, 𝑒𝑛⟩𝜑(𝑒𝑛)

= ⟨𝑢, 𝜑(𝑒۱)𝑒۱ +⋯+ 𝜑(𝑒𝑛)𝑒𝑛⟩ ,

دادن قرار با بنابراین است. ۶. ۳۰(ا) از ناشͬ اول تساوی که

𝑣 = 𝜑(𝑒۱)𝑒۱ +⋯+ 𝜑(𝑒𝑛)𝑒𝑛, (۴۳ .۶)

است. نظر مد چنان که ،𝜑(𝑢) = ⟨𝑢, 𝑣⟩ داریم 𝑢 ∈ 𝑉 هر برای

داشته 𝑢 ∈ 𝑉 هر برای که باشند طوری 𝑣۱, 𝑣۲ ∈ 𝑉 کنید فرض است. نظر مورد رفتار دارای 𝑣 ∈ 𝑉 بردار ͷی تنها که ͬ کنیم م ثابت اکنون

باشیم

𝜑(𝑢) = ⟨𝑢, 𝑣۱⟩ = ⟨𝑢, 𝑣۲⟩.

داریم 𝑢 ∈ 𝑉 هر برای آن گاه

۰ = ⟨𝑢, 𝑣۱⟩ − ⟨𝑢, 𝑣۲⟩ = ⟨𝑢, 𝑣۱ − 𝑣۲⟩.

■ ͬ شود. م کامل نتیجه یͺتایی بخش اثبات و 𝑣۱ = 𝑣۲ نتیجه در .𝑣۱ − 𝑣۲ = ۰ که ͬ دهد م نشان 𝑢 = 𝑣۱ − 𝑣۲ دادن قرار

ریس نمایش قضیۀ نشان دهندۀ محاسبۀ مثال: ۴۴ .۶

هر برای که بە طوری کنیم، پیدا را 𝑞 ∈ 𝒫۲(𝐑) چندجملە ای ͷی ͬ خواهیم م کنید فرض
باشیم داشته 𝑝 ∈ 𝒫۲(𝐑)

∫
۱

−۱
𝑝(𝑡)( ⅽos(𝜋𝑡)) 𝑑𝑡 = ∫

۱

−۱
𝑝𝑞. (۴۵ .۶)

برای بالا معادلۀ راست سمت بە عنوان ⟨𝑝, 𝑞⟩ تعریف با 𝒫۲(𝐑) را کار، این انجام برای
سمت که کنید توجه ͬ کنیم. م تبدیل داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی به ،𝑝, 𝑞 ∈ 𝒫۲(𝐑)
𝒫۲(𝐑) نیست، در 𝑡 ↦ ⅽos(𝜋𝑡) تابع و 𝑝 داخلͬ حاصل ضرب با برابر بالا، معادلۀ چپ

نیست. چندجملە ای ͷی اخیر تابع این زیرا
دادن قرار با ،𝒫۲(𝐑) روی را 𝜑 خطͬ تابعک

𝜑(𝑝) = ∫
۱

−۱
𝑝(𝑡)( ⅽos(𝜋𝑡)) 𝑑𝑡,

فرمول و کنید استفاده ۳۴ .۶ مثال یͺامتعامد پایۀ از اکنون تعریف کنید. 𝑝∈𝒫۲(𝐑) هر برای
آن گاه ،𝑝∈𝒫۲(𝐑) اگر که کنید مشاهده تا کنید اعمال را ریس نمایش قضیۀ اثبات از ۴۳ .۶

آن در که ،𝜑(𝑝) = ⟨𝑝, 𝑞⟩

𝑞(𝑥) = (∫
۱

−۱
√ ۱

۲ ⅽos(𝜋𝑡) 𝑑𝑡)√ ۱
۲ +(∫

۱

−۱
√ ۳

۲ 𝑡 ⅽos(𝜋𝑡) 𝑑𝑡)√ ۳
۲𝑥

+ (∫
۱

−۱
√ ۴۵

۸ (𝑡۲ − ۱
۳) ⅽos(𝜋𝑡) 𝑑𝑡)√ ۴۵

۸ (𝑥۲ − ۱
۳).

که ͬ بینیم م بالا معادلۀ در حسابان کاربرد اندکͬ با

𝑞(𝑥) = ۱۵
۲𝜋۲ (۱− ۳𝑥۲).

۴۵ .۶ بە طوری که کنیم، پیدا را 𝑞 ∈ 𝒫۵(𝐑) بخواهیم اگر که ͬ دهد م نشان روش همین
دهیم قرار باید آن گاه باشد، 𝑝 برقرار ∈ 𝒫۵(𝐑) هر برای

𝑞(𝑥) = ۱۰۵
۸𝜋۴ ((۲۷− ۲𝜋۲) + (۲۴𝜋۲ − ۲۷۰)𝑥۲ + (۳۱۵− ۳۰𝜋۲)𝑥۴) .

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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فرمولͬ ۴۳ .۶ آن گاه است. 𝑉 روی خطͬ تابعک ͷی 𝜑 و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض

در ،𝑢 ∈ 𝑉 هر برای که ͬ دهد م ارائه 𝑣 بردار برای را

𝜑(𝑢) = ⟨𝑢, 𝑣⟩

داریم ویژه بە طور کند. صدق

𝑣 = 𝜑(𝑒۱)𝑒۱ +⋯+ 𝜑(𝑒𝑛)𝑒𝑛.

است. وابسته 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 یͺامتعامد پایۀ به ،𝜑 علاوە بر بالا، معادلۀ راست سمت ͬ رسد م نظر به

معادلۀ راست سمت بنابراین ͬ شود. م تعیین 𝜑 توسط یͺتا بە طور 𝑣 که ͬ کند م بیان ۴۲ .۶ بااین حال

ͬ باشد. م یͺسان شود، انتخاب 𝑉 از 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 متعامد یͺۀ پایۀ کدام اینکه از صرف نظر بالا،

را ۳ −۶ بخش از ۱۳ تمرین نیز و ۵۸ .۶ ریس، نمایش قضیۀ از دیͽر متفاوت اثبات دو برای

ببینید.

۲ −۶ تمرین های

داریم 𝑎۱,… , 𝑎𝑚 ∈ 𝐅 هر برای که بە طوری است، 𝑉 در بردارها از لیستͬ ،𝑒۱,… , 𝑒𝑚 کنید فرض ۱

‖𝑎۱𝑒۱ +⋯+ 𝑎𝑚𝑒𝑚‖۲ = |𝑎۱|۲ +⋯+ |𝑎𝑚|۲.

است. یͺامتعامد لیست ͷی ،𝑒۱,… , 𝑒𝑚 دهید نشان
ͬ دهد. م ارائه را ۲۴ .۶ معکوس نتیجۀ تمرین، این

زوج دو هر دهید نشان .𝜃 ∈ 𝐑 کنید فرض (ا) ۲

(ⅽos 𝜃, sin 𝜃), (− sin 𝜃, ⅽos 𝜃) و (ⅽos 𝜃, sin 𝜃), (sin 𝜃,− ⅽos 𝜃),

هستند. 𝐑۲ یͺامتعامد پایە های
است. (ا) بند در ممͺن شͺل دو از ͬͺی دارای ،𝐑۲ یͺامتعامد پایۀ هر دهید نشان (ب)

کنید ثابت .𝑣 ∈ 𝑉 و است 𝑉 در یͺامتعامد لیست ͷی ،𝑒۱,… , 𝑒𝑚 کنید فرض ۳

‖𝑣‖۲ = ∣⟨𝑣, 𝑒۱⟩∣
۲ +⋯+ ∣⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩∣۲ ⟺ 𝑣 ∈ span(𝑒۱,… , 𝑒𝑚).

کنید ثابت است. مثبت صحیح عدد ͷی 𝑛 کنید فرض ۴

۱√
۲𝜋 , ⅽos𝑥√𝜋 , ⅽos ۲𝑥√𝜋 ,… , ⅽos𝑛𝑥√𝜋 , sin𝑥√𝜋 , sin ۲𝑥√𝜋 ,… , sin𝑛𝑥√𝜋

داخلͬ حاصل ضرب با [−𝜋, 𝜋] روی ͬ مقدار حقیق پیوستۀ توابع از برداری فضای ͷی که است 𝐶[−𝜋, 𝜋] در بردارها از یͺامتعامد لیست ͷی
است: زیر بە صورت

⟨𝑓, 𝑔⟩ = ∫
𝜋

−𝜋
𝑓𝑔.

بود: خواهند کارساز زیر فرمول های راهنمایی:

(sin𝑥)(ⅽos 𝑦) = sin(𝑥 − 𝑦) + sin(𝑥 + 𝑦)
۲

(sin𝑥)(sin 𝑦) = ⅽos(𝑥 − 𝑦) − ⅽos(𝑥 + 𝑦)
۲

(ⅽos𝑥)(ⅽos 𝑦) = ⅽos(𝑥 − 𝑦) + ⅽos(𝑥 + 𝑦)
۲

ͬ کنیم م تعریف 𝑘 غیرمنفͬ صحیح عدد هر برای است. پیوسته 𝑓 ∶ [−𝜋, 𝜋] → 𝐑 کنید فرض ۵

𝑎𝑘 = ۱√𝜋 ∫
𝜋

−𝜋
𝑓(𝑥) ⅽos(𝑘𝑥) 𝑑𝑥 و 𝑏𝑘 = ۱√𝜋 ∫

𝜋

−𝜋
𝑓(𝑥) sin(𝑘𝑥) 𝑑𝑥.

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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کنید ثابت
𝑎۰۲
۲

+
∞
∑
𝑘=۱

(𝑎𝑘۲ + 𝑏𝑘۲) ≤ ∫
𝜋

−𝜋
𝑓۲.

تساوی ͷی به نامساوی این اینکه اثبات بااین حال، ͬ شود. م تبدیل تساوی ͷی به 𝑓 ∶ [−𝜋, 𝜋] → 𝐑 پیوستۀ توابع همۀ برای بالا نامساوی واقع در
ͬ باشد. م کتاب این مباحث از خارج که است فوریه سری تکنیͷ های نیازمند ͬ شود، م تبدیل

باشد. 𝑉 یͺامتعامد پایۀ ͷی ،𝑒۱,… , 𝑒𝑛 کنید فرض ۶
باشیم داشته 𝑘 هر برای که بە طوری باشند، 𝑉 در بردارهایی ،𝑣۱,… , 𝑣𝑛 اگر کنید ثابت (ا)

‖𝑒𝑘 − 𝑣𝑘‖ <
۱√𝑛,

است. 𝑉 پایۀ ͷی ،𝑣۱,… , 𝑣𝑛 آن گاه
داریم 𝑘 هر برای که بە طوری دارند، وجود 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 ∈ 𝑉 دهید نشان (ب)

‖𝑒𝑘 − 𝑣𝑘‖ ≤
۱√𝑛,

نیست. خطͬ مستقل ،𝑣۱,… , 𝑣𝑛 ولͬ

عدد که ͬ دهد م نشان (ب) آن گاه است. پایه ͷی همچنان یͺامتعامد، پایۀ ͷی در ͷکوچ کافͬ بە اندازۀ اختلالِ ͷی که ͬ کند م بیان (ا) در تمرین این
باشد. مقدار این از بزرگ تر ͬ تواند نم (ا)، نامساوی راست سمت در ۱/√𝑛

پیدا 𝐑۳ از یͺامتعامد پایۀ ͷی است. (۱, ۱, ۲) ،(۱, ۱, ۱) ،(۱, ۰, ۰) پایۀ به نسبت بالامثلثͬ ماتریس ͷی دارای 𝑇 ∈ ℒ(𝐑۳) کنید فرض ۷
باشد. بالامثلثͬ ماتریس ͷی دارای 𝑇 آن، به نسبت که کنید

ͬ کنیم. م تبدیل داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی به ،𝑝, 𝑞 ∈ 𝒫۲(𝐑) هر برای ⟨𝑝, 𝑞⟩ = ∫۱
۰ 𝑝𝑞 تعریف با را 𝒫۲(𝐑) ۸

شود. حاصل 𝒫۲(𝐑) یͺامتعامد پایۀ ͷی تا کنید اعمال 𝑥۲ ،𝑥 ،۱ پایۀ به را گرام⁃اشمیت روش (ا)
ͷی که است 𝑥۲ ،𝑥 ،۱ پایۀ به نسبت بالامثلثͬ ماتریس ͷی دارای ،𝒫۲(𝐑) روی ͬ برد) م 𝑝′ به را 𝑝 که (عملͽری مشتق گیری عملͽر (ب)
بودن بالامثلثͬ و کرده پیدا (ا) بند از حاصل یͺامتعامد پایۀ به نسبت را 𝒫۲(𝐑) روی مشتق گیری عملͽر ماتریس نیست. یͺامتعامد پایۀ

ͬ رود. م انتظار ۳۷ .۶ اثبات از چنان که کنید، بررسͬ را ماتریس این
𝑘 = هر برای کنید ثابت باشد. 𝑉 در 𝑣۱,… , 𝑣𝑚 خطͬ مستقل لیست ͷی بر گرام⁃اشمیت روش اعمال نتیجۀ ،𝑒۱,… , 𝑒𝑚 کنید فرض ۹

.⟨𝑣𝑘, 𝑒𝑘⟩ > ۰ داریم ۱,… ,𝑚
گرام⁃اشمیت روش فرمول از حاصل یͺامتعامد لیست چرا دهید توضیح است. 𝑉 در خطͬ مستقل لیست ͷی ،𝑣۱,… , 𝑣𝑚 کنید فرض ۱۰
هر برای span(𝑣۱,… , 𝑣𝑘) = span(𝑒۱,… , 𝑒𝑘) و ⟨𝑣𝑘, 𝑒𝑘⟩ > ۰ که بە طوری است، 𝑉 در 𝑒۱,… , 𝑒𝑚 یͺامتعامد لیست تنها ،(۳۲ .۶)

.𝑘 = ۱,… ,𝑚
است. شده استفاده ۵۸ .۷ اثبات در تمرین این نتیجۀ

.𝑝( ۱۲) = ∫۱
۰ 𝑝𝑞 باشیم داشته 𝑝 ∈ 𝒫۲(𝐑) هر برای که بە طوری کنید، پیدا 𝑞 ∈ 𝒫۲(𝐑) چندجملە ای ͷی ۱۱

باشیم داشته 𝑝 ∈ 𝒫۲(𝐑) هر برای که بە طوری کنید، پیدا 𝑞 ∈ 𝒫۲(𝐑) چندجملە ای ͷی ۱۲

∫
۱

۰
𝑝(𝑥) ⅽos(𝜋𝑥) 𝑑𝑥 = ∫

۱

۰
𝑝𝑞.

𝑘 ∈ از مقادیری برای ،۳۲ .۶ در گرام⁃اشمیت فرمول اگر تنها و اگر است، خطͬ وابستۀ ،𝑉 در بردارها از 𝑣۱,… , 𝑣𝑚 لیست دهید نشان ۱۳
.𝑓𝑘 = ۰ دهد نتیجه ،{۱,… ,𝑚}

ͬ دهد. م ارائه را داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی در بردارها از لیست ͷی خطͬ وابستگͬ تعیین در گاوسͬ حذف تکنیͷ های برای جایͽزینͬ تمرین، این

کنید ثابت است. 𝑉 در خطͬ مستقل بردارهای از لیست ͷی ،𝑣۱,… , 𝑣𝑚 و است حقیقͬ داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی 𝑉 کنید فرض ۱۴
داریم 𝑘 ∈ {۱,… ,𝑚} هر برای که بە طوری دارند، وجود 𝑉 در بردارها از 𝑒۱,… , 𝑒𝑚 یͺامتعامد لیست ۲𝑚 دقیقا

span(𝑣۱,… , 𝑣𝑘) = span(𝑒۱,… , 𝑒𝑘).

کنید ثابت .⟨𝑢, 𝑣⟩۲ = ۰ اگر تنها و اگر ،⟨𝑢, 𝑣⟩۱ = ۰ که بە طوری هستند، 𝑉 روی داخلͬ حاصل ضرب های ،⟨⋅, ⋅⟩۲ و ⟨⋅, ⋅⟩۱ کنید فرض ۱۵
.⟨𝑢, 𝑣⟩۱ = 𝑐⟨𝑢, 𝑣⟩۲ داریم 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای که بە طوری دارد، وجود 𝑐 مثبت عدد

مضرب داخلͬ، حاصل ضرب های از ͷهری آن گاه باشند، یͺسانͬ متعامد بردارهای جفت دارای داخلͬ حاصل ضرب دو اگر که ͬ دهد م نشان تمرین این
است. دیͽر داخلͬ حاصل ضرب از اسͺالری

ثابت باشند. ‖ ⋅ ‖۲ و ‖ ⋅ ‖۱ متناظر نرم های با 𝑉 روی داخلͬ حاصل ضرب های ،⟨⋅, ⋅⟩۲ و ⟨⋅, ⋅⟩۱ کنید فرض باشد. متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۱۶
.‖𝑣‖۱ ≤ 𝑐‖𝑣‖۲ داریم 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای که بە طوری دارد، وجود 𝑐 مثبت عدد کنید

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



داخلͬ حاصل ضرب فضاهای ۶ ۱۷۶

هر برای و باشد 𝑇 مقدارویژۀ تنها ۱ که بطوری باشد، 𝑉 روی عملͽر ͷی 𝑇 اگر کنید ثابت است. متناهͬ بعد با 𝑉 و 𝐅 = 𝐂 کنید فرض ۱۷
است. همانͬ عملͽر 𝑇 آن گاه ،‖𝑇 𝑣‖ ≤ ‖𝑣‖ باشیم داشته 𝑣 ∈ 𝑉

داریم 𝑘 ∈ {۱,… ,𝑚} هر برای که بە طوری ،𝑣 ∈ 𝑉 دارد وجود دهید نشان است. 𝑉 در خطͬ مستقل لیست ͷی ،𝑢۱,… , 𝑢𝑚 کنید فرض ۱۸
.⟨𝑢𝑘, 𝑣⟩ = ۱

که بە طوری دارد، وجود 𝑉 از 𝑢۱,… , 𝑢𝑛 پایۀ ͷی کنید ثابت است. 𝑉 پایۀ ͷی ،𝑣۱,… , 𝑣𝑛 کنید فرض ۱۹

⟨𝑣𝑗, 𝑢𝑘⟩ =
⎧{
⎨{⎩

۰ 𝑗 ≠ 𝑘 ,اگر
۱ 𝑗 = 𝑘 .اگر

داریم 𝑆, 𝑇 ∈ ℰ هر برای که است ℰ طوری ⊆ ℒ(𝑉 ) و است متناهͬ بعد با 𝑉 ،𝐅 = 𝐂 کنید فرض ۲۰

𝑆𝑇 = 𝑇𝑆.

است. بالامثلثͬ ماتریس ͷی دارای ℰ عضو هر آن، به نسبت که دارد وجود 𝑉 از یͺامتعامد پایۀ ͷی کنید ثابت

فضاهای زمینۀ (در ͬ کند م تقویت کرد، انتخاب یͺامتعامد ͬ توان م را تمرین آن در پایه اینکه بیان با را ۵ −۵ بخش از ۹(ب) تمرین تمرین، این
داخلͬ). حاصل ضرب

.𝜖 > ۰ کنید فرض هستند. ۱ از کمتر قدر مطلق  دارای 𝑇 ویژۀ مقدارهای همۀ و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) است، متناهͬ بعد با 𝑉 ،𝐅 = 𝐂 کنید فرض ۲۱
.∥𝑇𝑚𝑣∥ ≤ 𝜖‖𝑣‖ داریم 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای که بە طوری دارد، وجود 𝑚 مثبت صحیح عدد کنید ثابت

بە صورت داخلͬ حاصل ضرب با که است [−۱, ۱] بازۀ روی ͬ مقدار حقیق پیوستۀ توابع برداری فضای 𝐶[−۱, ۱] کنید فرض ۲۲

⟨𝑓, 𝑔⟩ = ∫
۱

−۱
𝑓𝑔,

نشان ͬ شود. م تعریف 𝜑(𝑓) = 𝑓(۰) توسط که است 𝐶[−۱, ۱] روی خطͬ تابعک 𝜑 کنید فرض است. شده داده 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶[−۱, ۱] برای
باشیم داشته 𝑓 ∈ 𝐶[−۱, ۱] هر برای که بە طوری ندارد، وجود 𝑔 ∈ 𝐶[−۱, ۱] دهید

𝜑(𝑓) = ⟨𝑓, 𝑔⟩.

نیست. برقرار ،𝜑 و 𝑉 روی اضافͬ فرض های بدون نامتناهͬ، بعد با برداری فضاهای روی (۴۲ .۶) ریس نمایش قضیۀ که ͬ دهد م نشان تمرین این

ͬ کنیم. م تعریف را 𝑑(𝑢, 𝑣) = ‖𝑢 − 𝑣‖ نگاشت ،𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای ۲۳
است. 𝑉 روی ͷمتری ͷی 𝑑 دهید نشان (ا)

ͬ شود). م هم گرا کوشͬ دنبالۀ هر (یعنͬ است 𝑉 روی کامل ͷمتری ͷی 𝑑 آن گاه باشد، متناهͬ بعد با 𝑉 اگر دهید نشان (ب)
.(𝑑 ͷمتری به (نسبت است 𝑉 از بسته زیرمجموعۀ ͷی ،𝑉 از متناهͬ بعد با زیرفضای هر دهید نشان (ج)

دارد. نیاز ͷمتری فضاهای با آشنایی به تمرین این

متحده ایالات عالͬ دیوان در بودن عمود

:۲۰۱۰ در متحده ایالات عالͬ دیوان در پروندە ای ارائۀ درحال فریدمن، ریچارد حقوق، استاد

که– ͬ کند م اذعان دارد ایالت چون اینجاست، در مطرح شده موضوع بر عمود کاملا موضوع این به گمانم فریدمن: آقای
چͬ؟ کاملا ببخشید، عالͬ: دیوان رئیس رابرتز،

نامربوط. بی ارتباط. یعنͬ قائمه. زاویۀ یعنͬ بر. عمود فریدمن: آقای
آه. عالͬ: دیوان رئیس رابرتز،

اومد. خوشم بود؟ چͬ صفت اون اسͺالیا: قاضͬ
بر. عمود فریدمن: آقای

بر. عمود عالͬ: دیوان رئیس رابرتز،
درست. درست، فریدمن: آقای

حضار.) (خندۀ اوه! بر، عمود اسͺالیا: قاضͬ
حضار.) (خندۀ ͬ شود. م دردسرساز برایمان پرونده این ͬ دانستم م کندی: قاضͬ

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



کمینە سازی مسائل و متعامد مͺمل های ۳ −۶۱۷۷

کمینە سازی مسائل و متعامد مͺمل های ۳ −۶

متعامد مͺمل های

𝑈⟂ متعامد، مͺمل تعریف: ۴۶ .۶

ͬ شود، م داده نشان 𝑈⟂ با که 𝑈 متعامد مͺمل آن گاه باشد، 𝑉 زیرمجموعۀ ͷی 𝑈 اگر
هستند: متعامد 𝑈 در بردار هر با که است 𝑉 در بردارها همۀ مجموعۀ

𝑈⟂ = {𝑣 ∈ 𝑉 ∶ ⟨𝑢, 𝑣⟩ = ۰ 𝑢 ∈ 𝑈 هر .{برای

داخلͬ حاصل ضرب فضای بااین حال است. وابسته نیز 𝑈 به ،𝑉 علاوە بر 𝑈⟂ متعامد مͺمل

کرد. حذف نمادگذاری از آن را ͬ توان م ازاین رو و باشد مشخص متن از باید همواره 𝑉

متعامد مͺمل های مثال: ۴۷ .۶

صفحۀ 𝑈⟂ آن گاه باشد، (۲, ۳, ۵) تک نقطۀ شامل 𝑉 زیرمجموعۀ 𝑈 و 𝑉 = 𝐑۳ اگر ●

است. {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐑۳ ∶ ۲𝑥 + ۳𝑦 + ۵𝑧 = ۰}
آن گاه باشد، {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐑۳ ∶ ۲𝑥 + ۳𝑦 + ۵𝑧 = ۰} صفحۀ 𝑈 و 𝑉 = 𝐑۳ اگر ●

است. {(۲𝑡, ۳𝑡, ۵𝑡) ∶ 𝑡 ∈ 𝐑} خط 𝑈⟂

مبدأ شامل خط 𝑈⟂ آن گاه باشد، مبدأ شامل 𝐑۳ در صفحه ͷی 𝑈 اگر ͬ تر، کل بە شͺل ●

است. 𝑈 بر عمود که است
𝑈 بر که است مبدأ شامل صفحۀ 𝑈⟂ آن گاه باشد، مبدأ شامل 𝐑۳ در خط ͷی 𝑈 اگر ●

است. عمود
آن گاه ،𝑈 = {(𝑎, 𝑏, ۰, ۰, ۰) ∈ 𝐅۵ ∶ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐅} و 𝑉 = 𝐅۵ اگر ●

𝑈⟂ = {(۰, ۰, 𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐅۵ ∶ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐅}.

آن گاه باشد، 𝑉 یͺامتعامد پایۀ ͷی ،𝑒۱,… , 𝑒𝑚, 𝑓۱,… , 𝑓𝑛 اگر ●

( span(𝑒۱,… , 𝑒𝑚))⟂ = span(𝑓۱,… , 𝑓𝑛).

ͬ کنیم. م شروع تعریف مستقیم پیامدهای از برخͬ با

متعامد مͺمل خاصیت های ۴۸ .۶

است. 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈⟂ آن گاه باشد، 𝑉 زیرمجموعۀ ͷی 𝑈 اگر (ا)
.{۰}⟂ = 𝑉 (ب)
.𝑉 ⟂ = {۰} (ج)

.𝑈 ∩ 𝑈⟂ ⊆ {۰} آن گاه باشد، 𝑉 زیرمجموعۀ ͷی 𝑈 اگر (د)
.𝐻⟂ ⊆ 𝐺⟂ آن گاه ،𝐺 ⊆ 𝐻 و باشند 𝑉 زیرمجموعە های 𝐻 و 𝐺 اگر (ه)

اثبات

.۰ ∈ 𝑈⟂ بنابراین ,𝑢⟩؛ ۰⟩ = ۰ داریم 𝑢 ∈ 𝑈 هر برای آن گاه باشد. 𝑉 زیرمجموعۀ ͷی 𝑈 کنید فرض (ا)

آن گاه ،𝑢 ∈ 𝑈 اگر .𝑣, 𝑤 ∈ 𝑈⟂ کنید فرض

⟨𝑢, 𝑣 + 𝑤⟩ = ⟨𝑢, 𝑣⟩ + ⟨𝑢,𝑤⟩ = ۰+ ۰ = ۰.

است. بسته جمع عمل تحت 𝑈⟂ ͬ دهد م نشان که ،𝑣 + 𝑤 ∈ 𝑈⟂ ازاین رو

آن گاه ،𝑢 ∈ 𝑈 اگر .𝑣 ∈ 𝑈⟂ و 𝜆 ∈ 𝐅 کنید فرض مشابه بە طور

⟨𝑢, 𝜆𝑣⟩ = 𝜆⟨𝑢, 𝑣⟩ = 𝜆 ⋅ ۰ = ۰.

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



داخلͬ حاصل ضرب فضاهای ۶ ۱۷۸

است. 𝑉 زیرمجموعۀ ͷی 𝑈⟂ نتیجه در است. بسته اسͺالر ضرب عمل تحت 𝑈⟂ ͬ دهد م نشان که ،𝜆𝑣 ∈ 𝑈⟂ پس

.{۰}⟂ = 𝑉 نتیجه در .𝑣 ∈ {۰}⟂ یعنͬ این که ،⟨۰, 𝑣⟩ = ۰ آن گاه .𝑣 ∈ 𝑉 کنید فرض (ب)

.𝑉 ⟂ = {۰} نتیجه در .𝑣 = ۰ یعنͬ این که ،⟨𝑣, 𝑣⟩ = ۰ آن گاه .𝑣 ∈ 𝑉 ⟂ که کنید فرض (ج)

.𝑈 ∩ 𝑈⟂ ⊆ {۰} نتیجه در .𝑢 = ۰ یعنͬ این که ،⟨𝑢, 𝑢⟩ = ۰ آن گاه .𝑢 ∈ 𝑈 ∩ 𝑈⟂ و است 𝑉 زیرمجموعۀ ͷی 𝑈 کنید فرض (د)

یعنͬ این که ،⟨𝑢, 𝑣⟩ = ۰ داریم 𝑢 ∈ 𝐻 هر برای آن گاه .𝑣 ∈ 𝐻⟂ کنید فرض .𝐺 ⊆ 𝐻 و هستند 𝑉 زیرمجموعە های 𝐻 و 𝐺 کنید فرض (ه)

■ .𝐻⟂ ⊆ 𝐺⟂ نتیجه در .𝑣 ∈ 𝐺⟂ بنابراین .𝑢 ∈ 𝐺 هر برای ⟨𝑢, 𝑣⟩ = ۰

𝑊 و 𝑈 مستقیم حاصل جمع 𝑉 آن گاه باشند، 𝑉 زیرفضاهای 𝑊 و 𝑈 اگر که آورید یاد به

بردار ͷی بە عنوان شͺل ͷی به دقیقا بتوان را 𝑉 عضو هر اگر ،(𝑉 = 𝑈 ⊕𝑊 ͬ نویسیم (م است

تنها و اگر ͬ دهد، م رخ این آن، علاوە بر ببینید). را ۴۱ .۱) نوشت 𝑊 در بردار ͷی بعلاوۀ ،𝑈 در

ببینید). را ۴۶ .۱) 𝑈 ∩𝑊 = {۰} و 𝑉 = 𝑈 +𝑊 اگر

ͷی به منجر طبیعͬ بە طور ،𝑉 از متناهͬ بعد با زیرفضای هر که ͬ دهد م نشان بعدی نتیجۀ

ͬ دهد م نشان که ببینید را ۱۶ تمرین مثال، ͷی بە عنوان ͬ شود. م 𝑉 از مستقیم حاصل جمع تجزیۀ

نباشد. برقرار است ممͺن ،𝑈 بودن متناهͬ بعد با فرض بدون زیر، نتیجۀ

آن متعامد مͺمل و زیرفضا ͷی مستقیم حاصل جمع ۴۹ .۶

آن گاه باشد. 𝑉 متناهͬ بعد با زیرفضای ͷی 𝑈 کنید فرض

𝑉 = 𝑈 ⊕ 𝑈⟂.

که ͬ دهیم م نشان ابتدا اثبات

𝑉 = 𝑈 + 𝑈⟂.

𝑈 در بردار ͷی حاصل جمع بە صورت را 𝑣 ͬ خواهیم م است. 𝑈 یͺامتعامد پایۀ ͷی 𝑒۱,… , 𝑒𝑚 کنید فرض .𝑣 ∈ 𝑉 که کنید فرض کار این برای

بنویسیم. 𝑈 با متعامد بردار ͷی و

داریم

𝑣 = ⟨𝑣, 𝑒۱⟩𝑒۱ +⋯+ ⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩𝑒𝑚⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑢

+𝑣 − ⟨𝑣, 𝑒۱⟩𝑒۱ −⋯− ⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩𝑒𝑚⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑤

. (۵۰ .۶)

چون .𝑢 ∈ 𝑈 که ͬ کنیم م مشاهده ،𝑒𝑘 ∈ 𝑈 هر چون شد). انجام ۲۶ .۶ اثبات در (چنان که شوند تعریف بالا معادلۀ توسط 𝑤 و 𝑢 کنید فرض

داریم 𝑘 = ۱,… ,𝑚 هر برای است، یͺامتعامد لیست ͷی 𝑒۱,… , 𝑒𝑚

⟨𝑤, 𝑒𝑘⟩ = ⟨𝑣, 𝑒𝑘⟩ − ⟨𝑣, 𝑒𝑘⟩

= ۰.

و 𝑢 ∈ 𝑈 آن در که ،𝑣 = 𝑢 + 𝑤 نوشتە ایم نتیجه در .𝑤 ∈ 𝑈⟂ که ͬ دهد م نشان و است متعامد span(𝑒۱,… , 𝑒𝑚) در بردار هر با 𝑤 بنابراین

ͬ شود. م تکمیل 𝑉 = 𝑈 + 𝑈⟂ اثبات و 𝑤 ∈ 𝑈⟂

■ ببینید). را ۴۶ .۱) 𝑉 = 𝑈 ⊕ 𝑈⟂ که ͬ کند م ایجاب 𝑉 = 𝑈 + 𝑈⟂ معادلۀ اکنون .𝑈 ∩ 𝑈⟂ = {۰} که ͬ دانیم م ۶. ۴۸(د)، از

ͬ شود. م محاسبه ⅾiⅿ𝑈 از ⅾiⅿ𝑈⟂ چͽونه که دید ͬ توان م اکنون

متعامد مͺمل بعد ۵۱ .۶

آن گاه است. 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈 و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض

ⅾiⅿ𝑈⟂ = ⅾiⅿ𝑉 − ⅾiⅿ𝑈.

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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■ ͬ شود. م نتیجه ۹۴ .۳ و ۴۹ .۶ از مستقیم بە طور ⅾiⅿ𝑈⟂ فرمول اثبات

است. ۴۹ .۶ از مهم پیامد ͷی بعدی، نتیجۀ

متعامد مͺمل متعامدِ مͺمل ۵۲ .۶

آن گاه است. 𝑉 متناهͬ بعد با زیرفضای ͷی 𝑈 کنید فرض

𝑈 = (𝑈⟂)⟂.

که ͬ دهیم م نشان ابتدا اثبات

𝑈 ⊆ (𝑈⟂)⟂. (۵۳ .۶)

است، متعامد 𝑈⟂ در بردار هر با 𝑢 چون .(𝑈⟂ تعریف (طبق ⟨𝑢, 𝑤⟩ = ۰ داریم 𝑤 ∈ 𝑈⟂ هر برای آن گاه .𝑢 ∈ 𝑈 که کنید فرض کار این برای

ͬ شود. م تکمیل ۵۳ .۶ اثبات و 𝑢 ∈ (𝑈⟂)⟂ داریم

داریم .𝑤 ∈ 𝑈⟂ و 𝑢 ∈ 𝑈 آن در که 𝑣 = 𝑢 + 𝑤 نوشت ͬ توان م ۴۹ .۶ طبق .𝑣 ∈ (𝑈⟂)⟂ کنید فرض دیͽر، جهت در شمول اثبات برای

که ،𝑣 − 𝑢 ∈ 𝑈⟂ ∩ (𝑈⟂)⟂ بنابراین .𝑣 − 𝑢 ∈ (𝑈⟂)⟂ داریم ،(۵۳ .۶ (طبق 𝑢 ∈ (𝑈⟂)⟂ و 𝑣 ∈ (𝑈⟂)⟂ چون .𝑣 − 𝑢 = 𝑤 ∈ 𝑈⟂

کامل را اثبات ۵۳ .۶ با همراه که ،(𝑈⟂)⟂ ⊆ 𝑈 نتیجه در .𝑣 ∈ 𝑈 یعنͬ این که ،𝑣 = 𝑢 یعنͬ این که ۶. ۴۸(د)]، [طبق 𝑣 − 𝑢 = ۰ یعنͬ این

■ ͬ کند. م

این بدون زیر، نتیجۀ که ͬ دهد م نشان ۱۶(ا) تمرین
ͬ باشد. نم درست است، متناهͬ بعد با 𝑈 که فرض

شرایط، برخͬ در .𝑈 = 𝑉 که دهیم نشان ͬ خواهیم م و است 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈 کنید فرض

و است ۰ بردار ،𝑈 با متعامد بردار تنها دهیم نشان که است آن کار این انجام برای راه سادە ترین

است. مفید ۴ تمرین برای زیر نتیجۀ مثال برای ͬ کنیم. م استفاده زیر نتیجۀ از سپس

𝑈⟂ = {۰} ⟺ 𝑈 = 𝑉 (𝑉 از متناهͬ بعد با زیرفضای ͷی ،𝑈 (برای ۵۴ .۶

آن گاه است. 𝑉 متناهͬ بعد با زیرفضای ͷی 𝑈 کنید فرض

𝑈⟂ = {۰} ⟺ 𝑈 = 𝑉 .

است. مطلوب چنان که ،𝑈 = (𝑈⟂)⟂ = {۰}⟂ = 𝑉 داریم ۵۲ .۶ طبق سپس .𝑈⟂ = {۰} کنید فرض ابتدا اثبات

■ ۶. ۴۸(ج). طبق 𝑈⟂ = 𝑉 ⟂ = {۰} آن گاه ،𝑈 = 𝑉 اگر برعکس

ͬ کنیم. م تعریف را 𝑃𝑈 عملͽر ͷی ،𝑉 از 𝑈 متناهͬ بعد با زیرفضای هر برای اکنون

𝑃𝑈 قائم، تصویر تعریف: ۵۵ .۶

عملͽر ،𝑈 روی بر 𝑉 قائم تصویر است. 𝑉 متناهͬ بعد با زیرفضای ͷی 𝑈 کنید فرض
ͬ نویسیم م 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای ͬ شود: م تعریف صورت این به که است 𝑃𝑈 ∈ ℒ(𝑉 )

.𝑃𝑈𝑣 = 𝑢 ͬ دهیم م قرار آن گاه .𝑤 ∈ 𝑈⟂ و 𝑢 ∈ 𝑈 آن در که ،𝑣 = 𝑢 + 𝑤

تصویر معنͬ به projeⅽtion مخفف 𝑃 مترجمان:
است.

ͬ توان م را 𝑣 ∈ 𝑉 هر که ͬ دهد م نشان ۴۹ .۶ طبق 𝑉 = 𝑈⊕𝑈⟂ مستقیم حاصل جمع تجزیۀ

خوش تعریف 𝑃𝑈𝑣 بنابراین .𝑤 ∈ 𝑈⟂ و 𝑢 ∈ 𝑈 که نوشت 𝑣 = 𝑢+𝑤 بە صورت یͺتا بە شͺل

آمده ۶۱ .۶ اثبات همراه که شͺلͬ به باشید، داشته نظر در 𝑃𝑈𝑣 از باید که تصویری برای است.

کنید. مراجعه است،

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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یͷ بعدی زیرفضای روی بر قائم تصویر مثال: ۵۶ .۶

𝑈 = span(𝑢) توسط که است 𝑉 یͷ بعدی زیرفضای 𝑈 و 𝑢≠ ۰ با 𝑢∈𝑉 کنید فرض
است. شده تعریف

آن گاه ،𝑣 ∈ 𝑉 اگر

𝑣 = ⟨𝑣, 𝑢⟩
‖𝑢‖۲ 𝑢 + (𝑣 − ⟨𝑣, 𝑢⟩

‖𝑢‖۲ 𝑢),

دومین و است) 𝑈 در بنابراین (و است span(𝑢) در راست سمت جملۀ اولین آن، در که
با برابر 𝑃𝑈𝑣 نتیجه در است). 𝑈⟂ در ازاین رو (و است 𝑢 با متعامد راست سمت جملۀ

داریم را زیر فرمول 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای دیͽر بیان به است. راست سمت در اول جملۀ

𝑃𝑈𝑣 = ⟨𝑣, 𝑢⟩
‖𝑢‖۲ 𝑢.

اگر ͬ شود، م تبدیل 𝑃𝑈𝑣 = ۰ به و 𝑣 = 𝑢 اگر ͬ شود، م تبدیل 𝑃𝑈𝑢 = 𝑢 به بالا فرمول
هستند. بعدی نتیجۀ در (ج) و (ب) خاص موارد معادلە ها، این .𝑣 ∈ {𝑢}⟂

𝑃𝑈 قائم تصویر خاصیت های ۵۷ .۶

آن گاه است. 𝑉 متناهͬ بعد با زیرفضای ͷی 𝑈 کنید فرض
𝑃𝑈؛ ∈ ℒ(𝑉 ) (ا)

𝑢؛ ∈ 𝑈 هر برای ،𝑃𝑈𝑢 = 𝑢 (ب)
𝑤؛ ∈ 𝑈⟂ هر برای ،𝑃𝑈𝑤 = ۰ (ج)

range𝑃𝑈؛ = 𝑈 (د)
nuⅼⅼ𝑃𝑈؛ = 𝑈⟂ (ه)

𝑣؛ ∈ 𝑉 هر برای ،𝑣 − 𝑃𝑈𝑣 ∈ 𝑈⟂ (و)
𝑃𝑈۲؛ = 𝑃𝑈 (ز)

𝑣؛ ∈ 𝑉 هر برای ،‖𝑃𝑈𝑣‖ ≤ ‖𝑣‖ (ح)
آن گاه ،𝑣 ∈ 𝑉 و باشد 𝑈 یͺامتعامد پایۀ ͷی ،𝑒۱,… , 𝑒𝑚 اگر (ط)

𝑃𝑈𝑣 = ⟨𝑣, 𝑒۱⟩𝑒۱ +⋯+ ⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩𝑒𝑚.

اثبات

دهید قرار .𝑣۱, 𝑣۲ ∈ 𝑉 کنید فرض است، 𝑉 روی خطͬ نگاشت ͷی 𝑃𝑈 اینکه دادن نشان برای (ا)

𝑣۱ = 𝑢۱ +𝑤۱ و 𝑣۲ = 𝑢۲ +𝑤۲,

اکنون .𝑃𝑈𝑣۲ = 𝑢۲ و 𝑃𝑈𝑣۱ = 𝑢۱ بنابراین .𝑤۱, 𝑤۲ ∈ 𝑈⟂ و 𝑢۱, 𝑢۲ ∈ 𝑈 با

𝑣۱ + 𝑣۲ = (𝑢۱ + 𝑢۲) + (𝑤۱ +𝑤۲),

این رو از .𝑤۱ +𝑤۲ ∈ 𝑈⟂ و 𝑢۱ + 𝑢۲ ∈ 𝑈 آن در که

𝑃𝑈(𝑣۱ + 𝑣۲) = 𝑢۱ + 𝑢۲ = 𝑃𝑈𝑣۱ + 𝑃𝑈𝑣۲.

با ،𝜆𝑣 = 𝜆𝑢 + 𝜆𝑤 آن گاه .𝑤 ∈ 𝑈⟂ و 𝑢 ∈ 𝑈 آن در که ،𝑣 = 𝑢 + 𝑤 دهید قرار .𝑣 ∈ 𝑉 و 𝜆 ∈ 𝐅 کنید فرض مشابه، بە طور

.𝑃𝑈(𝜆𝑣) = 𝜆𝑢 = 𝜆𝑃𝑈𝑣 نتیجه در .𝜆𝑤 ∈ 𝑈⟂ و 𝜆𝑢 ∈ 𝑈
است. 𝑉 به 𝑉 از خطͬ نگاشت ͷی 𝑃𝑈 نتیجه در

.𝑃𝑈𝑢 = 𝑢 نتیجه در .۰ ∈ 𝑈⟂ و 𝑢 ∈ 𝑈 آن در که ،𝑢 = 𝑢 + ۰ نوشت ͬ توان م .𝑢 ∈ 𝑈 کنید فرض (ب)

.𝑃𝑈𝑤 = ۰ نتیجه در .𝑤 ∈ 𝑈⟂ و ۰ ∈ 𝑈 آن در که ،𝑤 = ۰+𝑤 نوشت ͬ توان م .𝑤 ∈ 𝑈⟂ کنید فرض (ج)

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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.range𝑃𝑈 = 𝑈 نتیجه در .𝑈 ⊆ range𝑃𝑈 که است معنͬ این به (ب) آن، علاوە بر .range𝑃𝑈 ⊆ 𝑈 که ͬ کند م ایجاب 𝑃𝑈 تعریف (د)

طبق که تجزیە ای آن گاه ،𝑣 ∈ nuⅼⅼ𝑃𝑈 اگر که کنید توجه دیͽر، جهت در شمول اثبات برای ͬ شود. م نتیجه (ج) از 𝑈⟂ ⊆ nuⅼⅼ𝑃𝑈 شمول (ه)

.nuⅼⅼ𝑃𝑈 ⊆ 𝑈⟂ نتیجه در .𝑣 ∈ 𝑈⟂ و ۰ ∈ 𝑈 آن در که باشد 𝑣 = ۰+ 𝑣 بە صورت باید ͬ شود، م مشخص ۴۹ .۶

آن گاه ،𝑤 ∈ 𝑈⟂ و 𝑢 ∈ 𝑈 با ،𝑣 = 𝑢 + 𝑤 و 𝑣 ∈ 𝑉 اگر (و)

𝑣 − 𝑃𝑈𝑣 = 𝑣 − 𝑢 = 𝑤 ∈ 𝑈⟂.

آن گاه ،𝑤 ∈ 𝑈⟂ و 𝑢 ∈ 𝑈 با ،𝑣 = 𝑢 + 𝑤 و 𝑣 ∈ 𝑉 اگر (ز)

(𝑃𝑈۲)𝑣 = 𝑃𝑈(𝑃𝑈𝑣) = 𝑃𝑈𝑢 = 𝑢 = 𝑃𝑈𝑣.

آن گاه ،𝑤 ∈ 𝑈⟂ و 𝑢 ∈ 𝑈 با ،𝑣 = 𝑢 + 𝑤 و 𝑣 ∈ 𝑉 اگر (ح)

‖𝑃𝑈𝑣‖۲ = ‖𝑢‖۲ ≤ ‖𝑢‖۲ + ‖𝑤‖۲ = ‖𝑣‖۲,

ͬ شود. م نتیجه فیثاغورس قضیۀ از تساوی آخرین آن، در که

■ ͬ شود. م نتیجه ۴۹ .۶ اثبات در ۵۰ .۶ معادلۀ از 𝑃𝑈𝑣 فرمول (ط)

که ͬ کند م بیان آن کلیدی بخش کردیم. ثابت را (۴۲ .۶) ریس نمایش قضیۀ پیشین، بخش در

داخلͬ حاصل ضرب گرفتن با متناهͬ، بعد با داخلͬ حاصل ضرب  فضای ͷی روی خطͬ تابعک هر

ازاین رو ͬ کند. م فراهم جدیدی بینش اغلب متفاوت، اثباتͬ دیدن ͬ آید. م دست به ثابت برداری با

بە جای متعامد مͺمل های از استفاده با ریس نمایش قضیۀ کلیدی بخش برای جدیدی اثبات اکنون

ͬ کنیم. م ارائه بود، قبلͬ اثبات در که متعامد یͺه پایە های

تنها ما ͬ سازد. م فراهم 𝑉 ′ با را 𝑉 همانند سازی ͷی ریس، نمایش قضیۀ از زیر بازنویسͬ

۴۲ .۶ مانند ͬ توان م را «ͷبە ی ͷی» عادی تر بخش زیرا ͬ کنیم، م ثابت را نتیجه این روی» «بر بخش

کرد. ثابت

باشیم داشته 𝑢 ∈ 𝑉 هر برای و 𝑣 ∈ 𝑉 ،𝜑 ∈ 𝑉 ′ اگر جدید: اثبات این شهودی مبنای

𝑉 یͷ بعدی زیرفضای ͷی (nuⅼⅼ𝜑)⟂ بااین حال .𝑣 ∈ (nuⅼⅼ𝜑)⟂ آن گاه ،𝜑(𝑢) = ⟨𝑢, 𝑣⟩
ͬ شود. م نتیجه ۲۱ .۳ و ۵۱ .۶ از چنان که ،(𝜑 = ۰ آن در که بدیهͬ حالت برای (بە جز است

اسͺالر ͷی در آن ضرب سپس و (nuⅼⅼ𝜑)⟂ از ناصفر عضو هر انتخاب با را 𝑣 ͬ توان م بنابراین

است. شده انجام زیر اثبات در که همان گونه آورد، دست به مناسب

بازنگری ریس، نمایش قضیۀ ۵۸ .۶

توسط را 𝜑𝑣 ∈ 𝑉 ′ نگاشت ،𝑣 ∈ 𝑉 هر برای است. متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض

𝜑𝑣(𝑢) = ⟨𝑢, 𝑣⟩

است. 𝑉 ′ به 𝑉 از ͷبە ی ͷی تابع ͷی 𝑣 ↦ 𝜑𝑣 آن گاه ͬ کنیم. م تعریف 𝑢 ∈ 𝑉 هر برای

ازاین رو .𝜑 ≠ ۰ کنید فرض بنابراین .𝜑 = 𝜑۰ آن گاه ،𝜑 = ۰ اگر .𝜑 ∈ 𝑉 ′ کنید فرض است، پوشا 𝑣 ↦ 𝜑𝑣 اینکه دادن نشان برای اثبات

.(𝑈 = nuⅼⅼ𝜑 با ۴۹ .۶ (طبق (nuⅼⅼ𝜑)⟂ ≠ {۰} که است معنͬ این به که ،nuⅼⅼ𝜑 ≠ 𝑉
کنید فرض .𝑤 ≠ ۰ که باشد طوری 𝑤 ∈ (nuⅼⅼ𝜑)⟂ کنید فرض

𝑣 = 𝜑(𝑤)
‖𝑤‖۲ 𝑤. (۵۹ .۶)

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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.(𝑤 ∉ nuⅼⅼ𝜑 (چون 𝑣 ≠ ۰ همچنین .𝑣 ∈ (nuⅼⅼ𝜑)⟂ آن گاه

داریم ۵۹ .۶ طرف دو هر از نرم گرفتن با

‖𝑣‖ = |𝜑(𝑤)|
‖𝑤‖ . (۶۰ .۶)

داریم ۶۰ .۶ از استفاده سپس و ۵۹ .۶ طرف دو هر بر 𝜑 دادن اثر با

𝜑(𝑣) = |𝜑(𝑤)|۲
‖𝑤‖۲ = ‖𝑣‖۲.

داریم بالا معادلۀ از استفاده با .𝑢 ∈ 𝑉 کنید فرض اکنون

𝑢 = (𝑢 − 𝜑(𝑢)
𝜑(𝑣) 𝑣) + 𝜑(𝑢)

‖𝑣‖۲ 𝑣.

𝑣 با بالا معادلۀ طرف دو هر از داخلͬ حاصل ضرب گرفتن بنابراین، است. 𝑣 با متعامد بە این دلیل و است nuⅼⅼ𝜑 بالا، در پارانتز در جمله اولین

که ͬ دهد م نشان
⟨𝑢, 𝑣⟩ = 𝜑(𝑢)

‖𝑣‖۲ ⟨𝑣, 𝑣⟩ = 𝜑(𝑢).

■ ͬ باشد. م مطلوب چنان که است، پوشا 𝑣 ↦ 𝜑𝑣 که ͬ دهد م نشان و 𝜑 = 𝜑𝑣 نتیجه در

به 𝑉 از خطͬ نگاشت ͷی 𝑣 ↦ 𝜑𝑣 تابع احتیاط:
اگر تابع این بااین حال .𝐅 = 𝐑 اگر است، 𝑉 ′

داریم ،𝜆 ∈ 𝐂 اگر زیرا نیست، خطͬ ،𝐅 = 𝐂
.𝜑𝜆𝑣 = {𝜆}𝜑𝑣

ببینید. ریس نمایش قضیۀ از دیͽری اثبات برای را ۱۳ تمرین

کمینە سازی مسائل

کنید پیدا ،𝑣 ∈ 𝑉 نقطۀ ͷی و 𝑉 از 𝑈 زیرفضای بودن معلوم با ͬ شود: م مطرح اغلب زیر مسئلۀ

ͬ دهد م نشان بعدی نتیجۀ باشد. ͷکوچ ممͺن حد تا ‖𝑣−𝑢‖ که بە طوری را، 𝑢 ∈ 𝑈 نقطۀ ͷی

است. کمینە سازی مسئلۀ این یͺتای جواب ،𝑢 = 𝑃𝑈𝑣 که

منجر کمینە سازی، مسئلۀ این راە حل چشمͽیر سادگͬ
حاصل ضرب فضاهای از فراوانͬ مهم کاربردهای به

است. شده محض ریاضیات از خارج داخلͬ،

زیرفضا ͷی تا فاصله کمینە سازی ۶۱ .۶

آن گاه .𝑢 ∈ 𝑈 و 𝑣 ∈ 𝑉 باشد، 𝑉 متناهͬ بعد با زیرفضای ͷی 𝑈 کنید فرض

‖𝑣 − 𝑃𝑈𝑣‖ ≤ ‖𝑣 − 𝑢‖.

.𝑢 = 𝑃𝑈𝑣 اگر تنها و اگر است، تساوی ͷی بالا نامساوی آن، علاوە بر

داریم اثبات

‖𝑣 − 𝑃𝑈𝑣‖۲ ≤ ‖𝑣 − 𝑃𝑈𝑣‖۲ + ‖𝑃𝑈𝑣 − 𝑢‖۲ (۶۲ .۶)

= ∥(𝑣 − 𝑃𝑈𝑣) + (𝑃𝑈𝑣 − 𝑢)∥۲

= ‖𝑣 − 𝑢‖۲,

فیثاغورس قضیۀ حاصل بالا دوم خط ،۰ ≤ ‖𝑃𝑈𝑣−𝑢‖۲ چون است برقرار بالا اول خط آن، در که

بالا سوم خط و [𝑃𝑈𝑣−𝑢 ∈ 𝑈 و ۶. ۵۷(و) طبق 𝑣−𝑃𝑈𝑣 ∈ 𝑈⟂ زیرا دارد کاربرد [که است

ͬ شود. م حاصل مدنظر نامساوی دوم، ریشە های گرفتن با است. برقرار جبری سادە سازی بە دلیل

این و ‖𝑃𝑈𝑣 − 𝑢‖ = ۰ اگر تنها و اگر ͬ دهد، م رخ این و باشد تساوی ͷی ۶۲ .۶ اگر تنها و اگر است، تساوی ͷی بالا در اثبات شده نامساوی

■ .𝑢 = 𝑃𝑈𝑣 اگر تنها و اگر ͬ دهد، م رخ

است. 𝑣 به 𝑈 در نقطه نزدیͷ ترین 𝑃𝑈𝑣

مسائل صریح جواب  های به دست آوردن برای ۶. ۵۷(ط) فرمول با همراه اغلب را اخیر نتیجۀ

است. آمده زیر مثال در چنان که ͬ برند، م کار به کمینە سازی

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



کمینە سازی مسائل و متعامد مͺمل های ۳ −۶۱۸۳

سینوسͬ تابع تقریب برای خطͬ جبر از استفاده مثال: ۶۳ .۶

به [−𝜋, 𝜋] بازۀ روی را سینوسͬ تابع که کنیم پیدا ۵ درجۀ از حداکثر و حقیقͬ ضرایب با را 𝑢 چندجملە ای ͷی ͬ خواهیم م کنید فرض
باشد: ͷکوچ ممͺن حد تا زیر انتگرال که معنا این به کند، تقریب ممͺن شͺل بهترین

∫
𝜋

−𝜋
∣ sin𝑥 − 𝑢(𝑥)∣۲ 𝑑𝑥.

داخلͬ حاصل ضرب با ،[−𝜋, 𝜋] روی ͬ مقدار حقیق پیوستۀ توابع حقیقͬ داخلͬ حاصل ضرب فضای نشان دهندۀ 𝐶[−𝜋, 𝜋] کنید فرض
بە صورت

⟨𝑓, 𝑔⟩ = ∫
𝜋

−𝜋
𝑓𝑔 (۶۴ .۶)

شامل ،𝐶[−𝜋, 𝜋] زیرفضای نشان دهندۀ 𝑈 کنید فرض باشد. 𝑣(𝑥) = sin𝑥 توسط تعریف شده تابع ،𝑣 ∈ 𝐶[−𝜋, 𝜋] کنید فرض باشد.
شود: بازنویسͬ زیر بە شͺل ͬ تواند م اکنون ما مسئلۀ باشد. ۵ درجۀ از حداکثر و حقیقͬ ضرایب با چندجملە ای های

باشد. ͷکوچ تاحدامͺان ‖𝑣 − 𝑢‖ که بە طوری کنید، پیدا را 𝑢 ∈ 𝑈

از استفاده (با را گرام⁃اشمیت روش ابتدا تقریب، مسئلۀ جواب محاسبۀ برای
کنید اعمال 𝑈 از 𝑥۵ ،𝑥۴ ،𝑥۳ ،𝑥۲ ،𝑥 ،۱ پایۀ به (۶۴ .۶ با مطابق داخلͬ حاصل ضرب

با را 𝑃𝑈𝑣 ،۶۴ .۶ طبق داخلͬ حاصل ضرب از استفاده با دوباره سپس شود. حاصل 𝑈 از 𝑒۶ ،𝑒۵ ،𝑒۴ ،𝑒۳ ،𝑒۲ ،𝑒۱ یͺامتعامد پایۀ ͷی تا
بە صورت که است 𝑢 تابع ،𝑃𝑈𝑣 که ͬ دهد م نشان محاسبه این انجام .(𝑚 = ۶ (با کنید محاسبه ۶. ۵۷(ط) از استفاده

𝑢(𝑥) = ۰̸ ۹۸۷۸۶۲𝑥 − ۰̸ ۱۵۵۲۷۱𝑥۳ + ۰̸ ۰۰۵۶۴۳۱۲𝑥۵ (۶۵ .۶)

در 𝑢 چندجملە ای ،۶۱ .۶ طبق شدە اند. جایͽزین مناسب اعشاری تقریب  ͷی با ͬ شوند، م ظاهر دقیق جواب در که 𝜋ها آن در و ͬ شود م تعریف
تقریب»، «بهترین از منظور اینجا (در است ۵ درجۀ از حداکثر و چندجملە ای ها از استفاده با [−𝜋, 𝜋] روی سینوسͬ تابع تقریب بهترین بالا،

است). ∫𝜋
−𝜋 | sin𝑥 − 𝑢(𝑥)|۲ 𝑑𝑥 کمینە سازی دید از

[−𝜋, 𝜋] بازۀ روی را ۶۵ .۶ طبق 𝑢 تقریب و سینوسͬ تابع دو هر نمودارهای بعدی، شͺل است، مناسب حد چه تا تقریب این ببینیم برای آنکه
ͬ دهد. م نشان

درست تقریباً قرمز، نمودار اینجا در ببینند! نمودار ͷی تنها شاید ما هستند–چشمان یͺسان تقریبا نمودار دو که است دقیق چنان ۶۵ .۶ تقریب
٪۴۰۰ حدود تا را −𝜋 یا 𝜋 ͷنزدی ناحیۀ ͬ کنید، م مشاهده ͬͺترونیͺال دستگاه ͷی روی را تصویر این اگر است. گرفته قرار آبی نمودار روی

شود. دیده نمودار دو میان فاصلۀ ͬͺکوچ تا کنید بزرگ
بە صورت که است 𝑝 (Tayⅼor) تیلور چندجملە ای ،۵ درجۀ چندجملە ای توسط سینوسͬ تابع برای دیͽر شناختە شدۀ تقریب ͷی

𝑝(𝑥) = 𝑥 − 𝑥۳
۳! + 𝑥۵

۵! (۶۶ .۶)

بازۀ روی را 𝑝 تیلور چندجملە ای و سینوسͬ تابع دو هر نمودار بعدی، شͺل است، مناسب چقدر تقریب این ببینیم آن که برای ͬ شود. م تعریف
ͬ دهد. م نشان [−𝜋, 𝜋]

چندجملە ای ،|𝑥| > ۲ برای که ͬ دهد م نشان بالا شͺل اما است. ۰ ͬͺنزدی 𝑥 در برای sin𝑥 عالͬ تقریب ͷی ،۵ درجۀ از تیلور چندجملە ای
خطایی با sin را ۳ مقدار ،۶۵ .۶ در ما تقریب ،𝑥 = ۳ دادن قرار با مثال برای .۶۵ .۶ تقریب با مقایسه در بە ویژه نیست، دقیق چندان تیلور
،𝑥 = ۳ در بنابراین ͬ کند. م برآورد ۰̸ ۴ حدود در خطایی با را sin ۳ مقدار ،۶۶ .۶ تیلور چندجملە ای ولͬ ͬ زند، م تخمین ۰̸ ۰۰۱ حدود در
تابع برای تقریبی تا است کرده ͷکم ما به خطͬ جبر ͬ دهد. م ۶۵ .۶ تقریب که است خطایی از بیشتر برابر صدها تیلور، چندجملە ای خطای

است! بهتر آموختە ایم، حسابان در آنچه از که بیابیم سینوسͬ

مفید اینجا در بͽیرید، انتگرال بتواند که رایانە ای
بود. خواهد

سینوسͬ تابع از [−𝜋,𝜋] بازۀ روی نموردارهای
آن پنجم درجۀ چندجملە ای تقریب بهترین و (قرمز)

.۶۵ .۶ از (آبی) 𝑢

سینوسͬ تابع از [−𝜋,𝜋] بازۀ روی نموردارهای
.۶۶ .۶ از (آبی) تیلور چندجملە ای و (قرمز)

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



داخلͬ حاصل ضرب فضاهای ۶ ۱۸۴

شبە وارون

بە طوری بͽیرید، نظر در را 𝑣 ∈ 𝑉 کردن پیدا مسئلۀ .𝑤 ∈ 𝑊 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض

که

𝑇𝑣 = 𝑤.

خطͬ معادلۀ 𝑚 دستگاه ͷی ͬ تواند م بالا معادلۀ آن گاه ،𝑊 = 𝐅𝑚 و 𝑉 = 𝐅𝑛 اگر مثال، برای

.𝑣 = (𝑣۱,… , 𝑣𝑛) آن در که دهد نمایش را 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 مجهول 𝑛 با

𝑇 اگر بااین حال است. 𝑣 = 𝑇−۱𝑤 بالا معادلۀ یͺتای جواب آن گاه باشد، وارون پذیر 𝑇 اگر

بالا معادلۀ برای جوابی هیچ ،𝑤 ∈ 𝑊 مانند برداری برای است ممͺن آن گاه نباشد، وارون پذیر

بالا معادلۀ برای جواب بی نهایت ،𝑤 ∈ 𝑊 مانند برداری برای است ممͺن و باشد نداشته وجود

باشد. داشته وجود

معادلۀ به نسبت را ممͺن حالت بهترین کنیم تلاش ͬ توانیم م همچنان نباشد، وارون پذیر 𝑇 اگر

معادلۀ حل بە جای آن گاه باشد، نداشته جوابی هیچ بالا معادلۀ اگر مثال، برای آوریم. دست به بالا

ممͺن حد تا ‖𝑇 𝑣 − 𝑤‖ که بە طوری بیابیم، را 𝑣 ∈ 𝑉 کنیم تلاش ͬ توانیم م ،𝑇𝑣 − 𝑤 = ۰

از آن گاه باشد، داشته 𝑣 ∈ 𝑉 جواب بی نهایت بالا معادلۀ اگر دیͽر، مثالͬ بە عنوان باشد. ͷکوچ

ͷکوچ ممͺن حد تا ‖𝑣‖ که بە طوری کنیم، پیدا را جوابی کنیم تلاش ͬ توانیم م جواب ها، آن میان

باشد.

وارون پذیر 𝑇 که حالتͬ در حتͬ را، بالا معادلۀ بتوانیم تا ͬ کند م فراهم را ابزاری شبە وارون

داریم. نیاز بعدی نتیجۀ به شبە وارون، تعریف برای کنیم. حل ممͺن شͺل بهترین به نیست،

متناهͬ بعد با 𝑉 اگر که ͬ کنیم م استفاده نتیجه این از بیشتر، توضیح بدون بعدی، اثبات دو در

هستند. متناهͬ بعد با همه ،range𝑇 و (nuⅼⅼ𝑇 )⟂ ،nuⅼⅼ𝑇 آن گاه ،𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) و باشد

پوشا و ͷبە ی ͷی نگاشت ͷی آوردن دست به برای خطͬ نگاشت ͷی تحدید ۶۷ .۶

است. range𝑇 روی بر (nuⅼⅼ𝑇 )⟂ از ͷبە ی ͷی نگاشت ͷی 𝑇 |(nuⅼⅼ𝑇)⟂ آن گاه .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض

𝑣 = ۰ یعنͬ این که ،𝑣 ∈ (nuⅼⅼ𝑇 ) ∩ (nuⅼⅼ𝑇 )⟂ ازاین رو و 𝑇𝑣 = ۰ بنابراین .𝑇 |(nuⅼⅼ𝑇)⟂𝑣 = ۰ و 𝑣 ∈ (nuⅼⅼ𝑇 )⟂ کنید فرض اثبات

ͬ باشد. م مطلوب چنان که است، ͷبە ی ͷی 𝑇 |(nuⅼⅼ𝑇)⟂ یعنͬ که ،nuⅼⅼ𝑇 |(nuⅼⅼ𝑇)⟂ = {۰} پس ۶. ۴۸(د)]. [طبق

،𝑣 ∈ 𝑉 دارد وجود بنابراین .𝑤 ∈ range𝑇 کنید فرض دیͽر، جهت در شمول اثبات جهت .range𝑇 |(nuⅼⅼ𝑇)⟂ ⊆ range𝑇 که است واضح

اکنون .(۴۹ .۶ (طبق 𝑣 = 𝑢 + 𝑥 که بە طوری ،𝑥 ∈ (nuⅼⅼ𝑇 )⟂ و 𝑢 ∈ nuⅼⅼ𝑇 دارند وجود .𝑤 = 𝑇𝑣 که بە طوری

𝑇 |(nuⅼⅼ𝑇)⟂𝑥 = 𝑇𝑥 = 𝑇𝑣 − 𝑇𝑢 = 𝑤 − ۰ = 𝑤,

■ ͬ شود. م کامل range𝑇 |(nuⅼⅼ𝑇)⟂ = range𝑇 اثبات و range𝑇 ⊆ range𝑇 |(nuⅼⅼ𝑇)⟂ نتیجه در .𝑤 ∈ range𝑇 |(nuⅼⅼ𝑇)⟂ ͬ دهد م نشان که

کنید تایپ ،TEX در 𝑇 † شبە وارون نماد نمایش برای
.T ̂\dagger

نماد و است خنجر معنͬ به ⅾagger واژۀ مترجمان:
ͬ باشد. م خنجر به شبیه نیز آن

کنیم. تعریف را 𝑇 خطͬ نگاشت ͷی دʿگ˼ر) 𝑇 (بخوانید 𝑇 † شبە وارونِ ͬ توانیم م اکنون

از وارون پذیر خطͬ نگاشت ͷی بە عنوان را 𝑇 |(nuⅼⅼ𝑇)⟂ بعد)، به این از (و بعدی تعریف در

ͬ کند. م توجیه آن را بالا نتیجۀ چنان که بͽیرید، نظر در range𝑇 روی بر (nuⅼⅼ𝑇 )⟂

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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𝑇 † شبە وارون، تعریف: ۶۸ .۶

از 𝑇 † ∈ ℒ(𝑊, 𝑉 ) شبە وارون .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض
ͬ شود: م تعریف زیر بە صورت 𝑤 ∈ 𝑊 هر برای که است 𝑉 به 𝑊 از خطͬ نگاشت ،𝑇

𝑇 †𝑤 = (𝑇 |(nuⅼⅼ𝑇)⟂)−۱𝑃range𝑇 𝑤.

اگر ،𝑃range𝑇 𝑤 = 𝑤 و 𝑤 ∈ (range𝑇 )⟂ اگر ،𝑃range𝑇 𝑤 = ۰ که بیاورید یاد به

،𝑤 ∈ range𝑇 اگر و 𝑇 †𝑤 = ۰ آن گاه ،𝑤 ∈ (range𝑇 )⟂ اگر بنابراین .𝑤 ∈ range𝑇
.𝑇(𝑇 †𝑤) = 𝑤 که بە طوری است، (nuⅼⅼ𝑇 )⟂ یͺتای عضو 𝑇 †𝑤 آن گاه

ͬ کند. م رفتار وارون ͷی به شبیه بسیار دید، خواهیم چنان که شبە وارون

شبە وارون جبری خاصیت های ۶۹ .۶

.𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض
.𝑇 † = 𝑇−۱ آن گاه باشد، وارون پذیر 𝑇 اگر (ا)

.𝑇𝑇 † = 𝑃range𝑇 = range𝑇 روی بر 𝑊 قائم تصویر (ب)
.𝑇 †𝑇 = 𝑃(nuⅼⅼ𝑇)⟂ = (nuⅼⅼ𝑇 )⟂ روی بر 𝑉 قائم تصویر (ج)

اثبات

روی همانͬ عملͽر ،𝑃range𝑇 و 𝑇 |(nuⅼⅼ𝑇)⟂ = 𝑇 بنابراین .range𝑇 = 𝑊 و (nuⅼⅼ𝑇 )⟂ = 𝑉 آن گاه است. وارون پذیر 𝑇 کنید فرض (ا)

.𝑇 † = 𝑇−۱ نتیجه در ͬ باشد. م 𝑊
بنابراین .𝑤 ∈ range𝑇 کنید فرض (ب)

𝑇𝑇 †𝑤 = 𝑇(𝑇 |(nuⅼⅼ𝑇)⟂)−۱𝑤 = 𝑤 = 𝑃range𝑇 𝑤.

روی و range𝑇 روی 𝑃range𝑇 و 𝑇𝑇 † ازاین رو .𝑇𝑇 †𝑤 = ۰ = 𝑃range𝑇 𝑤 پس .𝑇 †𝑤 = ۰ آن گاه ،𝑤 ∈ (range𝑇 )⟂ اگر

.(۴۹ .۶ (طبق هستند برابر هم با خطͬ نگاشت دو این نتیجه در ͬ کنند. م عمل یͺسان ،(range𝑇 )⟂

که ͬ دهد م نشان 𝑇 † تعریف ،𝑇𝑣 ∈ range𝑇 چون .𝑣 ∈ (nuⅼⅼ𝑇 )⟂ کنید فرض (ج)

𝑇 †(𝑇 𝑣) = (𝑇 |(nuⅼⅼ𝑇)⟂)−۱(𝑇 𝑣) = 𝑣 = 𝑃(nuⅼⅼ𝑇)⟂𝑣.

ͬ کنند. م عمل یͺسان ،nuⅼⅼ𝑇 روی و (nuⅼⅼ𝑇 )⟂ روی 𝑃(nuⅼⅼ𝑇)⟂ و 𝑇 †𝑇 بنابراین .𝑇 †𝑇𝑣 = ۰ = 𝑃(nuⅼⅼ𝑇)⟂𝑣 آن گاه ،𝑣 ∈ nuⅼⅼ𝑇 اگر

■ .(۴۹ .۶ (طبق هستند برابر هم با خطͬ نگاشت دو این نتیجه در

Ⅿoore−Penrose مور⁃پنروز وارون را شبە وارون
ͬ گویند. م نیز

است، 𝑊 روی همانͬ عملͽر 𝑇𝑇 † آن گاه باشد، پوشا 𝑇 اگر .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض

روی همانͬ عملͽر 𝑇 †𝑇 آن گاه باشد، ͷبە ی ͷی 𝑇 اگر ͬ آید. برم بالا نتیجه در (ب) بند از چنان که

خاصیت های برای را ۲۳−۱۹ تمرینات ͬ آید. م دست به بالا نتیجه در (ج) بند از چنان که است، 𝑉
ببینید. شبە وارون از بیشتری جبری

معادلۀ که 𝑣 ∈ 𝑉 بردار کردن پیدا مسئلۀ به اکنون ،𝑤 ∈ 𝑊 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) برای

𝑇𝑣 = 𝑤

𝑣 = 𝑇−۱𝑤 آن گاه باشد، وارون پذیر 𝑇 اگر شد، اشاره قبلا چنان که ͬ گردیم. بازم کند، حل را

بااین حال است. تعریف نشده 𝑇−۱ آن گاه نباشد، وارون پذیر 𝑇 اگر ولͬ ͬ باشد، م یͺتا جواب

𝑤 به ممͺن حد تا 𝑇𝑣 ͬ شود م باعث 𝑣 = 𝑇 †𝑤 دادن قرار است. تعریف شده 𝑇 † شبە وارون
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آنچه شبە وارون، بنابراین ͬ شود. م داده نشان بعدی نتیجۀ از (ا) بند توسط چنان که شود، ͷنزدی

ͬ سازد. م فراهم را ͬ شود م خوانده بالا معادلۀ برای برازش بهترین  که

دارای 𝑇 †𝑤 بردار ͬ کنند، م ͷنزدی 𝑤 به ممͺن حد تا را 𝑇𝑣 که 𝑣 ∈ 𝑉 بردارهای همۀ بین

داده نشان (ا) برابری شرط با بعدی نتیجۀ از (ب) بند ترکیب با چنان که است، نرم کوچͷ ترین

است. شده

ͬ کند م فراهم را جواب بهترین یا تقریبی جواب بهترین شبە وارون، ۷۰ .۶

.𝑤 ∈ 𝑊 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) ، است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض
آن گاه ،𝑣 ∈ 𝑉 اگر (ا)

‖𝑇 (𝑇 †𝑤) − 𝑤‖ ≤ ‖𝑇𝑣 − 𝑤‖,
.𝑣 ∈ 𝑇 †𝑤 + nuⅼⅼ𝑇 اگر تنها و اگر است، برقرار تساوی که

آن گاه ،𝑣 ∈ 𝑇 †𝑤 + nuⅼⅼ𝑇 اگر (ب)
‖𝑇 †𝑤‖ ≤ ‖𝑣‖,

.𝑣 = 𝑇 †𝑤 اگر تنها و اگر است، برقرار تساوی که

اثبات

آن گاه .𝑣 ∈ 𝑉 کنید فرض (ا)

𝑇𝑣 − 𝑤 = (𝑇𝑣 − 𝑇𝑇 †𝑤) + (𝑇𝑇 †𝑤 − 𝑤).

جملۀ ۶. ۶۹(ب)]، [طبق است range𝑇 روی بر 𝑊 قائم تصویر ،𝑇𝑇 † عملͽر چون دارد. قرار range𝑇 در بالا در اول پارانتز داخل جملۀ

راببینید]. [۶. ۵۷(و) دارد قرار (range𝑇 )⟂ در بالا در دوم پارانتز داخل

مساوی یا از است کوچͷ تر بالا، در دوم پارانتز داخل جملۀ نرم که معنا این به ͬ دهد، م نتیجه را نظر مورد نامساوی فیثاغورس، قضیۀ بنابراین

و اگر است، برقرار تساوی ازاین رو باشد. ۰ با برابر بالا در اول پارانتز داخل جملۀ اگر تنها و اگر است، تساوی ͷی و ‖𝑇 𝑣 − 𝑤‖ با است

ͬ شود. م کامل (ا) بند اثبات و 𝑣 ∈ 𝑇 †𝑤 + nuⅼⅼ𝑇 که است گزاره این معادل که ،𝑣 − 𝑇 †𝑤 ∈ nuⅼⅼ𝑇 اگر تنها

اکنون .𝑣 − 𝑇 †𝑤 ∈ nuⅼⅼ𝑇 بنابراین .𝑣 ∈ 𝑇 †𝑤 + nuⅼⅼ𝑇 کنید فرض (ب)

𝑣 = (𝑣 − 𝑇 †𝑤) + 𝑇 †𝑤.

است، برقرار تساوی و ‖𝑇 †𝑤‖ ≤ ‖𝑣‖ که ͬ کند م ایجاب فیثاغورس قضیۀ نتیجه، در .𝑇 †𝑤 ∈ (nuⅼⅼ𝑇 )⟂ که ͬ کند م ایجاب 𝑇 † تعریف

■ .𝑣 = 𝑇 †𝑤 اگر تنها و اگر

ببینید). را ۷۸ .۷) شد خواهد ارائه بعد فصل در 𝑇 † برای فرمولͬ

𝐅۳ به 𝐅۴ از خطͬ نگاشت ͷی شبە وارون مثال: ۷۱ .۶

توسط 𝑇 ∈ ℒ(𝐅۴, 𝐅۳) کنید فرض

𝑇 (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) = (𝑎 + 𝑏 + 𝑐, ۲𝑐 + 𝑑, ۰)

شبە وارون ͬ توانیم م ولͬ پوشا، نه و است ͷبە ی ͷی نه خطͬ، نگاشت این است. شده تعریف
.range𝑇 = {(𝑥, 𝑦, ۰) ∶ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐅} که کنید توجه ابتدا کار، این برای کنیم. محاسبه آن را

بنابراین
𝑃range𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥, 𝑦, ۰),

همچنین .(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐅۳ هر برای

nuⅼⅼ𝑇 = {(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) ∈ 𝐅۴ ∶ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = ۰ و ۲𝑐 + 𝑑 = ۰}.

زیرا است، nuⅼⅼ𝑇 مولد ،nuⅼⅼ𝑇 در بردار دو از (−۱, ۰, ۱, −۲) ،(−۱, ۱, ۰, ۰) لیست
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آن گاه ،(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) ∈ nuⅼⅼ𝑇 اگر

(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) = 𝑏(−۱, ۱, ۰, ۰) + 𝑐(−۱, ۰, ۱, −۲).

پایۀ ͷی لیست این است، خطͬ مستقل (−۱, ۰, ۱, −۲) ،(−۱, ۱, ۰, ۰) لیست چون
است. nuⅼⅼ𝑇

آن گاه .(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐅۳ کنید فرض اکنون

𝑇 †(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑇 |(nuⅼⅼ𝑇)⟂)−۱𝑃range𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧) (۷۲ .۶)

= (𝑇 |(nuⅼⅼ𝑇)⟂)−۱(𝑥, 𝑦, ۰).

𝑇 (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑)= (𝑥, 𝑦, ۰) که بە طوری است، (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) ∈𝐅۴ بردار بالا، معادلۀ راست سمت
کنند: صدق زیر معادلات در باید 𝑑 و 𝑐 ،𝑏 ،𝑎 دیͽر، بیان به .(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) ∈ (nuⅼⅼ𝑇 )⟂ و

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 𝑥
۲𝑐 + 𝑑 = 𝑦
−𝑎 + 𝑏 = ۰

−𝑎 + 𝑐 − ۲𝑑 = ۰,

آخر، معادلۀ دو و هستند معادل 𝑇 (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑)= (𝑥, 𝑦, ۰) معادلۀ با اول معادلۀ دو آن، در که
(−۱, ۰, ۱, −۲) ،(−۱, ۱, ۰, ۰) پایۀ بردارهای از ͷهری با (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) بودن متعامد شرط از
و 𝑐 ،𝑏 ،𝑎 و ثابت  ها بە عنوان 𝑦 و 𝑥 گرفتن نظر در با ͬ شوند. م نتیجه nuⅼⅼ𝑇 از پایه این در

و کرده حل را بالا مجهولͬ چهار معادلۀ چهار دستگاه ͬ توانیم م مجهولات، بە عنوان 𝑑

𝑎 = ۱
۱۱ (۵𝑥− ۲𝑦), 𝑏 = ۱

۱۱ (۵𝑥− ۲𝑦), 𝑐 = ۱
۱۱ (𝑥 + ۴𝑦), 𝑑 = ۱

۱۱ (−۲𝑥+ ۳𝑦)

که ͬ کند م بیان ۷۲ .۶ بنابراین آوریم. دست به را

𝑇 †(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ۱
۱۱ (۵𝑥 − ۲𝑦, ۵𝑥 − ۲𝑦, 𝑥 + ۴𝑦,−۲𝑥 + ۳𝑦).

(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐅۳ همۀ برای 𝑇𝑇 †(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥, 𝑦, ۰) که ͬ دهد م نشان 𝑇 † برای بالا فرمول
است. ۶. ۶۹(ب) از 𝑇𝑇 † = 𝑃range𝑇 معادلۀ بیانگر و

۳ −۶ تمرین های

کنید ثابت .𝑣۱,… , 𝑣𝑚 ∈ 𝑉 کنید فرض ۱

{𝑣۱,… , 𝑣𝑚}⟂ = ( span(𝑣۱,… , 𝑣𝑚))⟂ .

و است 𝑢۱,… , 𝑢𝑚 پایۀ با 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈 کنید فرض ۲

𝑢۱,… , 𝑢𝑚, 𝑣۱,… , 𝑣𝑛,

آن گاه شود، حاصل 𝑒۱,… , 𝑒𝑚, 𝑓۱,… , 𝑓𝑛 لیست تا کنیم اعمال بالا در 𝑉 پایۀ بر را گرام⁃اشمیت روش اگر کنید ثابت است. 𝑉 پایۀ ͷی
است. 𝑈⟂ یͺامتعامد پایۀ ͷی 𝑓۱,… , 𝑓𝑛 و است 𝑈 یͺامتعامد پایۀ ͷی 𝑒۱,… , 𝑒𝑚

است: شده تعریف زیر بە صورت که باشد 𝐑۴ زیرفضای ͷی 𝑈 کنید فرض ۳

𝑈 = span ((۱, ۲, ۳, −۴), (−۵, ۴, ۳, ۲)) .

کنید. پیدا 𝑈⟂ از پایۀ یͺامتعامد ͷی و 𝑈 از یͺامتعامد پایۀ ͷی
داریم 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای و ‖𝑒𝑘‖ = ۱ داریم 𝑘 = ۱,… , 𝑛 هر برای که است 𝑉 در بردارها از لیست ͷی ،𝑒۱,… , 𝑒𝑛 کنید فرض ۴

‖𝑣‖۲ = ∣⟨𝑣, 𝑒۱⟩∣
۲ +⋯+ ∣⟨𝑣, 𝑒𝑛⟩∣

۲ .
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است. 𝑉 یͺامتعامد پایۀ ͷی 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 کنید ثابت
ͬ کند. م ارائه را ۶. ۳۰(ب) عکس تمرین، این

است. 𝑉 روی همانͬ عملͽر ،𝐼 آن در که ،𝑃𝑈⟂ = 𝐼 − 𝑃𝑈 دهید نشان است. 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈 و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۵
دهید نشان .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۶

𝑇 = 𝑇𝑃(nuⅼⅼ𝑇)⟂ = 𝑃range𝑇𝑇 .

باشیم داشته 𝑦 ∈ 𝑌 هر و 𝑥 ∈ 𝑋 هر برای اگر تنها و اگر ،𝑃𝑋𝑃𝑌 = ۰ کنید ثابت باشند. 𝑉 متناهͬ بعد با زیرفضاهای ،𝑌 و 𝑋 کنید فرض ۷
.⟨𝑥, 𝑦⟩ = ۰

بە صورت 𝑢 ∈ 𝑈 هر برای را 𝜑∶ 𝑈 → 𝐅 خطͬ تابعک ͷی .𝑣 ∈ 𝑉 و است 𝑉 متناهͬ بعد با زیرفضای ͷی 𝑈 کنید فرض ۸

𝜑(𝑢) = ⟨𝑢, 𝑣⟩

دارد، وجود 𝑤 ∈ 𝑈 یͺتای بردار ͷی شود، اعمال 𝑈 داخلͬ حاصل ضرب فضای بر چنان که ،(۴۲ .۶) ریس نمایش قضیۀ طبق ͬ کنیم. م تعریف
داریم 𝑢 ∈ 𝑈 هر برای که بە طوری

𝜑(𝑢) = ⟨𝑢,𝑤⟩.
.𝑤 = 𝑃𝑈𝑣 دهید نشان

متعامد range𝑃 در بردار هر با nuⅼⅼ𝑃 در بردار هر و 𝑃 ۲ = 𝑃 که است طوری 𝑃 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض است. متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۹
.𝑃 = 𝑃𝑈 که بە طوری دارد، وجود 𝑉 از 𝑈 زیرفضای ͷی کنید ثابت است.

داریم 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای و 𝑃 ۲ = 𝑃 که است طوری 𝑃 ∈ ℒ(𝑉 ) و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۱۰

‖𝑃𝑣‖ ≤ ‖𝑣‖.

.𝑃 = 𝑃𝑈 که بە طوری دارد، وجود 𝑉 از 𝑈 زیرفضای ͷی کنید ثابت
کنید ثابت است. 𝑉 متناهͬ بعد با زیرفضای ͷی 𝑈 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۱۱

است ناوردا 𝑇 تحت 𝑈 ⟺ 𝑃𝑈𝑇𝑃𝑈 = 𝑇𝑃𝑈 .

کنید ثابت است. 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) است، متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۱۲

هستند ناوردا 𝑇 تحت دو هر ،𝑈⟂ و 𝑈 ⟺ 𝑃𝑈𝑇 = 𝑇𝑃𝑈 .

𝑢 ∈ 𝑉 هر برای که است 𝑉 روی خطͬ تابعک نشان دهندۀ 𝜑𝑣 کنید فرض ،𝑣 ∈ 𝑉 هر برای است. متناهͬ بعد با 𝑉 و 𝐅 = 𝐑 کنید فرض ۱۳
است: شده تعریف زیر بە صورت

𝜑𝑣(𝑢) = ⟨𝑢, 𝑣⟩.
است. 𝑉 ′ به 𝑉 از ͷبە ی ͷی خطͬ نگاشت ͷی ،𝑣 ↦ 𝜑𝑣 دهید نشان (ا)

است. 𝑉 ′ به 𝑉 از یͷ ریختͬ ͷی 𝑣 ↦ 𝜑𝑣 دهید نشان بعد، شمارش با استدلال ͷی و (ا) بند از استفاده با (ب)

ریس نمایش قضیۀ از نباید بنابراین ͬ باشد. م 𝐅 = 𝐑 برای (۵۸ .۶ و ۴۲ .۶) ریس نمایش قضیۀ از جایͽزین اثبات ͷی ارائۀ تمرین، این از هدف
کنید. استفاده راە حل ابزار بە عنوان

با 𝑉 ′ همانند سازی تحت ،𝑒۱,… , 𝑒𝑛 ببینید) را ۱۱۲ .۳) دوگان پایۀ چرا دهید توضیح باشد. 𝑉 یͺامتعامد پایۀ ͷی ،𝑒۱,… , 𝑒𝑛 کنید فرض ۱۴
است. 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 همان ͬ شود، م حاصل (۵۸ .۶) ریس نمایش قضیۀ توسط که 𝑉

کنید فرض 𝐑۴ در ۱۵
𝑈 = span ((۱, ۱, ۰, ۰), (۱, ۱, ۱, ۲)) .

باشد. ͷکوچ ممͺن حد تا ∥𝑢 − (۱, ۲, ۳, ۴)∥ که بە طوری کنید، پیدا را 𝑢 ∈ 𝑈 بردار
بە صورت داخلͬ حاصل ضرب با [−۱, ۱] بازۀ روی ͬ مقدار حقیق پیوستۀ توابع برداری فضای ،𝐶[−۱, ۱] کنید فرض ۱۶

⟨𝑓, 𝑔⟩ = ∫
۱

−۱
𝑓𝑔,

است: شده تعریف زیر بە صورت که باشد 𝐶[−۱, ۱] زیرفضای 𝑈 کنید فرض باشد. 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶[−۱, ۱] هر برای

𝑈 = {𝑓 ∈ 𝐶[−۱, ۱] ∶ 𝑓(۰) = ۰} .

.𝑈⟂ = {۰} دهید نشان (ا)

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



کمینە سازی مسائل و متعامد مͺمل های ۳ −۶۱۸۹

نیستند. برقرار بعد، بودن متناهͬ فرض بدون ،۵۲ .۶ و ۴۹ .۶ دهید نشان (ب)

باشد. ͷکوچ ممͺن حد تا ∫
۱

۰
∣۲+ ۳𝑥 − 𝑝(𝑥)∣۲ 𝑑𝑥 و 𝑝′(۰) = ۰ ،𝑝(۰) = ۰ که بە طوری کنید، پیدا را 𝑝 ∈ 𝒫۳(𝐑) چندجملە ای ۱۷

باشد. داشته را ممͺن مقدار کوچͷ ترین ،∫
𝜋

−𝜋
∣ sin𝑥 − 𝑝(𝑥)∣۲ 𝑑𝑥 که کنید پیدا را 𝑝 ∈ 𝒫۵(𝐑) چندجملە ای ۱۸

است. 𝜋 توان های شامل که کنید پیدا را دقیق جواب خواستە ایم شما از اینجا ولͬ است، تمرین این جواب برای عالͬ تقریب ͷی ،۶۵ .۶ چندجملە ای
بود. خواهد مفید دهد، انجام نمادین انتگرال گیری بتواند که رایانە ای

.𝑃 † = 𝑃 کنید ثابت است. 𝑉 از زیرفضایی روی بر 𝑉 قائم تصویر ͷی 𝑃 ∈ ℒ(𝑉 ) و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۱۹
دهید نشان .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۲۰

nuⅼⅼ𝑇 † = (range𝑇 )⟂ و range𝑇 † = (nuⅼⅼ𝑇 )⟂.

باشد: شده تعریف زیر رابطۀ توسط 𝑇 ∈ ℒ(𝐅۳, 𝐅۲) کنید فرض ۲۱

𝑇 (𝑎, 𝑏, 𝑐) = (𝑎 + 𝑏 + 𝑐, ۲𝑏 + ۳𝑐).

کنید. پیدا 𝑇 †(𝑥, 𝑦) برای فرمولͬ ،(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐅۲ برای (ا)
است. برقرار آمد، دست به (ا) در 𝑇 † برای که فرمولͬ با ۶. ۶۹(ب)، از 𝑇𝑇 † = 𝑃range𝑇 معادلۀ که کنید بررسͬ (ب)

است. برقرار آمد، دست به (ا) در 𝑇 † برای که فرمولͬ با ۶. ۶۹(ج)، از 𝑇 †𝑇 = 𝑃(nuⅼⅼ𝑇)⟂ معادلۀ که کنید بررسͬ (ج)
کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) و است متناهͬ بعد با 𝑉 کنید فرض ۲۲

𝑇𝑇 †𝑇 = 𝑇 و 𝑇 †𝑇𝑇 † = 𝑇 †.

کنیم. جایͽزین 𝑇−۱ با را 𝑇 † ͬ توانیم م حالت آن در زیرا باشد، وارون پذیر 𝑇 اگر هستند برقرار بە وضوح بالا فرمول دو هر

کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) و هستند متناهͬ بعد با 𝑊 و 𝑉 کنید فرض ۲۳

(𝑇 †)† = 𝑇 .

است. برقرار باشد، وارون پذیر 𝑇 اگر که ͬ باشد م (𝑇−۱)−۱ = 𝑇 معادلۀ مشابه بالا معادلۀ

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر





داخلͬ حاصل ضرب فضاهای روی عملͽرها ۷
به اکنون که ͬ شوند م مربوط موضوعͬ به داخلͬ حاصل ضرب فضاهای به مربوط نتایج عمیق ترین

خواهیم چنان که داخلͬ. حاصل ضرب فضاهای روی خطͬ عملͽرهای و ͬ پردازیم–نگاشت ها م آن

کرد. اثبات ͬ توان م را مفیدی قضیە های الحاقͬ، خاصیت های از بهرە گیری با دید،

حاصل ضرب فضاهای روی خودالحاقͬ عملͽرهای از کاملͬ توصیف طیفͬ، مهم بسیار قضیۀ

کرد. خواهد فراهم مختلط، داخلͬ حاصل ضرب فضاهای روی نرمال عملͽرهای و حقیقͬ داخلͬ

که کرد خواهیم استفاده یͺانͬ عملͽرهای و مثبت عملͽرهای بهتر فهم برای طیفͬ قضیۀ از سپس

معروف مورد به همچنین طیفͬ قضیۀ ͬ شود. م منجر ماتریسͬ تجزیە های و یͺانͬ ماتریس های به

ͬ شود.  م منجر قطبی تجزیۀ به نیز آن که ͬ انجامد م تکین مقدار تجزیۀ

بعد به این از ازاین رو هستند. معتبر متناهͬ بعدهای در تنها کتاب، این  ͬ باق نتایج مهم ترین

هستند. متناهͬ بعد دارای 𝑊 و 𝑉 فضاهای که ͬ کنیم م فرض

فصل این ثابت فرض های

است. 𝐂 یا 𝐑 نشان دهندۀ 𝐅 ●

هستند. 𝐅 روی غیرصفر و متناهͬ بعد با داخلͬ حاصل ضرب فضاهای ،𝑊 و 𝑉 ●

شهری ،(Ⅼviv) لویو در (Ⅿarket) مارکت میدان
مختلفͬ نام های بین المللͬ، مرزی تغییرات بە دلیل که
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لوووف و بود لهستان در شهر این دوم، جهانͬ جنگ
در ͬ دانان ریاض مدت، این در داشت. نام (Ⅼwów)

(Stefan Banaⅽh) باناخ استفان بە ویژه لوووف،
آنالیز اصلͬ نتایج او، همͺاران و (۱۹۴۵−۱۸۹۲)
برای آنالیز، ابزارهای از استفاده با را مدرن تابعͬ

دادند. توسعه نامتناهͬ بعد با برداری فضاهای مطالعه
است بوده اوکراین در لویو دوم، جهانͬ جنگ پایان از

در اوکراین تااینکه بود، شوروی اتحاد از بخشͬ که
شد. تبدیل مستقل کشوری به ۱۹۹۱
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نرمال و خودالحاقͬ عملͽرهای ۱ −۷

ͬ ها الحاق

𝑇 ∗ الحاقͬ، تعریف: ۱ .۷

هر برای که بە طوری است، 𝑇 ∗ ∶ 𝑊 → 𝑉 تابع ،𝑇 الحاقͬ .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض
داریم 𝑤 ∈ 𝑊 هر برای و 𝑣 ∈ 𝑉

⟨𝑇𝑣, 𝑤⟩ = ⟨𝑣, 𝑇 ∗𝑤⟩.

است. دیͽری معنͬ دارای خطͬ جبر در الحاقͬ واژۀ
گاه آ برخوردید، جایی در دوم معنͬ به ͬ که درصورت

نیستند. مرتبط هم با الحاقͬ معنͬ دو که باشید

بردار .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض است، معنادار بالا تعریف چرا اینکه مشاهدۀ برای

خطͬ تابعک بͽیرید. ثابت را 𝑤 ∈ 𝑊

𝑣 ↦ ⟨𝑇𝑣,𝑤⟩

𝑇 به خطͬ تابعک این ͬ کند؛ م نگاشت ⟨𝑇 𝑣, 𝑤⟩ به را 𝑣 ∈ 𝑉 که بͽیرید نظر در را 𝑉 روی را

بە طوری دارد، وجود 𝑉 در یͺتا بردار ͷی ،(۴۲ .۶) ریس نمایش قضیۀ طبق دارد. بستگͬ 𝑤 و

𝑇 ∗𝑤 را یͺتا بردار این ͬ آید. م دست به آن با داخلͬ حاصل ضرب گرفتن با خطͬ تابعک این که

داریم 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای که بە طوری است، 𝑉 در یͺتا بردار 𝑇 ∗𝑤 دیͽر، بیان به ͬ نامیم. م

⟨𝑇 𝑣, 𝑤⟩ = ⟨𝑣, 𝑇 ∗𝑤⟩.

در داخلͬ حاصل ضرب و ͬ دهد م رخ 𝑊 در چپ سمت در داخلͬ حاصل ضرب بالا، معادلۀ در

حاصل ضرب دو هر برای ⟨⋅, ⋅⟩ یͺسان نمادگذاری از بااین حال، ͬ دهد. م رخ 𝑉 در راست سمت

ͬ کنیم. م استفاده داخلͬ

𝐑۲ به 𝐑۳ از خطͬ نگاشت ͷی الحاقͬ مثال: ۲ .۷

توسط را 𝑇 ∶ 𝐑۳ → 𝐑۲ نگاشت

𝑇 (𝑥۱, 𝑥۲, 𝑥۳) = (𝑥۲ + ۳𝑥۳, ۲𝑥۱)

.(𝑦۱, 𝑦۲) ∈ 𝐑۲ و (𝑥۱, 𝑥۲, 𝑥۳) ∈ 𝐑۳ کنید فرض ،𝑇 ∗ محاسبۀ برای ͬ کنیم. م تعریف
آن گاه

⟨𝑇 (𝑥۱, 𝑥۲, 𝑥۳), (𝑦۱, 𝑦۲)⟩ = ⟨(𝑥۲ + ۳𝑥۳, ۲𝑥۱), (𝑦۱, 𝑦۲)⟩
= 𝑥۲𝑦۱ + ۳𝑥۳𝑦۱ + ۲𝑥۱𝑦۲
= ⟨(𝑥۱, 𝑥۲, 𝑥۳), (۲𝑦۲, 𝑦۱, ۳𝑦۱)⟩ .

که ͬ کند م ایجاب الحاقͬ تعریف و بالا معادلۀ

𝑇 ∗(𝑦۱, 𝑦۲) = (۲𝑦۲, 𝑦۱, ۳𝑦۱).

است ۱ بعد با حداکثر آن برد که خطͬ نگاشت ͷی الحاقͬ مثال: ۳ .۷

بە صورت 𝑣 ∈𝑉 برای را 𝑇 ∈ℒ(𝑉 ,𝑊) بͽیرید. ثابت را 𝑥∈𝑊 و 𝑢∈𝑉 بردارهای

𝑇𝑣 = ⟨𝑣, 𝑢⟩𝑥
آن گاه .𝑤 ∈ 𝑊 و 𝑣 ∈ 𝑉 کنید فرض ،𝑇 ∗ محاسبۀ برای ͬ کنیم. م تعریف

⟨𝑇 𝑣, 𝑤⟩ = ⟨⟨𝑣, 𝑢⟩𝑥, 𝑤⟩

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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= ⟨𝑣, 𝑢⟩⟨𝑥, 𝑤⟩
= ⟨𝑣, ⟨𝑤, 𝑥⟩𝑢⟩ .

بنابراین
𝑇 ∗𝑤 = ⟨𝑤, 𝑥⟩𝑢.

برای مشترکͬ ͷتکنی از زیر اثبات و بالا مثال دو
برای فرمولͬ با ͬ کنند: م استفاده 𝑇 ∗ محاسبۀ

بازنویسͬ طوری را آن سپس کنید، شروع ⟨𝑇𝑣,𝑤⟩
درایۀ باشید؛ داشته را 𝑣 تنها اول موقعیت در تا کنید

بود. خواهد 𝑇 ∗𝑤 آن گاه دوم موقعیت

از خطͬ نگاشت ͷی بە عنوان بلͺه ،𝑉 به 𝑊 از تابع ͷی بە صورت نە تنها 𝑇 ∗ بالا، مثال دو در

ͬ دهد. م نشان بعدی نتیجۀ چنان که است، صادق کلͬ حالت در رفتار این شد. ظاهر 𝑉 به 𝑊

است خطͬ نگاشت ͷی خود خطͬ، نگاشت ͷی الحاقͬ ۴ .۷

.𝑇 ∗ ∈ ℒ(𝑊, 𝑉 ) آن گاه ،𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) اگر

آن گاه ،𝑤۱, 𝑤۲ ∈ 𝑊 و 𝑣 ∈ 𝑉 اگر .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض اثبات

⟨𝑇 𝑣, 𝑤۱ +𝑤۲⟩ = ⟨𝑇𝑣, 𝑤۱⟩ + ⟨𝑇𝑣, 𝑤۲⟩

= ⟨𝑣, 𝑇 ∗𝑤۱⟩ + ⟨𝑣, 𝑇 ∗𝑤۲⟩

= ⟨𝑣, 𝑇 ∗𝑤۱ + 𝑇 ∗𝑤۲⟩.

که ͬ دهد م نشان بالا معادلۀ

𝑇 ∗(𝑤۱ +𝑤۲) = 𝑇 ∗𝑤۱ + 𝑇 ∗𝑤۲.

آن گاه ،𝑤 ∈ 𝑊 و 𝜆 ∈ 𝐅 ،𝑣 ∈ 𝑉 اگر

⟨𝑇 𝑣, 𝜆𝑤⟩ = 𝜆̄⟨𝑇𝑣, 𝑤⟩

= 𝜆̄⟨𝑣, 𝑇 ∗𝑤⟩

= ⟨𝑣, 𝜆𝑇 ∗𝑤⟩.

که ͬ دهد م نشان بالا معادلۀ

𝑇 ∗(𝜆𝑤) = 𝜆𝑇 ∗𝑤.

■ ͬ باشد. م مطلوب چنان که است، خطͬ نگاشت ͷی 𝑇 ∗ نتیجه در

الحاقͬ خاصیت های ۵ .۷

آن گاه .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض
𝑆؛ ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) هر برای (𝑆 + 𝑇)∗ = 𝑆∗ + 𝑇 ∗ (ا)

𝜆؛ ∈ 𝐅 هر برای (𝜆𝑇 )∗ = 𝜆̄𝑇 ∗ (ب)
𝑇)؛ ∗)∗ = 𝑇 (ج)

است)؛ 𝐅 روی متناهͬ بعد با داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی 𝑈 اینجا (در 𝑆 ∈ ℒ(𝑊,𝑈) هر برای (𝑆𝑇 )∗ = 𝑇 ∗𝑆∗ (د)
است؛ 𝑉 روی همانͬ عملͽر 𝐼 آن در که ،𝐼∗ = 𝐼 (ه)

.(𝑇 ∗)−۱ = (𝑇−۱)∗ و است وارون پذیر 𝑇 ∗ آن گاه باشد، وارون پذیر 𝑇 اگر (و)

.𝑤 ∈ 𝑊 و 𝑣 ∈ 𝑉 کنید فرض اثبات

آن گاه ،𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) اگر (ا)

⟨(𝑆 + 𝑇)𝑣, 𝑤⟩ = ⟨𝑆𝑣,𝑤⟩ + ⟨𝑇𝑣, 𝑤⟩

= ⟨𝑣, 𝑆∗𝑤⟩ + ⟨𝑣, 𝑇 ∗𝑤⟩

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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= ⟨𝑣, 𝑆∗𝑤 + 𝑇 ∗𝑤⟩.

است. مطلوب چنان که ،(𝑆 + 𝑇)∗𝑤 = 𝑆∗𝑤 + 𝑇 ∗𝑤 نتیجه در

آن گاه ،𝜆 ∈ 𝐅 اگر (ب)

⟨(𝜆𝑇 )𝑣, 𝑤⟩ = 𝜆⟨𝑇𝑣, 𝑤⟩ = 𝜆⟨𝑣, 𝑇 ∗𝑤⟩ = ⟨𝑣, 𝜆̄𝑇 ∗𝑤⟩ .

است. مطلوب چنان که ،(𝜆𝑇 )∗𝑤 = 𝜆̄𝑇 ∗𝑤 نتیجه در

داریم (ج)

⟨𝑇 ∗𝑤, 𝑣⟩ = ⟨𝑣, 𝑇 ∗𝑤⟩ = ⟨𝑇𝑣,𝑤⟩ = ⟨𝑤, 𝑇𝑣⟩.

است. مطلوب چنان که ،(𝑇 ∗)∗𝑣 = 𝑇𝑣 نتیجه در

آن گاه .𝑢 ∈ 𝑈 و 𝑆 ∈ ℒ(𝑊,𝑈) کنید فرض (د)

⟨(𝑆𝑇 )𝑣, 𝑢⟩ = ⟨𝑆(𝑇𝑣), 𝑢⟩ = ⟨𝑇𝑣, 𝑆∗𝑢⟩ = ⟨𝑣, 𝑇 ∗(𝑆∗𝑢)⟩ .

است. مطلوب چنان که ،(𝑆𝑇 )∗𝑢 = 𝑇 ∗(𝑆∗𝑢) نتیجه در

نتیجه در .𝑢 ∈ 𝑉 کنید فرض (ه)

⟨𝐼𝑢, 𝑣⟩ = ⟨𝑢, 𝑣⟩.

است. مطلوب چنان که ،𝐼∗𝑣 = 𝑣 آن گاه

دهید نشان تا کنید استفاده (ه) و (د) از سپس بͽیرید، الحاقͬ 𝑇−۱𝑇 = 𝐼 معادلۀ طرف دو هر از است. وارون پذیر 𝑇 کنید فرض (و)

چنان که ͬ باشد، م 𝑇 ∗ وارون (𝑇−۱)∗ نتیجه در .(𝑇−۱)∗𝑇 ∗ = 𝐼 که ͬ کند م ایجاب 𝑇𝑇−۱ = 𝐼 معادلۀ مشابه، بە طور .𝑇 ∗(𝑇−۱)∗ = 𝐼
ͬ باشد. م مطلوب

■

ͬ آید، م دست به بالا نتیجۀ در (ب) و (ا) از چنان که ،𝑇 ↦ 𝑇 ∗ نگاشت آن گاه ،𝐅 = 𝐑 اگر

این آن گاه ،𝐅 = 𝐂 اگر بااین حال، است. ℒ(𝑊, 𝑉 ) به ℒ(𝑉 ,𝑊) از خطͬ نگاشت ͷی

نیست. خطͬ ͬ شود، م ظاهر (ب) در که مختلط مزدوج بە دلیل نگاشت،

ͬ دهد. م نشان آن را الحاقͬ و خطͬ نگاشت ͷی برد و پوچ فضای بین رابطۀ بعدی، نتیجۀ

𝑇 ∗ برد و پوچ فضای ۶ .۷

آن گاه .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض
nuⅼⅼ𝑇؛ ∗ = (range𝑇 )⟂ (ا)
range𝑇؛ ∗ = (nuⅼⅼ𝑇 )⟂ (ب)
nuⅼⅼ𝑇؛ = ( range𝑇 ∗)⟂ (ج)
.range𝑇 = (nuⅼⅼ𝑇 ∗)⟂ (د)

آن گاه .𝑤 ∈ 𝑊 کنید فرض ͬ کنیم. م شروع (ا) اثبات با اثبات

𝑤 ∈ nuⅼⅼ𝑇 ∗ ⟺ 𝑇 ∗𝑤 = ۰

⟺ ⟨𝑣, 𝑇 ∗𝑤⟩ = ۰ 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای

⟺ ⟨𝑇𝑣,𝑤⟩ = ۰ 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای

⟺ 𝑤 ∈ (range𝑇 )⟂.

ͬ شود. م اثبات (ا) و nuⅼⅼ𝑇 ∗ = (range𝑇 )⟂ نتیجه در

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



نرمال و خودالحاقͬ عملͽرهای ۱ −۷۱۹۵

رابطۀ (ا)، در 𝑇 ∗ با 𝑇 کردن جایͽزین با کردە ایم. استفاده ۵۲ .۶ از آن در که ͬ آید، م دست به (د) بͽیریم، را (ا) طرف دو هر متعامد مͺمل اگر

■ ͬ شود. م حاصل (ب) رابطۀ (د)، در 𝑇 ∗ با 𝑇 کردن جایͽزین با نهایت در کردە ایم. استفاده ۷. ۵(ج) از آن در که ͬ آید، م دست به (ج)

نگاشت ͷی الحاقͬ ماتریس با ͬͺنزدی ارتباط بعدی تعریف دید، خواهیم بە زودی چنان که

دارد. خطͬ

𝐴∗ مزدوج، ترانهادۀ تعریف: ۷ .۷

با که ͬ باشد م 𝐴∗ مانند 𝑚 در 𝑛 ماتریس ،𝐴 مانند 𝑛 در 𝑚 ماتریس ͷی مزدوج ترانهادۀ
بیان به ͬ آید. م دست به درایه هر مختلط مزدوج گرفتن سپس و ستون ها و سطرها تعویض

آن گاه ،𝑘 ∈ {۱,… ,𝑚} و 𝑗 ∈ {۱,… , 𝑛} اگر دیͽر،

(𝐴∗)𝑗,𝑘 = 𝐴𝑘,𝑗.

۳ در ۲ ماتریس ͷی مزدوج ترانهادۀ مثال: ۸ .۷

زیر ۲ در ۳ ماتریس ،( ۲ ۳+ ۴𝑖 ۷
۶ ۵ ۸𝑖 ) ۳ در ۲ ماتریس مزدوج ترانهادۀ

ͬ باشد: م

⎛⎜⎜
⎝

۲ ۶
۳− ۴𝑖 ۵

۷ −۸𝑖

⎞⎟⎟
⎠

.

باشد، حقیقͬ درایە های دارای تنها 𝐴 ماتریس اگر
ترانهادۀ نشان دهندۀ 𝐴t آن در که ،𝐴∗ = 𝐴t آن گاه

و سطرها تعویض با که (ماتریسͬ ͬ باشد م 𝐴
ͬ شود). م حاصل ستون ها

وابسته پایه انتخاب به خطͬ نگاشت ͷی الحاقͬ
نگاشت های ͬ های الحاق به اغلب نتیجه در نیست.

مزدوج ترانهادە های یا ترانهادە ها بە جای خطͬ
ͬ کنیم. م تاکید ماتریس ها

احتیاط: کنیم. محاسبه 𝑇 ماتریس روی از را 𝑇 ∗ ماتریس چͽونه که ͬ دهد م نشان بعدی نتیجۀ

نیست. برابر 𝑇 ماتریس مزدوج ترانهادۀ با لزوما 𝑇 ∗ ماتریس غیریͺامتعامد، پایە های به نسبت

است 𝑇 ماتریس مزدوج ترانهادۀ با برابر 𝑇 ∗ ماتریس ۹ .۷

آن گاه باشد. 𝑊 یͺامتعامد پایۀ ͷی ،𝑓۱,… , 𝑓𝑚 و 𝑉 یͺامتعامد پایۀ ͷی ،𝑒۱,… , 𝑒𝑛 کنیم فرض .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنیم فرض
دیͽر بیان به است. ℳ(𝑇 , (𝑒۱,… , 𝑒𝑛), (𝑓۱,… , 𝑓𝑚)) مزدوج ترانهادۀ ℳ(𝑇 ∗, (𝑓۱,… , 𝑓𝑚), (𝑒۱,… , 𝑒𝑛))

ℳ(𝑇 ∗) = (ℳ(𝑇))∗ .

ͬ نویسیم م ℳ(𝑇 ∗, (𝑓۱,… , 𝑓𝑚), (𝑒۱,… , 𝑒𝑛)) و ℳ(𝑇 , (𝑒۱,… , 𝑒𝑛), (𝑓۱,… , 𝑓𝑚)) ͬ تر طولان عبارت های بە جای اثبات این در اثبات

.ℳ(𝑇 ∗) و ℳ(𝑇)
این در استفادە شده اسͺالر ضرایب ͬ آوریم؛ م دست به 𝑓𝑗ها از خطͬ ترکیب ͷی بە صورت 𝑇𝑒𝑘 نوشتن با را ℳ(𝑇) از 𝑘ام ستون که آورید یاد به

بە صورت را 𝑇𝑒𝑘 چͽونه که ͬ دانیم م است، 𝑊 یͺامتعامد پایۀ ͷی 𝑓۱,… , 𝑓𝑚 چون ͬ شوند. م تبدیل ℳ(𝑇) 𝑘ام ستون به سپس خطͬ، ترکیب

ببینید]: را [۶. ۳۰(ا) بنویسیم 𝑓𝑗ها از خطͬ ترکیب ͷی

𝑇𝑒𝑘 = ⟨𝑇𝑒𝑘, 𝑓۱⟩𝑓۱ +⋯+ ⟨𝑇𝑒𝑘, 𝑓𝑚⟩𝑓𝑚.

بنابراین

⟨𝑇 𝑒𝑘, 𝑓𝑗⟩ با است برابر ℳ(𝑇) از 𝑘 ستون و 𝑗 سطر .درایۀ

ستون و 𝑗 سطر درایۀ که ͬ دهد م نشان موضوع این کنید. تعویض هم با را 𝑓۱,… , 𝑓𝑚 و 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 و کنید جایͽزین 𝑇 ∗ با را 𝑇 بالا، گزارۀ در

سطر درایۀ مختلط مزدوج با است برابر که ،⟨𝑇 𝑒𝑗, 𝑓𝑘⟩ با است برابر که ،⟨𝑓𝑘, 𝑇 𝑒𝑗⟩ با است برابر که ،⟨𝑇 ∗𝑓𝑘, 𝑒𝑗⟩ با است برابر ،ℳ(𝑇 ∗) از 𝑘
■ .ℳ(𝑇 ∗) = (ℳ(𝑇))∗ نتیجه در .ℳ(𝑇) از 𝑗 ستون و 𝑘

𝑉 ′ دوگان فضای با را 𝑉 همانند سازی است، شده بیان ۵۸ .۶ در چنان که ریس نمایش قضیۀ

از 𝑈⟂ متعامد مͺمل همانند سازی، این تحت ͬ سازد. م فراهم است، شده تعریف ۱۱۰ .۳ در که

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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باشد، 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈 اگر است. 𝑈 از 𝑈۰ پوچ ساز با متناظر ،𝑈 ⊆ 𝑉 زیرمجموعۀ ͷی

۵۱ .۶ و ۱۲۵ .۳ ͬ شوند– م یͺسان 𝑈۰ و 𝑈⟂ بعدهای فرمول های همانندسازی، این تحت آن گاه

ببینید. را

ͬ ها، الحاق و متعامد مͺمل های به پرداختن چون
است، دوگان نگاشت های و پوچ سازها از راحت تر

با کار به نیازی داخلͬ، حاصل ضرب فضاهای درزمینۀ
نیست. دوگان نگاشت های و پوچ سازها

و 𝑉 ′ با 𝑉 همانند سازی تحت است. خطͬ نگاشت ͷی 𝑇 ∶ 𝑉 → 𝑊 کنید فرض

𝑇 ′∶ 𝑊 ′ →𝑉 ′ دوگان نگاشت با متناظر 𝑇 ∗∶ 𝑊 →𝑉 الحاقͬ نگاشت ،𝑊 ′ با 𝑊 همانندسازی

این تحت کنید. بررسͬ ͬ خواهد م شما از ۳۲ تمرین چنان که شد، تعریف ۱۱۸ .۳ در که است

و nuⅼⅼ𝑇 ′ فرمول های با ۷. ۶(ب)] و [۷. ۶(ا) range𝑇 ∗ و nuⅼⅼ𝑇 ∗ فرمول های همانند سازی،

𝑇 ∗ ماتریس به مربوط قضیۀ بە علاوە ، ͬ شوند. م یͺسان ۳. ۱۳۰(ب)] و [۳. ۱۲۸(ا) range𝑇 ′

است. مشابه (۱۳۲ .۳) 𝑇 ′ به مربوط قضیۀ با (۹ .۷)

خودالحاقͬ عملͽرهای

در بە جای ͬ کنیم. م معطوف داخلͬ حاصل ضرب فضاهای روی عملͽرها به را خود توجه اکنون

یاد به ͬ کنیم؛ م تمرکز 𝑉 به 𝑉 از خطͬ نگاشت های به ،𝑊 به 𝑉 از خطͬ نگاشت های گرفتن نظر

ͬ نامند. م عملͽر را خطͬ نگاشت های چنین که بیاورید

خودالحاقͬ تعریف: ۱۰ .۷

.𝑇 = 𝑇 ∗ اگر ͬ شود، م نامیده خودالحاقͬ 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) عملͽر ͷی

اگر است، خودالحاقͬ 𝑇 آن گاه باشد، 𝑉 یͺامتعامد پایۀ ͷی 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) اگر

ͬ شود. م نتیجه ۹ .۷ از چنان که ،ℳ(𝑇 , (𝑒۱,… , 𝑒𝑛)) = ℳ(𝑇 , (𝑒۱,… , 𝑒𝑛))
∗

اگر تنها و

آن ماتریس براساس 𝑇 بودن خودالحاقͬ تعیین مثال: ۱۱ .۷

استاندارد) پایۀ به (نسبت آن ماتریس که است 𝐅۲ روی عملͽر 𝑇 و 𝑐 ∈ 𝐅 کنید فرض
بە صورت

ℳ(𝑇) = ( ۲ 𝑐
۳ ۷

)

است: زیر بە صورت استاندارد) پایۀ به (نسبت 𝑇 ∗ ماتریس است.

ℳ(𝑇 ∗) = ( ۲ ۳
𝑐 ۷

).

خودالحاقͬ 𝑇 عملͽر نتیجه در .𝑐 = ۳ اگر تنها و اگر ،ℳ(𝑇) = ℳ(𝑇 ∗) بنابراین
.𝑐 = ۳ اگر تنها و اگر است،

مزدوج با مشابه نقشͬ ،ℒ(𝑉 ) روی الحاقͬ که است آن سپردن خاطر به برای خوبی قیاس

ͷی ازاین رو 𝑧؛ = ̄𝑧 اگر تنها و اگر است، حقیقͬ 𝑧 مختلط عدد ͷی دارد. 𝐂 روی مختلط

است. حقیقͬ عدد ͷی با مشابه (𝑇 = 𝑇 ∗) خودالحاقͬ عملͽر

تنها و اگر است، خودالحاقͬ 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) عملͽر ͷی
باشیم داشته 𝑣,𝑤 ∈ 𝑉 هر برای اگر

⟨𝑇𝑣,𝑤⟩ = ⟨𝑣,𝑇𝑤⟩.

برخͬ در بالا در بحث مورد قیاس که دید خواهیم بعدی، نتیجۀ در مقدارهای ویژه از شروع با

است. منعکس خودالحاقͬ عملͽرهای مهم خاصیت های از

زمانͬ تنها بعدی نتیجۀ بنابراین است، حقیقͬ مقدارویژه هر تعریف، طبق آن گاه ،𝐅 = 𝐑 اگر

.𝐅 = 𝐂 است که جالب

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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خودالحاقͬ عملͽرهای ویژۀ مقدارهای ۱۲ .۷

است. حقیقͬ خودالحاقͬ، عملͽر ͷی مقدارویژۀ هر

است، 𝑉 در غیرصفر بردار ͷی 𝑣 کنید فرض و است 𝑇 مقدارویژۀ ͷی 𝜆 کنید فرض است. 𝑉 روی خودالحاقͬ عملͽر ͷی 𝑇 کنید فرض اثبات

آن گاه .𝑇𝑣 = 𝜆𝑣 که بە طوری

𝜆‖𝑣‖۲ = ⟨𝜆𝑣, 𝑣⟩ = ⟨𝑇𝑣, 𝑣⟩ = ⟨𝑣, 𝑇 𝑣⟩ = ⟨𝑣, 𝜆𝑣⟩ = 𝜆̄‖𝑣‖۲.

■ است. مطلوب چنان که ͬ باشد، م 𝜆 بودن حقیقͬ معنͬ به که ،𝜆 = 𝜆̄ نتیجه در

عملͽر مثال، بە عنوان است. نادرست حقیقͬ داخلͬ حاصل ضرب فضاهای برای بعدی نتیجۀ

نتیجه در ͬ باشد؛ م مبدأ حول ۹۰∘ پادساعت گرد دوران ͷی که بͽیرید نظر در را 𝑇 ∈ ℒ(𝐑۲)
.𝑇 ≠ ۰ هرچند است، متعامد 𝑣 با 𝑣 ∈ 𝐑۲ هر برای 𝑇𝑣 که کنید توجه .𝑇 (𝑥, 𝑦)= (−𝑦, 𝑥)

(𝐅 = 𝐂 فرض (با است متعامد 𝑣 با 𝑣 هر برای 𝑇𝑣 ⟺ 𝑇 = ۰ ۱۳ .۷

𝑇. آن گاه ∈ ℒ(𝑉 ) و است مختلط داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی 𝑉 کنید فرض

⟨𝑇 𝑣, 𝑣⟩ = ۰ 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای ⟺ 𝑇 = ۰.

آن گاه ،𝑢,𝑤 ∈ 𝑉 اگر اثبات

⟨𝑇𝑢,𝑤⟩ = ⟨𝑇 (𝑢 + 𝑤), 𝑢 + 𝑤⟩ − ⟨𝑇 (𝑢 − 𝑤), 𝑢 − 𝑤⟩
۴

+ ⟨𝑇(𝑢 + 𝑖𝑤), 𝑢 + 𝑖𝑤⟩ − ⟨𝑇 (𝑢 − 𝑖𝑤), 𝑢 − 𝑖𝑤⟩
۴

𝑖,

⟨𝑇 𝑣, 𝑣⟩ بە شͺل راست سمت در جمله هر مناسب، 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای که کنید توجه کرد. بررسͬ را آن راست سمت محاسبۀ انجام با ͬ توان م چنان که

است.

برای سپس که دارد، دلالت ⟨𝑇𝑢,𝑤⟩ = ۰ بر 𝑢,𝑤 ∈ 𝑉 هر برای بالا معادلۀ آن گاه .⟨𝑇 𝑣, 𝑣⟩ = ۰ داریم 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای کنید فرض اکنون

■ ͬ باشد. م مطلوب چنان که ،𝑇 = ۰ نتیجه در .(𝑤 = 𝑇𝑢 دهید (قرار دارد دلالت 𝑇𝑢 = ۰ بر 𝑢 ∈ 𝑉 هر

نظر در با چنان که است، نادرست حقیقͬ داخلͬ حاصل ضرب فضاهای برای بعدی نتیجۀ

دیده نیست، خودالحاقͬ که حقیقͬ داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی روی عملͽری هر گرفتن

ͬ شود. م

چͽونه اینکه از را دیͽری خوب مثال بعدی، نتیجۀ
رفتار حقیقͬ عددهای همانند خودالحاقͬ عملͽرهای

ͬ دهد. م ارئه ͬ کنند، م

(𝐅 = 𝐂 فرض (با است حقیقͬ 𝑣 هر برای ⟨𝑇 𝑣, 𝑣⟩ ⟺ است خودالحاقͬ 𝑇 ۱۴ .۷

𝑇. آن گاه ∈ ℒ(𝑉 ) و است مختلط داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی 𝑉 کنید فرض

است خودالحاقͬ 𝑇 ⟺ ⟨𝑇𝑣, 𝑣⟩ = 𝐑 𝑣 ∈ 𝑉 هر .برای

آن گاه ،𝑣 ∈ 𝑉 اگر اثبات

⟨𝑇 ∗𝑣, 𝑣⟩ = ⟨𝑣, 𝑇 ∗𝑣⟩ = ⟨𝑇𝑣, 𝑣⟩. (۱۵ .۷)

اکنون

است خودالحاقͬ 𝑇 ⟺ 𝑇 − 𝑇 ∗ = ۰

⟺ ⟨(𝑇 − 𝑇 ∗)𝑣, 𝑣⟩ = ۰ 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای

⟺ ⟨𝑇𝑣, 𝑣⟩ − ⟨𝑇𝑣, 𝑣⟩ = ۰ 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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⟺ ⟨𝑇𝑣, 𝑣⟩ ∈ 𝐑 𝑣 ∈ 𝑉 هر ,برای

■ ͬ شود. م نتیجه ۱۵ .۷ از سوم هم ارزی و شود اعمال 𝑇 − 𝑇 ∗ بر چنان که ͬ شود، م نتیجه ۱۳ .۷ از دوم هم ارزی آن، در که

𝑣 ∈ 𝑉 هر برای است ممͺن 𝑇 غیرصفر عملͽر ͷی ،𝑉 داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی روی

ͷی برای موضوع این که ͬ دهد م نشان بعدی نتیجۀ بااین حال، کند. صدق ⟨𝑇 𝑣, 𝑣⟩ = ۰ در

ͬ دهد. نم رخ خودالحاقͬ عملͽر

𝑣 هر برای ⟨𝑇 𝑣, 𝑣⟩ = ۰ و است خودالحاقͬ 𝑇 ⟺ 𝑇 = ۰ ۱۶ .۷

آن گاه باشد. 𝑉 روی خودالحاقͬ عملͽر ͷی 𝑇 کنید فرض

𝑣 ∈ 𝑉 هر برای ⟨𝑇 𝑣, 𝑣⟩ = ۰ ⟺ 𝑇 = ۰.

𝑇 که فرض این (بدون کردیم ثابت را مطلب این ببینید) را ۱۳ .۷) است مختلط داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی 𝑉 که زمانͬ برای قبلا اثبات

آن گاه ،𝑢,𝑤 ∈ 𝑉 اگر است. حقیقͬ داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی 𝑉 که کنیم فرض ͬ توانیم م بنابراین است). خودالحاقͬ

⟨𝑇𝑢,𝑤⟩ = ⟨𝑇 (𝑢 + 𝑤), 𝑢 + 𝑤⟩ − ⟨𝑇 (𝑢 − 𝑤), 𝑢 − 𝑤⟩
۴

, (۱۷ .۷)

معادلۀ از استفاده با راست سمت محاسبۀ با ͬ توان م چنان که

⟨𝑇𝑤, 𝑢⟩ = ⟨𝑤, 𝑇𝑢⟩ = ⟨𝑇𝑢,𝑤⟩

حقیقͬ داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی در چون است، برقرار دوم تساوی و است خودالحاقͬ 𝑇 چون است، برقرار اول تساوی آن، در که کرد اثبات

ͬ کنیم. م کار

است، ⟨𝑇 𝑣, 𝑣⟩ بە شͺل 𝑣 مناسب بردار برای ۱۷ .۷ راست سمت در جمله هر چون .⟨𝑇 𝑣, 𝑣⟩ = ۰ داریم 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای کنید فرض اکنون

،𝑇 = ۰ نتیجه در .𝑇𝑢 = ۰ داریم (𝑤 = 𝑇𝑢 دهید (قرار 𝑢 ∈ 𝑉 هر برای یعنͬ این .⟨𝑇𝑢,𝑤⟩ = ۰ داریم 𝑢,𝑤 ∈ 𝑉 هر برای یعنͬ این

■ ͬ باشد. م مطلوب چنان که

نرمال عملͽرهای

نرمال تعریف: ۱۸ .۷

الحاقͬ با اگر ͬ شود، م نامیده نرمال داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی روی عملͽر ͷی ●

شود. جابە جا خود
.𝑇𝑇 ∗ = 𝑇 ∗𝑇 اگر است، نرمال 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) دیͽر، بیان به ●

نتیجه در و 𝑇 ∗ = 𝑇 آن گاه باشد، خودالحاقͬ 𝑇 اگر زیرا است، نرمال خودالحاقͬ عملͽر هر

ͬ شود. م جابە جا 𝑇 ∗ با 𝑇

نیست خودالحاقͬ ولͬ است، نرمال که عملͽری مثال: ۱۹ .۷

استاندارد) پایۀ به (نسبت آن ماتریس که است 𝐅۲ روی عملͽری 𝑇 کنید فرض

( ۲ −۳
۳ ۲

)

.𝑇 (𝑤, 𝑧) = (۲𝑤 − ۳𝑧, ۳𝑤 + ۲𝑧) بنابراین ͬ باشد. م
با ،( است برابر ۳ با (که ۱ ستون و ۲ سطر درایۀ زیرا نیست، خودالحاقͬ 𝑇 عملͽر این

نیست. برابر ( است برابر −۳ با (که ۲ ستون و ۱ سطر درایۀ مختلط مزدوج

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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با برابر 𝑇𝑇 ∗ ماتریس

ͬ باشد. )م ۱۳ ۰
۰ ۱۳

) با برابر که است ( ۲ −۳
۳ ۲

)( ۲ ۳
−۳ ۲

)

با برابر 𝑇 ∗𝑇 ماتریس مشابه، بە طور

ͬ باشد. )م ۱۳ ۰
۰ ۱۳

) با برابر که است ( ۲ ۳
−۳ ۲

)( ۲ −۳
۳ ۲

)

در .𝑇𝑇 ∗ = 𝑇 ∗𝑇 که ͬ کنیم م مشاهده هستند، یͺسانͬ ماتریس دارای 𝑇 ∗𝑇 و 𝑇𝑇 ∗ چون
است. نرمال 𝑇 نتیجه

نتیجۀ دارند. را ویژه توجه ارزش نرمال عملͽرهای چرا که ͬ کنیم م مشاهده بعدی بخش در

ͬ سازد. م فراهم را نرمال عملͽرهای از مفید مشخصە یابی ͷی بعدی،

باشند یͺسانͬ نرم دارای 𝑇 ∗𝑣 و 𝑇𝑣 اگر تنها و اگر است، نرمال 𝑇 ۲۰ .۷

𝑇. آن گاه ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض
است نرمال 𝑇 ⟺ ‖𝑇𝑣‖ = ‖𝑇 ∗𝑣‖ 𝑣 ∈ 𝑉 هر .برای

داریم اثبات

است نرمال 𝑇 ⟺ 𝑇 ∗𝑇 − 𝑇𝑇 ∗ = ۰

⟺ ⟨(𝑇 ∗𝑇 − 𝑇𝑇 ∗)𝑣, 𝑣⟩ = ۰ 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای

⟺ ⟨𝑇 ∗𝑇𝑣, 𝑣⟩ = ⟨𝑇𝑇 ∗𝑣, 𝑣⟩ 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای

⟺ ⟨𝑇𝑣, 𝑇𝑣⟩ = ⟨𝑇 ∗𝑣, 𝑇 ∗𝑣⟩ 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای

⟺ ‖𝑇𝑣‖۲ = ∥𝑇 ∗𝑣∥۲ 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای

⟺ ‖𝑇𝑣‖ = ∥𝑇 ∗𝑣∥ 𝑣 ∈ 𝑉 هر ,برای

■ است). خودالحاقͬ 𝑇 ∗𝑇 − 𝑇𝑇 ∗ عملͽر که کنید (توجه کنیم برقرار را دوم هم ارزی تا کردە ایم استفاده ۱۶ .۷ از آن در که

۳ تمرین با را بعدی نتیجۀ از (ه) بند ͬ دهد. م ارائه را بالا نتیجۀ از پیامد چندین بعدی، نتیجۀ

مجموعه) ͷی (بە عنوان عملͽر هر الحاقͬ مقدارهای ویژۀ که ͬ کند م بیان تمرین آن کنید. مقایسه

بردارهای درخصوص مطلبی تمرین، هستند. برابر عملͽر مقدارهای ویژۀ مختلط مزدوج های با

باشند. داشته متفاوت بردارهای ویژۀ است ممͺن آن الحاقͬ و عملͽر ͷی زیرا ͬ گوید، نم  ویژه

بردارهای دارای آن الحاقͬ و نرمال عملͽر ͷی که ͬ کند م ایجاب بعدی نتیجۀ از (ه) بند بااین حال،

باشند. یͺسانͬ  ویژۀ

نرمال عملͽر ͷی بردارهای ویژۀ و پوچ فضای برد، ۲۱ .۷

آن گاه است. 𝑇 نرمال ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض
nuⅼⅼ𝑇؛ = nuⅼⅼ𝑇 ∗ (ا)

range𝑇؛ = range𝑇 ∗ (ب)
𝑉؛ = nuⅼⅼ𝑇 ⊕ range𝑇 (ج)

است؛ نرمال 𝜆 ∈ 𝐅 هر برای 𝑇 − 𝜆𝐼 (د)
.𝑇 ∗𝑣 = 𝜆̄𝑣 اگر تنها و اگر ،𝑇𝑣 = 𝜆𝑣 آن گاه ،𝜆 ∈ 𝐅 و 𝑣 ∈ 𝑉 اگر (ه)

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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اثبات

آن گاه ،𝑣 ∈ 𝑉 کنید فرض (ا)

𝑣 ∈ nuⅼⅼ𝑇 ⟺ ‖𝑇𝑣‖ = ۰ ⟺ ∥𝑇 ∗𝑣∥ = ۰ ⟺ 𝑣 ∈ nuⅼⅼ𝑇 ∗,

.nuⅼⅼ𝑇 = nuⅼⅼ𝑇 ∗ نتیجه در ͬ شود. م حاصل ۲۰ .۷ از بالا در وسط هم ارزی آن، در که

داریم (ب)

range𝑇 = (nuⅼⅼ𝑇 ∗)⟂ = (nuⅼⅼ𝑇 )⟂ = range𝑇 ∗,

ͬ شود. م نتیجه ۷. ۶(ب) از سوم تساوی و ͬ شود م حاصل نتیجه این در (ا) بند از دوم تساوی ͬ شود، م نتیجه ۷. ۶(د) از اول تساوی آن، در که

داریم (ج)

𝑉 = (nuⅼⅼ𝑇 ) ⊕ (nuⅼⅼ𝑇 )⟂ = nuⅼⅼ𝑇 ⊕ range𝑇 ∗ = nuⅼⅼ𝑇 ⊕ range𝑇 ,

ͬ شود. م حاصل نتیجه این در (ب) بند از سوم تساوی و ͬ شود م نتیجه ۷. ۶(ب) از دوم تساوی ͬ شود، م نتیجه ۴۹ .۶ از اول تساوی آن، در که

آن گاه ،𝜆 ∈ 𝐅 کنید فرض (د)

(𝑇 − 𝜆𝐼)(𝑇 − 𝜆𝐼)∗ = (𝑇 − 𝜆𝐼)(𝑇 ∗ − 𝜆̄𝐼)

= 𝑇𝑇 ∗ − 𝜆̄𝑇 − 𝜆𝑇 ∗ + |𝜆|۲𝐼

= 𝑇 ∗𝑇 − 𝜆̄𝑇 − 𝜆𝑇 ∗ + |𝜆|۲𝐼

= (𝑇 ∗ − 𝜆̄𝐼)(𝑇 − 𝜆𝐼)

= (𝑇 − 𝜆𝐼)∗(𝑇 − 𝜆𝐼).

است. نرمال 𝑇 − 𝜆𝐼 نتیجه در ͬ شود. م جابە جا خود الحاقͬ با 𝑇 − 𝜆𝐼 ازاین رو

که ͬ کنند م ایجاب ۲۰ .۷ و (د) آن گاه .𝜆 ∈ 𝐅 و 𝑣 ∈ 𝑉 کنید فرض (ه)

∥(𝑇 − 𝜆𝐼)𝑣 ∥ = ∥(𝑇 − 𝜆𝐼)∗𝑣 ∥ = ∥ (𝑇 ∗ − 𝜆̄𝐼)𝑣 ∥ .

■ .𝑇 ∗𝑣 = 𝜆̄𝑣 اگر تنها و اگر ،𝑇𝑣 = 𝜆𝑣 نتیجه در .∥ (𝑇 ∗ − 𝜆̄𝐼)𝑣 ∥ = ۰ اگر تنها و اگر ،∥(𝑇 − 𝜆𝐼)𝑣 ∥ = ۰ بنابراین

کاربرد خودالحاقͬ عملͽرهای در بە ویژه بعدی نتیجۀ است، نرمال خودالحاقͬ عملͽر هر چون

دارد.

نرمال عملͽرهای برای متعامد بردارهای ویژۀ ۲۲ .۷

هستند. متعامد متمایز، مقدارهای ویژۀ با متناظر 𝑇 بردارهای ویژۀ آن گاه است. نرمال 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض

۷. ۲۱(ه) بنابر .𝑇𝑣 = 𝛽𝑣 و 𝑇𝑢 = 𝛼𝑢 بنابراین باشند. 𝑣 و 𝑢 متناظر بردارهای ویژۀ با 𝑇 متمایز مقدارهای ویژۀ ،𝛽 و 𝛼 کنید فرض اثبات

ازاین رو .𝑇 ∗𝑣 = ̄𝛽𝑣 داریم

(𝛼 − 𝛽)⟨𝑢, 𝑣⟩ = ⟨𝛼𝑢, 𝑣⟩ − ⟨𝑢, ̄𝛽𝑣⟩

= ⟨𝑇𝑢, 𝑣⟩ − ⟨𝑢, 𝑇 ∗𝑣⟩

= ۰.

■ است. مطلوب چنان که هستند، متعامد 𝑣 و 𝑢 نتیجه در .⟨𝑢, 𝑣⟩ = ۰ که است معنͬ این به بالا معادلۀ ،𝛼 ≠ 𝛽 چون

بااین حال، ͬ باشد. م بامعنا 𝐅 = 𝐂 که زمانͬ تنها بعدی نتیجۀ شد، بیان اینجا در چنان که

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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ببینید. را ۱۲ تمرین دارند، معنا 𝐅 = 𝐑 وقتͬ و 𝐅 = 𝐂 وقتͬ آن، در که نسخە ای برای

ℒ(𝑉 ) روی الحاقͬ با ،𝐂 و ℒ(𝑉 ) بین قیاس تحت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و 𝐅 = 𝐂 کنید فرض

تعریف طبق 𝐵 و 𝐴 عملͽرهای ͬ کند، م بازی را 𝐂 روی مختلط مزدوج با مشابهͬ نقش که

باید زیر نتیجۀ غیررسمͬ عنوان ازاین رو هستند. 𝑇 موهومͬ و حقیقͬ قسمت های با متناظر ۲۴ .۷

باشد. معنادار

است نرمال 𝑇 ⟺ ͬ شوند م جابە جا 𝑇 موهومͬ و حقیقͬ قسمت های ۲۳ .۷

باشند، داشته وجود 𝐵 و 𝐴 جابە جا شوندۀ خودالحاقͬ عملͽرهای اگر تنها و اگر است، نرمال 𝑇 آن گاه .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و 𝐅 = 𝐂 کنید فرض
.𝑇 = 𝐴+ 𝑖𝐵 که بە طوری

دهید قرار است. نرمال 𝑇 کنید فرض اول اثبات

𝐴 = 𝑇 + 𝑇 ∗

۲
و 𝐵 = 𝑇 − 𝑇 ∗

۲𝑖 . (۲۴ .۷)

که ͬ دهد م نشان سریع محاسبۀ ͷی .𝑇 = 𝐴+ 𝑖𝐵 و هستند خودالحاقͬ 𝐵 و 𝐴 آن گاه

𝐴𝐵 −𝐵𝐴 = 𝑇 ∗𝑇 − 𝑇𝑇 ∗

۲𝑖 . (۲۵ .۷)

است. مطلوب چنان که ͬ شوند، م جابە جا 𝐵 و 𝐴 عملͽرهای بنابراین است. ۰ با برابر بالا معادلۀ راست سمت است، نرمال 𝑇 چون

.𝑇 = 𝐴 + 𝑖𝐵 که بە طوری دارند، وجود 𝐵 و 𝐴 جابە جا شوندۀ خودالحاقͬ عملͽرهای کنید فرض اکنون دیͽر، جهت در دلالت اثبات برای

و آخر معادلۀ دو تفریق با ͬ شود. م حاصل ۲۴ .۷ در 𝐴 برای معادله ،۲ بر تقسیم با سپس و آخر معادلۀ دو کردن جمع با .𝑇 ∗ = 𝐴 − 𝑖𝐵 آن گاه

ایجاب ۲۵ .۷ ͬ شوند، م جابە جا 𝐴 و 𝐵 چون دارد. دلالت ۲۵ .۷ بر ۲۴ .۷ اکنون ͬ شود. م حاصل ۲۴ .۷ در 𝐵 برای معادله ،۲𝑖 بر تقسیم با سپس

■ ͬ باشد. م مطلوب چنان که است، نرمال 𝑇 که ͬ کند م

۱ −۷ تمرین های

بە صورت را 𝑇 ∈ ℒ(𝐅𝑛) است. مثبت صحیح عدد ͷی 𝑛 کنید فرض ۱

𝑇 (𝑧۱,… , 𝑧𝑛) = (۰, 𝑧۱,… , 𝑧𝑛−۱)

کنید. پیدا 𝑇 ∗(𝑧۱,… , 𝑧𝑛) برای فرمولͬ ͬ کنیم. م تعریف
کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض ۲

𝑇 = ۰ ⟺ 𝑇 ∗ = ۰ ⟺ 𝑇 ∗𝑇 = ۰ ⟺ 𝑇𝑇 ∗ = ۰.

کنید ثابت .𝜆 ∈ 𝐅 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۳

است 𝑇 مقدارویژۀ ͷی 𝜆 ⟺ است 𝑇 ∗ مقدارویژۀ ͷی 𝜆̄.

کنید ثابت است. 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۴

است ناوردا 𝑇 تحت 𝑈 ⟺ است ناوردا 𝑇 ∗ تحت 𝑈⟂.

کنید ثابت است. 𝑊 یͺامتعامد پایۀ ͷی 𝑓۱,… , 𝑓𝑚 و است 𝑉 یͺامتعامد پایۀ ͷی 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 کنید فرض .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض ۵

‖𝑇 𝑒۱‖۲ +⋯+ ‖𝑇𝑒𝑛‖۲ = ∥𝑇 ∗𝑓۱∥
۲ +⋯+ ∥𝑇 ∗𝑓𝑚∥۲.

ندارد. بستگͬ 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 به معادله راست سمت ولͬ دارند، بستگͬ 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 یͺامتعامد پایۀ به بالا معادلۀ در ‖𝑇 𝑒۱‖۲,… , ‖𝑇 𝑒𝑛‖۲ عددهای
ندارد. بستگͬ شود، استفاده 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 یͺامتعامد پایۀ کدام اینکه به چپ، سمت حاصل جمع که ͬ دهد م نشان بالا معادلۀ بنابراین

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض ۶
است؛ ͷبە ی ͷی 𝑇 ⟺ است پوشا 𝑇 ∗ (ا)
است. پوشا 𝑇 ⟺ است ͷبە ی ͷی 𝑇 ∗ (ب)

آن گاه ،𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) اگر کنید ثابت ۷
ⅾiⅿ؛ nuⅼⅼ𝑇 ∗ = ⅾiⅿ nuⅼⅼ𝑇 + ⅾiⅿ𝑊 − ⅾiⅿ𝑉 (ا)

.ⅾiⅿ range𝑇 ∗ = ⅾiⅿ range𝑇 (ب)
رتبۀ با برابر 𝐴 سطری رتبۀ کنید ثابت کرده، استفاده ۷ تمرین در (ب) بند از است. 𝐅 در درایە ها با 𝑛 در 𝑚 ماتریس ͷی 𝐴 کنید فرض ۸

ͬ باشد. م 𝐴 ستونͬ

ͬ کند. م درخواست است، شده اثبات ۱۳۳ .۳ و ۵۷ .۳ در قبلا که نتیجە ای  برای را دیͽری جایͽزین اثبات تمرین این

شوند. جابە جا عملͽر دو اگر تنها و اگر است، خودالحاقͬ ،𝑉 روی خودالحاقͬ عملͽر دو حاصل ضرب کنید ثابت ۹
باشیم داشته 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای اگر تنها و اگر است، خودالحاقͬ 𝑇 کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و 𝐅 = 𝐂 کنید فرض ۱۰

⟨𝑇 𝑣, 𝑣⟩ = ⟨𝑇 ∗𝑣, 𝑣⟩.

ͬ کنیم. م تعریف 𝑆(𝑤, 𝑧) = (−𝑧,𝑤) توسط را 𝑆 ∶ 𝐅۲ → 𝐅۲ عملͽر ͷی ۱۱
کنید. پیدا 𝑆∗ برای فرمولͬ (ا)

نیست. خودالحاقͬ ولͬ است، نرمال 𝑆 دهید نشان (ب)
کنید. پیدا را 𝑆 مقدارهای ویژۀ همۀ (ج)

است. 𝐑۲ روی پادساعت گرد ۹۰∘ دوران عملͽر 𝑆 آن گاه ،𝐅 = 𝐑 اگر

اگر گویند، چوله را 𝐵 ∈ ℒ(𝑉 ) عملͽر ͷی ۱۲
𝐵∗ = −𝐵.

𝐴 که بە طوری باشند، داشته وجود 𝐵 و 𝐴 جا بە جا شوندۀ عملͽرهای اگر تنها و اگر است، نرمال 𝑇 کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض
.𝑇 = 𝐴+𝐵 و باشد چوله عملͽر ͷی 𝐵 باشد، خودالحاقͬ

ͬ کنیم. م تعریف 𝒜𝑇 = 𝑇 ∗ بە صورت 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) هر برای را 𝒜 ∈ ℒ(ℒ(𝑉 )) .𝐅 = 𝐑 کنید فرش ۱۳
کنید. پیدا را 𝒜 مقدارهای ویژۀ همۀ (ا)
کنید. پیدا را 𝒜 مینیمال چندجملە ای (ب)

تعریف زیر بە صورت را 𝑇 ∈ ℒ(𝒫۲(𝐑)) عملͽر ͷی ͬ کنیم. م تعریف ⟨𝑝, 𝑞⟩ = ∫۱
۰ 𝑝𝑞 توسط 𝒫۲(𝐑) روی را داخلͬ حاصل ضرب ͷی ۱۴

ͬ کنیم: م
𝑇(𝑎𝑥۲ + 𝑏𝑥 + 𝑐) = 𝑏𝑥.

نیست. خودالحاقͬ 𝑇 عملͽر داخلͬ، حاصل ضرب این با دهید نشان (ا)
است: زیر بە صورت 𝑥۲ ،𝑥 ،۱ پایۀ به نسبت 𝑇 ماتریس (ب)

⎛⎜⎜
⎝

۰ ۰ ۰
۰ ۱ ۰
۰ ۰ ۰

⎞⎟⎟
⎠

.

نیست. تناقض ͷی این چرا دهید توضیح نباشد. خودالحاقͬ 𝑇 گرچه است، خود مزدوج ترانهادۀ با برابر ماتریس این
کنید ثابت است. وارون پذیر 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۱۵

است؛ خودالحاقͬ 𝑇 ⟺ است خودالحاقͬ 𝑇−۱ (ا)
است. نرمال 𝑇 ⟺ است نرمال 𝑇−۱ (ب)

.𝐅 = 𝐑 کنید فرض ۱۶
است. ℒ(𝑉 ) زیرفضای ͷی ،𝑉 روی خودالحاقͬ عملͽرهای مجموعۀ دهید نشان (ا)

است؟ چند [ⅾiⅿ𝑉 [برحسب (ا) بند در ℒ(𝑉 ) زیرفضای بعد (ب)
نیست. ℒ(𝑉 ) زیرفضای ͷی ،𝑉 روی خودالحاقͬ عملͽرهای مجموعۀ دهید نشان .𝐅 = 𝐂 کنید فرض ۱۷
نیست. ℒ(𝑉 ) زیرفضای ͷی ،𝑉 روی نرمال عملͽرهای مجموعۀ دهید نشان .ⅾiⅿ𝑉 ≥ ۲ کنید فرض ۱۸

است. نرمال 𝑇 کنید ثابت .∥𝑇 ∗𝑣∥ ≤ ‖𝑇𝑣‖ داریم 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۱۹

دارند. توسعە یافتە ای نظریۀ که ͬ شود م نیم  نرمال عملͽرهای به منجر و نیست برقرار نامتناهͬ بعد با داخلͬ حاصل ضرب فضاهای در تمرین این

هستند. معادل زیر موارد کنید ثابت .𝑃 ۲ = 𝑃 که است طوری 𝑃 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۲۰
است. خودالحاقͬ 𝑃 (ا)

است. نرمال 𝑃 (ب)

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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.𝑃 = 𝑃𝑈 که بە طوری دارد، وجود 𝑉 از 𝑈 زیرفضای ͷی (ج)
داخلͬ حاصل ضرب ͷی کنید ثابت است. شده تعریف 𝐷𝑝 = 𝑝′ توسط که باشد مشتق گیری عملͽر 𝐷∶ 𝒫۸(𝐑) → 𝒫۸(𝐑) کنید فرض ۲۱

کند. تبدیل نرمال عملͽر ͷی به را 𝐷 که ندارد وجود 𝒫۸(𝐑) روی
نباشد. خودالحاقͬ ولͬ باشد، نرمال 𝑇 که بە طوری دهید، ارائه 𝑇 ∈ ℒ(𝐑۳) عملͽر ͷی از مثالͬ ۲۲

معادلات در 𝑣, 𝑤 ∈ 𝑉 کنید فرض همچنین باشد. 𝑉 روی نرمال عملͽر ͷی 𝑇 کنید فرض ۲۳

‖𝑣‖ = ‖𝑤‖ = ۲, 𝑇 𝑣 = ۳𝑣, 𝑇𝑤 = ۴𝑤

.‖𝑇 (𝑣 + 𝑤)‖ = ۱۰ دهید نشان صدق کنند.
و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۲۴

𝑎۰ + 𝑎۱𝑧 + 𝑎۲𝑧۲ +⋯+ 𝑎𝑚−۱𝑧𝑚−۱ + 𝑧𝑚

ͬ باشد: م زیر بە صورت 𝑇 ∗ مینیمال چندجملە ای کنید ثابت باشد. 𝑇 مینیمال چندجملە ای

𝑎۰ + 𝑎۱ 𝑧 + 𝑎۲ 𝑧۲ +⋯+ 𝑎𝑚−۱ 𝑧𝑚−۱ + 𝑧𝑚.

.𝐅 = 𝐑 اگر است، برابر 𝑇 مینیمال چندجملە ای با ،𝑇 ∗ مینیمال چندجملە ای که ͬ دهد م نشان تمرین این

باشد. قطری  پذیر 𝑇 ∗ اگر تنها و اگر است، قطری  پذیر 𝑇 کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۲۵
ͬ کنیم. م تعریف 𝑇𝑣 = ⟨𝑣, 𝑢⟩𝑥 بە صورت 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای را 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) عملͽر بͽیرید. ثابت را 𝑢, 𝑥 ∈ 𝑉 ۲۶

باشد. خطͬ وابستۀ 𝑥 ،𝑢 لیست اگر تنها و اگر است، خودالحاقͬ 𝑇 آن گاه باشد، حقیقͬ برداری فضای ͷی 𝑉 اگر کنید ثابت (ا)
باشد. خطͬ وابستۀ 𝑥 ،𝑢 لیست اگر تنها و اگر است، نرمال 𝑇 کنید ثابت (ب)

داریم: 𝑘 مثبت صحیح عدد هر برای کنید ثابت است. نرمال 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۲۷

nuⅼⅼ𝑇 𝑘 = nuⅼⅼ𝑇 و range𝑇 𝑘 = range𝑇 .

نیست. (𝑥 − 𝜆)۲ از چندجملە ای مضرب ͷی ،𝑇 مینیمال چندجملە ای آن گاه ،𝜆 ∈ 𝐅 اگر کنید ثابت است. نرمال 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۲۸
هر برای که بە طوری باشد، داشته وجود 𝑉 از 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 یͺامتعامد پایۀ ͷی و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) اگر دهید: ارائه نقض مثال ͷی یا کنید، ثابت ۲۹

است. نرمال 𝑇 آن گاه ،‖𝑇 𝑒𝑘‖ = ∥𝑇 ∗𝑒𝑘∥ باشیم داشته 𝑘 = ۱,… , 𝑛
.𝑧۱ + 𝑧۲ + 𝑧۳ = ۰ کنید ثابت .(𝑧۱, 𝑧۲, 𝑧۳) ∈ nuⅼⅼ𝑇 کنید فرض .𝑇 (۱, ۱, ۱) = (۲, ۲, ۲) و است نرمال 𝑇 ∈ ℒ(𝐅۳) کنید فرض ۳۰
⟨𝑓, 𝑔⟩ = داخلͬ حاصل ضرب با [−𝜋, 𝜋] روی ͬ مقدار حقیق توابع داخلͬ حاصل ضرب فضای در بͽیرید. ثابت را 𝑛 مثبت صحیح عدد ۳۱

دهید قرار ،∫𝜋
−𝜋 𝑓𝑔

𝑉 = span(۱, ⅽos𝑥, ⅽos ۲𝑥,… , ⅽos𝑛𝑥, sin𝑥, sin ۲𝑥,… , sin𝑛𝑥).
نیست. خودالحاقͬ اما است، نرمال 𝐷 که بͽیرید نتیجه .𝐷∗ = −𝐷 دهید نشان ͬ کنیم. م تعریف 𝐷𝑓 = 𝑓 ′ توسط را 𝐷 ∈ ℒ(𝑉 ) (ا)

است. خودالحاقͬ 𝑇 دهید نشان ͬ کنیم. م تعریف 𝑇𝑓 = 𝑓″ توسط را 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) (ب)
متناظر همانند سازی و ببینید) را ۵۸ .۶) 𝑉 ′ با 𝑉 استاندارد همانند سازی تحت دهید نشان است. خطͬ نگاشت ͷی 𝑇 ∶ 𝑉 → 𝑊 کنید فرض ۳۲
𝑤 ∈ 𝑊 هر برای دهید نشان دقیق تر، بیان به است. 𝑇 ′ ∶ 𝑊 ′ → 𝑉 ′ دوگان نگاشت با متناظر 𝑇 ∗ ∶ 𝑊 → 𝑉 الحاقͬ نگاشت ،𝑊 ′ با 𝑊

داریم
𝑇 ′(𝜑𝑤) = 𝜑𝑇 ∗𝑤,

شدە اند. تعریف ۵۸ .۶ طبق 𝜑𝑇 ∗𝑤 و 𝜑𝑤 آن در که

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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طیفͬ قضیۀ ۲ −۷

در قطر، روی بە جز احتمالا که است مربعͬ ماتریس ͷی قطری، ماتریس ͷی که آورید یاد به

ͷی دارای عملͽر اگر گویند، قطری  پذیر را 𝑉 روی عملͽر ͷی که آورید یاد به است. ۰ جا همه

اگر ͬ دهد، م رخ موضوع این که آورید یاد به همچنین باشد. 𝑉 از پایە ای به نسبت قطری ماتریس

ببینید). را ۵۵ .۵) باشد داشته وجود عملͽر بردارهای ویژۀ شامل 𝑉 از پایە ای اگر تنها و

وجود آن ها برای 𝑉 از یͺامتعامد پایۀ ͷی که هستند آن هایی ،𝑉 روی عملͽرها مناسب ترین

𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) عملͽرهای دقیقا این ها است. قطری ماتریس ͷی دارای عملͽر آن، به نسبت که دارد

در ما هدف دارد. وجود 𝑇 بردارهای ویژۀ شامل 𝑉 از یͺامتعامد پایۀ ͷی که بە طوری هستند،

وقتͬ خودالحاقͬ، عملͽرهای بە عنوان را عملͽرها این که است طیفͬ قضیۀ اثبات بخش، این

ͬ کند. م توصیف ،𝐅 = 𝐂 وقتͬ نرمال، عملͽرهای بە عنوان و 𝐅 = 𝐑
داخلͬ حاصل ضرب فضاهای روی عملͽرها مطالعۀ در ابزار مفید ترین احتمالا طیفͬ قضیۀ

۴ −۱۰ بخش مثال، (برای نامتناهͬ بعد با داخلͬ حاصل ضرب فضاهای برخͬ به آن توسعۀ است.

بازی تابعͬ آنالیز در را کلیدی نقش ببینید)، را حقیقͬ آنالیز و انتگرال گیری اندازه، مؤلف کتاب

ͬ کند. م

طیفͬ قضیۀ نام به قسمت دو به را طیفͬ قضیۀ دارد، بستگͬ 𝐅 به طیفͬ قضیۀ نتیجۀ چون

ͬ کنیم. م تقسیم مختلط طیفͬ قضیۀ و حقیقͬ

حقیقͬ طیفͬ قضیۀ

دو هر در مقدماتͬ نتیجە های این داریم. نیاز مقدماتͬ نتیجۀ دو به حقیقͬ طیفͬ قضیۀ اثبات برای

مختلط طیفͬ قضیۀ اثبات برای ولͬ هستند، برقرار مختلط و حقیق داخلͬ حاصل ضرب فضای

نیستند. نیاز مورد

دست به برای ͬ توان م را مربع تکمیل ͷتکنی این
برد. کار به دوم درجۀ فرمول آوردن

بودن درست ͬ توانید م حقیقͬ، ضرایب با دوم درجۀ چندجملە ای های مورد در کردن فکر با

𝑏, 𝑐 ∈ 𝐑 کنید فرض مشخص، بە طور کنید. کشف را آن اثبات حتͬ و بزنید حدس را بعدی نتیجۀ

آن گاه است. حقیقͬ عدد ͷی 𝑥 کنید فرض .𝑏۲ < ۴𝑐 و

𝑥۲ + 𝑏𝑥 + 𝑐 = (𝑥 + 𝑏
۲
)

۲

+(𝑐 − 𝑏۲
۴
) > ۰.

با نیست). ۰ اینکه بیان برای پیچیدە ای (راه است وارون پذیر حقیقͬ عدد ͷی 𝑥۲+𝑏𝑥+𝑐 بە ویژه

عملͽرهای و حقیقͬ عددهای بین (قیاس خودالحاقͬ عملͽر ͷی با 𝑥 حقیقͬ عدد کردن جایͽزین

ͬ شود. م بعدی نتیجۀ به منجر بیاورید)، یاد به را خودالحاقͬ

وارون پذیر دوم درجۀ عبارت های ۲۶ .۷

است: وارون پذیر عملͽر ͷی زیر، عملͽر آن گاه .𝑏۲ < ۴𝑐 که هستند طوری 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐑 و است خودالحاقͬ 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض

𝑇 ۲ + 𝑏𝑇 + 𝑐𝐼.

آن گاه است. 𝑉 در غیرصفر بردار ͷی 𝑣 کنید فرض اثبات

⟨(𝑇 ۲ + 𝑏𝑇 + 𝑐𝐼)𝑣, 𝑣⟩ = ⟨𝑇 ۲𝑣, 𝑣⟩ + 𝑏⟨𝑇𝑣, 𝑣⟩ + 𝑐⟨𝑣, 𝑣⟩

= ⟨𝑇𝑣, 𝑇 𝑣⟩ + 𝑏⟨𝑇𝑣, 𝑣⟩ + 𝑐‖𝑣‖۲

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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≥ ‖𝑇𝑣‖۲ − |𝑏| ‖𝑇 𝑣‖ ‖𝑣‖ + 𝑐‖𝑣‖۲

= (‖𝑇𝑣‖ − |𝑏| ‖𝑣‖
۲

)
۲

+(𝑐 − 𝑏۲
۴
)‖𝑣‖۲

> ۰,

.(𝑇 ۲ + 𝑏𝑇 + 𝑐𝐼)𝑣 ≠ ۰ که است معنͬ این به نامساوی آخرین است. برقرار (۱۴ .۶) کوشͬ⁃شوارتز نامساوی طبق بالا در سوم خط آن در که

■ ببینید). را ۶۵ .۳) است وارون پذیر یعنͬ این که است، ͷبە ی ͷی 𝑇 ۲ + 𝑏𝑇 + 𝑐𝐼 نتیجه در

بود. خواهد حقیقͬ طیفͬ قضیۀ اثبات در کلیدی ابزار ͷی بعدی نتیجۀ

خودالحاقͬ عملͽر مینیمال چندجملە ای ۲۷ .۷

است. (𝑧 − 𝜆۱)⋯ (𝑧 − 𝜆𝑚) با برابر 𝜆۱,… , 𝜆𝑚 ∈𝐑 از مقداری برای 𝑇 مینیمال چندجملە ای آن گاه است. خودالحاقͬ 𝑇 ∈ℒ(𝑉 ) کنید فرض

حقیقͬ 𝑇 مقدارهای ویژۀ همۀ ۵. ۲۷(ا)]. [طبق هستند 𝑇 مقدارهای ویژۀ ،𝑇 مینیمال چندجملە ای صفرهای .𝐅 = 𝐂 کنید فرض ابتدا اثبات

است. نظر مورد شͺل دارای 𝑇 مینیمال چندجملە ای که ͬ کند م بیان ببینید) را ۱۳ .۴) جبر اساسͬ قضیۀ دوم نسخۀ بنابراین .(۱۲ .۷ (طبق هستند

𝑏۱,… , 𝑏𝑁 , 𝑐۱,… , 𝑐𝑁 ∈ 𝐑 و 𝜆۱,… , 𝜆𝑚 ∈ 𝐑 ببینید)، را ۱۶ .۴) 𝐑 روی چندجملە ای ͷی تجزیۀ طبق .𝐅 = 𝐑 کنید فرض اکنون

با است برابر 𝑇 مینیمال چندجملە ای که بە طوری ،𝑘 هر برای 𝑏𝑘۲ < ۴𝑐𝑘 با دارند، وجود

(𝑧 − 𝜆۱)⋯ (𝑧 − 𝜆𝑚)(𝑧۲ + 𝑏۱𝑧 + 𝑐۱)⋯ (𝑧۲ + 𝑏𝑁𝑧 + 𝑐𝑁); (۲۸ .۷)

اکنون ندارند. وجود متناظر بە شͺل جملاتͬ هیچ که معنͬ این به باشند، ۰ است ممͺن 𝑁 یا 𝑚 یا اینجا در

(𝑇 − 𝜆۱𝐼)⋯ (𝑇 − 𝜆𝑚𝐼)(𝑇 ۲ + 𝑏۱𝑇 + 𝑐۱𝐼)⋯ (𝑇 ۲ + 𝑏𝑁𝑇 + 𝑐𝑁𝐼) = ۰.

عملͽر ͷی ۲۶ .۷ طبق (که کنیم ضرب 𝑇 ۲ + 𝑏𝑁𝑇 + 𝑐𝑁𝐼 وارون در راست سمت از را بالا معادلۀ طرف دو ͬ توانستیم م آن گاه ،𝑁 > ۰ اگر

۲۸ .۷ درجۀ از کمتر واحد دو درجۀ از متناظر، چندجملە ای آوریم. دست به است، ۰ با برابر که 𝑇 از چندجملە ای عبارت ͷی تا است) وارون پذیر

۲۸ .۷ در مینیمال چندجملە ای یعنͬ که 𝑁 = ۰ باشیم داشته باید نتیجه در است. خاصیت این با چندجملە ای درجۀ بودن مینیمال ناقض که ͬ شد م

■ است. مطلوب چنان که ͬ باشد، م (𝑧 − 𝜆۱)⋯ (𝑧 − 𝜆𝑚) بە شͺل

مقدارویژه ͷی دارای خودالحاقͬ عملͽر هر اینکه بر دارد دلالت ۵. ۲۷(ا) بە همراه بالا نتیجۀ

کافͬ بردارهای ویژۀ خودالحاقͬ، عملͽرهای دید، خواهیم بعدی نتیجۀ در چنان که واقع، در است.

دارند. را پایه ͷی تشͺیل برای

حاصل ضرب فضای ͷی روی را خودالحاقͬ عملͽرهای از کاملͬ توصیف که بعدی نتیجۀ

است. خطͬ جبر در اصلͬ قضیە های از ͬͺی ͬ دهد، م ارائه حقیقͬ داخلͬ

حقیقͬ طیفͬ قضیۀ ۲۹ .۷

هستند. معادل زیر موارد آن گاه .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و 𝐅 = 𝐑 کنید فرض
است. خودالحاقͬ 𝑇 (ا)

است. 𝑉 از یͺامتعامد ی پایۀ به نسبت قطری ماتریس ͷی دارای 𝑇 (ب)
است. 𝑇 بردارهای ویژۀ شامل یͺامتعامد، پایۀ ͷی دارای 𝑉 (ج)

ایجاب ،۲۷ .۷ و ۳۷ .۶ بە ویژه مینیمال، چندجملە ای های درخصوص نتیجە ها است. خودالحاقͬ 𝑇 پس است، برقرار (ا) کنید فرض ابتدا اثبات

𝑇 ماتریس ترانهادۀ ،𝑇 ∗ ماتریس یͺامتعامد، پایۀ این به نسبت است. 𝑉 از یͺامتعامد ی پایۀ به نسبت بالامثلثͬ ماتریس ͷی دارای 𝑇 که ͬ کنند م

درایە های همۀ یعنͬ این است، بالامثلثͬ 𝑇 ماتریس چون است. برابر 𝑇 ماتریس با 𝑇 ماتریس ترانهادۀ بنابراین .𝑇 ∗ = 𝑇 بااین حال ͬ باشد. م

دارد. دلالت (ب) بر (ا) نتیجه در است. یͺامتعامد پایۀ به نسبت قطری ماتریس ͷی 𝑇 ماتریس ازاین رو هستند. ۰ قطر پایین و بالا در ماتریس

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



داخلͬ حاصل ضرب فضاهای روی عملͽرها ۷ ۲۰۶

با قطری ماتریس آن است. 𝑉 از یͺامتعامد ی پایۀ به نسبت قطری ماتریس ͷی دارای 𝑇 پس است، برقرار (ب) کنید فرض اکنون برعکس،

ͬ شود. م ثابت (ا) بر (ب) دلالت و 𝑇 ∗ = 𝑇 نتیجه در است. برابر 𝑇 ماتریس با 𝑇 ∗ ماتریس پایه، آن به نسبت بنابراین است. برابر خود ترانهادۀ

■ ببینید]. را ۵۵ .۵ در (ب) و (ا) هم ارزی اثبات [یا ͬ شود م نتیجه تعریف ها از (ج) و (ب) هم ارزی

عملͽر ͷی برای بردارهای ویژه از یͺامتعامد پایۀ ͷی مثال: ۳۰ .۷

بە صورت استاندارد) پایۀ به (نسبت آن ماتریس که بͽیرید نظر در را 𝐑۳ روی 𝑇 عملͽر

⎛⎜⎜
⎝

۱۴ −۱۳ ۸
−۱۳ ۱۴ ۸
۸ ۸ −۷

⎞⎟⎟
⎠

خودالحاقͬ 𝑇 بنابراین است؛ برابر خود ترانهادۀ با حقیقͬ درایە های با ماتریس این است.
کنید، بررسͬ ͬ توانید م خود چنان که است.

(۱, −۱, ۰)√
۲

, (۱, ۱, ۱)√
۳

, (۱, ۱, −۲)√
۶

ماتریس ،𝑇 ماتریس پایه، این به نسبت 𝑇است. بردارهای ویژۀ 𝐑۳شامل یͺامتعامد پایۀ ͷی
است: زیر قطری

⎛⎜⎜
⎝

۲۷ ۰ ۰
۰ ۹ ۰
۰ ۰ −۱۵

⎞⎟⎟
⎠

.

عملͽر دو از بیش در هم زمان بە طور که حقیقͬ طیفͬ قضیۀ از نسخە ای برای را ۱۷ تمرین

ببینید. دارد، کاربرد

مختلط طیفͬ قضیۀ

را مختلط داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی روی نرمال عملͽرهای از کاملͬ توصیف بعدی، نتیجۀ

ͬ دهد. م ارائه

مختلط طیفͬ قضیۀ ۳۱ .۷

هستند. معادل زیر موارد آن گاه .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و 𝐅 = 𝐂 کنید فرض
است. نرمال 𝑇 (ا)

است. 𝑉 از یͺامتعامد ی پایۀ به نسبت قطری ماتریس ͷی دارای 𝑇 (ب)
است. 𝑇 بردارهای ویژۀ شامل یͺامتعامد، پایۀ ͷی دارای 𝑉 (ج)

نسبت که دارد وجود 𝑉 از 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 یͺامتعامد پایۀ ͷی ،(۳۸ .۶) شور قضیۀ طبق است. نرمال 𝑇 پس است، برقرار (ا) کنید فرض ابتدا اثبات

بنویسیم ͬ توانیم م بنابراین است. بالامثلثͬ ماتریس ͷی دارای 𝑇 آن به

ℳ(𝑇 , (𝑒۱,… , 𝑒𝑛)) =
⎛⎜⎜
⎝

𝑎۱,۱ ⋯ 𝑎۱,𝑛
⋱ ⋮

۰ 𝑎𝑛,𝑛

⎞⎟⎟
⎠

. (۳۲ .۷)

است. قطری ماتریس ͷی واقع در ماتریس این که ͬ دهیم م نشان

که ͬ کنیم م مشاهده بالا ماتریس از

‖𝑇 𝑒۱‖۲ = |𝑎۱,۱|۲,

∥𝑇 ∗𝑒۱∥
۲ = |𝑎۱,۱|۲ + |𝑎۱,۲|۲ +⋯+ |𝑎۱,𝑛|۲.

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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۳۲ .۷ ماتریس اول سطر در درایە ها همۀ که ͬ کنند م ایجاب بالا معادلۀ دو ازاین رو ببینید). را ۲۰ .۷) ‖𝑇 𝑒۱‖ = ∥𝑇 ∗𝑒۱∥ است، نرمال 𝑇 چون

باشند. ۰ با برابر همه ،𝑎۱,۱ اول درایۀ احتمالا بە جز

که ͬ کند م ایجاب ۳۲ .۷ اکنون

‖𝑇 𝑒۲‖۲ = |𝑎۲,۲|۲

و دادیم) نشان بالا پاراگراف در چنان که ،𝑎۱,۲ = ۰ (چون

∥𝑇 ∗𝑒۲∥
۲ = |𝑎۲,۲|۲ + |𝑎۲,۳|۲ +⋯+ |𝑎۲,𝑛|۲.

در احتمالا بە جز ،۳۲ .۷ ماتریس دوم سطر در درایە ها همۀ که هستند معنͬ این به بالا معادلۀ دو پس .‖𝑇 𝑒۲‖ = ∥𝑇 ∗𝑒۲∥ است، نرمال 𝑇 چون

هستند. ۰ با برابر 𝑎۲,۲ قطری درایۀ

دلالت اثبات و است برقرار (ب) نتیجه در هستند. ۰ با برابر ۳۲ .۷ ماتریس در غیرقطری درایە های همۀ که ͬ کنیم م مشاهده روال، این ادامۀ با

ͬ شود. م تکمیل (ب) بر (ا)

با پایه) همان به (نسبت 𝑇 ∗ ماتریس است. 𝑉 از یͺامتعامد ی پایۀ به نسبت قطری ماتریس دارای 𝑇 پس است، برقرار (ب) کنید فرض اکنون

نتیجه در ͬ شوند، م جابە جا قطری ماتریس دو هر است. قطری ماتریس ͷی دارای نیز 𝑇 ∗ بنابراین ͬ آید، م دست به 𝑇 ماتریس مزدوج ترانهادۀ گرفتن

ͬ شود. م تکمیل (ا) بر (ب) دلالت اثبات و است برقرار (ا) دیͽر، بیان به است. نرمال 𝑇 یعنͬ که ͬ شود، م جابە جا 𝑇 ∗ با 𝑇
■ ببینید). را ۵۵ .۵ (همچنین ͬ شود م نتیجه تعاریف از (ج) و (ب) هم ارزی

(ب) بر (ا) قبلͬ، نتیجۀ در اینکه مورد در جایͽزین اثبات های برای را ۲۰ و ۱۳ تمرین های

ببینید. دارد، دلالت

دامنه فضای توصیف با را مختلط طیفͬ قضیۀ و حقیقͬ طیفͬ قضیۀ ۱۵ و ۱۴ تمرین های

ͬ کنند. م تفسیر فضاهای ویژه متعامد مستقیم حاصل جمع بە عنوان

عملͽر ͷی از بیش در هم زمان بە طور که مختلط طیفͬ قضیۀ از نسخە ای برای را ۱۶ تمرین

ببینید. دارد، کاربرد

حاصل ضرب فضای ͷی روی نرمال عملͽر هر که است آن مختلط طیفͬ قضیۀ اصلͬ نتیجۀ

بعدی مثال در چنان که است، قطری  پذیر یͺامتعامد پایۀ ͷی توسط متناهͬ، بعد با مختلط داخلͬ

ͬ شود. م داده نشان

عملͽر ͷی برای بردارهای ویژه از یͺامتعامد پایۀ ͷی مثال: ۳۳ .۷

𝑇 (𝑤, 𝑧) = (۲𝑤− ۳𝑧, ۳𝑤+ ۲𝑧) توسط که بͽیرید نظر در را 𝑇 ∈ ℒ(𝐂۲) عملͽر
استاندارد) پایۀ به (نسبت 𝑇 ماتریس ͬ شود. م تعریف

( ۲ −۳
۳ ۲

)

است. نرمال عملͽر ͷی 𝑇 دیدیم، ۱۹ .۷ مثال در چنان که است.
کنید، بررسͬ ͬ توانید م چنان که

۱√
۲ (𝑖, ۱),

۱√
۲ (−𝑖, ۱)

،𝑇 ماتریس پایه، این به نسبت و است 𝑇 بردارهای ویژۀ شامل 𝐂۲ از یͺامتعامد پایۀ ͷی
است: زیر بە شͺل قطری ماتریس

( ۲+ ۳𝑖 ۰
۰ ۲− ۳𝑖 ) .

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



داخلͬ حاصل ضرب فضاهای روی عملͽرها ۷ ۲۰۸

۲ −۷ تمرین های

حقیقͬ آن مقدارهای ویژۀ همۀ اگر تنها و اگر است، خودالحاقͬ مختلط، داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی روی نرمال عملͽر ͷی کنید ثابت ۱
باشند.

ͬ کند. م تقویت را حقیقͬ عددهای و خودالحاقͬ عملͽرهای بین نرمال) عملͽرهای مورد (در قیاس تمرین، این

عملͽر از اسͺالری مضرب 𝑇 کنید ثابت است. مقدارویژه ͷی دارای تنها و است نرمال 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض .𝐅 = 𝐂 کنید فرض ۲
است. همانͬ

از 𝑈 زیرفضای اگر تنها و اگر دارد، قرار {۰, ۱} در 𝑇 مقدارهای ویژۀ مجموعۀ کنید ثابت است. نرمال 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و 𝐅 = 𝐂 کنید فرض ۳
.𝑇 = 𝑃𝑈 که بە طوری باشد، داشته وجود 𝑉

اگر تنها و اگر است)، خود الحاقͬ منفͬ با برابر (یعنͬ است چوله مختلط، داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی روی نرمال عملͽر ͷی کنید ثابت ۴
باشد). ۰ با برابر آن ها حقیقͬ قسمت (یعنͬ باشند محض موهومͬ آن مقدارهای ویژۀ همۀ

داخلͬ حاصل ضرب به (نسبت است نرمال 𝑇 آن گاه باشد، قطری  پذیر عملͽر ͷی 𝑇 ∈ ℒ(𝐂۳) اگر دهید: ارائه نقض مثال ͷی یا کنید، ثابت ۵
معمول).

𝑇 کنید ثابت .𝑇 ۹ = 𝑇 ۸ که بە طوری باشد، نرمال عملͽر ͷی 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و باشد مختلط داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی 𝑉 کنید فرض ۶
.𝑇 ۲ = 𝑇 و است خودالحاقͬ

.𝑇 ۲ ≠ 𝑇 ولͬ ،𝑇 ۹ = 𝑇 ۸ که بە طوری دهید، ارائه مختلط برداری فضای ͷی روی 𝑇 عملͽر ͷی از مثالͬ ۷
باشد. نیز 𝑇 ∗ بردارویژۀ ͷی ،𝑇 بردارویژۀ هر اگر تنها و اگر است، نرمال 𝑇 کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و 𝐅 = 𝐂 کنید فرض ۸

که بە طوری باشد، داشته وجود 𝑝 ∈ 𝒫(𝐂) چندجملە ای ͷی اگر تنها و اگر است، نرمال 𝑇 کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و 𝐅 = 𝐂 کنید فرض ۹
.𝑇 ∗ = 𝑝(𝑇 )

است. دوم ریشۀ ͷی دارای 𝑉 روی نرمال عملͽر هر کنید ثابت باشد. مختلط داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی 𝑉 کنید فرض ۱۰

بیشتر عملͽرها دوم ریشە های مورد در ۳ −۸ و ۳ −۷ بخش های در .𝑆۲ = 𝑇 اگر ͬ نامند، م 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) دوم ریشۀ ͷی را 𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ) عملͽر ͷی
کرد. خواهیم صحبت

است. سوم ریشۀ ͷی دارای 𝑉 روی خودالحاقͬ عملͽر هر کنید ثابت ۱۱

.𝑆۳ = 𝑇 اگر ͬ نامند، م 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) سوم ریشۀ ͷی را 𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ) عملͽر ͷی

شود، جابە جا 𝑇 با که باشد 𝑉 روی عملͽر ͷی 𝑆 اگر کنید ثابت است. نرمال 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و است مختلط برداری فضای ͷی 𝑉 کنید فرض ۱۲
ͬ شود. م جابە جا 𝑇 ∗ با 𝑆 آن گاه

ͬ نامند. م (Fugⅼeⅾe) فوگل˼ده قضیۀ را تمرین این نتیجۀ

۲۰ تمرین (در کنید استفاده دارد، کاربرد جابە جا شونده عملͽر دو درخصوص که شور قضیۀ نسخۀ از مختلط، طیفͬ قضیۀ از استفاده بدون ۱۳
ͷی دارای 𝑇 آن گاه باشد، نرمال 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و 𝐅 = 𝐂 اگر که دهید ارائه متفاوتͬ اثبات تا (ℰ = {𝑇 , 𝑇 ∗} دهید قرار ،۲ −۶ بخش از

است. 𝑉 از یͺامتعامد ی پایۀ به نسبت قطری ماتریس
مقدارهای ویژۀ با متناظر بردارهای ویژۀ زوج های همۀ اگر تنها و اگر است، خودالحاقͬ 𝑇 کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و 𝐅 = 𝐑 کنید فرض ۱۴

هستند. 𝑇 متمایز مقدارهای ویژۀ نشان دهندۀ 𝜆۱,… , 𝜆𝑚 آن در که ،𝑉 = 𝐸(𝜆۱, 𝑇 ) ⊕ ⋯ ⊕ 𝐸(𝜆𝑚, 𝑇 ) و باشند متعامد ،𝑇 متمایز
متمایز مقدارهای ویژۀ با متناظر بردارهای ویژۀ زوج های همۀ اگر تنها و اگر است، نرمال 𝑇 کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و 𝐅 = 𝐂 کنید فرض ۱۵

هستند. 𝑇 متمایز مقدارهای ویژۀ نشان دهندۀ 𝜆۱,… , 𝜆𝑚 آن در که ،𝑉 = 𝐸(𝜆۱, 𝑇 ) ⊕ ⋯ ⊕ 𝐸(𝜆𝑚, 𝑇 ) و باشند متعامد ،𝑇
است، قطری ماتریس دارای ℰ عضو هر آن، به نسبت که دارد وجود 𝑉 از یͺامتعامد پایۀ ͷی کنید ثابت .ℰ ⊆ ℒ(𝑉 ) و 𝐅 = 𝐂 کنید فرض ۱۶

باشند. جابە جاشونده نرمال عملͽرهای ،𝑆, 𝑇 ∈ ℰ هر برای 𝑇 و 𝑆 اگر تنها و اگر
ͬ دهد. م گسترش جا بە جا شونده نرمال عملͽرهای از گردایە ای زمینۀ به را مختلط طیفͬ قضیۀ تمرین، این

است، قطری ماتریس دارای ℰ عضو هر آن، به نسبت که دارد وجود 𝑉 از یͺامتعامد پایۀ ͷی کنید ثابت .ℰ ⊆ ℒ(𝑉 ) و 𝐅 = 𝐑 کنید فرض ۱۷
باشند. جابە جاشونده خودالحاقͬ عملͽرهای ،𝑆, 𝑇 ∈ ℰ هر برای 𝑇 و 𝑆 اگر تنها و اگر

ͬ دهد. م گسترش جا بە جا شونده خودالحاقͬ عملͽرهای از گردایە ای زمینۀ به را حقیقͬ طیفͬ قضیۀ تمرین، این

که بە طوری دهید، ارائه 𝑏۲ < ۴𝑐 با 𝑐 و 𝑏 حقیقͬ عددهای و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) عملͽر ͷی ،𝑉 حقیقͬ داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی از مثالͬ ۱۸
نباشد: وارون پذیر زیر عملͽر

𝑇 ۲ + 𝑏𝑇 + 𝑐𝐼.

حقیقͬ. برداری فضاهای درخصوص حتͬ کرد، حذف ۲۶ .۷ از ͬ توان نم را 𝑇 بودن خودالحاقͬ فرض که ͬ دهد م نشان تمرین این

ͬ باشد. م ناوردا 𝑇 تحت که است 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈 و است خودالحاقͬ 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۱۹
ͬ باشد. م ناوردا 𝑇 تحت 𝑈⟂ کنید ثابت (ا)

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



طیفͬ قضیۀ ۲ −۷۲۰۹

است. خودالحاقͬ 𝑇 |𝑈 ∈ ℒ(𝑈) کنید ثابت (ب)
است. خودالحاقͬ 𝑇 |𝑈⟂ ∈ ℒ(𝑈⟂) کنید ثابت (ج)

ͬ باشد. م ناوردا 𝑇 تحت که است 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈 و است نرمال 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۲۰
ͬ باشد. م ناوردا 𝑇 تحت 𝑈⟂ کنید ثابت (ا)
ͬ باشد. م ناوردا 𝑇 ∗ تحت 𝑈 کنید ثابت (ب)

.(𝑇 |𝑈)∗ = (𝑇 ∗)|𝑈 کنید ثابت (ج)
هستند. نرمال عملͽرهای 𝑇 |𝑈⟂ ∈ ℒ(𝑈⟂) و 𝑇 |𝑈 ∈ ℒ(𝑈) کنید ثابت (د)

است، بردارویژه ͷی دارای 𝑇 که نتیجه این و ⅾiⅿ𝑉 روی استقرا (از رود کار به مختلط طیفͬ قضیۀ از دیͽری اثبات ارائۀ برای ͬ تواند م تمرین این
کنید). استفاده

ثابت هستند. 𝑇 مقدارهای ویژۀ تنها ۳ و ۲ و است متناهͬ بعد با داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی روی خودالحاقͬ عملͽر ͷی 𝑇 کنید فرض ۲۱
کنید

𝑇 ۲ − ۵𝑇 + ۶𝐼 = ۰.
.𝑇 ۲ − ۵𝑇 + ۶𝐼 ≠ ۰ و باشند 𝑇 مقدارهای ویژۀ تنها ۳ و ۲ که بە طوری دهید، ارائه 𝑇 ∈ ℒ(𝐂۳) عملͽر ͷی از مثالͬ ۲۲

و ‖𝑣‖ = ۱ که بە طوری ،𝑣 ∈ 𝑉 دارد وجود کنید فرض .𝜖 > ۰ و 𝜆 ∈ 𝐅 است، خودالحاقͬ 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۲۳

‖𝑇 𝑣 − 𝜆𝑣‖ < 𝜖.

.|𝜆 − 𝜆′| < 𝜖 که بە طوری دارد، 𝜆′ مقدارویژۀ ͷی 𝑇 کنید ثابت

ͷی به است، بودن مقدارویژه شرط که کند صدق معادلە ای در تقریبی بە طور که عددی خودالحاقͬ، عملͽر ͷی مورد در که ͬ دهد م نشان تمرین این
است. ͷنزدی مقدارویژۀ

نیست. صادق غیرخودالحاقͬ عملͽرهای مورد در کلͬ حالت در خاصیت این مترجمان:

.𝑇 ∈ ℒ(𝑈) و است متناهͬ بعد با برداری فضای ͷی 𝑈 کنید فرض ۲۴
به نسبت 𝑇 ماتریس که بە طوری باشد، داشته وجود 𝑈 از پایە ای اگر تنها و اگر است، قطری  پذیر 𝑇 کنید ثابت .𝐅 = 𝐑 کنید فرض (ا)

باشد. برابر خود ترانهادۀ با پایه، این
به نسبت 𝑇 ماتریس که بە طوری باشد، داشته وجود 𝑈 از پایە ای اگر تنها و اگر است، قطری  پذیر 𝑇 کنید ثابت .𝐅 = 𝐂 کنید فرض (ب)

جابە جا شود. خود مزدوج ترانهادۀ با پایه، این

ͬ کند. م اضافه ۵۵ .۵ در قطری پذیری با معادل شرط های لیست به را دیͽر هم ارزی ͷی تمرین، این

دارد. وجود 𝜆۱,… , 𝜆𝑛 متناظر مقدارهای ویژۀ با 𝑇 بردارهای ویژۀ شامل ،𝑉 از 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 یͺامتعامد پایۀ ͷی و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۲۵
ͬ کند: م صدق زیر معادلۀ در 𝑇 † شبە وارون آن گاه ،𝑘 ∈ {۱,… , 𝑛} اگر دهید نشان

𝑇 †𝑒𝑘 =
⎧{
⎨{⎩

۱
𝜆𝑘

𝑒𝑘 𝜆𝑘 ≠ ۰ ,اگر
۰ 𝜆𝑘 = ۰ .اگر

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



داخلͬ حاصل ضرب فضاهای روی عملͽرها ۷ ۲۱۰

مثبت عملͽرهای ۳ −۷

مثبت عملͽر تعریف: ۳۴ .۷

داشته 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای و باشد خودالحاقͬ 𝑇 اگر گویند، مثبت را 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) عملͽر ͷی
باشیم

⟨𝑇 𝑣, 𝑣⟩ ≥ ۰.

تعریف از ͬ توان م را 𝑇 بودن خودالحاقͬ الزام آن گاه باشد، مختلط برداری فضای ͷی 𝑉 اگر

.(۱۴ .۷ (طبق کرد حذف بالا

مثبت عملͽرهای مثال: ۳۵ .۷

استاندارد) پایۀ از استفاده (با آن ماتریس که است عملͽری 𝑇 ∈ ℒ(𝐅۲) کنید فرض (ا)
داریم (𝑤, 𝑧) ∈ 𝐅۲ هر برای و است خودالحاقͬ 𝑇 آن گاه است. ( ۲ −۱

−۱ ۱ )
.⟨𝑇 (𝑤, 𝑧), (𝑤, 𝑧)⟩= ۲ |𝑤|۲−۲Re (𝑤𝑧)+|𝑧|۲ = |𝑤 − 𝑧|۲+|𝑤|۲ ≥ ۰

است. مثبت عملͽر ͷی 𝑇 بنابراین
چنان که است، مثبت عملͽر ͷی 𝑃𝑈 قائم تصویر آن گاه باشد، 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈 اگر (ب)

کنید. بررسͬ باید خود
آن گاه ،𝑏۲ < ۴𝑐 که باشند طوری 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐑 و باشد خودالحاقͬ 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) اگر (ج)

شد. داده نشان ۲۶ .۷ اثبات در چنان که است، مثبت عملͽر ͷی 𝑇 ۲ + 𝑏𝑇 + 𝑐𝐼

دوم ریشۀ تعریف: ۳۶ .۷

.𝑅۲ = 𝑇 اگر گویند، 𝑇 عملͽر ͷی دوم ریشۀ را 𝑅 عملͽر ͷی

عملͽر ͷی دوم ریشۀ مثال: ۳۷ .۷

عملͽر آن گاه شود، تعریف 𝑇 (𝑧۱, 𝑧۲, 𝑧۳) = (𝑧۳, ۰, ۰) توسط 𝑇 ∈ ℒ(𝐅۳) اگر
𝑇 دوم ریشۀ ͷی ͬ شود، م تعریف 𝑅(𝑧۱, 𝑧۲, 𝑧۳) = (𝑧۲, 𝑧۳, ۰) توسط که 𝑅 ∈ ℒ(𝐅۳)

کنید. بررسͬ ͬ توانید م خود چنان که ،𝑅۲ = 𝑇 زیرا است

غیرمنفͬ عددهای با متناظر مثبت، عملͽرهای چون
عملͽرهای واژۀ از که است آن بهتر اصطلاح هستند،

تئوریسین های بااین حال شود. استفاده غیرمنفͬ
ͬ نامند م مثبت عملͽرهای را این ها همواره عملͽرها،
از ͬ دانان ریاض برخͬ ͬ کنیم. م تبعیت رسم آن از ما و
که ͬ کنند م استفاده مثبت نیمە معین عملͽر اصطلاح

است. مثبت عملͽر معنͬ همان به

غیرمنفͬ عددهای مشخصە یابی های نظیر بعدی، نتیجۀ در مثبت عملͽرهای مشخصە یابی های

ریشۀ ͷی دارای اگر تنها و اگر است، غیرمنفͬ 𝑧 ∈ 𝐂 عدد مشخص بە طور است. 𝐂 بین در

دوم ریشۀ دارای اگر تنها و اگر است، غیرمنفͬ 𝑧 همچنین باشد. (د) شرط نظیر غیرصفر دوم

داشته وجود 𝑤 ∈ 𝐂 اگر تنها و اگر است، غیرمنفͬ 𝑧 نهایت در (ه). شرط نظیر باشد، حقیقͬ

عملͽر معادل از دیͽری شرط برای را ۲۰ تمرین (و). شرط نظیر ،𝑧 = 𝑤̄𝑤 که بە طوری باشد،

ببینید. بودن مثبت

مثبت عملͽرهای مشخصە یابی های ۳۸ .۷

هستند. معادل زیر موارد آن گاه .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض
است. مثبت عملͽر ͷی 𝑇 (ا)

هستند. غیرمنفͬ 𝑇 مقدارهای ویژۀ همۀ و است خودالحاقͬ 𝑇 (ب)
قطر. روی غیرمنفͬ عددهای با تنها است، قطری ماتریس ͷی 𝑇 ماتریس ،𝑉 از یͺامتعامدی پایۀ به نسبت (ج)

است. مثبت دوم ریشۀ ͷی دارای 𝑇 (د)
است. خودالحاقͬ دوم ریشۀ ͷی دارای 𝑇 (ه)

.𝑅 ∈ ℒ(𝑉 ) مانند عملͽری برای 𝑇 = 𝑅∗𝑅 (و)

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



مثبت عملͽرهای ۳ −۷۲۱۱

(ا). ⇒ (ب) ⇒ (ج) ⇒ (د) ⇒ (ه) ⇒ (و) ⇒ (ا) که ͬ کنیم م اثبات اثبات

دیͽر شرط اثبات برای مثبت). عملͽر تعریف (طبق است خودالحاقͬ 𝑇 یعنͬ که است، مثبت 𝑇 بە طوری که است، برقرار (ا) کنید فرض ابتدا

آن گاه است. 𝜆 با متناظر 𝑇 بردارویژۀ ͷی 𝑣 کنید فرض است. 𝑇 مقدارویژۀ ͷی 𝜆 کنید فرض (ب)، در

۰ ≤ ⟨𝑇𝑣, 𝑣⟩ = ⟨𝜆𝑣, 𝑣⟩ = 𝜆⟨𝑣, 𝑣⟩.

دارد. دلالت (ب) بر (ا) که ͬ دهد م نشان و است برقرار (ب) نتیجه در است. غیرمنفͬ عدد ͷی 𝜆 بنابراین

و ۲۹ .۷) طیفͬ قضیۀ طبق هستند. غیرمنفͬ 𝑇 مقدارهای ویژۀ همۀ و است خودالحاقͬ 𝑇 که بە طوری است، برقرار (ب) کنید فرض اکنون

𝑒۱,… , 𝑒𝑛 با متناظر 𝑇 مقدارهای ویژۀ 𝜆۱,… , 𝜆𝑛 کنید فرض دارد. وجود 𝑇 بردارهای ویژۀ شامل 𝑉 از 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 یͺامتعامد پایۀ ͷی ،(۳۱ .۷

ͬ دهد م نشان که است قطر روی 𝜆۱,… , 𝜆𝑛 با قطری ماتریس 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 به نسبت 𝑇 ماتریس است. غیرمنفͬ عدد ͷی 𝜆𝑘 هر نتیجه در باشند؛

. دارد دلالت (ج) بر (ب)

ͷی پایه، این به نسبت 𝑇 ماتریس که بە طوری است، 𝑉 از یͺامتعامد پایۀ ͷی 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 کنید فرض است. برقرار (ج) کنید فرض اکنون

باشد، داشته وجود 𝑅 ∈ ℒ(𝑉 ) که ͬ کند م ایجاب (۴ .۳) خطͬ نگاشت لم است. قطر روی 𝜆۱,… , 𝜆𝑛 غیرمنفͬ عددهای با قطری ماتریس

باشیم داشته 𝑘 = ۱,… , 𝑛 هر برای که بە طوری

𝑅𝑒𝑘 = √𝜆𝑘𝑒𝑘.

بنابراین .𝑅۲ = 𝑇 یعنͬ این که 𝑅۲𝑒𝑘 = 𝜆𝑘𝑒𝑘 = 𝑇𝑒𝑘 داریم 𝑘 هر برای بە علاوه، کنید. بررسͬ باید خود چنان که است، مثبت عملͽر ͷی 𝑅
دارد. دلالت (د) بر (ج) و است برقرار (د) نتیجه در است. 𝑇 مثبت دوم ریشۀ ͷی 𝑅

دارد. دلالت (ه) بر (د) نتیجه در مثبت). عملͽر تعریف (طبق است خودالحاقͬ مثبت، عملͽر هر

𝑇 = 𝑅∗𝑅 بنابراین .𝑇 = 𝑅۲ که بە طوری دارد، وجود 𝑉 روی 𝑅 خودالحاقͬ عملͽر ͷی که معنͬ این به است، برقرار (ه) کنید فرض اکنون

دارد. دلالت (و) بر (ه) نتیجه در .(𝑅∗ = 𝑅 (چون

.𝑇 ∗ =(𝑅∗𝑅)∗ =𝑅∗(𝑅∗)∗ =𝑅∗𝑅=𝑇 آن گاه .𝑇 = 𝑅∗𝑅 که باشد طوری 𝑅 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض است. برقرار (و) کنید فرض نهایتا

داریم 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای که کنید توجه است، برقرار (ا) که اثبات تکمیل برای است. خودالحاقͬ 𝑇 نتیجه در

⟨𝑇 𝑣, 𝑣⟩ = ⟨𝑅∗𝑅𝑣, 𝑣⟩ = ⟨𝑅𝑣,𝑅𝑣⟩ ≥ ۰.

■ دارد. دلالت (ا) بر (و) که ͬ دهد م نشان و است مثبت 𝑇 نتیجه در

که ͬ دهد م نشان بعدی نتیجۀ ͬ باشد. م یͺتا غیرمنفͬ دوم ریشۀ ͷی دارای غیرمنفͬ عدد هر

هستند. برخوردار مشابهͬ خاصیت از مثبت عملͽرهای

است مثبت دوم ریشۀ ͷی دارای تنها مثبت، عملͽر هر ۳۹ .۷

ͬ باشد. م یͺتا مثبت دوم ریشۀ ͷی دارای 𝑉 روی مثبت عملͽر هر

بە طوری دارد، وجود 𝜆 ≥ ۰ حقیقͬ عدد ͷی بنابراین است. 𝑇 بردارویژۀ ͷی 𝑣 ∈ 𝑉 کنید فرض است. مثبت 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض اثبات

.𝑇𝑣 = 𝜆𝑣 که

تعیین یͺتا بە شͺل 𝑇 بردارهای ویژۀ روی 𝑅 رفتار یعنͬ این .𝑅𝑣 =
√
𝜆𝑣 که ͬ کنیم م ثابت ͬ باشد. م 𝑇 مثبت دوم ریشۀ ͷی 𝑅 کنید فرض

ͬ شود. م تعیین یͺتا بە شͺل 𝑅 یعنͬ این طیفͬ)، قضیۀ (طبق دارد وجود 𝑇 ویژۀ بردارهای شامل 𝑉 از پایە  ͷی چون ͬ شود. م

وجود 𝑅 بردارهای ویژۀ شامل 𝑉 از 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 یͺامتعامد پایۀ ͷی که ͬ کند م حͺم طیفͬ قضیۀ که کنید توجه ،𝑅𝑣 =
√
𝜆𝑣 اینکه اثبات برای

که بە طوری دارند، وجود 𝜆۱,… , 𝜆𝑛 غیرمنفͬ عددهای بنابراین هستند. غیرمنفͬ آن مقدارهای ویژۀ همۀ است، مثبت عملͽر ͷی 𝑅 چون دارد.

.𝑅𝑒𝑘 = √𝜆𝑘𝑒𝑘 داریم 𝑘 = ۱,… , 𝑛 هر برای

عددهای از مجموعە مقدار ͷی دست کم برای ͬ توان م است، 𝑉 پایۀ ͷی 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 چون

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



داخلͬ حاصل ضرب فضاهای روی عملͽرها ۷ ۲۱۲

نوشت 𝑎۱,… , 𝑎𝑛 ∈ 𝐅
𝑣 = 𝑎۱𝑒۱ +⋯+ 𝑎𝑛𝑒𝑛.

ازاین رو

𝑅𝑣 = 𝑎۱√𝜆۱𝑒۱ +⋯+ 𝑎𝑛√𝜆𝑛𝑒𝑛.

پس

𝜆𝑣 = 𝑇𝑣 = 𝑅۲𝑣 = 𝑎۱𝜆۱𝑒۱ +⋯+ 𝑎𝑛𝜆𝑛𝑒𝑛.

که ͬ کند م ایجاب بالا معادلۀ

𝑎۱𝜆𝑒۱ +⋯+ 𝑎𝑛𝜆𝑒𝑛 = 𝑎۱𝜆۱𝑒۱ +⋯+ 𝑎𝑛𝜆𝑛𝑒𝑛.

پس .𝑎𝑘(𝜆 − 𝜆𝑘) = ۰ داریم 𝑘 = ۱,… , 𝑛 هر برای بنابراین

𝑣 = ∑
{𝑘∶𝜆𝑘=𝜆}

𝑎𝑘𝑒𝑘.

نتیجه در

𝑅𝑣 = ∑
{𝑘∶𝜆𝑘=𝜆}

𝑎𝑘
√
𝜆𝑒𝑘 =

√
𝜆𝑣,

■ ͬ باشد. م مطلوب چنان که

دوم ریشۀ بی نهایت دارای ͬ تواند م مثبت عملͽر ͷی
باشد). مثبت ͬ تواند م آن ها از ͬͺی تنها (گرچه باشد

بی نهایت دارای 𝑉 روی همانͬ عملͽر مثال برای
.ⅾiⅿ𝑉 > ۱ اگر است، دوم ریشۀ

ͬ کند. م پیدا معنا زیر، در تعریف  شده نمادگذاری بالا، نتیجۀ بە لطف

√
𝑇 نماد: ۴۰ .۷

است. 𝑇 یͺتای مثبت دوم ریشۀ نشان دهندۀ
√
𝑇 نماد ،𝑇 مثبت عملͽر ͷی برای

مثبت عملͽرهای دوم ریشۀ مثال: ۴۱ .۷

توسط معمول) اقلیدسͬ داخلͬ حاصل ضرب (با را 𝐑۲ روی 𝑇 و 𝑆 عملͽرهای

𝑆(𝑥, 𝑦) = (𝑥, ۲𝑦) و 𝑇 (𝑥, 𝑦) = (𝑥 + 𝑦, 𝑥 + 𝑦)

داریم 𝐑۲ استاندارد پایۀ به نسبت سپس ͬ کنیم. م تعریف

ℳ(𝑆) = ( ۱ ۰
۰ ۲

) و ℳ(𝑇) = ( ۱ ۱
۱ ۱

). (۴۲ .۷)

هستند. خودالحاقͬ 𝑇 و 𝑆 بنابراین هستند؛ برابر خود ترانهادۀ با ماتریس ها این از ͷهری
آن گاه ،(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐑۲ اگر

⟨𝑆(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦)⟩ = 𝑥۲ + ۲𝑦۲ ≥ ۰

و
⟨𝑇 (𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦)⟩ = 𝑥۲ + ۲𝑥𝑦 + 𝑦۲ = (𝑥 + 𝑦)۲ ≥ ۰.

هستند. مثبت عملͽرهای 𝑇 و 𝑆 بنابراین
که کنید توجه است. 𝑆 بردارهای ویژۀ شامل یͺامتعامد پایۀ ͷی ،𝐑۲ استاندارد پایۀ

( ۱√
۲ ,

۱√
۲), (

۱√
۲ ,

−۱√
۲)

مقدارویژۀ و بردارویژه اولین برای ۲ مقدارویژۀ با ،𝑇 بردارهای ویژۀ از یͺامتعامد پایۀ ͷی
مقدارهای با بردارهای ویژۀ همان دارای

√
𝑇 نتیجه در ͬ باشد. م بردارویژه دومین برای ۰

است. ۰ و
√
۲  ویژۀ

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



مثبت عملͽرهای ۳ −۷۲۱۳

استاندارد، پایۀ به نسبت که کنید بررسͬ خود ͬ توانید م

ℳ(
√
𝑆 ) = ( ۱ ۰

۰
√
۲

) و ℳ(
√
𝑇 ) = (

۱√
۲

۱√
۲

۱√
۲

۱√
۲

)

ماتریس هر اینکه و هستند ۴۲ .۷ ماتریس های بالا، ماتریس های دوم توان اینکه دادن نشان با
است. مثبت عملͽر ͷی ماتریس بالا،

ریشۀ از خوبی استفادۀ آن، مرتب اثبات در ولͬ نیست، دوم ریشۀ ͷی شامل بعدی نتیجۀ بیان

است. آمده عمل به مثبت عملͽر ͷی دوم

مثبت 𝑇 و ⟨𝑇 𝑣, 𝑣⟩ = ۰ ⟹ 𝑇𝑣 = ۰ ۴۳ .۷

.𝑇𝑣 = ۰ آن گاه .⟨𝑇 𝑣, 𝑣⟩ = ۰ که است طوری 𝑣 ∈ 𝑉 و است 𝑉 روی مثبت عملͽر ͷی 𝑇 کنید فرض

داریم اثبات

۰ = ⟨𝑇𝑣, 𝑣⟩ = ⟨
√
𝑇
√
𝑇𝑣, 𝑣⟩ = ⟨

√
𝑇𝑣,

√
𝑇𝑣⟩ = ∥

√
𝑇𝑣∥۲ .

■ است. مطلوب چنان که ،𝑇𝑣 =
√
𝑇 (

√
𝑇𝑣) = ۰ نتیجه در .

√
𝑇𝑣 = ۰ بنابراین

۳ −۷ تمرین های

.𝑇 = ۰ آن گاه باشند، مثبت −𝑇 و 𝑇 عملͽر دو هر اگر کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۱
است: زیر بە صورت استاندارد) پایۀ به (نسبت آن ماتریس که است عملͽری 𝑇 ∈ ℒ(𝐅۴) کنید فرض ۲

⎛⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

۲ −۱ ۰ ۰
−۱ ۲ −۱ ۰
۰ −۱ ۲ −۱
۰ ۰ −۱ ۲

⎞⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

است. وارون پذیر مثبت عملͽر ͷی 𝑇 دهید نشان
هستند. ۱ همه استاندارد) پایۀ به (نسبت آن ماتریس داریە های که است عملͽری 𝑇 ∈ ℒ(𝐅𝑛) و است مثبت صحیح عدد ͷی 𝑛 کنید فرض ۳

است. مثبت عملͽر ͷی 𝑇 دهید نشان
عددهای ،𝐴 درایە های همۀ که بە طوری دارد، وجود 𝐴 مانند 𝑛 در 𝑛 ماتریس ͷی دهید نشان است. 𝑛 > ۱ با صحیح عدد ͷی 𝑛 کنید فرض ۴

نیست. مثبت عملͽر ͷی ͬ باشد، م 𝐴 با برابر استاندارد) پایۀ به (نسبت آن ماتریس که 𝐅𝑛 روی عملͽر اما ،𝐴 = 𝐴∗ و هستند مثبت
،𝑉 از 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 یͺامتعامد پایۀ هر برای اگر تنها و اگر است، مثبت عملͽر ͷی 𝑇 کنید ثابت است. خودالحاقͬ 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۵

باشند. غیرمنفͬ عددهای ،ℳ(𝑇 , (𝑒۱,… , 𝑒𝑛)) قطر روی درایە های همۀ
است. مثبت عملͽر ͷی ،𝑉 روی مثبت عملͽر دو حاصل جمع کنید ثابت ۶

است. وارون پذیر 𝑆 + 𝑇 کنید ثابت باشد. مثبت عملͽر ͷی 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و باشد وارون پذیر مثبت عملͽر ͷی 𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۷
باشد. مثبت عملͽر ͷی 𝑇 † شبە وارون اگر تنها و اگر است، مثبت عملͽر ͷی 𝑇 کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۸

است. 𝑊 روی مثبت عملͽر ͷی 𝑆∗𝑇𝑆 کنید ثابت .𝑆 ∈ ℒ(𝑊, 𝑉 ) و است مثبت عملͽر ͷی 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۹
که هستند طوری 𝑣, 𝑤 ∈ 𝑉 کنید فرض است. 𝑉 روی مثبت عملͽر ͷی 𝑇 کنید فرض ۱۰

𝑇𝑣 = 𝑤 و 𝑇𝑤 = 𝑣.

.𝑣 = 𝑤 کنید ثابت
عملͽر ͷی 𝑇 |𝑈 ∈ ℒ(𝑈) کنید ثابت ͬ باشد. م ناوردا 𝑇 تحت که است 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈 و است 𝑉 روی مثبت عملͽر ͷی 𝑇 کنید فرض ۱۱

است. 𝑈 روی مثبت
است. مثبت عملͽر ͷی 𝑘 مثبت صحیح عدد هر برای 𝑇 𝑘 کنید ثابت است. مثبت عملͽر ͷی 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۱۲

.𝛼 ∈ 𝐑 و است خودالحاقͬ 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۱۳

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



داخلͬ حاصل ضرب فضاهای روی عملͽرها ۷ ۲۱۴

باشد. 𝑇 مقدارویژۀ هر با برابر یا از کوچͷ تر 𝛼 اگر تنها و اگر است، مثبت عملͽر ͷی 𝑇 − 𝛼𝐼 کنید ثابت (ا)
باشد. 𝑇 مقدارویژۀ هر با برابر یا از بزرگ تر 𝛼 اگر تنها و اگر است، مثبت عملͽر ͷی 𝛼𝐼 − 𝑇 کنید ثابت (ب)

کنید ثابت .𝑣۱,… , 𝑣𝑚 ∈ 𝑉 و است 𝑉 روی مثبت عملͽر ͷی 𝑇 کنید فرض ۱۴

𝑚
∑
𝑗=۱

𝑚
∑
𝑘=۱

⟨𝑇 𝑣𝑘, 𝑣𝑗⟩ ≥ ۰.

که بە طوری دارند، وجود 𝐴,𝐵 ∈ ℒ(𝑉 ) مثبت عملͽرهای کنید ثابت است. خودالحاقͬ 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۱۵

𝑇 = 𝐴−𝐵 و
√
𝑇 ∗𝑇 = 𝐴+𝐵 و 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 = ۰.

کنید ثابت است. 𝑉 روی مثبت عملͽر ͷی 𝑇 کنید فرض ۱۶

nuⅼⅼ
√
𝑇 = nuⅼⅼ𝑇 و range

√
𝑇 = range𝑇 .

.
√
𝑇 = 𝑝(𝑇 ) که بە طوری دارد، وجود حقیقͬ ضرایب با 𝑝 چندجملە ای ͷی کنید ثابت است. مثبت عملͽر ͷی 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۱۷

شوند. جابە جا 𝑇 و 𝑆 اگر تنها و اگر است، مثبت عملͽر ͷی 𝑆𝑇 کنید ثابت باشند. 𝑉 روی مثبت عملͽرهای 𝑇 و 𝑆 کنید فرض ۱۸
است. خودالحاقͬ دوم ریشۀ بی نهایت دارای 𝐅۲ روی همانͬ عملͽر دهید نشان ۱۹

باشند داشته وجود اگر تنها و اگر است، مثبت عملͽر ͷی 𝑇 کنید ثابت است. 𝑉 یͺامتعامد پایۀ ͷی 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۲۰
باشیم داشته 𝑗, 𝑘 = ۱,… , 𝑛 هر برای که بە طوری ،𝑣۱,… , 𝑣𝑛 ∈ 𝑉

⟨𝑇𝑒𝑘, 𝑒𝑗⟩ = ⟨𝑣𝑘, 𝑣𝑗⟩.

هستند. 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 یͺامتعامد پایۀ به نسبت 𝑇 ماتریس درایە های ،{⟨𝑇𝑒𝑘, 𝑒𝑗⟩}𝑗,𝑘=۱,…,𝑛 عددهای

در 𝑘 ستون و 𝑗 سطر درایۀ که است 𝑛 در 𝑛 ماتریس ͷی ،𝑛 در 𝑛 (Hiⅼbert) هیلبرت ماتریس است. مثبت صحیح عدد ͷی 𝑛 کنید فرض ۲۱
است. 𝑛 در 𝑛 هیلبرت ماتریس ،𝑉 از یͺامتعامد ی پایۀ به نسبت آن ماتریس که است عملͽری 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ͬ باشد. م ۱

𝑗+𝑘−۱ آن
است. مثبت وارون پذیر عملͽر ͷی 𝑇 کنید ثابت

است: زیر بە صورت ۴ در ۴ هیلبرت ماتریس مثال:

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

۱ ۱
۲

۱
۳

۱
۴

۱
۲

۱
۳

۱
۴

۱
۵

۱
۳

۱
۴

۱
۵

۱
۶

۱
۴

۱
۵

۱
۶

۱
۷

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

.

.‖𝑇𝑢‖ ≥ ‖𝑇𝑣‖ داریم ،‖𝑣‖ = ۱ با 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای و ‖𝑢‖ = ۱ که است طوری 𝑢 ∈ 𝑉 و است مثبت عملͽر ͷی 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۲۲
ͬ باشد. م 𝑇 مقدارویژۀ بزرگ ترین با متناظر 𝑇 بردارویژۀ ͷی 𝑢 دهید نشان

ͬ کنیم. م تعریف ⟨𝑢, 𝑣⟩𝑇 = ⟨𝑇𝑢, 𝑣⟩ بە صورت را ⟨𝑢, 𝑣⟩𝑇 داخلͬ حاصل ضرب ،𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) برای ۲۳
مثبت وارون پذیر عملͽر ͷی 𝑇 اگر تنها و اگر است، 𝑉 روی داخلͬ حاصل ضرب ͷی ⟨⋅, ⋅⟩𝑇 کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض (ا)

.(⟨⋅, ⋅⟩ اولیه داخلͬ حاصل ضرب به (نسبت باشد
ͬ باشد. م ⟨⋅, ⋅⟩𝑇 بە شͺل 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) همچون مثبتͬ وارون پذیر عملͽر برای ،𝑉 روی داخلͬ حاصل ضرب هر کنید ثابت (ب)

کنید ثابت باشند. 𝑉 روی مثبتͬ عملͽرهای 𝑇 و 𝑆 کنید فرض ۲۴

nuⅼⅼ(𝑆 + 𝑇) = nuⅼⅼ𝑆 ∩ nuⅼⅼ𝑇 .

است. مثبت عملͽر ͷی −𝑇 دهید نشان باشد. ۱ −۷ بخش از ۳۱(ب) تمرین در دوم مشتق عملͽر 𝑇 کنید فرض ۲۵

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



ماتریسͬ تجزیۀ و یͺانͬ عملͽرهای ایزومتری ها، ۴ −۷۲۱۵

ماتریسͬ تجزیۀ و یͺانͬ عملͽرهای ایزومتری ها، ۴ −۷

ایزومتری ها

باشند. نامͬ مستحق که هستند مهم کاقͬ بە اندازۀ ͬ کنند، م حفظ را نرم ها که خطͬ نگاشت های

ایزومتری تعریف: ۴۴ .۷

داشته 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای اگر گویند، ایزومتری ͷی را 𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) خطͬ نگاشت ͷی
باشیم

‖𝑆𝑣‖ = ‖𝑣‖.
کند. حفظ را نرم ها اگر گویند، ایزومتری را خطͬ نگاشت ͷی دیͽر، بیان به

یونانͬ واژۀ است؛ برابر معنای به isos یونانͬ واژۀ
معنای ازاین رو است. اندازه معنای به ⅿetron

است. برابر اندازۀ ،isoⅿetry کلمە بە کلمۀ

آن گاه ،𝑆𝑣 = ۰ که باشد طوری 𝑣 ∈ 𝑉 و باشد ایزومتری ͷی 𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) اگر

‖𝑣‖ = ‖𝑆𝑣‖ = ‖۰‖ = ۰,

ͬ باشد. م ͷبە ی ͷی ایزومتری، هر بنابراین .𝑣 = ۰ یعنͬ که

نگاشت شود یͺامتعامد لیست به یͺامتعامد پایۀ ⟹ است ایزومتری مثال: ۴۵ .۷

یͺامتعامد لیست ͷی 𝑔۱,… , 𝑔𝑛 و است 𝑉 یͺامتعامد پایۀ ͷی 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 کنید فرض
هر برای که بە طوری است، خطͬ نگاشت 𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض است. 𝑊 در
فرض است، ایزومتری ͷی 𝑆 اینکه دادن نشان برای .𝑆𝑒𝑘 = 𝑔𝑘 داریم 𝑘 = ۱,… , 𝑛

آن گاه .𝑣 ∈ 𝑉 کنید

𝑣 = ⟨𝑣, 𝑒۱⟩𝑒۱ +⋯+ ⟨𝑣, 𝑒𝑛⟩𝑒𝑛 (۴۶ .۷)

و

‖𝑣‖۲ = ∣⟨𝑣, 𝑒۱⟩∣
۲ +⋯+ ∣⟨𝑣, 𝑒𝑛⟩∣

۲ , (۴۷ .۷)

داریم ۴۶ .۷ طرف دو هر بر 𝑆 اعمال با کردە ایم. استفاده ۶. ۳۰(ب) از آن در که

𝑆𝑣 = ⟨𝑣, 𝑒۱⟩𝑆𝑒۱ +⋯+ ⟨𝑣, 𝑒𝑛⟩𝑆𝑒𝑛 = ⟨𝑣, 𝑒۱⟩𝑔۱ +⋯+ ⟨𝑣, 𝑒𝑛⟩𝑔𝑛.

بنابراین

‖𝑆𝑣‖۲ = ∣⟨𝑣, 𝑒۱⟩∣
۲ +⋯+ ∣⟨𝑣, 𝑒𝑛⟩∣

۲ . (۴۸ .۷)

است. ایزومتری ͷی 𝑆 ازاین رو .‖𝑣‖ = ‖𝑆𝑣‖ که ͬ دهد م نشان ۴۸ .۷ و ۴۷ .۷ مقایسۀ

نشان (ج) و (ا) هم ارزی ͬ دهد. م ارائه را بودن ایزومتری با معادل شرط های بعدی، نتیجۀ

را داخلͬ حاصل ضرب های اگر تنها و اگر است، ایزومتری ͷی خطͬ نگاشت ͷی که ͬ دهد م

تنها و اگر است، ایزومتری ͷی خطͬ نگاشت ͷی که ͬ دهد م نشان (د) و (ا) هم ارزی کند. حفظ

شده ارائه ایزومتری های بنابراین کند. نگاشت یͺامتعامد لیست ͷی به را یͺامتعامد ی پایۀ اگر

ایزومتری ͷی خطͬ نگاشت ͷی آن، علاوە بر ͬ شود. م شامل را ایزومتری ها همۀ ۴۵ .۷ مثال در

بودن برقرار [زیرا کند نگاشت یͺامتعامد لیست ͷی به را یͺامتعامد پایۀ هر اگر تنها و اگر است،

ندارد]. بستگͬ 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 پایۀ به (ا) نبودن یا

اگر است، ایزومتری خطͬ نگاشت ͷی که ͬ دهد م نشان بعدی، نتیجۀ در (ه) و (ا) هم ارزی

را یͺامتعامد لیست ͷی تشͺیل یͺامتعامد) پایۀ هر به (نسبت آن ماتریس ستون های اگر تنها و

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



داخلͬ حاصل ضرب فضاهای روی عملͽرها ۷ ۲۱۶

سپس و کرده همانندسازی 𝐅𝑚 عضوهای با را 𝑛 در 𝑚 ماتریس ͷی ستون های اینجا در بدهد.

ͬ کنیم. م استفاده 𝐅𝑚 روی اقلیدسͬ داخلͬ حاصل ضرب از

ایزومتری ها مشخصە یابی های ۴۹ .۷

موارد آن گاه است. 𝑊 یͺامتعامد پایۀ ͷی ،𝑓۱,… , 𝑓𝑚 و است 𝑉 یͺامتعامد پایۀ ͷی ،𝑒۱,… , 𝑒𝑛 کنید فرض .𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض
هستند. معادل زیر

است. ایزومتری ͷی 𝑆 (ا)
.𝑆∗𝑆 = 𝐼 (ب)

.𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای ،⟨𝑆𝑢, 𝑆𝑣⟩ = ⟨𝑢, 𝑣⟩ (ج)
است. 𝑊 در یͺامتعامد لیست ͷی 𝑆𝑒۱,… , 𝑆𝑒𝑛 (د)

ͬ دهند. م تشͺیل اقلیدسͬ داخلͬ حاصل ضرب به نسبت 𝐅𝑚 در را یͺامتعامد لیست ͷی ،ℳ(𝑆, (𝑒۱,… ,𝑒𝑛), (𝑓۱,… ,𝑓𝑚)) ستون های (ه)

آن گاه ،𝑣 ∈ 𝑉 اگر است. ایزومتری ͷی 𝑆 بنابراین و است برقرار (ا) کنید فرض ابتدا اثبات

⟨(𝐼 − 𝑆∗𝑆)𝑣, 𝑣⟩ = ⟨𝑣, 𝑣⟩ − ⟨𝑆∗𝑆𝑣, 𝑣⟩ = ‖𝑣‖۲ − ⟨𝑆𝑣, 𝑆𝑣⟩ = ‖𝑣‖۲ − ‖𝑆𝑣‖۲ = ۰.

ͬ شود. م ثابت (ب) بر (ا) دلالت و 𝑆∗𝑆 = 𝐼 نتیجه در .(۱۶ .۷ (طبق است ۰ با برابر 𝐼 − 𝑆∗𝑆 خودالحاقͬ عملͽر ازاین رو

آن گاه ،𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 اگر .𝑆∗𝑆 = 𝐼 نتیجه در است. برقرار (ب) کنید فرض اکنون

⟨𝑆𝑢, 𝑆𝑣⟩ = ⟨𝑆∗𝑆𝑢, 𝑣⟩ = ⟨𝐼𝑢, 𝑣⟩ = ⟨𝑢, 𝑣⟩

ͬ شود. م ثابت (ج) بر (ب) دلالت و

آن گاه ،𝑗, 𝑘 ∈ {۱,… , 𝑛} اگر ازاین رو .⟨𝑆𝑢, 𝑆𝑣⟩ = ⟨𝑢, 𝑣⟩ داریم 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای بنابراین است، برقرار (ج) کنید فرض اکنون

⟨𝑆𝑒𝑗, 𝑆𝑒𝑘⟩ = ⟨𝑒𝑗, 𝑒𝑘⟩.

ͬ شود. م ثابت (د) بر (ج) دلالت و ͬ باشد م 𝑊 در یͺامتعامد لیست ͷی 𝑆𝑒۱,… , 𝑆𝑒𝑛 نتیجه در

.𝐴=ℳ(𝑆, (𝑒۱,… , 𝑒𝑛), (𝑓۱,… , 𝑓𝑚)) کنید فرض است. 𝑊 در یͺامتعامد لیست ͷی 𝑆𝑒۱,… , 𝑆𝑒𝑛 پس است، برقرار (د) کنید فرض اکنون

آن گاه ،𝑘, 𝑟 ∈ {۱,… , 𝑛} اگر

𝑚
∑
𝑗=۱

𝐴𝑗,𝑘𝐴𝑗,𝑟 = ⟨
𝑚
∑
𝑗=۱

𝐴𝑗,𝑘𝑓𝑗,
𝑚
∑
𝑗=۱

𝐴𝑗,𝑟𝑓𝑗⟩ = ⟨𝑆𝑒𝑘, 𝑆𝑒𝑟⟩ =
⎧{
⎨{⎩

۱ 𝑘 = 𝑟 ,اگر
۰ 𝑘 ≠ 𝑟 .اگر

(۵۰ .۷)

یͺامتعامد لیست ͷی تشͺیل 𝐴 ستون های نتیجه، در است. 𝐅𝑚 در که ͬ باشد م 𝐴 از 𝑟 و 𝑘 ستون های داخلͬ حاصل ضرب ،۵۰ .۷ راست سمت

ͬ شود. م ثابت (ه) بر (د) دلالت و ͬ دهند م را 𝐅𝑚 در

ͬ دهد. م 𝐅𝑚 در را یͺامتعامد لیست ͷی تشͺیل شد، تعریف بالا پاراگراف در که 𝐴 ماتریس ستون های پس است، برقرار (ه) کنید فرض اکنون

𝑔۱,… , 𝑔𝑛 نقش که 𝑆𝑒۱,… , 𝑆𝑒𝑛 با ۴۵ .۷ مثال نتیجه در ͬ باشد. م 𝑊 در یͺامتعامد لیست ͷی 𝑆𝑒۱,… , 𝑆𝑒𝑛 که ͬ دهد م نشان ۵۰ .۷ آن گاه

■ ͬ شود. م ثابت (ا) بر (ه) دلالت و است ایزومتری ͷی 𝑆 که ͬ دهد م نشان ͬ کند، م ایفا را

ببینید. هستند، بودن ایزومتری با معادل که اضافͬ شرط های برای را ۱۱ تا ۱ تمرین های

یͺانͬ عملͽرهای

معطوف خودش به برداری فضای ͷی از را خطͬ نگاشت های به خود توجه زیربخش این در

داریم. سروکار عملͽرها با دیͽر، بیان به ͬ کنیم. م

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



ماتریسͬ تجزیۀ و یͺانͬ عملͽرهای ایزومتری ها، ۴ −۷۲۱۷

یͺانͬ عملͽر تعریف: ۵۱ .۷

باشد. وارون پذیر ایزومتری  ͷی 𝑆 اگر نامند، یͺانͬ را 𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ) عملͽر ͷی

برای یͺسانͬ معنای «ایزومتری» و «یͺانͬ» واژۀ گرچه
بعد با داخلͬ حاصل ضرب فضاهای روی عملͽرها

عملͽر ͷی که باشید داشته یاد به دارند، متناهͬ
نگاشت خودش به را برداری فضای ͷی یͺانͬ،

برداری فضای ͷی ایزومتری، ͷی ͬ که درحال ͬ کند، م
نگاشت متفاوت) (احتمالا دیͽر برداری فضای به را

ͬ کند. م

فضای ͷی روی ͷبە ی ͷی عملͽر هر است. ͷبە ی ͷی ایزومتری هر شد، اشاره قبلا چنان که

که است آن فصل این ثابت فرض های از ͬͺی .(۶۵ .۳) است وارون پذیر متناهͬ، بعد با برداری

را «وارون پذیر» واژۀ ͬ توانستیم م بنابراین است. متناهͬ بعد با داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی 𝑉
برای بالا، تعریف در «وارون پذیر» غیرضروری واژۀ کنیم. حذف بالا تعریف از معنا، تغییر بدون

داخلͬ حاصل ضرب فضاهای دربارۀ یادگیری موقع است ممͺن خوانندگان که تعریفͬ با سازگاری

است. شده حفظ نیستند، بعدمتناهͬ با لزوما که

𝐑۲ دوران مثال: ۵۲ .۷

استاندارد پایۀ به نسبت آن ماتریس که است 𝐅۲ روی عملͽر 𝑆 نیز و 𝜃 ∈ 𝐑 کنید فرض
بە صورت 𝐅۲

( ⅽos 𝜃 − sin 𝜃
sin 𝜃 ⅽos 𝜃 )

ͷی 𝑆 بنابراین ͬ دهند؛ م 𝐅۲ در را یͺامتعامد لیست ͷی تشͺیل ماتریس این ستون دو است.
است. یͺانͬ عملͽر ͷی 𝑆 نتیجه در .[۴۹ .۷ در (ه) و (ا) هم ارزی [طبق است ایزومتری

این است. 𝐑۲ مبدأ حول پادساعت گرد رادیان 𝜃 دوران عملͽر 𝑆 آن گاه ،𝐅 = 𝐑 اگر
هر چون ͬ کند، م ارائه است، ایزومتری ͷی 𝑆 چرا اینکه تصور برای را دیͽری راه مشاهده،

ͬ کند. م حفظ را نرم ها ،𝐑۲ مبدأ حول دوران

ͬ کند. م لیست بودن یͺانͬ عملͽر با معادل برای را متعددی شرط های ،(۵۳ .۷) بعدی نتیجۀ

اضافͬ شرط های کرد. اضافه لیست این به باید را ۴۹ .۷ در بودن ایزومتری با معادل شرط های همۀ

ناشͬ خودش به برداری فضای ͷی از خطͬ نگاشت های به زمینه ساختن محدود از ۵۳ .۷ در

ایزومتری ͷی 𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) خطͬ نگاشت ͷی که ͬ دهد م نشان ۴۹ .۷ مثال، برای ͬ شوند. م

ͷی 𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ) عملͽر ͷی که ͬ دهد م نشان ۵۳ .۷ ͬ که درحال ،𝑆∗𝑆 = 𝐼 اگر تنها و اگر است،

.𝑆∗𝑆 = 𝑆𝑆∗ = 𝐼 اگر تنها و اگر است، یͺانͬ عملͽر

۷. ۵۳(د) ͬ که درحال ͬ کند، م اشاره یͺامتعامد لیست ͷی به ۷. ۴۹(د) که است آن دیͽر تفاوت

ͬ کند، م اشاره ℳ(𝑇) ستون های به ۷. ۴۹(ه) همچنین، ͬ کند. م اشاره یͺامتعامد پایۀ ͷی به

به نسبت ۷. ۴۹(ه) در ℳ(𝑇) آن علاوە بر ͬ کند. م اشاره ℳ(𝑇) سطرهای به ۷. ۵۳(ه) ͬ که درحال

۷. ۵۳(ه) در ℳ(𝑇) ͬ که درحال است، 𝑊 یͺامتعامد پایۀ ͷی به نسبت و 𝑉 یͺامتعامد پایۀ ͷی

است. کارکرد دو با 𝑉 یͷ پایۀ به نسبت

یͺانͬ عملͽرهای مشخصە یابی های ۵۳ .۷

هستند. معادل زیر موارد آن گاه است. 𝑉 یͺامتعامد پایۀ ͷی ،𝑒۱,… , 𝑒𝑛 کنید فرض .𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض
است. یͺانͬ عملͽر ͷی 𝑆 (ا)

.𝑆∗𝑆 = 𝑆𝑆∗ = 𝐼 (ب)
.𝑆−۱ = 𝑆∗ و است وارون پذیر 𝑆 (ج)

است. 𝑉 یͺامتعامد پایۀ ͷی ،𝑆𝑒۱,… , 𝑆𝑒𝑛 (د)
ͬ دهند. م تشͺیل اقلیدسͬ داخلͬ حاصل ضرب به نسبت را 𝐅𝑛 یͺامتعامد پایۀ ͷی ،ℳ(𝑆, (𝑒۱,… , 𝑒𝑛)) سطر های (ه)

است. یͺانͬ عملͽر ͷی 𝑆∗ (و)

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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داریم ۴۹ .۷ در (ب) و (ا) هم ارزی طبق بنابراین است. یͺانͬ عملͽر ͷی 𝑆 پس است، برقرار (ا) کنید فرض ابتدا اثبات

𝑆∗𝑆 = 𝐼.

دلالت و است نظر مورد چنان که ،𝑆𝑆∗ = 𝑆𝑆−۱ = 𝐼 نتیجه در .𝑆∗ = 𝑆−۱ داریم راست، سمت از 𝑆−۱ در بالا معادلۀ طرف دو هر ضرب با

ͬ شود. م ثابت (ب) بر (ا)

دارد. دلالت (ج) بر (ب) که ͬ دهند م نشان وارون و وارون پذیری تعریف های

در (د) و (ب) هم ارزی طبق بنابراین .𝑆∗𝑆 = 𝐼 پس .𝑆−۱ = 𝑆∗ و است وارون پذیر 𝑆 که بە طوری است، برقرار (ج) کنید فرض اکنون

𝑉 یͺامتعامد پایۀ ͷی 𝑆𝑒۱,… , 𝑆𝑒𝑛 نتیجه در است. ⅾiⅿ𝑉 با برابر لیست این طول است، 𝑉 در یͺامتعامد لیست ͷی 𝑆𝑒۱,… , 𝑆𝑒𝑛 ،۴۹ .۷

ͬ شود. م ثابت (د) بر (ج) دلالت و است

ͷی 𝑆 که ͬ دهد م نشان ۴۹ .۷ در (د) و (ا) هم ارزی است. 𝑉 یͺامتعامد پایۀ ͷی 𝑆𝑒۱,… , 𝑆𝑒𝑛 پس است، برقرار (د) کنید فرض اکنون

بنابراین است. یͺانͬ عملͽر

(𝑆∗)∗𝑆∗ = 𝑆𝑆∗ = 𝐼,

۴۹ .۷ در (ب) و (ا) هم ارزی و بالا معادلۀ دارد. دلالت (ب) بر (ا) که دادیم نشان نتیجه این در قبلا چون است، برقرار آخر معادلۀ آن در که

هم ارزی [طبق ͬ دهند م تشͺیل را 𝐅𝑛 یͺامتعامد پایۀ ͷی ℳ(𝑆∗, (𝑒۱,… , 𝑒𝑛)) ستون های ازاین رو است. ایزومتری ͷی 𝑆∗ که ͬ دهند م نشان

سطرهای نتیجه در هستند. ℳ(𝑆∗, (𝑒۱,… , 𝑒𝑛)) ستون های مختلط مزدوج های ،ℳ(𝑆, (𝑒۱,… , 𝑒𝑛)) سطرهای .[۴۹ .۷ در (ه) و (ا)

ͬ شود. م ثابت (ه) بر (د) دلالت و ͬ دهند م را 𝐅𝑛 یͺامتعامد پایۀ ͷی تشͺیل ℳ(𝑆, (𝑒۱,… , 𝑒𝑛))
(ه) و (ا) هم ارزی ͬ دهد. م تشͺیل را 𝐅𝑛 یͺامتعامد پایۀ ͷی ℳ(𝑆∗, (𝑒۱,… , 𝑒𝑛)) ستون های نتیجه در است. برقرار (ه) کنید فرض اکنون

ͬ شود. م ثابت (و) بر (ه) دلالت و است ایزومتری ͷی 𝑆∗ که ͬ دهد م نشان ۴۹ .۷ در

(ا) ͬ دهد م نشان کردە ایم، اثبات نتیجه این در تاکنون دلالت ها که زنجیرۀ است. یͺانͬ عملͽر ͷی 𝑆∗ پس است، برقرار (و) کنید فرض اکنون

ͬ شود. م ثابت (ا) بر (و) دلالت و است یͺانͬ عملͽر ͷی (𝑆∗)∗ که ͬ دهد م نشان 𝑆∗ بر نتیجه این اعمال دارد. دلالت (و) بر

■ ͬ شود. م کامل اثبات و (ا) ⇒ (ب) ⇒ (ج) ⇒ (د) ⇒ (ه) ⇒ (و) ⇒ (ا) که دادیم نشان

عملͽر ͷی با متناظر 𝑧 مختلط عدد ͷی قیاس، این طبق آورید. یاد به را ℒ(𝑉 ) و 𝐂 بین قیاس

عملͽرهای با متناظر (𝑧 = ̄𝑧) حقیقͬ عددهای است. 𝑆∗ با متناظر ̄𝑧 و است 𝑆 ∈ ℒ(𝑉 )
عملͽرهای نامناسب) (نام گذاری با متناظر غیرمنفͬ عددهای و هستند (𝑆 = 𝑆∗) خودالحاقͬ

هستند. مثبت

است، 𝑧 مختلط عددهای شامل که است واحد دایرۀ ،𝐂 از دیͽر برجستۀ زیرمجموعۀ ͷی

متناظر این ما، قیاس طبق است. ̄𝑧𝑧 = ۱ شرط با معادل |𝑧| = ۱ شرط .|𝑧| = ۱ که بە طوری

قیاس بنابراین، است. یͺانͬ عملͽر ͷی 𝑆 اینکه با است معادل که است 𝑆∗𝑆 = 𝐼 شرط با

بعدی، نتیجۀ دو در است. یͺانͬ عملͽرهای مجموعۀ با متناظر 𝐂 در واحد دایرۀ که ͬ دهد م نشان

مثال برای را ۱۵ تمرین همچنین ͬ شود. م ظاهر یͺانͬ عملͽرهای مقدارهای ویژۀ در قیاس این

ببینید. قیاس این از دیͽری

هستند ۱ قدرمطلق دارای یͺانͬ عملͽرهای مقدارهای ویژۀ ۵۴ .۷

.|𝜆| = ۱ آن گاه است. یͺانͬ عملͽر ͷی مقدارویژۀ ͷی 𝜆 کنید فرض

.𝑆𝑣 = 𝜆𝑣 و 𝑣 ≠ ۰ که باشد طوری 𝑣 ∈ 𝑉 کنید فرض است. 𝑆 مقدارویژۀ ͷی 𝜆 و است یͺانͬ عملͽر ͷی 𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض اثبات

آن  گاه

|𝜆| ‖𝑣‖ = ‖𝜆𝑣‖ = ‖𝑆𝑣‖ = ‖𝑣‖.

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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■ است. مطلوب چنان که ،|𝜆| = ۱ نتیجه در

متناهͬ، بعد با مختلط داخلͬ حاصل ضرب فضاهای روی را یͺانͬ عملͽرهای بعدی، نتیجۀ

ͬ کند. م توصیف اصلͬ، ابزار بە عنوان مختلط طیفͬ قضیۀ از استفاده با

مختلط داخلͬ حاصل ضرب فضاهای روی یͺانͬ عملͽرهای توصیف ۵۵ .۷

هستند. معادل زیر موارد آن گاه .𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ) و 𝐅 = 𝐂 کنید فرض
است. یͺانͬ عملͽر ͷی 𝑆 (ا)

هستند. ۱ قدرمطلق دارای همه آن ها، متناظر مقدارهای ویژۀ که دارد وجود 𝑆 بردارهای ویژۀ شامل ،𝑉 از یͺامتعامد پایۀ ͷی (ب)

قضیۀ نتیجه در است. نرمال 𝑆 که ͬ دهد م نشان ۵۳ .۷ در (ب) و (ا) هم ارزی است. یͺانͬ عملͽر ͷی 𝑆 پس است، برقرار (ا) کنید فرض اثبات

۱ قدرمطلق دارای 𝑆 مقدارویژۀ هر دارد. وجود 𝑆 بردارهای ویژۀ شامل  𝑉 از 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 یͺامتعامد پایۀ که ͬ دهد م نشان (۳۱ .۷) مختلط طیفͬ

ͬ شود. م کامل (ب) بر (ا) دلالت اثبات و (۵۴ .۷ (طبق است

آن ها نظیر مقدارهای ویژۀ که است 𝑆 بردارهای ویژۀ شامل 𝑉 یͺامتعامد پایۀ ͷی 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 کنید فرض است. برقرار (ب) کنید فرض اکنون

داریم 𝑗, 𝑘 = ۱,… , 𝑛 هر برای زیرا است، 𝑉 یͺامتعامد پایۀ ͷی نیز 𝑆𝑒۱,… , 𝑆𝑒𝑛 آن گاه هستند. ۱ قدرمطلق دارای همه ،𝜆۱,… , 𝜆𝑛

⟨𝑆𝑒𝑗, 𝑆𝑒𝑘⟩ = ⟨𝜆𝑗𝑒𝑗, 𝜆𝑘𝑒𝑘⟩ = 𝜆𝑗𝜆𝑘⟨𝑒𝑗, 𝑒𝑘⟩ =
⎧{
⎨{⎩

۰ 𝑗 ≠ 𝑘 ,اگر
۱ 𝑗 = 𝑘 .اگر

■ ͬ شود. م ثابت (ا) بر (ب) دلالت و است یͺانͬ 𝑆 که ͬ دهد م نشان ۵۳ .۷ در (د) و (ا) هم ارزی نتیجه، در

QR تجزیۀ

تمرین باید توجه این ͬ کنیم. م معطوف ماتریس ها به عملͽرها از را خود توجه زیربخش، این در

پایه ͷی انتخاب (بعداز باشد مربعͬ ماتریس ͷی با عملͽر ͷی همانندسازی در شما برای خوبی

انتقال درخصوص باید همچنین شما است). شده تعریف آن روی عملͽر که برداری فضای از

باشید. راحت تر بالعکس، و مربعͬ ماتریس های زمینۀ به عملͽرها زمینۀ از نتایج و مفاهیم

عملͽرهای کنید فرض ͬ کنید، م شروع 𝑛 در 𝑛 ماتریس های با عملͽرها بە جای زمانͬ که

پایۀ به نسبت آن ها ماتریس اینکه و اقلیدسͬ) داخلͬ حاصل ضرب (با دارند قرار 𝐅𝑛 در مربوطه

شود. ذکر آن خلاف آنکه مͽر ͬ شود، م محاسبه 𝐅𝑛 استاندارد

ͬ کنیم. م شروع یͺانͬ ماتریس ͷی به یͺانͬ عملͽر ͷی مفهوم انتقال و زیر تعریف انجام با

یͺانͬ ماتریس تعریف: ۵۶ .۷

دهند. تشͺیل 𝐅𝑛 در را یͺامتعامد لیست ͷی آن ستون های اگر گویند، یͺانͬ را 𝑛 در 𝑛 ماتریس

جایͽزین «𝐅𝑛 یͺامتعامد «پایۀ با را «𝐅𝑛 در یͺامتعامد «لیست ͬ توانستیم م بالا، تعریف در

ͷی 𝑛⁃بعدی، داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی در 𝑛 طول به یͺامتعامد لیست هر زیرا کنیم،

𝑉 یͺامتعامد پایە های 𝑓۱,… , 𝑓𝑛 و 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 و 𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ) اگر است. یͺامتعامد پایۀ

ℳ(𝑆, (𝑒۱,… , 𝑒𝑛), (𝑓۱,… , 𝑓𝑛)) اگر تنها و اگر است، یͺانͬ عملͽر ͷی 𝑆 آن گاه باشند،

همچنین شد. داده نشان ۴۹ .۷ در (ه) و (ا) هم ارزی توسط چنان که باشد، یͺانͬ ماتریس ͷی

را «ستون ها» ،۵۳ .۷ در (ه) و (ا) شرط های بین هم ارزی از استفاده با ͬ توانستیم م که کنید توجه

کنیم. جایͽزین «سطرها» با بالا تعریف در

معادل شرط های برخͬ ͬ کنیم، م واگذار خواننده به تمرین بە عنوان را آن اثبات که بعدی نتیجۀ

حاصل ضرب نشان دهندۀ 𝑄𝑣 (ج)، در ͬ دهد. م ارائه مربعͬ ماتریس ͷی بودن یͺانͬ برای را

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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ستونͬ ماتریس های (بعضا ۱ در 𝑛 ماتریس های با را 𝐅𝑛 عضوهای که است 𝑣 و 𝑄 ماتریسͬ

است 𝐅𝑛 روی معمول اقلیدسͬ نرم پایین، در (ج) بند نرم ͬ کند. م همانندسازی ͬ شوند) م نامیده

مزدوج ترانهادۀ نشان دهندۀ 𝑄∗ (د)، بند در ͬ شود. م ناشͬ اقلیدسͬ داخلͬ حاصل ضرب از که

است. مربوطه عملͽر الحاقͬ با متناظر که ͬ باشد م 𝑄 ماتریس

یͺانͬ ماتریس های مشخصە یابی های ۵۷ .۷

هستند. معادل زیر موارد آن گاه است. 𝑛 در 𝑛 ماتریس ͷی 𝑄 کنید فرض
است. یͺانͬ ماتریس ͷی 𝑄 (ا)

ͬ دهند. م تشͺیل 𝐅𝑛 در را یͺامتعامد لیست ͷی 𝑄 سطرهای (ب)
.𝑣 ∈ 𝐅𝑛 هر برای ،‖𝑄𝑣‖ = ‖𝑣‖ (ج)

ͬ باشد. م درایە ها سایر در ۰ها و قطر روی ۱ها با 𝑛 در 𝑛 همانͬ ماتریس 𝐼 که ،𝑄∗𝑄 = 𝑄𝑄∗ = 𝐼 (د)

تجزیۀ در R و Q حروف از استفاده مترجمان:
دارد. تاریخͬ دلایل ،QR

(در QR پرکاربرد الͽوریتم در اصلͬ ابزار است، شده اثبات و بیان زیر در که QR تجزیۀ

بردارهای ویژۀ و مقدارهای ویژه برای خوب تقریب های کردن پیدا برای است) نشده مطرح اینجا

𝑄 ماتریس های آن گاه باشد، 𝐅𝑛,𝑛 در 𝐴 ماتریس اگر پایین، نتیجۀ در است. مربعͬ ماتریس های

هستند. 𝐅𝑛,𝑛 در نیز 𝑅 و

QR تجزیۀ ۵۸ .۷

است، یͺانͬ 𝑄 که بە طوری دارند، وجود 𝑅 و 𝑄 یͺتای ماتریس های آن گاه است. خطͬ مستقل ستون های با مربعͬ ماتریس ͷی 𝐴 کنید فرض
و است قطر روی مثبت عددهای دارای تنها و بالامثلثͬ 𝑅

𝐴 = 𝑄𝑅.

بر را (۳۲ .۶) گرام⁃اشمیت روش ͬ گیریم. م نظر در 𝐅𝑛 عضوهای بە عنوان که باشد 𝐴 ستون های نشان دهندۀ 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 کنید فرض اثبات

باشیم داشته 𝑘 = ۱,… , 𝑛 هر برای که بە طوری شود، حاصل 𝐅𝑛 از 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 یͺامتعامد پایۀ ͷی تا کنید اعمال 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 لیست

span(𝑣۱,… , 𝑣𝑘) = span(𝑒۱,… , 𝑒𝑘). (۵۹ .۷)

توسط که باشد 𝑛 در 𝑛 ماتریس ͷی 𝑅 کنید فرض

𝑅𝑗,𝑘 = ⟨𝑣𝑘, 𝑒𝑗⟩

بنابراین و است متعامد span(𝑒۱,… , 𝑒𝑘) با 𝑒𝑗 آن گاه ،𝑗 > 𝑘 اگر است. 𝑅 از 𝑘 ستون و 𝑗 سطر درایۀ نشان دهندۀ 𝑅𝑗,𝑘 آن در و ͬ شود م تعریف

است. بالامثلثͬ ماتریس ͷی 𝑅 نتیجه در .⟨𝑣𝑘, 𝑒𝑗⟩ = ۰ آن گاه ،𝑗 > 𝑘 اگر دیͽر، بیان به .(۵۹ .۷ (طبق است متعامد 𝑣𝑘 با 𝑒𝑗
ͷی با است برابر ،𝑄𝑅 از 𝑘ام ستون آن گاه ،𝑘 ∈ {۱,… , 𝑛} اگر هستند. 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 آن ستون های که باشد یͺانͬ ماتریس ͷی 𝑄 کنید فرض

برابر 𝑄𝑅 از 𝑘ام ستون ازاین رو ببینید. را ۶. ۵۱(ا) ͬ شوند– م حاصل 𝑅 از 𝑘ام ستون از خطͬ ترکیب ضرایب که ،𝑄 ستون های از خطͬ ترکیب

با است

⟨𝑣𝑘, 𝑒۱⟩𝑒۱ +⋯+ ⟨𝑣𝑘, 𝑒𝑘⟩𝑒𝑘,

ͬ باشد. م مطلوب چنان که ،𝐴 = 𝑄𝑅 نتیجه در ͬ باشد. م 𝐴 از 𝑘ام ستون که ۶. ۳۰(ا)] [طبق 𝑣𝑘 با است برابر که

خطͬ ترکیب ͷی بعلاوۀ 𝑒𝑘 از مثبتͬ مضرب با 𝑣𝑘 هر که ͬ دهند م نشان ببینید)، را ۳۲ .۶) ͬ کنند م تعریف را گرام⁃اشمیت روش که معادلە هایی

مطلوب چنان که هستند، مثبت عددهای 𝑅 قطر روی درایە ها همۀ نتیجه در است. مثبت عدد ͷی ⟨𝑣𝑘, 𝑒𝑘⟩ هر پس است. برابر 𝑒۱,… , 𝑒𝑘−۱ از

است.

با تنها است، بالامثلثͬ 𝑅̂ و است یͺانͬ 𝑄̂ آن در که ،𝐴 = 𝑄̂ 𝑅̂ داریم کنید فرض نیز هستند، یͺتا 𝑅 و 𝑄 اینکه دادن نشان برای نهایت، در

که ͬ کنیم م مشاهده بالا، بە صورت ماتریسͬ ضرب گرفتن نظر در با هستند. 𝑄̂ستون های نشان دهندۀ 𝑞۱,… , 𝑞𝑛 کنید فرض قطر. روی مثبت عددهای

span(𝑣۱,… , 𝑣𝑘) = span(𝑞۱,… , 𝑞𝑘) یعنͬ این ͬ شوند. م حاصل 𝑅̂ از 𝑘ام ستون از آن ضرایب که است 𝑞۱,… , 𝑞𝑘 از خطͬ ترکیب ͷی ،𝑣𝑘 هر

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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هر برای که ͬ دهد م نشان ببینید)، را ۲ −۶ بخش از ۱۰ (تمرین صدق کنند شرط ها این در که یͺامتعامد لیست های یͺتایی اکنون .⟨𝑣𝑘, 𝑞𝑘⟩ > ۰ و

■ ͬ شود. م کامل یͺتایی اثبات و ͬ کند م دلالت 𝑅̂ = 𝑅 بر آن گاه که ،𝑄̂ = 𝑄 نتیجه در .𝑞𝑘 = 𝑒𝑘 داریم 𝑘 = ۱,… , 𝑛

که ماتریسͬ ستون های بر گرام⁃اشمیت روش اعمال با که ͬ دهد م نشان QR تجزیۀ اثبات

تجزیۀ محاسبۀ بعدی، مثال کرد. رامحاسبه یͺانͬ ماتریس ستون های ͬ توان م شود، تجزیه باید

ͬ دهد. م نشان کردیم، تکمیل هم اکنون که اثباتͬ مبنای بر را QR

۳ در ۳ ماتریس ͷی QR تجزیۀ مثال: ۶۰ .۷

ماتریس QR تجزیۀ یافتن برای

𝐴 = ⎛⎜⎜
⎝

۱ ۲ ۱
۰ ۱ −۴
۰ ۳ ۲

⎞⎟⎟
⎠

,

دهید: قرار 𝐴 ستون های با برابر را 𝑣۳ و 𝑣۲ ،𝑣۱ بنابراین کنید. دنبال را ۵۸ .۷ اثبات

𝑣۱ = (۱, ۰, ۰), 𝑣۲ = (۲, ۱, ۳), 𝑣۳ = (۱, −۴, ۲).

شود: حاصل زیر یͺامتعامد لیست تا کنید اعمال 𝑣۳ و 𝑣۲ ،𝑣۱ بر را گرام⁃اشمیت روش

𝑒۱ = (۱, ۰, ۰), 𝑒۲ = (۰, ۱√
۱۰ ,

۳√
۱۰) , 𝑒۳ = (۰, −۳√

۱۰ ,
۱√
۱۰) .

است: 𝑣۳ و 𝑣۲ ،𝑣۱ ستون های با یͺانͬ ماتریس 𝑄 کنید فرض ،۵۸ .۷ اثبات ادامۀ با همچنان

𝑄 = ⎛⎜⎜⎜
⎝

۱ ۰ ۰
۰ ۱√

۱۰
−۳√
۱۰

۰ ۳√
۱۰

۱√
۱۰

⎞⎟⎟⎟
⎠

.

𝑘 ستون و 𝑗 سطر درایۀ که باشد ۳ در ۳ ماتریس ͷی 𝑅 کنید فرض ،۵۸ .۷ اثبات با مشابه
نتیجه در که ͬ باشد، م ⟨𝑣𝑘, 𝑒𝑗⟩ آن در

𝑅 = ⎛⎜⎜
⎝

۱ ۲ ۱
۰

√
۱۰

√
۱۰
۵

۰ ۰ ۷
√
۱۰
۵

⎞⎟⎟
⎠

.

چنان که است، قطر روی مثبت عددهای با تنها بالامثلثͬ، ماتریس ͷی 𝑅بە واقع که کنید توجه
ͬ طلبد. م QR تجزیۀ

ͬ باشد: م 𝐴 نظر مورد تجزیۀ 𝐴 = 𝑄𝑅 که کرد بررسͬ ͬ توان م ماتریسͬ ضرب با اکنون

𝑄𝑅=⎛⎜⎜⎜
⎝

۱ ۰ ۰
۰ ۱√

۱۰
−۳√
۱۰

۰ ۳√
۱۰

۱√
۱۰

⎞⎟⎟⎟
⎠

⎛⎜⎜
⎝

۱ ۲ ۱
۰

√
۱۰

√
۱۰
۵

۰ ۰ ۷
√
۱۰
۵

⎞⎟⎟
⎠
=⎛⎜⎜
⎝

۱ ۲ ۱
۰ ۱ −۴
۰ ۳ ۲

⎞⎟⎟
⎠
=𝐴.

ͬ رفت. م انتظار چنان که ،𝐴 = 𝑄𝑅 نتیجه در

بعدی زیربخش در (۶۳ .۷) ͬͺچولس تجزیۀ اثبات در استفاده مورد اصلͬ ابزار ،QR تجزیۀ

ببینید را هادامارد نامساوی اثبات ،QR تجزیۀ از دیͽر مناسب کاربرد ͷی برای بود. خواهد

.(۶۶ .۹)

خطͬ معادلات دستگاه ͷی حل برای ͬ توان م آن از آن گاه باشد، موجود QR تجزیۀ ͷی اگر

ماتریس ͷی 𝐴 کنید فرض مشخص بە طور کرد. استفاده گاوسͬ حذف از استفاده بدون متناظر،

معادلۀ ͬ خواهیم م و 𝑏 ∈ 𝐅𝑛 که کنید فرض است. خطͬ مستقل سنون های با 𝑛 در 𝑛 مربعͬ

با را 𝐅𝑛 عضوهای ما معمول، (طبق کنیم حل 𝑥 = (𝑥۱,… , 𝑥𝑛) ∈ 𝐅𝑛 برای را 𝐴𝑥 = 𝑏

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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ͬ کنیم). م همانندسازی ۱ در 𝑛 ستونͬ بردارهای

مثبت عددهای با تنها است، بالامثلثͬ 𝑅 و است یͺانͬ 𝑄 آن، در که 𝐴 = 𝑄𝑅 کنید فرض

در چنان که هستند، محاسبه قابل 𝐴 از گرام⁃اشمیت، روش از استفاده با تنها 𝑅 و 𝑄) قطر روی

دو هر ضرب با است. هم ارز 𝑄𝑅𝑥 = 𝑏 معادلۀ با 𝐴𝑥 = 𝑏 معادلۀ شد). داده نشان ۵۸ .۷ اثبات

ͬ آید: م دست به زیر معادلۀ ۷. ۵۷(د)، از استفاده با و 𝑄∗ در چپ سمت از آخر معادلۀ این طرف

𝑅𝑥 = 𝑄∗𝑏.

چون است. سرراست 𝑄∗𝑏 محاسبۀ ازاین رو است. 𝑄 ماتریس مزدوج ترانهادۀ ،𝑄∗ ماتریس

با شده ارائه خطͬ معادلات دستگاه است، قطر روی مثبت عددهای با بالامثلثͬ ماتریس ͷی 𝑅
حل بە سرعت ͬ آخر، ال و 𝑥𝑛−۱ برحسب سپس و 𝑥𝑛 برحسب حل با ابتدا ͬ توان م را بالا معادلۀ

کرد.

ͬͺچولس تجزیۀ

داخلͬ حاصل ضرب های برحسب مثبت وارون پذیر عملͽرهای مشخصە یابی با را زیربخش این

ͬ کنیم. م شروع

مثبت وارون پذیر عملͽر ۶۱ .۷

.⟨𝑇 𝑣, 𝑣⟩ > ۰ غیرصفر، 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای اگر تنها و اگر است، مثبت وارون پذیر عملͽر ͷی 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) خودالحاقͬ عملͽر ͷی

یعنͬ این .𝑇𝑣 ≠ ۰ داریم است، وارون پذیر 𝑇 چون آن گاه ،𝑣 ≠ ۰ و 𝑣 ∈ 𝑉 اگر است. مثبت وارون پذیر عملͽر ͷی 𝑇 کنید فرض ابتدا اثبات

.⟨𝑇 𝑣, 𝑣⟩ > ۰ نتیجه در .(۴۳ .۷ (طبق ⟨𝑇 𝑣, 𝑣⟩ ≠ ۰

غیرصفر 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای بنابراین .⟨𝑇 𝑣, 𝑣⟩ > ۰ داریم غیرصفر 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای که کنید فرض اکنون دیͽر، جهت در دلالت اثبات برای

■ ͬ باشد. م مطلوب چنان که است، وارون پذیر 𝑇 نتیجه در است. ͷبە ی ͷی 𝑇 ازاین رو .𝑇𝑣 ≠ ۰ داریم

حاصل ضرب از ما اینجا در ͬ کند. م منتقل ماتریس ها زبان به را بالا نتیجۀ بعدی تعریف

همانندسازی ۱ در 𝑛 ستونͬ بردارهای با 𝐅𝑛را عضوهای و کرده 𝐅𝑛استفاده روی معمول اقلیدسͬ

ͬ کنیم. م

مثبت معین تعریف: ۶۲ .۷

𝑥 ∈ 𝐅𝑛 هر برای و 𝐵∗ = 𝐵 اگر ͬ شود، م نامیده مثبت معین 𝐵 ∈ 𝐅𝑛,𝑛 ماتریس
باشیم داشته غیرصفر

⟨𝐵𝑥, 𝑥⟩ > ۰.

همۀ (یعنͬ باشد پایین مثلثͬ آن مزدوج ترانهادۀ اگر تنها و اگر است، بالامثلثͬ ماتریس ͷی

دارد، محاسباتͬ خطͬ جبر در مهمͬ پیامدهای که زیر تجزیۀ باشند). ۰ قطر بالای درایە های

آن مزدوج ترانهادۀ و پایین مثلثͬ ماتریس ͷی حاصل ضرب بە صورت را مثبت معین ماتریس ͷی

ͬ نویسد. م

مورد در نتایج همانندسازی از اثبات گرچه ͬ باشد، م ماتریس ها مورد در صرفا بعدی نتیجۀ

در 𝐵 ماتریس اگر زیر، نتیجۀ در ͬ برد. م بهره مربعͬ ماتریس های مورد در نتایج با عملͽرها،

است. 𝐅𝑛,𝑛 در نیز 𝑅 ماتریس آن گاه باشد، 𝐅𝑛,𝑛

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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ͬͺچولس تجزیۀ ۶۳ .۷

که بە طوری دارد، وجود قطر روی مثبت عددهای با تنها ،𝑅 یͺتای بالامثلثͬ ماتریس ͷی آن گاه باشد. مثبت معین ماتریس ͷی 𝐵 کنید فرض

𝐵 = 𝑅∗𝑅.

بندهای هم ارزی [طبق 𝐵 = 𝐴∗𝐴 که بە طوری دارد، وجود 𝐵 با هم اندازه ،𝐴 وارون پذیر مربعͬ ماتریس ͷی است، مثبت معین 𝐵 چون اثبات

.[۳۸ .۷ در (و) و (ا)

بالامثلثͬ آن، قطر روی مثبت عددهای با تنها 𝑅 و است یͺانͬ 𝑄 آن در که ببینید)، را ۵۸ .۷) باشد 𝐴 از QR تجزیۀ ،𝐴 = 𝑄𝑅 کنید فرض

.𝐴∗ = 𝑅∗𝑄∗ آن گاه است.

نتیجه در

𝐵 = 𝐴∗𝐴 = 𝑅∗𝑄∗𝑄𝑅 = 𝑅∗𝑅,

است. مطلوب چنان که

𝑆 ماتریس .𝐵 = 𝑆∗𝑆 و است آن قطر روی مثبت عددهای با تنها بالامثلثͬ، ماتریس ͷی 𝑆 کنید فرض نتیجه، این یͺتایی بخش اثبات برای

راست، سمت از 𝑆−۱ در 𝐵 = 𝑆∗𝑆 معادلۀ طرف دو هر ضرب ببینید). را ۴ −۳ بخش از ۱۱ (تمرین است وارون پذیر 𝐵 زیرا است، وارون پذیر

ͬ دهد. م دست به را 𝐵𝑆−۱ = 𝑆∗ معادلۀ

آن گاه باشد. اثبات این اول پاراگراف ماتریس 𝐴 کنید فرض

(𝐴𝑆−۱)∗(𝐴𝑆−۱) = (𝑆∗)−۱𝐴∗𝐴𝑆−۱

= (𝑆∗)−۱𝐵𝑆−۱

= (𝑆∗)−۱𝑆∗

= 𝐼.

است. یͺانͬ 𝐴𝑆−۱ بنابراین

قطر روی مثبت عددهای با تنها بالامثلثͬ، ماتریس ͷی و یͺانͬ ماتریس ͷی حاصل ضرب بە عنوان 𝐴 از تجزیه ͷی 𝐴 = (𝐴𝑆−۱)𝑆 نتیجه در

■ دارد. دلالت 𝑆 = 𝑅 بر است، آمده ۵۸ .۷ در چنان که ،QR تجزیۀ یͺتایی اکنون است. آن

ͬͺچولس آندره⁃لوئیس
(۱۹۱۸−۱۸۷۵) (Anⅾré−Ⅼouis Ⅽhoⅼesky)

۱۹۲۴ در وی مرگ پس از که کرد کشف را تجزیه این
شد. منتشر

انتخاب یͺتا مثبت معین ماتریس بە صورت را 𝐴 ͬ توانستیم م بالا، اثبات از اول پاراگراف در

𝐴 از ͬ تری عموم شͺل انتخاب با اثبات بااین حال ببینید). را ۳۹ .۷) باشد 𝐵 دوم ریشۀ که کنیم

𝐴 از متفاوتͬ انتخاب کردن پیدا ،𝐵 مثبت معین ماتریس های از خاصͬ مورد برای زیرا شد، ارائه

باشد. راحت تر است ممͺن

۴ −۷ تمرین های

،𝑒۱ یͺامتعامد لیست هر برای 𝑆𝑒۲ ،𝑆𝑒۱ اگر تنها و اگر است، ایزومتری ͷی 𝑆 کنید ثابت .𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) و ⅾiⅿ𝑉 ≥ ۲ کنید فرض ۱
باشد. 𝑊 در یͺامتعامد لیست ͷی ،𝑉 در دو طول به 𝑒۲

کند. حفظ را تعامد 𝑇 اگر تنها و اگر است، ایزومتری ͷی از اسͺالر مضرب ͷی 𝑇 کنید ثابت .𝑇 ≠ ۰ و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض ۲

.⟨𝑢, 𝑣⟩ = ۰ که بە طوری ،⟨𝑇𝑢, 𝑇 𝑣⟩ = ۰ داریم 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای که است معنͬ این به ͬ کند» حفظ م را تعامد 𝑇 » عبارت

است. یͺانͬ عملͽر ͷی ،𝑉 روی یͺانͬ عملͽر دو حاصل ضرب دهید نشان (ا) ۳
است. یͺانͬ عملͽر ͷی ،𝑉 روی یͺانͬ عملͽر ͷی وارون دهید نشان (ب)

است. عملͽر دو معمول حاصل ضرب گروه، دوتائͬ عمل آن، در که است گروه ͷی ،𝑉 روی یͺانͬ عملͽرهای مجموعۀ که ͬ دهد م نشان تمرین این

.𝐴۲+𝐵۲ = 𝐼 و 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 اگر تنها و اگر است، یͺانͬ 𝐴+𝑖𝐵 دهید نشان هستند. خودالحاقͬ 𝐴,𝐵 ∈ ℒ(𝑉 ) و 𝐅 = 𝐂 کنید فرض ۴

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



داخلͬ حاصل ضرب فضاهای روی عملͽرها ۷ ۲۲۴

هستند. معادل زیر موارد کنید ثابت .𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۵
است. خودالحاقͬ یͺانͬ عملͽر ͷی 𝑆 (ا)

.𝑉 روی 𝑃 از قائمͬ تصویر برای ،𝑆 = ۲𝑃 − 𝐼 (ب)
.𝑆𝑤 = −𝑤 داریم 𝑤 ∈ 𝑈⟂ هر برای و 𝑆𝑢 = 𝑢 داریم 𝑢 ∈ 𝑈 هر برای که بە طوری دارد، وجود 𝑉 از 𝑈 زیرفضای ͷی (ج)

𝑆 ∈ ℒ(𝐅۳) یͺانͬ عملͽر کنید ثابت باشند. ۷ و ۵ ،۲ مقدارهای ویژۀ با 𝐅۳ روی نرمال عملͽرهای ،𝑇۲ و 𝑇۱ عملͽر دو هر کنید فرض ۶
.𝑇۱ = 𝑆∗𝑇۲𝑆 که بە طوری دارد، وجود

عملͽر ͷی ولͬ باشند، ۷ و ۵ ،۲ عملͽر دو هر مقدارهای ویژۀ که بە طوری دهید، ارائه 𝑇۱, 𝑇۲ ∈ ℒ(𝐅۴) خودالحاقͬ عملͽر دو از مثالͬ ۷
وجود نظر مورد خاصیت با یͺانͬ عملͽر هیچ چرا دهید توضیح حتما .𝑇۱ = 𝑆∗𝑇۲𝑆 که بە طوری باشد، نداشته وجود 𝑆 ∈ ℒ(𝐅۴) یͺانͬ

ندارد.
𝑒𝑘 هر برای که بە طوری باشد، داشته وجود 𝑉 از 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 یͺامتعامد پایۀ ͷی و 𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ) اگر دهید: ارائه نقض مثال ͷی یا کنید، ثابت ۸

است. یͺانͬ عملͽر ͷی 𝑆 آن گاه ،‖𝑆𝑒𝑘‖ = ۱ باشیم داشته
ثابت .‖𝑇 𝑣‖ ≤ ‖𝑣‖ داریم 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای و است ۱ قدرمطلق دارای 𝑇 مقدارویژۀ هر کنید فرض .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و 𝐅 = 𝐂 کنید فرض ۹

است. یͺانͬ عملͽر ͷی 𝑇 کنید
.‖𝑇 𝑣‖ ≤ ‖𝑣‖ داریم 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای که بە طوری است، خودالحاقͬ عملͽر ͷی 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و 𝐅 = 𝐂 کنید فرض ۱۰

است. مثبت عملͽر ͷی 𝐼 − 𝑇 ۲ دهید نشان (ا)
است. یͺانͬ عملͽر ͷی 𝑇 + 𝑖

√
𝐼 − 𝑇 ۲ دهید نشان (ب)

اگر تنها و اگر است، یͺانͬ عملͽر ͷی 𝑆 کنید ثابت .𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۱۱

{𝑆𝑣 ∶ 𝑣 ∈ 𝑉 و ‖𝑣‖ ≤ ۱} = {𝑣 ∈ 𝑉 ∶ ‖𝑣‖ ≤ ۱}.

𝑆 آن گاه ،∥𝑆−۱𝑣∥ = ‖𝑆𝑣‖ باشیم داشته 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای و باشد وارون پذیر 𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ) اگر دهید: ارائه نقض مثال ͷی یا کنید، ثابت ۱۲
است. یͺانͬ

سطرهای اگر تنها و اگر ͬ دهند، م تشͺیل 𝐂𝑛 در را یͺامتعامد لیست ͷی مختلط، عددهای از مربعͬ ماتریس ͷی ستون های چرا دهید توضیح ۱۳
دهند. تشͺیل 𝐂𝑛 در را یͺامتعامد لیست ͷی ماتریس

دارد، وجود 𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ) یͺانͬ عملͽر ͷی کنید ثابت .ⅾiⅿ𝑉 ≥ ۲ کنید فرض همچنین .𝑏 ∈ 𝐅 و ‖𝑣‖ = ۱ با 𝑣 ∈ 𝑉 کنید فرض ۱۴
.|𝑏| ≤ ۱ اگر تنها و اگر ،⟨𝑆𝑣, 𝑣⟩ = 𝑏 که بە طوری

است. وارون پذیر 𝑇 − 𝐼 که بە طوری است، 𝑉 روی یͺانͬ عملͽر ͷی 𝑇 کنید فرض ۱۵
است). خود الحاقͬ منفͬ با برابر که معنͬ این (به است چوله عملͽر ͷی (𝑇 + 𝐼)(𝑇 − 𝐼)−۱ کنید ثابت (ا)

است. خودالحاقͬ عملͽر ͷی 𝑖(𝑇 + 𝐼)(𝑇 − 𝐼)−۱ آن گاه ،𝐅 = 𝐂 اگر کنید ثابت (ب)

در واحد دایرۀ و یͺانͬ عملͽرهای بین قیاس (ب)، ازاین رو ͬ کند. م نگاشت 𝐑 به را (۱ نقطۀ (بە جز 𝐂 در واحد دایرۀ 𝑧 ↦ 𝑖(𝑧 + ۱)(𝑧 − ۱)−۱ تابع
ͬ دهد. م نشان 𝐑 و خودالحاقͬ عملͽرهای بین قیاس با را، همراه 𝐂

این مقدارویژۀ ͷی ۱ و است یͺانͬ عملͽر ͷی (𝑇 + 𝑖𝐼)(𝑇 − 𝑖𝐼)−۱ کنید ثابت است. خودالحاقͬ 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و 𝐅 = 𝐂 کنید فرض ۱۶
نیست. عملͽر

ͬ باشند. م برقرار ارائه شدە اند، ۵۷ .۷ در که یͺانͬ ماتریس های مشخصە یابی های چرا دهید توضیح ۱۷
ͷی آن گاه باشد، حقیقͬ درایە های با متقارن ماتریس ͷی 𝐴 اگر کنید ثابت باشد. برابر خود ترانهادۀ با اگر گویند، متقارن را 𝐴 مربعͬ ماتریس ۱۸

است. قطری ماتریس ͷی 𝑄∗𝐴𝑄 که بە طوری دارد، وجود حقیقͬ درایە های با 𝑄 یͺانͬ ماتریس
بە صورت 𝐂𝑛 از 𝑧 نمونۀ عضو ͷی آن در که ͬ گیریم م کار به تمرین این در را نمادگذاری ͷی است. مثبت صحیح عدد ͷی 𝑛 کنید فرض ۱۹

ͬ کنیم: م تعریف زیر بە صورت 𝐂𝑛 روی را 𝜔۰, 𝜔۱,… , 𝜔𝑛−۱ خطͬ تابعک های ͬ شود. م داده نشان 𝑧 = (𝑧۰, 𝑧۱,… , 𝑧𝑛−۱)

𝜔𝑗(𝑧۰, 𝑧۱,… , 𝑧𝑛−۱) =
۱√𝑛

𝑛−۱

∑
𝑚=۰

𝑧𝑚 𝑒−۲𝜋𝑖𝑗𝑚/𝑛.

ͬ کنیم: م تعریف زیر بە صورت که است ℱ∶ 𝐂𝑛 → 𝐂𝑛 عملͽر ، گسسته فوریۀ تبدیل

ℱ𝑧 = (𝜔۰(𝑧), 𝜔۱(𝑧),… , 𝜔𝑛−۱(𝑧)) .

است. 𝐂𝑛 روی یͺانͬ عملͽر ͷی ℱ دهید نشان (ا)
آن گاه شود، تعریف 𝑧۰ با برابر 𝑧𝑛 و (𝑧۰,… , 𝑧𝑛−۱) ∈ 𝐂𝑛 اگر دهید نشان (ب)

ℱ−۱(𝑧۰, 𝑧۱,… , 𝑧𝑛−۱) = ℱ(𝑧𝑛, 𝑧𝑛−۱,… , 𝑧۱).

.ℱ۴ = 𝐼 دهید نشان (ج)

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



ماتریسͬ تجزیۀ و یͺانͬ عملͽرهای ایزومتری ها، ۴ −۷۲۲۵

∫∞
−∞ 𝑓(𝑥)𝑒−۲𝜋𝑖𝑡𝑥𝑑𝑥 بە شͺل عبارت هایی شامل معمول، فوریۀ تبدیل ͬ باشد. م دادە ها تحلیل در فراوانͬ مهم کاربردهای دارای گسسته فوریۀ تبدیل

شدە اند. تعریف 𝐑 روی که است 𝑓 مختلط  مقدار انتگرال پذیر توابع برای

𝑅 که بە طوری دارند، وجود 𝑄 و 𝑅 یͺتای ماتریس های کنید ثابت است. خطͬ مستقل ستون های با مربعͬ ماتریس ͷی 𝐴 کنید فرض ۲۰
.𝐴 = 𝑅𝑄 و است یͺانͬ 𝑄 قطر، روی مثبت عددهای با تنها است، پایین مثلثͬ

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



داخلͬ حاصل ضرب فضاهای روی عملͽرها ۷ ۲۲۶

تکین مقدار تجزیۀ ۵ −۷

تکین مقدارهای

داشت. خواهیم نیاز بخش این در زیر نتیجۀ به

𝑇 ∗𝑇 خاصیت های ۶۴ .۷

آن گاه .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض
است. 𝑉 روی مثبت عملͽر ͷی 𝑇 ∗𝑇 (ا)

nuⅼⅼ𝑇؛ ∗𝑇 = nuⅼⅼ𝑇 (ب)
range𝑇؛ ∗𝑇 = range𝑇 ∗ (ج)

.ⅾiⅿ range𝑇 = ⅾiⅿ range𝑇 ∗ = ⅾiⅿ range𝑇 ∗𝑇 (د)

اثبات

داریم (ا)

(𝑇 ∗𝑇)∗ = 𝑇 ∗(𝑇 ∗)∗ = 𝑇 ∗𝑇 .

آن گاه ،𝑣 ∈ 𝑉 اگر است. خودالحاقͬ 𝑇 ∗𝑇 بنابراین

⟨(𝑇 ∗𝑇)𝑣, 𝑣⟩ = ⟨𝑇 ∗(𝑇 𝑣), 𝑣⟩ = ⟨𝑇𝑣, 𝑇 𝑣⟩ = ‖𝑇𝑣‖۲ ≥ ۰.

است. مثبت عملͽر ͷی 𝑇 ∗𝑇 نتیجه در

آن گاه .𝑣 ∈ nuⅼⅼ𝑇 ∗𝑇 کنید فرض ابتدا (ب)

‖𝑇 𝑣‖۲ = ⟨𝑇𝑣, 𝑇 𝑣⟩ = ⟨𝑇 ∗𝑇𝑣, 𝑣⟩ = ⟨۰, 𝑣⟩ = ۰.

.𝑇 ∗𝑇𝑣 = ۰ آن گاه ،𝑇𝑣 = ۰ و 𝑣 ∈ 𝑉 زیرا است، روشن دیͽر جهت در شمول .nuⅼⅼ𝑇 ∗𝑇 ⊆ nuⅼⅼ𝑇 اینکه اثبات و 𝑇𝑣 = ۰ بنابراین

(ب). بند اثبات تکمیل و nuⅼⅼ𝑇 ∗𝑇 = nuⅼⅼ𝑇 نتیجه در

نتیجه در است. خودالحاقͬ 𝑇 ∗𝑇 که ͬ دانیم م (ا) بند از قبلا (ج)

range𝑇 ∗𝑇 = (nuⅼⅼ𝑇 ∗𝑇⟂ = (nuⅼⅼ𝑇 )⟂ = range𝑇 ∗,

ͬ آید. م دست به (ب) از دوم تساوی و ͬ شوند م حاصل ۶ .۷ از آخر و اول تساوی های آن، در که

که کنید توجه (د)، در اول معادلۀ بررسͬ برای (د)

ⅾiⅿ range𝑇 = ⅾiⅿ (nuⅼⅼ𝑇 ∗)⟂ = ⅾiⅿ𝑊 − ⅾiⅿ nuⅼⅼ𝑇 ∗ = ⅾiⅿ range𝑇 ∗,

خطͬ نگاشت های اساسͬ قضیۀ از آخر تساوی و ͬ آید م دست به ۵۱ .۶ از دوم تساوی ͬ شود، م حاصل ۷. ۶(د) از اول تساوی آن، در که

■ ͬ شود. م نتیجه (ج) از ⅾiⅿ range𝑇 ∗ = ⅾiⅿ range𝑇 ∗𝑇 تساوی ͬ شود. م نتیجه (۲۱ .۳)

از دیͽری گردایۀ ͬ کنند. م بیان عملͽر رفتار مورد در را مطلبی عملͽر، ͷی مقدارهای ویژۀ

در (که 𝐸 نماد و فضاهای ویژه ͬ باشد. م مفید نیز ͬ شوند م نامیده تکین مقدارهای که عددها

شدە اند. تعریف ۵۲ .۵ در شدە اند)، استفاده مثال ها

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



تکین مقدار تجزیۀ ۵ −۷۲۲۷

تکین مقدارهای تعریف: ۶۵ .۷

مقدارهای ویژۀ غیرمنفͬ دوم ریشە های ،𝑇 تکین مقدارهای .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض
متناظر فضای ویژۀ بعد تعداد به ͷهری و شدە اند لیست نزولͬ بە ترتیب که هستند 𝑇 ∗𝑇

ͬ شود. م منظور 𝑇 ∗𝑇

𝐅۴ روی عملͽر ͷی تکین مقدارهای مثال: ۶۶ .۷

ͬ کنیم. م تعریف 𝑇 (𝑧۱, 𝑧۲, 𝑧۳, 𝑧۴) = (۰, ۳𝑧۱, ۲𝑧۲, −۳𝑧۴) توسط را 𝑇 ∈ ℒ(𝐅۴)
که ͬ دهد م نشان محاسبه

𝑇 ∗𝑇 (𝑧۱, 𝑧۲, 𝑧۳, 𝑧۴) = (۹𝑧۱, ۴𝑧۲, ۰, ۹𝑧۴),

و ͬ کند م قطری را 𝑇 ∗𝑇 عملͽر ،𝐅۴ استاندارد پایۀ بنابراین کنید. بررسͬ باید خود چنان که
بعدهای همچنین، هستند. ۰ و ۴ ،۹ عددهای ،𝑇 ∗𝑇 مقدارهای ویژۀ که ͬ کنیم م مشاهده

از عبارت اند مقدارهای ویژه نظیر فضاهای ویژۀ

ⅾiⅿ𝐸(۹, 𝑇 ∗𝑇) = ۲ و ⅾiⅿ𝐸(۴, 𝑇 ∗𝑇) = ۱ و ⅾiⅿ𝐸(۰, 𝑇 ∗𝑇) = ۱.

بˀعدها اطلاعات از استفاده با و 𝑇 ∗𝑇 مقدارهای ویژۀ این غیرمنفͬ دوم ریشە های گرفتن با
هستند. ۰ و ۲ ،۳ ،۳ عددهای ،𝑇 تکین مقدارهای که ͬ گیریم م نتیجه بالا، در

گردایۀ حالت، این در نتیجه در هستند. ۰ و −۳ عددهای ،𝑇 مقدارهای ویژۀ تنها
ͬ شود، م ظاهر 𝑇 رفتار) در نتیجه در (و تعریف در که نیست شامل را ۲ عدد مقدارهای ویژه،

است. شامل را ۲ تکین، مقدارهای لیست ولͬ

𝐅۳ به 𝐅۴ از خطͬ نگاشت ͷی تکین مقدارهای مثال: ۶۷ .۷

استاندارد): پایە های به (نسبت است زیر ماتریس دارای 𝑇 ∈ ℒ(𝐅۴, 𝐅۳) کنید فرض

⎛⎜⎜
⎝

۰ ۰ ۰ −۵
۰ ۰ ۰ ۰
۱ ۱ ۰ ۰

⎞⎟⎟
⎠

.

بە صورت 𝑇 ∗𝑇 ماتریس که کنید بررسͬ ͬ توانید م

⎛⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

۱ ۱ ۰ ۰
۱ ۱ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۲۵

⎞⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

ⅾiⅿ𝐸(۲۵, 𝑇 ∗𝑇) = با هستند، ۰ و ۲ عددهای۲۵، ،𝑇 ∗𝑇 عملͽر مقدارهای ویژۀ و است
،𝑇 تکین مقدارهای نتیجه در .ⅾiⅿ𝐸(۰, 𝑇 ∗𝑇) = ۲ و ⅾiⅿ𝐸(۲, 𝑇 ∗𝑇) = ۱ ،۱

هستند. ۰ و ۰ ،
√
۲ ،۵ عددهای

ببینید. مثبت تکین مقدارهای از مشخصە یابی برای را ۲ تمرین

مثبت تکین مقدارهای نقش ۶۸ .۷

آن گاه .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض
است؛ ͷبە ی ͷی 𝑇 ⟺ نیست 𝑇 تکین مقدار ͷی ۰ (ا)

ⅾiⅿ؛ range𝑇 با است برابر 𝑇 مثبت تکین مقدارهای تعداد (ب)
است. پوشا 𝑇 ⟺ ⅾiⅿ𝑊 با است برابر 𝑇 مثبت تکین مقدارهای تعداد (ج)

۷. ۶۴(ب)]، [طبق nuⅼⅼ𝑇 ∗𝑇 = {۰} اگر تنها و اگر ͬ دهد، م رخ که ،nuⅼⅼ𝑇 = {۰} اگر تنها و اگر است، ͷبە ی ͷی 𝑇 خطͬ نگاشت اثبات

(ا). اثبات تکمیل و نباشد 𝑇 تکین مقدار ͷی ۰ اگر تنها و اگر ͬ دهد، م رخ که نباشد، 𝑇 ∗𝑇 مقدارویژۀ ͷی ۰ اگر تنها و اگر ͬ دهد، م رخ که

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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در تکرارها). احتساب (با 𝑇 ∗𝑇 مثبت مقدارهای ویژۀ تعداد با است برابر ⅾiⅿ range𝑇 ∗𝑇 که ͬ دهد م نشان 𝑇 ∗𝑇 بر طیفͬ قضیۀ اعمال

ͬ شود. م اثبات (ب) و 𝑇 مثبت تکین مقدارهای تعداد با باشد برابر ⅾiⅿ range𝑇 که ͬ کند م ایجاب ۷. ۶۴(د) نتیجه

■ است. برقرار (ج) دهید نشان تا کنید استفاده ۳۹ .۲ و (ب) از

ͬ کند. م مقایسه تکین مقدارهای با را مقدارهای ویژه زیر، جدول

تکین مقدارهای لیست مقدارهای ویژه لیست
داخلͬ حاصل ضرب فضاهای زمینه: برداری فضاهای زمینه:

فضای ͷی به داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی از خطͬ نگاشت های برای
ͬ شود م تعریف متفاوت، احتمالا داخلͬ حاصل ضرب

ͬ شود م تعریف خودش به برداری فضای ͷی از خطͬ نگاشت های برای تنها

هستند غیرمنفͬ عددهای (اگر مختلط عددهای یا (𝐅 = 𝐑 (اگر دلخواه حقیقͬ عددهای ͬ توانند م
باشند (𝐅 = 𝐂

دامنه بعد با است برابر لیست طول 𝐅 = 𝐑 اگر باشد تهͬ لیست ͬ تواند م
است ۰ شامل ⟺ نیست ͷبە ی ͷی خطͬ نگاشت است ۰ شامل ⟺ نیست وارون پذیر عملͽر

ͬ شود م لیست نزولͬ ترتیب با همواره 𝐅 = 𝐂 اگر بە ویژه ندارد، استانداردی ترتیب

ͬ کند. م توصیف تکین مقدارهای برحسب را ایزومتری ها مناسبی، بە شͺل بعدی نتیجۀ

است ۱ با تکین مقدارهای همۀ بودن برابر ایزومتری ها، مشخصۀ ۶۹ .۷

آن گاه .𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) که کنید فرض

است ایزومتری ͷی 𝑆 ⟺ هستند ۱ با برابر 𝑆 تکین مقدارهای .همۀ

داریم اثبات

است ایزومتری ͷی 𝑆 ⟺ 𝑆∗𝑆 = 𝐼

⟺ هستند ۱ با برابر 𝑆∗𝑆 مقدارهای ویژۀ همۀ

⟺ هستند ۱ با برابر 𝑆 مقدارهای ویژۀ ,همۀ

دست به 𝑆∗𝑆 خودالحاقͬ عملͽر بر اعمال با (۳۱ .۷ یا ۲۹ .۷) طیفͬ قضیۀ از دوم هم ارزی و ͬ شود م حاصل ۴۹ .۷ از اول هم ارزی آن، در که

■ ͬ آید. م

ماتریس ها برای و خطͬ نگاشت های برای تکین مقدار تجزیۀ

مرتبی فوق العاده توصیف دارای 𝑊 به 𝑉 از خطͬ نگاشت هر که ͬ دهد م نشان بعدی نتیجۀ

بعدی، بخش در ͬ باشد. م 𝑊 و 𝑉 در یͺامتعامد لیست های و خود تکین مقدارهای برحسب

ͬ شود). م نامیده SVⅮ (اغلب دید خواهیم را تکین مقدار تجزیۀ از مهم کاربرد چندین

مفید محاسباتͬ خطͬ جبر در تکین مقدار تجزیۀ
مقدارهای تقریب برای خوبی تکنیͷ های چون است،
𝑇 ∗𝑇 مانند مثبتͬ عملͽرهای بردارهای ویژۀ و  ویژه
آن، بردارهای ویژۀ و مقدارهای ویژه که دارند وجود

ͬ شود. م منفرد مقدار تجزیۀ به منجر

مخفف SVⅮ مترجمان:
معنͬ به Singuⅼar Vaⅼue Ⅾeⅽoⅿposition

است. تکین مقدار تجزیۀ

تکین مقدار تجزیۀ ۷۰ .۷

𝑓۱,… , 𝑓𝑚 و 𝑉 در 𝑒۱,… , 𝑒𝑚 یͺامتعامد لیست های …,𝑠۱. آن گاه , 𝑠𝑚 هستند 𝑇 مثبت تکین مقدارهای و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض
داریم 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای که بە طوری دارند، وجود 𝑊 در

𝑇𝑣 = 𝑠۱⟨𝑣, 𝑒۱⟩𝑓۱ +⋯+ 𝑠𝑚⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩𝑓𝑚. (۷۱ .۷)

را [۷. ۶۴(ا) است مثبت عملͽر ͷی 𝑇 ∗𝑇 چون .(𝑛 = ⅾiⅿ𝑉 (بنابراین باشند 𝑇 تکین مقدارهای نشان دهندۀ 𝑠۱,… , 𝑠𝑛 کنید فرض اثبات

با 𝑉 از 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 یͺامتعامد پایۀ ͷی که ͬ کند م ایجاب طیفͬ قضیۀ ببینید]،

𝑇 ∗𝑇𝑒𝑘 = 𝑠𝑘۲𝑒𝑘 (۷۲ .۷)

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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دارد. وجود 𝑘 = ۱,… , 𝑛 هر برای

دهید قرار 𝑘 = ۱,… ,𝑚 هر برای

𝑓𝑘 = 𝑇𝑒𝑘
𝑠𝑘

. (۷۳ .۷)

آن گاه ،𝑗, 𝑘 ∈ {۱,… ,𝑚} اگر

⟨𝑓𝑗, 𝑓𝑘⟩ =
۱

𝑠𝑗𝑠𝑘
⟨𝑇 𝑒𝑗, 𝑇 𝑒𝑘⟩ =

۱
𝑠𝑗𝑠𝑘

⟨𝑒𝑗, 𝑇 ∗𝑇𝑒𝑘⟩ =
𝑠𝑘
𝑠𝑗

⟨𝑒𝑗, 𝑒𝑘⟩ =
⎧{
⎨{⎩

۰ 𝑗 ≠ 𝑘 ,اگر
۱ 𝑗 = 𝑘 .اگر

است. 𝑊 در یͺامتعامد لیست ͷی 𝑓۱,… , 𝑓𝑚 بنابراین

۷. ۶۴(ب)]. [طبق 𝑇𝑒𝑘 = ۰ یعنͬ که ،(۷۲ .۷ (طبق 𝑇 ∗𝑇𝑒𝑘 = ۰ ازاین رو و 𝑠𝑘 = ۰ آن گاه ،𝑘 > 𝑚 و 𝑘 ∈ {۱,… , 𝑛} اگر

آن گاه .𝑣 ∈ 𝑉 کنید فرض

𝑇𝑣 = 𝑇 (⟨𝑣, 𝑒۱⟩𝑒۱ +⋯+ ⟨𝑣, 𝑒𝑛⟩𝑒𝑛)

= ⟨𝑣, 𝑒۱⟩𝑇 𝑒۱ +⋯+ ⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩𝑇 𝑒𝑚

= 𝑠۱⟨𝑣, 𝑒۱⟩𝑓۱ +⋯+ 𝑠𝑚⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩𝑓𝑚,

شد) اشاره بالا پاراگراف در (چنان که 𝑘 > 𝑚 اگر 𝑇𝑒𝑘 = ۰ چون است، شده تعویض دوم خط در 𝑚 به اول، خط در 𝑛 از آخر اندیس آن، در که

■ ͬ باشد. م مطلوب نتیجۀ بالا معادلۀ ͬ شود. م نتیجه ۷۳ .۷ از سوم خط و

و هستند 𝑒۱,… , 𝑒𝑚 و 𝑠۱,… , 𝑠𝑚 ،𝑇 مثبت تکین مقدارهای ،𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض

به ͬ توان م را 𝑒۱,… , 𝑒𝑚 یͺامتعامد لیست هستند. ۷۰ .۷ در تکین مقدار تجزیۀ مانند 𝑓۱,… , 𝑓𝑚
ͬ توان م را 𝑓۱,… , 𝑓𝑚 یͺامتعامد لیست و داد گسترش 𝑉 از 𝑒۱,… , 𝑒ⅾiⅿ𝑉 یͺامتعامد پایۀ ͷی

که ͬ دهد م نشان ۷۱ .۷ فرمول داد. گسترش 𝑊 از 𝑓۱,… , 𝑓ⅾiⅿ𝑊 یͺامتعامد پایۀ ͷی به

𝑇𝑒𝑘 =
⎧{
⎨{⎩

𝑠𝑘𝑓𝑘 ۱ ≤ 𝑘 ≤ 𝑚 ,اگر
۰ 𝑚 < 𝑘 ≤ ⅾiⅿ𝑉 .اگر

دارای ،(𝑓۱,… , 𝑓ⅾiⅿ𝑊 ) و (𝑒۱,… , 𝑒ⅾiⅿ𝑉 ) یͺامتعامد پایە های به نسبت 𝑇 ماتریس بنابراین

ͬ باشد: م زیر سادۀ شͺل

ℳ(𝑇 , (𝑒۱,… , 𝑒ⅾiⅿ𝑉 ), (𝑓۱,… , 𝑓ⅾiⅿ𝑊 ))𝑗,𝑘 =
⎧{
⎨{⎩

𝑠𝑘 ۱ ≤ 𝑗 = 𝑘 ≤ 𝑚 ,اگر
۰ صورت این غیر .در

ماتریس آن گاه ،(𝑊 = 𝑉 مثال برای اگر ͬ دهد، م رخ (چنان که ⅾiⅿ𝑉 = ⅾiⅿ𝑊 اگر

بە صورت را قطری ماتریس تعریف اگر است. قطری ماتریس ͷی بالا، پاراگراف در توصیف شده

آن گاه باشد، داشته کاربرد صادق هم نیستند مربعͬ لزوما که ماتریس هایی در تا دهیم گسترش زیر

ماتریس ͷی دارای 𝑊 به 𝑉 از خطͬ نگاشت هر که کردە ایم اثبات را شͽفت انگیز نتیجۀ این

است. مناسب یͺامتعامد پایە های به نسبت قطری

قطری ماتریس تعریف: ۷۴ .۷

باشند، ۰ ماتریس درایە های همۀ اگر نامند، قطری ماتریس ͷی را 𝐴 مانند 𝑁 در 𝑀 ماتریس
.𝑘 = ۱,… ,ⅿin{𝑀,𝑁} برای 𝐴𝑘,𝑘 احتمالا مͽر

ͬ کند. م مقایسه (۷۰ .۷) تکین مقدار تجزیۀ با را (۳۱ .۷ و ۲۹ .۷) طیفͬ قضیۀ زیر جدول

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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تکین مقدار تجزیۀ طیفͬ قضیۀ
فضای ͷی به داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی از را دلخواه خطͬ نگاشت های

ͬ کند م توصیف متفاوت، احتمالا داخلͬ حاصل ضرب
(وقتͬ نرمال عملͽرهای یا ،(𝐅 = 𝐑 (وقتͬ خودالحاقͬ عملͽرهای تنها

ͬ کند م توصیف را (𝐅 = 𝐂
برد فضای برای ͬͺی و دامنه فضای برای ͬͺی ͬ کند، م حاصل یͺامتعامد لیست دو

است برابر دامنه فضای با برد فضای وقتͬ حتͬ نیستند، یͺسان لزوما که
ͬ کند م حاصل را تک یͺامتعامد یͷ  پایۀ

𝐅 = 𝐂 یا 𝐅 = 𝐑 اینکه از صرف نظر یͺسان، اثبات کارایی 𝐅 = 𝐂 یا 𝐅 = 𝐑 اینکه به بسته مختلف، اثبات های

ͬ دهد. م ارائه خطͬ نگاشت وارون و الحاقͬ فهم برای را جدیدی راه تکین، مقدار تجزیۀ

نگاشت ͷی تکین مقدار تجزیۀ ͷی بودن معلوم درصورت که ͬ دهد م نشان بعدی نتیجۀ بە ویژه

دست به 𝑓ها و 𝑒ها نقش های تعویض با بە سادگͬ را 𝑇 الحاقͬ ͬ توان م ،𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) خطͬ

تعویض با را 𝑇 ببینید) را ۶۸ .۶) 𝑇 † شبە وارون ͬ توان م مشابه، بە شͺل ببینید). را ۷۷ .۷) آورد

ببینید)، را ۷۸ .۷) ۱/𝑠𝑘 با 𝑇 از 𝑠𝑘 مثبت تکین مقدار هر کردن جایͽزین و 𝑓ها و 𝑒ها نقش های

آورد. دست به

وارون پذیر 𝑇 اگر است، 𝑇−۱ وارون با برابر زیر، در ۷۸ .۷ در 𝑇 † شبە وارون که آورید یاد به

ببینید]. را [۶. ۶۹(ا) باشد

شبە وارون و الحاقͬ تکین مقدار تجزیۀ ۷۵ .۷

یͺامتعامد ی لیست های ،𝑓۱,… , 𝑓𝑚 و 𝑒۱,… , 𝑒𝑚 کنید فرض 𝑇هستند. مثبت تکین مقدارهای ،𝑠۱,… , 𝑠𝑚 𝑇و ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض
داریم 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای که بە طوری هستند، 𝑊 و 𝑉 در

𝑇𝑣 = 𝑠۱⟨𝑣, 𝑒۱⟩𝑓۱ +⋯+ 𝑠𝑚⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩𝑓𝑚. (۷۶ .۷)

داریم 𝑤 ∈ 𝑊 هر برای آن گاه

𝑇 ∗𝑤 = 𝑠۱⟨𝑤, 𝑓۱⟩𝑒۱ +⋯+ 𝑠𝑚⟨𝑤, 𝑓𝑚⟩𝑒𝑚 (۷۷ .۷)

و

𝑇 †𝑤 = ⟨𝑤, 𝑓۱⟩
𝑠۱

𝑒۱ +⋯+ ⟨𝑤, 𝑓𝑚⟩
𝑠𝑚

𝑒𝑚. (۷۸ .۷)

آن گاه ،𝑤 ∈ 𝑊 و 𝑣 ∈ 𝑉 اگر اثبات

⟨𝑇 𝑣, 𝑤⟩ = ⟨𝑠۱⟨𝑣, 𝑒۱⟩𝑓۱ +⋯+ 𝑠𝑚⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩𝑓𝑚, 𝑤⟩

= 𝑠۱⟨𝑣, 𝑒۱⟩⟨𝑓۱, 𝑤⟩ + ⋯ + 𝑠𝑚⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩⟨𝑓𝑚, 𝑤⟩

= ⟨𝑣, 𝑠۱⟨𝑤, 𝑓۱⟩𝑒۱ +⋯+ 𝑠𝑚⟨𝑤, 𝑓𝑚⟩𝑒𝑚⟩.

یعنͬ این

𝑇 ∗𝑤 = 𝑠۱⟨𝑤, 𝑓۱⟩𝑒۱ +⋯+ 𝑠𝑚⟨𝑤, 𝑓𝑚⟩𝑒𝑚

ͬ شود. م ثابت ۷۷ .۷ و

دهید قرار .𝑤 ∈ 𝑊 کنید فرض ،۷۸ .۷ اثبات برای

𝑣 = ⟨𝑤, 𝑓۱⟩
𝑠۱

𝑒۱ +⋯+ ⟨𝑤, 𝑓𝑚⟩
𝑠𝑚

𝑒𝑚.

داریم بالا معادلۀ طرف دو هر بر 𝑇 اعمال با

𝑇𝑣 = ⟨𝑤, 𝑓۱⟩
𝑠۱

𝑇𝑒۱ +⋯+ ⟨𝑤, 𝑓𝑚⟩
𝑠𝑚

𝑇𝑒𝑚

= ⟨𝑤, 𝑓۱⟩𝑓۱ +⋯+ ⟨𝑤, 𝑓𝑚⟩𝑓𝑚

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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= 𝑃range𝑇 𝑤,

۷۶ .۷ چون است، برقرار بالا در آخر خط و 𝑘 = ۱,… ,𝑚 اگر ،𝑇𝑒𝑘 = 𝑠𝑘𝑓𝑘 که ͬ کند م ایجاب ۷۶ .۷ چون است، برقرار دوم خط آن، در که

معادلۀ دارد]. کاربرد ۶. ۵۷(ط) ازاین رو [و است range𝑇 یͺامتعامد پایۀ ͷی بنابراین و باشد range𝑇 مولد 𝑓۱,… , 𝑓𝑚 که ͬ کند م ایجاب

اثبات ۷۸ .۷ و 𝑣 = 𝑇 †𝑤 که ͬ دهند م نشان ببینید)، را ۶۸ .۶) 𝑇 †𝑤 تعریف و ببینید] را ۸(ب) [تمرین 𝑣 ∈ (nuⅼⅼ𝑇 )⟂ اینکه مشاهدۀ بالا،

■ ͬ شود. م

تکین مقدار تجزیۀ ͷی کردن پیدا مثال: ۷۹ .۷

تعریف 𝑇 (𝑥۱, 𝑥۲, 𝑥۳, 𝑥۴) = (−۵𝑥۴, ۰, 𝑥۱ + 𝑥۲) توسط را 𝑇 ∈ ℒ(𝐅۴, 𝐅۳)
پایۀ به (نسبت 𝑇 ماتریس کنیم. پیدا 𝑇 تکین مقدار تجزیۀ ͷی ͬ خواهیم م ͬ کنیم. م

است: زیر بە صورت استاندارد)

⎛⎜⎜
⎝

۰ ۰ ۰ −۵
۰ ۰ ۰ ۰
۱ ۱ ۰ ۰

⎞⎟⎟
⎠

.

بە صورت 𝑇 ∗𝑇 ماتریس شد، بحث ۶۷ .۷ مثال در چنان که بنابراین،

⎛⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

۱ ۱ ۰ ۰
۱ ۱ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۲۵

⎞⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

,

ⅾiⅿ𝐸(۲۵, 𝑇 ∗𝑇) = ۱ با هستند ۲ و ۲۵ عددهای ،𝑇 ∗𝑇 مثبت مقدارهای ویژۀ و است
هستند.

√
۲ و ۵ عددهای ،𝑇 مثبت تکین مقدارهای نتیجه در .ⅾiⅿ𝐸(۲, 𝑇 ∗𝑇) = ۱ و

𝐅۴ از 𝑒۱, 𝑒۲ یͺامتعامد لیست ͷی باید ،𝑇 تکین مقدار تجزیۀ ͷی یافتن برای ازاین رو
باشیم داشته 𝑣 ∈ 𝐅۴ هر برای که بە طوری کنیم، پیدا 𝐅۳ از 𝑓۱, 𝑓۲ یͺامتعامد لیست ͷی و

𝑇𝑣 = ۵⟨𝑣, 𝑒۱⟩𝑓۱ +
√
۲⟨𝑣, 𝑒۲⟩𝑓۲.

از یͺامتعامد پایۀ ͷی و است (۰, ۰, ۰, ۱) بردار ،𝐸(۲۵, 𝑇 ∗𝑇) از یͺامتعامد پایۀ ͷی
ͬ دهیم م قرار ،۷۰ .۷ اثبات مبنای بر بنابراین است. ( ۱√

۲ ,
۱√
۲ , ۰, ۰) بردار ،𝐸(۲, 𝑇 ∗𝑇)

𝑒۱ = (۰, ۰, ۰, ۱) و 𝑒۲ = ( ۱√
۲
, ۱√

۲
, ۰, ۰)

و
𝑓۱ = 𝑇𝑒۱

۵
= (−۱, ۰, ۰) و 𝑓۲ = 𝑇𝑒۲√

۲
= (۰, ۰, ۱).

ͷی 𝑓۱, 𝑓۲ و است 𝐅۴ در یͺامتعامد لیست ͷی 𝑒۱, 𝑒۲ که ͬ کنیم م مشاهده انتظار، طبق پس
داریم 𝑣 ∈ 𝐅۴ هر برای و است 𝐅۳ در یͺامتعامد لیست

𝑇𝑣 = ۵⟨𝑣, 𝑒۱⟩𝑓۱ +
√
۲⟨𝑣, 𝑒۲⟩𝑓۲.

یافتە ایم. را 𝑇 از تکین مقدار تجزیۀ ͷی نتیجه در

ͬ کند. م منتقل ماتریس ها زمینۀ به خطͬ نگاشت های زمینۀ از را تکین مقدار تجزیۀ بعدی، نتیجۀ

مناسب ماتریس سه حاصل ضرب بە عنوان را دل خواه ماتریس ͷی از تجزیه ͷی زیر، نتیجۀ بە ویژه،

ارائه تکین مقدار تجزیۀ برحسب ماتریس سه این از صریح ساختار ͷی اثبات ͬ دهد. م ارائه

ͬ دهد. م

به نسبت ستون ها اینکه معنای به باید را یͺامتعامد» «ستون های عبارت بعدی، نتیجۀ در

کرد. تفسیر هستند، یͺامتعامد استاندارد اقلیدسͬ داخلͬ حاصل ضرب

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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تکین مقدار تجزیۀ ماتریسͬ نسخۀ ۸۰ .۷

قطری ماتریس ͷی یͺامتعامد، ستون های با 𝐵 مانند 𝑚 در 𝑝 ماتریس ͷی آن گاه است. 𝑚 ≥ ۱ رتبۀ از 𝑛 در 𝑝 ماتریس ͷی 𝐴 کنید فرض
که بە طوری دارند، وجود یͺامتعامد ستون های با 𝐶 مانند 𝑚 در 𝑛 ماتریس ͷی و قطر روی مثبت عددهای با 𝐷 مانند 𝑚 در 𝑚

𝐴 = 𝐵𝐷𝐶∗.

ⅾiⅿ range𝑇 = 𝑚 آن گاه ͬ باشد. م 𝐴 استاندارد پایە های به نسبت آن ماتریس که است خطͬ نگاشت ͷی 𝑇 ∶ 𝐅𝑛 → 𝐅𝑝 کنید فرض اثبات

کنید فرض .(۷۸ .۳ (طبق

𝑇𝑣 = 𝑠۱⟨𝑣, 𝑒۱⟩𝑓۱ +⋯+ 𝑠𝑚⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩𝑓𝑚 (۸۱ .۷)

دهید قرار است. 𝑇 از تکین مقدار تجزیۀ ͷی

𝐵 = هستند 𝑓۱,… , 𝑓𝑚 آن ستون های که 𝑚 در 𝑝 ,ماتریس

𝐷 = هستند 𝑠۱,… , 𝑠𝑚 آن قطر درایە های که 𝑚 در 𝑚 قطری ,ماتریس

𝐶 = هستند 𝑒۱,… , 𝑒𝑚 آن ستون های که 𝑚 در 𝑛 .ماتریس

آن گاه ،𝑘 ∈ {۱,… ,𝑚} اگر است. 𝐅𝑚 استاندارد پایۀ نشان دهندۀ 𝑢۱,… , 𝑢𝑚 کنید فرض

(𝐴𝐶 − 𝐵𝐷)𝑢𝑘 = 𝐴𝑒𝑘 −𝐵(𝑠𝑘𝑢𝑘) = 𝑠𝑘𝑓𝑘 − 𝑠𝑘𝑓𝑘 = ۰.

.𝐴𝐶 = 𝐵𝐷 بنابراین

داریم راست، سمت از (𝐶 مزدوج (ترانهادۀ 𝐶∗ در آخر معادلۀ این طرف دو هر ضرب با

𝐴𝐶𝐶∗ = 𝐵𝐷𝐶∗.

نشان ماتریسͬ ضرب تعریف آن گاه ،𝑘 ∈ {۱,… ,𝑚} اگر ازاین رو هستند. 𝑒۱,… , 𝑒𝑚 مختلط مزدوج های 𝐶∗ سطرهای که باشید داشته توجه

.𝐴𝐶𝐶∗𝑣 = 𝐴𝑣 داریم 𝑣 ∈ span(𝑒۱,… , 𝑒𝑚) همۀ برای بنابراین .𝐶𝐶∗𝑒𝑘 = 𝑒𝑘 پس 𝐶∗𝑒𝑘؛ = 𝑢𝑘 که ͬ دهد م

نتیجه ماتریسͬ ضرب تعریف از (چنان که 𝐶∗𝑣 = ۰ و ͬ شود) م نتیجه ۸۱ .۷ از (چنان که 𝐴𝑣 = ۰ آن گاه ،𝑣 ∈ ( span(𝑒۱,… , 𝑒𝑚))⟂ اگر

.𝐴𝐶𝐶∗𝑣 = 𝐴𝑣 داریم 𝑣 ∈ ( span(𝑒۱,… , 𝑒𝑚))⟂ هر برای پس ͬ شود). م

معادلۀ بنابراین .𝐴𝐶𝐶∗ = 𝐴 که ͬ گیریم م نتیجه دارند، توافق ( span(𝑒۱,… , 𝑒𝑚))⟂ روی و span(𝑒۱,… , 𝑒𝑚) روی 𝐴 و 𝐴𝐶𝐶∗ چون

به تبدیل بالا در نمایش دادە شده

𝐴 = 𝐵𝐷𝐶∗

■ ͬ باشد. م مطلوب چنان که ͬ شود، م

،𝐵 ماتریس های مقایسه، در است. درایه 𝑝𝑛 دارای بالا نتیجۀ در 𝐴 ماتریس که کنید توجه

دارای کل در بالا در 𝐶 و 𝐷

𝑚(𝑝 +𝑚+ 𝑛)

𝑝 از کمتر چشم گیری بە شͺل 𝑚 رتبۀ و باشند بزرگͬ عددهای 𝑛 و 𝑝 اگر بنابراین هستند. درایه

بە شͺل باشند، 𝐴 نمایانگر تا شوند ذخیره رایانه ͷی در باید که درایە هایی تعداد آن گاه باشد، 𝑛 و

است. 𝑝𝑛 از کمتر چشم گیری

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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۵ −۷ تمرین های

باشند. ۰ با برابر 𝑇 تکین مقدارهای همۀ اگر تنها و اگر ،𝑇 = ۰ دهید نشان .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض ۱
وجود 𝑤 ∈ 𝑊 و 𝑣 ∈ 𝑉 غیرصفر بردارهای اگر تنها و اگر است، 𝑇 تکین مقدار ͷی 𝑠 کنید ثابت .𝑠 > ۰ و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض ۲

که بە طوری باشند، داشته
𝑇𝑣 = 𝑠𝑤 و 𝑇 ∗𝑤 = 𝑠𝑣.

کرد. معرفͬ را تکین مقدارهای مفهوم ،۱۹۰۷ در اشمیت ارهارد ͬ نامند. م اشمیت زوج کنند، صدق بالا معادلۀ دو هر در که را 𝑤 و 𝑣 بردارهای

باشند. ۰ و ۵ عددهای 𝑇 تکین مقدارهای و باشد 𝑇 مقدارویژۀ تنها ۰ که بە طوری دهید، ارائه 𝑇 ∈ ℒ(𝐂۲) از مثالͬ ۳
کنید ثابت است. 𝑇 تکین مقدار کوچͷ ترین 𝑠𝑛 و است 𝑇 تکین مقدار بزرگ ترین 𝑠۱ همچنین ،𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض ۴

{‖𝑇𝑣‖ ∶ 𝑣 ∈ 𝑉 و ‖𝑣‖ = ۱} = [𝑠𝑛, 𝑠۱].
کنید. پیدا را 𝑇 تکین مقدارهای باشد. شده تعریف 𝑇 (𝑥, 𝑦) = (−۴𝑦, 𝑥) توسط 𝑇 ∈ ℒ(𝐂۲) کنید فرض ۵

داخلͬ حاصل ضرب آن، در که کنید پیدا است، شده تعریف 𝐷𝑝 = 𝑝′ توسط که را 𝐷 ∈ ℒ(𝒫۲(𝐑)) مشتق گیری عملͽر تکین مقدارهای ۶
باشد. ۳۴ .۶ مثال با مشابه 𝒫۲(𝐑) روی

𝑇 مقدارهای ویژۀ 𝜆۱,… , 𝜆𝑛 کنید فرض است. نرمال 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و 𝐅 = 𝐂 اینکه یا است خودالحاقͬ 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) که کنید فرض ۷
به عددها این اینکه پس از 𝑇 تکین مقدارهای دهید نشان است. شده منظور متناظر ویژۀ فضای  بعد تعداد به لیست این در ͷهری که هستند

هستند. |𝜆۱| ,… , |𝜆𝑛| شدند، مرتب نزولͬ ترتیب
ͷی 𝑓۱,… , 𝑓𝑚 و است 𝑉 در یͺامتعامد لیست ͷی 𝑒۱,… , 𝑒𝑚 و 𝑠۱ ≥ 𝑠۲ ≥ ⋯ ≥ 𝑠𝑚 > ۰ کنید فرض .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض ۸

داریم 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای که بە طوری است، 𝑊 در یͺامتعامد لیست

𝑇𝑣 = 𝑠۱⟨𝑣, 𝑒۱⟩𝑓۱ +⋯+ 𝑠𝑚⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩𝑓𝑚.
است. range𝑇 یͺامتعامد پایۀ ͷی 𝑓۱,… , 𝑓𝑚 کنید ثابت (ا)

است. (nuⅼⅼ𝑇 )⟂ یͺامتعامد پایۀ ͷی 𝑒۱,… , 𝑒𝑚 کنید ثابت (ب)
هستند. 𝑇 مثبت تکین مقدارهای 𝑠۱,… , 𝑠𝑚 کنید ثابت (ج)

است. 𝑠𝑘۲ متناظر مقدارویژۀ با 𝑇 ∗𝑇 بردارویژۀ ͷی 𝑒𝑘 آن گاه ،𝑘 ∈ {۱,… ,𝑚} اگر کنید ثابت (د)
داریم 𝑤 ∈ 𝑊 هر برای کنید ثابت (ه)

𝑇𝑇 ∗𝑤 = 𝑠۱۲⟨𝑤, 𝑓۱⟩𝑓۱ +⋯+ 𝑠𝑚۲⟨𝑤, 𝑓𝑚⟩𝑓𝑚.
هستند. یͺسانͬ مثبت تکین مقدارهای دارای 𝑇 ∗ و 𝑇 دهید نشان .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض ۹

𝑇−۱ آن گاه باشد، وارون پذیر خطͬ نگاشت ͷی 𝑇 اگر کنید ثابت باشد. 𝑠۱,… , 𝑠𝑛 تکین مقدارهای دارای 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض ۱۰
است: زیر تکین مقدارهای دارای

۱
𝑠𝑛

,… , ۱𝑠۱
.

باشند. 𝑇 تکین مقدارهای نشان دهندۀ 𝑠۱,… , 𝑠𝑛 کنید فرض است. 𝑉 یͺامتعامد پایۀ ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض ۱۱
.‖𝑇 𝑣۱‖۲ +⋯+ ‖𝑇𝑣𝑛‖۲ = 𝑠۱۲ +⋯+ 𝑠𝑛۲ کنید ثابت (ا)
آن گاه باشد، مثبت عملͽر ͷی 𝑇 و 𝑊 = 𝑉 اگر کنید ثابت (ب)

⟨𝑇 𝑣۱, 𝑣۱⟩ + ⋯ + ⟨𝑇𝑣𝑛, 𝑣𝑛⟩ = 𝑠۱ +⋯+ 𝑠𝑛.

ببینید. را ۱ −۷ بخش از ۵ تمرین زیر توضیح

مقدارهای مربع های با 𝑇 ۲ تکین مقدارهای که بە طوری دهید، ارائه آن روی 𝑇 عملͽر ͷی و متناهͬ بعد با برداری فضای ͷی از مثالͬ (ا) ۱۲
نباشند. برابر 𝑇 تکین

هستند. برابر 𝑇 تکین مقدارهای مربع های با 𝑇 ۲ تکین مقدارهای کنید ثابت است. نرمال 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض (ب)
𝑆۱, 𝑆۲ ∈ ℒ(𝑉 ) یͺانͬ عملͽرهای اگر تنها و اگر هستند، یͺسانͬ تکین مقدارهای دارای 𝑇۲ و 𝑇۱ کنید ثابت .𝑇۱, 𝑇۲ ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۱۳

.𝑇۱ = 𝑆۱𝑇۲𝑆۲ که بە طوری باشند، داشته وجود
𝑠𝑛‖𝑣‖ ≤ داریم 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای کنید ثابت باشد. 𝑇 تکین مقدار کوچͷ ترین نشان دهندۀ 𝑠𝑛 کنید فرض .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض ۱۴

.‖𝑇 𝑣‖
.𝑠۱ ≥ |𝜆| ≥ 𝑠𝑛 آن گاه باشد، 𝑇 مقدارویژۀ ͷی 𝜆 اگر کنید ثابت هستند. 𝑇 تکین مقدارهای 𝑠۱ ≥ ⋯ ≥ 𝑠𝑛 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۱۵

.(𝑇 ∗)† = (𝑇 †)∗ کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض ۱۶

ببینید]. را [۷. ۵(و) کنید مقایسه وارون پذیر خطͬ نگاشت های برای مشابه نتیجۀ با را تمرین این نتیجۀ

باشد. خودالحاقͬ 𝑇 † اگر تنها و اگر است، خودالحاقͬ 𝑇 کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۱۷

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



داخلͬ حاصل ضرب فضاهای روی عملͽرها ۷ ۲۳۴

ͬ شوند م گشوده ماتریس ها
ͬ درخشند م ستارگان چون تکین مقدارهای

ͬ تابد م آشوب دل در نظم

تکین مقدار تجزیۀ مورد در (haiku) هایͺو ژاپنͬ شعر ورودی با ⅭhatGPT –نوشتۀ

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



تکین مقدار تجزیۀ پیامدهای ۶ −۷۲۳۵

تکین مقدار تجزیۀ پیامدهای ۶ −۷

خطͬ نگاشت های نرم های

ͬ شود. م منجر ‖𝑇 𝑣‖ برای زیر بالای کران به تکین مقدار تجزیۀ

‖𝑇 𝑣‖ برای بالا کران ۸۲ .۷

داریم 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای آن گاه است. 𝑇 مثبت تکین مقدار بزرگ ترین 𝑠۱ کنید فرض .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض

‖𝑇 𝑣‖ ≤ 𝑠۱‖𝑣‖.

𝑓۱,… , 𝑓𝑚 و است 𝑉 در یͺامتعامد لیست ͷی 𝑒۱,… , 𝑒𝑚 کنید فرض و باشند 𝑇 مثبت تکین مقدارهای نشانگر 𝑠۱,… , 𝑠𝑚 کنید فرض اثبات

بنابراین ͬ سازند. م فراهم 𝑇 برای را تکین مقدار تجزیۀ ͷی که است 𝑊 در یͺامتعامد لیست ͷی

داریم 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای

𝑇𝑣 = 𝑠۱⟨𝑣, 𝑒۱⟩𝑓۱ +⋯+ 𝑠𝑚⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩𝑓𝑚. (۸۳ .۷)

آن گاه ،𝑣 ∈ 𝑉 اگر نتیجه در

‖𝑇 𝑣‖۲ = 𝑠۱۲ ∣⟨𝑣, 𝑒۱⟩∣
۲ +⋯+ 𝑠𝑚۲ ∣⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩∣۲

≤ 𝑠۱۲( ∣⟨𝑣, 𝑒۱⟩∣
۲ +⋯+ ∣⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩∣۲ )

≤ 𝑠۱۲ ‖𝑣‖۲,

،‖𝑇 𝑣‖ ≤ 𝑠۱‖𝑣‖ که ͬ دهد م نشان بالا نامساوی طرف دو هر از دوم ریشۀ گرفتن .(۲۶ .۶) ͬ شود م نتیجه بسل نامساوی از آخر نامساوی آن در که

■ ͬ باشد. م مطلوب چنان که

بخش از ۱۴ تمرین ،‖𝑇𝑣‖ روی پایین کران برای
ببینید. را ۵ −۷

ͬ دهد م نشان بالا نتیجۀ است. 𝑇 تکین مقدار بزرگ ترین 𝑠۱ و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض

که

‖𝑇 𝑣‖ ≤ 𝑠۱ ‖𝑣‖ ≤ ۱ با 𝑣 ∈ 𝑉 هر .برای (۸۴ .۷)

یعنͬ این ،‖𝑓۱‖ = ۱ چون .𝑇𝑒۱ = 𝑠۱𝑓۱ که ͬ دهد م نشان ۸۳ .۷ در 𝑣 = 𝑒۱ دادن قرار

ͬ شود: م منجر زیر معادلۀ به ۸۴ .۷ نامساوی ،‖𝑒۱‖ = ۱ چون نتیجه در .‖𝑇 𝑒۱‖ = 𝑠۱

ⅿax {‖𝑇𝑣‖ ∶ 𝑣 ∈ 𝑉 و ‖𝑣‖ ≤ ۱} = 𝑠۱. (۸۵ .۷)

یا تکین مقدارهای به ارجاع به نیاز بدون را 𝑇 نرم که است زیر تعریف انگیزۀ بالا، معادلۀ

ͬ کند. م تعریف بالا معادلۀ چپ سمت بە صورت تکین، مقدار تجزیۀ

‖ ⋅ ‖ خطͬ، نگاشت ͷی نرم تعریف: ۸۶ .۷

ͬ شود: م تعریف زیر بە شͺل ͬ دهیم، م نشان ‖𝑇 ‖ با که را 𝑇 نرم آن گاه .𝑇 ∈ℒ(𝑉,𝑊) کنید فرض

‖𝑇 ‖ = ⅿax {‖𝑇𝑣‖ ∶ 𝑣 ∈ 𝑉 و ‖𝑣‖ ≤ ۱}.

نیست. غیرمنفͬ عددهای از نامتناهͬ مجموعۀ ͷی برای ماکسیمم وجود به لزومͬ کلͬ، بە طور

،𝑊 به 𝑉 از 𝑇 خطͬ نگاشت ͷی نرم تعریف در که ͬ دهد م نشان ۸۶ .۷ پیش از بحثِ بااین حال

است). برابر 𝑇 تکین مقدار بزرگ ترین با (و دارد وجود ماکسیمم بە واقع

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



داخلͬ حاصل ضرب فضاهای روی عملͽرها ۷ ۲۳۶

با ارتباط در نماد این از استفاده اولین داریم. ‖ ⋅ ‖ نماد و نرم واژۀ از متفاوت کاربرد دو ما اکنون

کردیم. تعریف 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای را ‖𝑣‖ = √⟨𝑣, 𝑣⟩ زمانͬ که بود، 𝑉 روی داخلͬ حاصل ضرب

𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) برای ‖𝑇 ‖ از پیش اندکͬ که است تعریفͬ نرم، اصطلاح و نماد از دوم استفادۀ

خودش با 𝑇 داخلͬ حاصل ضرب گرفتن از معمولا ،𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) برای ‖𝑇 ‖ نرم دادیم. انجام

بͽویید بتوانید باید شما استفادە شده، نمادهای از و زمینه از ببینید). ۲۱ (تمرین ͬ شود نم حاصل

است. نظر مد نرم معنای کدام که

ͷی روی نرم خاصیت های با است، شده لیست زیر در که ℒ(𝑉 ,𝑊) روی نرم خاصیت های

(د) در نامساوی ببینید). را ۱۷ .۶ و ۹ .۶) ͬ رسند م بە نظر یͺسان داخلͬ، حاصل ضرب فضای

𝑉 روی نرم برای که ͬ شوند م استفاده اصطلاحاتͬ همان بنابراین و ͬ نامند م مثلثͬ نامساوی را

ببینید. را ۱ تمرین معکوس، مثلثͬ نامساوی برای کردیم. استفاده

خطͬ نگاشت های نرم های پایە ای خاصیت های ۸۷ .۷

آن گاه .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض
𝑇‖؛ ‖ ≥ ۰ (ا)

𝑇‖؛ ‖ = ۰ ⟺ 𝑇 = ۰ (ب)
𝜆؛ ∈ 𝐅 هر برای ،‖𝜆𝑇 ‖ = |𝜆|‖𝑇 ‖ (ج)

.𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) هر برای ،‖𝑆 + 𝑇‖ ≤ ‖𝑆‖ + ‖𝑇 ‖ (د)

اثبات

.‖𝑇 ‖ ≥ ۰ که است معنͬ این به ‖𝑇 ‖ تعریف ،𝑣 ∈ 𝑉 هر برای ‖𝑇 𝑣‖ ≥ ۰ چون (ا)

آن گاه ،𝑢 ≠ ۰ با 𝑢 ∈ 𝑉 اگر .𝑇𝑣 = ۰ داریم ‖𝑣‖ ≤ ۱ با 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای بنابراین .‖𝑇 ‖ = ۰ کنید فرض (ب)

𝑇𝑢 = ‖𝑢‖ 𝑇( 𝑢
‖𝑢‖) = ۰,

.𝑇 = ۰ داریم ،𝑢 ∈ 𝑉 هر برای 𝑇𝑢 = ۰ چون است. ۱ نرم دارای 𝑢/‖𝑢‖ چون است، برقرار آخر تساوی آن، در که

.‖𝑇 ‖ = ۰ نتیجه در و 𝑇𝑣 = ۰ داریم 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای آن گاه ،𝑇 = ۰ اگر برعکس،

آن گاه .𝜆 ∈ 𝐅 کنید فرض (ج)

‖𝜆𝑇 ‖ = ⅿax {‖𝜆𝑇𝑣‖ ∶ 𝑣 ∈ 𝑉 و ‖𝑣‖ ≤ ۱}

= |𝜆|ⅿax {‖𝑇𝑣‖ ∶ 𝑣 ∈ 𝑉 و ‖𝑣‖ ≤ ۱}

= |𝜆| ‖𝑇 ‖.

.‖𝑆+𝑇‖ = ∥(𝑆+𝑇)𝑣∥ و ‖𝑣‖ ≤ ۱ که بە طوری دارد، وجود 𝑣 ∈ 𝑉 که است معنͬ این به ‖𝑆+𝑇‖تعریف .𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض (د)

اکنون

‖𝑆 + 𝑇‖ = ∥(𝑆 + 𝑇)𝑣∥ = ‖𝑆𝑣 + 𝑇𝑣‖ ≤ ‖𝑆𝑣‖ + ‖𝑇𝑣‖ ≤ ‖𝑆‖ + ‖𝑇 ‖

■ ͬ شود. م تکمیل (د) اثبات و

بە شͺل ͬ شود. م 𝑇 نامیده و 𝑆 بین فاصلۀ اغلب ‖𝑆−𝑇‖ کمیت ،𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) برای

نظر در 𝑇 و 𝑆 بودن ͷنزدی معنͬ به است، ͷکوچ عدد ͷی ‖𝑆 − 𝑇‖ اینکه شرط غیررسمͬ،

وجود وارون پذیر عملͽر ͷی ،𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) هر برای که ͬ کند م بیان ۹ تمرین مثال، برای بͽیرید.

است. ͷنزدی 𝑇 به دل خواه بە اندازۀ که دارد

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



تکین مقدار تجزیۀ پیامدهای ۶ −۷۲۳۷

‖𝑇 ‖ برای جایͽزین فرمول های ۸۸ .۷

آن گاه .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض
𝑇‖؛ ‖ = 𝑇 تکین مقدار بزرگ ترین (ا)

𝑇‖؛ ‖ = ⅿax {‖𝑇𝑣‖ ∶ 𝑣 ∈ 𝑉 و ‖𝑣‖ = ۱} (ب)
.‖𝑇 𝑣‖ ≤ 𝑐‖𝑣‖ داریم 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای که بە طوری ،‖𝑇 ‖ = 𝑐 عدد کوچͷ ترین (ج)

اثبات

ببینید. را ۸۵ .۷ (ا)

آن گاه .𝑢 = 𝑣/‖𝑣‖ کنید فرض .۰ < ‖𝑣‖ ≤ ۱ که باشد طوری 𝑣 ∈ 𝑉 کنید فرض (ب)

‖𝑢‖ = ∥ 𝑣
‖𝑣‖∥ = ۱ و ‖𝑇𝑢‖ = ∥ 𝑇 ( 𝑣

‖𝑣‖)∥ = ‖𝑇𝑣‖
‖𝑣‖ ≥ ‖𝑇𝑣‖.

ͬ شود. م اثبات (ب) و کنیم محدود ۱ نرم با 𝑉 در بردارها به را خود توجه ،‖𝑣‖ ≤ ۱ با ‖𝑇 𝑣‖ ماکسیمم کردن پیدا هنگام ͬ توانیم م بنابراین

که ͬ کند م ایجاب ‖𝑇 ‖ تعریف آن گاه .𝑣 ≠ ۰ و 𝑣 ∈ 𝑉 کنید فرض (ج)

∥ 𝑇 ( 𝑣
‖𝑣‖)∥ ≤ ‖𝑇 ‖

که است معنͬ این به و

‖𝑇 𝑣‖ ≤ ‖𝑇 ‖ ‖𝑣‖. (۸۹ .۷)

داریم ‖𝑣‖ ≤ ۱ با 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای یعنͬ این .‖𝑇 𝑣‖ ≤ 𝑐‖𝑣‖ داریم 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای و 𝑐 ≥ ۰ که کنید فرض اکنون

‖𝑇 𝑣‖ ≤ 𝑐.

𝑐 عدد کوچͺترین ‖𝑇 ‖ نتیجه در .‖𝑇 ‖ ≤ 𝑐 که ͬ دهد م نشان ،‖𝑣‖ ≤ ۱ با 𝑣 ∈ 𝑉 هر روی بالا نامساوی چپ سمت از ماکسیمم گرفتن با

■ .‖𝑇 𝑣‖ ≤ 𝑐‖𝑣‖ داریم 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای که بە طوری است،

خواهید استفاده ۸۹ .۷ نامساوی از دفعات به احتمالا خطͬ، نگاشت های نرم های با کار هنگام

کرد.

به نسبت 𝑇 ماتریس بودن معلوم با ،𝑇 خطͬ نگاشت ͷی نرم از تقریب ͷی محاسبۀ برای

ضرب از سریعا 𝑇 ∗𝑇 ماتریس بود. خواهد مفیدترین ۷. ۸۸(ا) احتمالا یͺامتعامد ی، پایە های

مقدارویژۀ بزرگ ترین برای تقریبی رایانه، ͷی ͷکم با ͬ توان م سپس است، محاسبه قابل ماتریسͬ

گرفتن با سپس هستند). موجود منظور این برای خوبی بسیار عددی (الͽوریتم های کند پیدا 𝑇 ∗𝑇
دقیق بە طور معمولا (که ͬ شود م حاصل 𝑇 نرم برای تقریبی ۷. ۸۸(ا)، از استفاده با و دوم ریشۀ

نیست). محاسبه قابل

کنید. بررسͬ را زیر مثال در حͺم ها همۀ باید شما

نرم ها مثال: ۹۰ .۷

.‖𝐼‖ = ۱ آن گاه باشد، 𝑉 روی معمول همانͬ عملͽر نشان دهندۀ 𝐼 اگر ●

آن گاه باشد، ۱ها شامل همه 𝐅𝑛 استاندارد پایۀ به نسبت 𝑇 ماتریس و 𝑇 ∈ ℒ(𝐅𝑛) اگر ●

.‖𝑇 ‖ = 𝑛
مقدارهای با 𝑇 بردارهای ویژۀ شامل یͺامتعامد پایۀ ͷی دارای 𝑉 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) اگر ●

است. |𝜆۱| ,… , |𝜆𝑛| عددهای ماکسیمم ‖𝑇 ‖ آن گاه باشد، 𝜆۱,… , 𝜆𝑛 متناظر  ویژۀ
استاندارد)، پایۀ به (نسبت آن ماتریس که است عملͽری 𝑇 ∈ ℒ(𝐑۵) کنید فرض ●

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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نرم افزار است. ۱/(𝑗۲ + 𝑘) آن در 𝑘 ستون و 𝑗 سطر درایۀ که است ۵ در ۵ ماتریس
و است ۰̸ ۸ تقریبا 𝑇 تکین مقدار بزرگ ترین که ͬ دهد نم نشان ریاضͬ استاندارد
استفاده (با و ‖𝑇 ‖ ≈ ۰̸ ۸ بنابراین است. ۱۰−۶ تقریبا 𝑇 تکین مقدار کوچͷ ترین
نرم ها این برای دقیق فرمول های یافتن .∥𝑇−۱∥ ≈ ۱۰۶ (۵ −۷ بخش از ۱۰ تمرین از

نیست. ممͺن

ͬ شود. م داده نشان بعدی نتیجۀ با چنان که دارند، یͺسانͬ نرم آن، الحاقͬ و خطͬ نگاشت ͷی

الحاقͬ نرم ۹۱ .۷

.∥𝑇 ∗∥ = ‖𝑇 ‖ آن گاه .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض

آن گاه .𝑤 ∈ 𝑊 کنید فرض اثبات

∥𝑇 ∗𝑤∥۲ = ⟨𝑇 ∗𝑤, 𝑇 ∗𝑤⟩ = ⟨𝑇𝑇 ∗𝑤,𝑤⟩ ≤ ∥𝑇𝑇 ∗𝑤∥ ‖𝑤‖ ≤ ‖𝑇 ‖ ∥𝑇 ∗𝑤∥ ‖𝑤‖.

که ͬ کند م ایجاب بالا نامساوی

∥𝑇 ∗𝑤∥ ≤ ‖𝑇 ‖ ‖𝑤‖,

دارد. دلالت ∥𝑇 ∗∥ ≤ ‖𝑇 ‖ بر ۷. ۸۸(ج) با همراه که

،∥𝑇 ∗∥ = ‖𝑇 ‖ نتیجه در .‖𝑇 ‖ ≤ ∥𝑇 ∗∥ که ͬ دهد م نشان ،(𝑇 ∗)∗ = 𝑇 معادلۀ از استفاده سپس، و ∥𝑇 ∗∥ ≤ ‖𝑇 ‖ نامساوی در 𝑇 ∗ با 𝑇 تعویض

■ ͬ باشد. م مطلوب چنان که

بسازید ۵ −۷ بخش از ۹ تمرین از استفاده با بالا نتیجۀ برای جایͽزینͬ اثبات بخواهید شاید

هستند. یͺسانͬ مثبت تکین مقدارهای دارای آن الحاقͬ و خطͬ نگاشت ͷی که ͬ کند م بیان که

بعدپایینͬ برد با خطͬ نگاشت های توسط تقریب

بهترین که ͬ کند م بیان نتیجه است. تکین مقدار تجزیۀ از شͽفت انگیز کاربرد ͷی بعدی، نتیجۀ

ͬ باشد، م 𝑘 حداکثر بعدِ دارای آن برد که خطͬ نگاشت ͷی توسط خطͬ نگاشت ͷی تقریب

در 𝑇𝑘 خطͬ نگاشت خاص، بە  طور ͬ باشد. م اول جملۀ 𝑘 پس از تکین مقدار تجزیۀ کردن قطع

همۀ بین را 𝑇 تا فاصله ،𝑇𝑘 و ⅾiⅿ range𝑇𝑘 = 𝑘 که است خاصیت این دارای بعدی، نتیجۀ

فشردە سازی الͽوریتم های به نتیجه این ͬ کند. م کمینه ،𝑘 حداکثر بعدِ بردِ با خطͬ نگاشت های

ͬ شوند. م حفظ آن ها اطلاعات مهم ترین اینکه ضمن ͬ شود، م منجر حجیم ماتریس های

𝑘 ≥ بعد دارای آن برد که خطͬ نگاشت توسط تقریب بهترین ۹۲ .۷

آن گاه .۱ ≤ 𝑘 < 𝑚 کنید فرض هستند. 𝑇 مثبت تکین مقدارهای ،𝑠۱ ≥ ⋯ ≥ 𝑠𝑚 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض

ⅿin {‖𝑇 − 𝑆‖ ∶ 𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) و ⅾiⅿ range𝑆 ≤ 𝑘} = 𝑠𝑘+۱.

اگر آن، علاوە بر
𝑇𝑣 = 𝑠۱⟨𝑣, 𝑒۱⟩𝑓۱ +⋯+ 𝑠𝑚⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩𝑓𝑚

بە صورت 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای 𝑇𝑘 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) و باشد 𝑇 تکین مقدار تجزیۀ ͷی

𝑇𝑘𝑣 = 𝑠۱⟨𝑣, 𝑒۱⟩𝑓۱ +⋯+ 𝑠𝑘⟨𝑣, 𝑒𝑘⟩𝑓𝑘

.‖𝑇 − 𝑇𝑘‖ = 𝑠𝑘+۱ و ⅾiⅿ range𝑇𝑘 = 𝑘 آن گاه شود، تعریف

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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آن گاه ،𝑣 ∈ 𝑉 اگر اثبات

∥(𝑇 − 𝑇𝑘)𝑣∥
۲ = ∥𝑠𝑘+۱⟨𝑣, 𝑒𝑘+۱⟩𝑓𝑘+۱ +⋯+ 𝑠𝑚⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩𝑓𝑚∥۲

= 𝑠𝑘+۱
۲ ∣⟨𝑣, 𝑒𝑘+۱⟩∣

۲ +⋯+ 𝑠𝑚۲ ∣⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩∣۲

≤ 𝑠𝑘+۱
۲ (∣⟨𝑣, 𝑒𝑘+۱⟩∣

۲ +⋯+ ∣⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩∣۲)

≤ 𝑠𝑘+۱
۲ ‖𝑣‖۲.

.‖𝑇 − 𝑇𝑘‖ = 𝑠𝑘+۱ که ͬ دهد م نشان اکنون (𝑇 − 𝑇𝑘)𝑒𝑘+۱ = 𝑠𝑘+۱𝑓𝑘+۱ معادلۀ .‖𝑇 − 𝑇𝑘‖ ≤ 𝑠𝑘+۱ بنابراین

است. خطͬ وابستۀ ͬ باشد، م 𝑘 + ۱ طول به لیست ͷی که ،𝑆𝑒۱,… , 𝑆𝑒𝑘+۱ ازاین رو .ⅾiⅿ range𝑆 ≤ 𝑘 و 𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض

که بە طوری نیستند، ۰ همه که 𝑎۱,… , 𝑎𝑘+۱ ∈ 𝐅 دارد وجود پس

𝑎۱𝑆𝑒۱ +⋯+ 𝑎𝑘+۱𝑆𝑒𝑘+۱ = ۰.

داریم نیستند. ۰ همه 𝑎۱,… , 𝑎𝑘+۱ زیرا ،𝑎۱𝑒۱ +⋯+ 𝑎𝑘+۱𝑒𝑘+۱ ≠ ۰ اکنون

∥(𝑇 − 𝑆)(𝑎۱𝑒۱ +⋯+ 𝑎𝑘+۱𝑒𝑘+۱)∥
۲ = ∥𝑇 (𝑎۱𝑒۱ +⋯+ 𝑎𝑘+۱𝑒𝑘+۱)∥

۲

= ‖𝑠۱𝑎۱𝑓۱ +⋯+ 𝑠𝑘+۱𝑎𝑘+۱𝑓𝑘+۱‖۲

= 𝑠۱۲ |𝑎۱|
۲ +⋯+ 𝑠𝑘+۱

۲ |𝑎𝑘+۱|
۲

≥ 𝑠𝑘+۱
۲( |𝑎۱|

۲ +⋯+ |𝑎𝑘+۱|
۲ )

= 𝑠𝑘+۱
۲ ‖𝑎۱𝑒۱ +⋯+ 𝑎𝑘+۱𝑒𝑘+۱‖۲.

که است معنͬ این به بالا نامساوی ،𝑎۱𝑒۱ +⋯+ 𝑎𝑘+۱𝑒𝑘+۱ ≠ ۰ چون

‖𝑇 − 𝑆‖ ≥ 𝑠𝑘+۱.

■ ͬ کند. م کمینه ⅾiⅿ range𝑆 ≤ 𝑘 با 𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) بین در را ‖𝑇 − 𝑆‖ مقدار ،𝑆 = 𝑇𝑘 نتیجه در

ببینید، را ۲۲ تمرین تقریب، بهترین در تکین مقدار تجزیۀ استفادۀ از دیͽری مثال های برای

ممͺن حد تا آن، روی خطͬ نگاشت ͷی تحدید که ͬ کند م پیدا را معلوم بعد با زیرفضا ͷی که

معین عملͽر ͷی به ممͺن حد تا که ͬ کند م پیدا را یͺانͬ عملͽر ͷی که ۲۷ تمرین و است ͷکوچ

است. ͷنزدی

قطبی تجزیۀ

به یͺانͬ، عملͽرهای و |𝑧| = ۱ با 𝑧 مختلط عددهای بین قیاس دربارۀ را ۵۴ .۷ از پیش بحث

بە شͺل ͬ توان م را ۰ بە جز 𝑧 مختلط عدد هر که کنید توجه قیاس، این ادامۀ با آورید. یاد

𝑧 = ( 𝑧
|𝑧|)|𝑧|

= ( 𝑧
|𝑧|)

√
̄𝑧𝑧

است. ۱ قدرمطلق دارای ،𝑧/|𝑧| یعنͬ اول عامل آن در که نوشت،

بە صورت ͬ توان م را 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) عملͽر هر که ͬ کند م راهنمایی حدس این به را ما قیاس،

این با متناظر نتیجۀ است. صحیح بە واقع حدس این نوشت.
√
𝑇 ∗𝑇 ضرب در یͺانͬ عملͽر ͷی

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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دست به 𝑉 روی دل خواه عملͽر ͷی از را زیبایی توصیف و ͬ شود م نامیده قطبی تجزیۀ مطلب،

ͬ دهد. م

در [چنان که است مثبت عملͽر ͷی 𝑇 ∗𝑇 آن گاه ،𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) اگر که باشد داشته توجه

مثبت عملͽر ͷی بە صورت و است معنادار
√
𝑇 ∗𝑇 عملͽر نتیجه در شد]. داده نشان ۷. ۶۴(ا)

است. خوش تعریف ،𝑉 روی

،𝑉 روی عملͽر هر که ͬ کند م بیان کرد، خواهیم اثبات و بیان بە زودی که قطبی، تجزیۀ

دل خواه عملͽر ͷی ͬ توانیم م بنابراین است. مثبت عملͽر ͷی و یͺانͬ عملͽر ͷی حاصل ضرب

کاملا که هستند کلاسͬ از ͷهری که بنویسیم خوب عملͽر دو حاصل ضرب بە صورت را 𝑉 روی

ͬ شوند م توصیف ۵۵ .۷ توسط یͺانͬ عملͽرهای ͬ فهمیم. م خوب نسبتا و کنیم توصیف ͬ توانیم م

ͬ شوند م توصیف مختلط و حقیقͬ طیفͬ قضیە های توسط مثبت عملͽرهای 𝐅؛ = 𝐂 اگر

.(۳۱ .۷ و ۲۹ .۷)

کنید فرض و بͽیرید نظر در را 𝐅 = 𝐂 مورد خاص، بە طور

𝑇 = 𝑆
√
𝑇 ∗𝑇 ,

آن گاه است. یͺانͬ عملͽر ͷی 𝑆 آن در که باشد 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) عملͽر ͷی از قطبی تجزیۀ ͷی

پایۀ ͷی و است قطری ماتریس ͷی دارای 𝑆 آن، به نسبت که دارد وجود 𝑉 از یͺامتعامد پایۀ ͷی

احتیاط: است. قطری ماتریس ͷی دارای
√
𝑇 ∗𝑇 آن، به نسبت که دارد وجود 𝑉 از یͺامتعامد

√
𝑇 ∗𝑇 و 𝑆 عملͽر دو هر ماتریس های هم زمان که نباشد موجود یͺامتعامد ی  پایۀ است ممͺن

√
𝑇 ∗𝑇 و یͺامتعامد پایۀ ͷی نیازمند است ممͺن 𝑆 کند– تبدیل قطری مناسب بە شͺل های را

باشد. دیͽری یͺامتعامد پایۀ نیازمند است ممͺن

𝑉 از یͺامتعامد پایۀ ͷی آن گاه باشد، نرمال 𝑇 اگر (𝐅 = 𝐂 فرض با (کماکان بااین حال

ماتریس های دارای پایه این به نسبت
√
𝑇 ∗𝑇 و 𝑆 عملͽر دو هر که بە طوری کرد، انتخاب ͬ توان م

عملͽری برای و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) اگر است: درست نیز آن عکس ببینید). را ۳۱ (تمرین باشند قطری
√
𝑇 ∗𝑇 و 𝑆 عملͽر دو هر که بە طوری ،𝑇 = 𝑆

√
𝑇 ∗𝑇 باشیم داشته ،𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ) مانند یͺانͬ

امر این است. نرمال 𝑇 آن گاه باشند، قطری ماتریس دارای ،𝑉 از یͺسانͬ یͺامتعامد پایۀ به نسبت

به و است یͺامتعامد پایۀ همین به نسبت قطری ماتریس ͷی دارای سپس 𝑇 چون است، برقرار

.[۳۱ .۷ در (ا) و (ج) هم ارزی [طبق است نرمال 𝑇 که است معنͬ این

عملͽرهای همۀ برای و مختلط و حقیقͬ داخلͬ حاصل ضرب فضای دو هر روی زیر قطبی تجزیۀ

است. معتبر فضاها، آن روی

قطبی تجزیۀ ۹۳ .۷

که بە طوری دارد، وجود 𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ) یͺانͬ عملͽر ͷی 𝑇. آن گاه ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض

𝑇 = 𝑆
√
𝑇 ∗𝑇 .

باشند، 𝑉 در یͺامتعامد لیست های ،𝑓۱,… , 𝑓𝑚 و 𝑒۱,… , 𝑒𝑚 کنید فرض و باشند 𝑇 مثبت تکین مقدارهای 𝑠۱,… , 𝑠𝑚 کنید فرض اثبات

داریم: 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای که بە طوری

𝑇𝑣 = 𝑠۱⟨𝑣, 𝑒۱⟩𝑓۱ +⋯+ 𝑠𝑚⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩𝑓𝑚. (۹۴ .۷)

دهید. گسترش 𝑉 از 𝑓۱,… , 𝑓𝑛 و 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 یͺامتعامد پایە های به را 𝑓۱,… , 𝑓𝑚 و 𝑒۱,… , 𝑒𝑚 یͺامتعامد لیست های

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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بە صورت 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای را 𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ) عملͽر

𝑆𝑣 = ⟨𝑣, 𝑒۱⟩𝑓۱ +⋯+ ⟨𝑣, 𝑒𝑛⟩𝑓𝑛

آن گاه ͬ کنیم. م تعریف

‖𝑆𝑣‖۲ = ∥⟨𝑣, 𝑒۱⟩𝑓۱ +⋯+ ⟨𝑣, 𝑒𝑛⟩𝑓𝑛∥
۲

= ∣⟨𝑣, 𝑒۱⟩∣
۲ +⋯+ ∣⟨𝑣, 𝑒𝑛⟩∣

۲

= ‖𝑣‖۲.

است. یͺانͬ عملͽر ͷی 𝑆 نتیجه در

داریم 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای که ͬ دهد م نشان ،۷۷ .۷ طبق 𝑇 ∗ برای شده ارائه فرمول از استفاده سپس و ۹۴ .۷ طرف دو هر بر 𝑇 ∗ اعمال

𝑇 ∗𝑇𝑣 = 𝑠۱۲⟨𝑣, 𝑒۱⟩𝑒۱ +⋯+ 𝑠𝑚۲⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩𝑒𝑚.

آن گاه ،𝑣 ∈ 𝑉 اگر نتیجه در
√
𝑇 ∗𝑇𝑣 = 𝑠۱⟨𝑣, 𝑒۱⟩𝑒۱ +⋯+ 𝑠𝑚⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩𝑒𝑚,

اکنون ͬ باشد. م 𝑇 ∗𝑇 آن دوم ریشۀ که است مثبت عملͽر ͷی ͬ برد، م بالا معادلۀ راست سمت به را 𝑣 که عملͽری چون

𝑆
√
𝑇 ∗𝑇𝑣 = 𝑆 (𝑠۱⟨𝑣, 𝑒۱⟩𝑒۱ +⋯+ 𝑠𝑚⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩𝑒𝑚)

= 𝑠۱⟨𝑣, 𝑒۱⟩𝑓۱ +⋯+ 𝑠𝑚⟨𝑣, 𝑒𝑚⟩𝑓𝑚

= 𝑇𝑣,

■ ͬ شود. م نتیجه ۹۴ .۷ از آخر معادلۀ آن در که

عملͽر ͷی برای که حدی تا بالا، اثبات از حاصل 𝑆 یͺانͬ عملͽر که ͬ دهد م نشان ۲۴ تمرین

است. ͷنزدی 𝑇 به دارد، امͺان یͺانͬ

طیفͬ قضیۀ از مستقیما تکین، مقدار تجزیۀ از اجتناب با قطبی تجزیۀ جایͽزین اثبات های

ͬ رسد. م بە نظر جایͽزین اثبات های آن از مرتب تر بالا، اثبات بااین حال ͬ کنند. م استفاده

متوازی السطوح ها و بیضوی وارها بر عملͽرها اعمال

𝐵 گوی، تعریف: ۹۵ .۷

تعریف زیر بە صورت ͬ شود، م داده نشان 𝐵 با که ۰ مرکز به و ۱ شعاع به 𝑉 در گوی ͷی
ͬ شود: م

𝐵 = {𝑣 ∈ 𝑉 ∶ ‖𝑣‖ < ۱}.

𝐑۲ در 𝐵 گوی

از استفاده بااین حال، ͬ شود. م استفاده گوی بە جای ͷدیس واژۀ گاهͬ ،ⅾiⅿ𝑉 = ۲ اگر

بیضͬ واژۀ آن گاه ،ⅾiⅿ𝑉 = ۲ اگر مشابه، بە شͺل است. کمتری ابهام دارای بعدها همۀ در گوی

ͬ وار بیض از استفاده بازهم، ͬ شود. م استفاده داریم، آن را تعریف قصد که ͬ وار بیض بە جای گاهͬ

است. کمتری ابهام دارای بعدها همۀ در

سپس، و 𝐵 گوی با شروع از حاصل است، شده تعریف پایین در که را ͬ وار بیض ͬ توانید م

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



داخلͬ حاصل ضرب فضاهای روی عملͽرها ۷ ۲۴۲

بͽیرید. نظر در 𝑓𝑘 محور هر امتداد در 𝑠𝑘 ضریب با کشیدن

اصلͬ محورهای ،𝐸(𝑠۱𝑓۱,… , 𝑠𝑛𝑓𝑛) ͬ وار، بیض تعریف: ۹۶ .۷

هستند. مثبتͬ عددهای 𝑠۱,… , 𝑠𝑛 و است 𝑉 یͺامتعامد پایۀ ͷی 𝑓۱,… , 𝑓𝑛 کنید فرض
تعریف زیر بە صورت 𝑠۱𝑓۱,… , 𝑠𝑛𝑓𝑛 اصلͬ محورهای با 𝐸(𝑠۱𝑓۱,… , 𝑠𝑛𝑓𝑛) ͬ وار بیض

ͬ شود: م

𝐸(𝑠۱𝑓۱,… , 𝑠𝑛𝑓𝑛) = {𝑣 ∈ 𝑉 ∶ ∣⟨𝑣, 𝑓۱⟩∣
۲

𝑠۱۲
+⋯+ ∣⟨𝑣, 𝑓𝑛⟩∣

۲

𝑠𝑛۲
< ۱}.

𝑉 داخلͬ حاصل ضرب فضای شامل صریحا 𝐸(𝑠۱𝑓۱,… , 𝑠𝑛𝑓𝑛) ͬ وار بیض نمادگذاری

باید 𝑉 داخلͬ حاصل ضرب فضای بااین حال، دارد. بستگͬ 𝑉 به بالا تعریف گرچه نیست،

باشد. مشخص است، 𝑉 یͺامتعامد پایۀ ͷی 𝑓۱,… , 𝑓𝑛 که الزام این از نیز و متن از

،𝑓۱, 𝑓۲ آن در که ،𝐑۲ در 𝐸(۲𝑓۱, 𝑓۲) ͬ وار بیض
است. 𝐑۲ در استاندارد پایۀ

ͬ وارها بیض مثال: ۹۷ .۷

آن در که ،𝐑۲ در 𝐸(۲𝑓۱, 𝑓۲) ͬ وار بیض
.𝑓۲ = (−۱√

۲ ,
۱√
۲) و 𝑓۱ = ( ۱√

۲ ,
۱√
۲)

آن در که ،𝐑۳ در 𝐸(۴𝑓۱, ۳𝑓۲, ۲𝑓۳) ͬ وار بیض
است. 𝐑۳ در استاندارد پایۀ ،𝑓۱, 𝑓۲, 𝑓۳

برابر 𝑉 در 𝐵 گوی با ،𝑉 از 𝑓۱,… , 𝑓𝑛 یͺامتعامد پایۀ هر برای ،𝐸(𝑓۱,… , 𝑓𝑛) ͬ وار بیض

۶. ۳۰(ب)]. پارسوال اتحاد [طبق است

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



تکین مقدار تجزیۀ پیامدهای ۶ −۷۲۴۳

𝑇 (Ω) نماد: ۹۸ .۷

بە صورت ،Ω ⊆ 𝑉 و است تعریف شده 𝑉 روی که 𝑇 تابع ͷی برای را 𝑇 (Ω) مجموعۀ
ͬ کنیم: م تعریف زیر

𝑇 (Ω) = {𝑇𝑣 ∶ 𝑣 ∈ Ω}.

.𝑇 (𝑉 ) = range𝑇 آن گاه است، شده تعریف 𝑉 روی که باشد تابعͬ 𝑇 اگر بنابراین

ͷی روی بر را 𝑉 در 𝐵 گوی ،𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) وارون پذیر عملͽر هر که ͬ کند م بیان بعدی نتیجۀ

تجزیۀ از ͬ وار بیض این اصلͬ محورهای که ͬ دهد م نشان اثبات ͬ کند. م نگاشت 𝑉 در ͬ وار بیض

ͬ شوند. م حاصل 𝑇 تکین مقدار

ͬ برد م ͬ وار بیض به را گوی وارون پذیر، عملͽر ۹۹ .۷

ͬ کند. م نگاشت 𝑉 در ͬ وار بیض ͷی روی بر را 𝑉 در 𝐵 گوی ،𝑇 آن گاه است. وارون پذیر 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض

تکین مقدار تجزیۀ دارای 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای 𝑇 کنید فرض اثبات

𝑇𝑣 = 𝑠۱⟨𝑣, 𝑒۱⟩𝑓۱ +⋯+ 𝑠𝑛⟨𝑣, 𝑒𝑛⟩𝑓𝑛 (۱۰۰ .۷)

که ͬ دهیم م نشان هستند. 𝑉 یͺامتعامد پایە های ،𝑓۱,… , 𝑓𝑛 و 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 دوی هر و هستند 𝑇 تکین مقدارهای 𝑠۱,… , 𝑠𝑛 اینجا در است؛

.𝑇 (𝐵) = 𝐸(𝑠۱𝑓۱,… , 𝑠𝑛𝑓𝑛)
بنابراین ببینید). را ۶۸ .۷) نیستند ۰ با برابر 𝑠۱,… , 𝑠𝑛 تکین مقدارهای از ͷهیچ ی است، وارون پذیر 𝑇 چون .𝑣 ∈ 𝐵 کنید فرض ابتدا

که ͬ کند م ایجاب ۱۰۰ .۷

∣⟨𝑇 𝑣, 𝑓۱⟩∣
۲

𝑠۱۲
+⋯+ ∣⟨𝑇𝑣, 𝑓𝑛⟩∣

۲

𝑠𝑛۲
= ∣⟨𝑣, 𝑒۱⟩∣

۲ +⋯+ ∣⟨𝑣, 𝑒𝑛⟩∣
۲ < ۱.

.𝑇 (𝐵) ⊆ 𝐸(𝑠۱𝑓۱,… , 𝑠𝑛𝑓𝑛) نتیجه در .𝑇𝑣 ∈ 𝐸(𝑠۱𝑓۱,… , 𝑠𝑛𝑓𝑛) ازاین رو

دهید قرار .𝑤 ∈ 𝐸(𝑠۱𝑓۱,… , 𝑠𝑛𝑓𝑛) کنید فرض اکنون دیͽر، جهت در شمول اثبات برای

𝑣 = ⟨𝑤, 𝑓۱⟩
𝑠۱

𝑒۱ +⋯+ ⟨𝑤, 𝑓𝑛⟩
𝑠𝑛

𝑒𝑛.

■ .𝑇 (𝐵) ⊇ 𝐸(𝑠۱𝑓۱,… , 𝑠𝑛𝑓𝑛) نتیجه در .𝑇𝑣 = ⟨𝑤, 𝑓۱⟩𝑓۱ +⋯+ ⟨𝑤, 𝑓𝑛⟩𝑓𝑛 = 𝑤 که دارد دلالت این بر ۱۰۰ .۷ و ‖𝑣‖ < ۱ آن گاه

به گوی نە تنها وارون پذیر، عملͽرهای که دهیم نشان تا ͬ کنیم م استفاده قبلͬ نتیجۀ از اکنون

ͬ برند. م ͬ وارها بیض به را ͬ وارها بیض همۀ بلͺه ،۱  شعاع

ͬ برد م ͬ وارها بیض به را ͬ وارها بیض وارون پذیر، عملͽر ۱۰۱ .۷

است. 𝑉 در ͬ وار بیض ͷی 𝑇 (𝐸) آن گاه است. 𝑉 در ͬ وار بیض ͷی 𝐸 و است وارون پذیر 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض

عملͽر .𝐸 = 𝐸(𝑠۱𝑓۱,… , 𝑠𝑛𝑓𝑛) که بە طوری دارند، وجود 𝑠۱,… , 𝑠𝑛 مثبت عددهای و 𝑉 از 𝑓۱,… , 𝑓𝑛 یͺامتعامد پایۀ ͷی اثبات

بە صورت را 𝑆 ∈ ℒ(𝑉 )
𝑆(𝑎۱𝑓۱ +⋯+ 𝑎𝑛𝑓𝑛) = 𝑎۱𝑠۱𝑓۱ +⋯+ 𝑎𝑛𝑠𝑛𝑓𝑛

بنابراین کنید. بررسͬ ͬ توانید م خود چنان که ͬ کند، م نگاشت 𝐸 روی بر را 𝑉 از 𝐵 گوی ،𝑆 آن گاه ͬ کنیم. م تعریف

𝑇 (𝐸) = 𝑇 (𝑆(𝐵)) = (𝑇𝑆)(𝐵).

■ است. 𝑉 در ͬ وار بیض ͷی 𝑇 (𝐸) که ͬ دهند م نشان 𝑇𝑆 بر ۹۹ .۷ و بالا معادلۀ اعمال

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



داخلͬ حاصل ضرب فضاهای روی عملͽرها ۷ ۲۴۴

تعریف زیر بە صورت 𝑢+Ω آن گاه ،Ω ⊆ 𝑉 و 𝑢 ∈ 𝑉 اگر که ببینید) را ۹۵ .۳) آورید یاد به

ͬ شود: م

𝑢 + Ω = {𝑢 + 𝑤 ∶ 𝑤 ∈ Ω}.

متفاوتͬ مͺان های در ولͬ ͬ رسند م به نظر یͺسان 𝑢 + Ω و Ω مجموعە های هندسͬ، نظر از

هستند.

متوازی السطوح بە جای اغلب متوازی الاضلاع واژۀ آن گاه ،ⅾiⅿ𝑉 = ۲ اگر زیر، تعریف در

ͬ شود. م استفاده

متوازی السطوح ،𝑃(𝑣۱,… , 𝑣𝑛) تعریف: ۱۰۲ .۷

دهید قرار است. 𝑉 پایۀ ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 کنید فرض

𝑃(𝑣۱,… , 𝑣𝑛) = {𝑎۱𝑣۱ +⋯+ 𝑎𝑛𝑣𝑛 ∶ 𝑎۱,… , 𝑎𝑛 ∈ (۰, ۱)} .

𝑢 + 𝑃(𝑣۱,… , 𝑣𝑛) بە شͺل مجموعە ای ،𝑢 ∈ 𝑉 از بردارهایی برای متوازی السطوح، ͷی
ͬ نامند. م متوازی السطوح این یال های را 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 بردارهای است.

(۰̸ ۳, ۰̸ ۵) + 𝑃 ((۱, ۰), (۱, ۱)) متوازی السطوح
.𝐑۲ در

متوازی السطوح ها مثال: ۱۰۳ .۷

𝐑۳ در متوازی السطوح

ͬ برد م متوازی السطوح ها به را متوازی السطوح ها وارون پذیر، عملͽر ۱۰۴ .۷

آن گاه است. وارون پذیر 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و است 𝑉 پایۀ ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 همچنین ،𝑢 ∈ 𝑉 کنید فرض

𝑇 (𝑢 + 𝑃(𝑣۱,… , 𝑣𝑛)) = 𝑇𝑢 + 𝑃(𝑇𝑣۱,… , 𝑇 𝑣𝑛).

𝑎۱,… , 𝑎𝑛 ∈ (۰, ۱) هر برای که است معنͬ این به 𝑇 بودن خطͬ است. 𝑉 پایۀ ͷی 𝑇𝑣۱,… , 𝑇 𝑣𝑛 لیست است، وارون پذیر 𝑇 چون اثبات

داریم

𝑇 (𝑢 + 𝑎۱𝑣۱ +⋯+ 𝑎𝑛𝑣𝑛) = 𝑇𝑢 + 𝑎۱𝑇𝑣۱ +⋯+ 𝑎𝑛𝑇𝑣𝑛.

■ .𝑇 (𝑢 + 𝑃(𝑣۱,… , 𝑣𝑛)) = 𝑇𝑢 + 𝑃(𝑇𝑣۱,… , 𝑇 𝑣𝑛) نتیجه در

آن به خاصͬ نام هستند، متمایز 𝐑۲ در متوازی الاضلاع ها بین در مستطیل ها که همان گونه

ͬ دهیم. م هستند، متعامد هم بر آن ها تعریف  کنندۀ یال  های که 𝑉 در متوازی السطوح ها

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



تکین مقدار تجزیۀ پیامدهای ۶ −۷۲۴۵

جعبه تعریف: ۱۰۵ .۷

بە شͺل مجموعە ای ،𝑉 در جعبه ͷی

𝑢 + 𝑃(𝑟۱𝑒۱,… , 𝑟𝑛𝑒𝑛)

پایۀ ͷی 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 و هستند مثبتͬ عددهای 𝑟۱,… , 𝑟𝑛 و 𝑢 ∈ 𝑉 آن، در که است
است. 𝑉 یͺامتعامد

جعبه اصطلاح ولͬ است، مسنطیل ͷی جعبه هر ،𝐑۲ خاص حالت در که باشید داشته توجه

است. قابل استفاده بعدها همۀ در

آن در که ،(۱, ۰) + 𝑃 (√۲ 𝑒۱,
√
۲ 𝑒۲) جعبۀ

.𝑒۲ = (−۱√
۲ ,

۱√
۲) و 𝑒۱ = ( ۱√

۲ ,
۱√
۲)

جعبە ها مثال: ۱۰۶ .۷

پایۀ ،𝑒۳ ،𝑒۲ ،𝑒۱ آن در که ،𝑃(𝑒۱, ۲𝑒۲, 𝑒۳) جعبۀ
است. 𝐑۳ استاندارد

ͷی به را 𝑉 در متوازی السطوح هر 𝑇 آن گاه است. وارون پذیر 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض

ͷی به 𝑉 در را جعبه هر 𝑇 بە ویژه .(۱۰۴ .۷ (طبق ͬ کند م نگاشت 𝑉 در متوازی السطوح

که ͬ شود م سؤال این شدن مطرح موجب موضوع این ͬ کند. م نگاشت 𝑉 در متوازی السطوح

تکین مقدار تجزیۀ ͷکم به زیر نتیجۀ ͬ کند. م نگاشت 𝑉 در جعبە ها به 𝑉 در را جعبە هایی ،𝑇 آیا

ͬ دهد. م پاسخ سؤال این به

ͬ برد م جعبە ها به را جعبە هایی وارون پذیر، عملͽر هر ۱۰۷ .۷

تکین مقدار تجزیۀ دارای 𝑇 کنید فرض است. وارون پذیر 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض

𝑇𝑣 = 𝑠۱⟨𝑣, 𝑒۱⟩𝑓۱ +⋯+ 𝑠𝑛⟨𝑣, 𝑒𝑛⟩𝑓𝑛

هر برای بالا معادلۀ و هستند 𝑉 یͺامتعامد پایە های 𝑓۱,… , 𝑓𝑛 و 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 و هستند 𝑇 تکین مقدارهای 𝑠۱,… , 𝑠𝑛 آن در که است
جعبۀ روی بر را 𝑢 + 𝑃(𝑟۱𝑒۱,… , 𝑟𝑛𝑒𝑛) جعبۀ ،𝑢 ∈ 𝑉 هر و 𝑟۱,… , 𝑟𝑛 مثبت عددهای همۀ برای 𝑇 آن گاه است. برقرار 𝑣 ∈ 𝑉

ͬ کند. م نگاشت 𝑇𝑢 + 𝑃(𝑟۱𝑠۱𝑓۱,… , 𝑟𝑛𝑠𝑛𝑓𝑛)

آن گاه ،𝑢 ∈ 𝑉 و باشند مثبت عددهای 𝑟۱,… , 𝑟𝑛 و 𝑎۱,… , 𝑎𝑛 ∈ (۰, ۱) اگر اثبات

𝑇 (𝑢 + 𝑎۱𝑟۱𝑒۱ +⋯+ 𝑎𝑛𝑟𝑛𝑒𝑛) = 𝑇𝑢 + 𝑎۱𝑟۱𝑠۱𝑓۱ +⋯+ 𝑎𝑛𝑟𝑛𝑠𝑛𝑓𝑛.

■ .𝑇 (𝑢 + 𝑃(𝑟۱𝑒۱,… , 𝑟𝑛𝑒𝑛)) = 𝑇𝑢 + 𝑃(𝑟۱𝑠۱𝑓۱,… , 𝑟𝑛𝑠𝑛𝑓𝑛) نتیجه در

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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تکین مقدارهای طریق از حجم

دامنۀ زیرمجموعە های حجم چͽونه عملͽر ͷی ببریم، پی که است این زیربخش این در ما هدف

با تنها ما خطͬ، جبر به نه دارد، تعلق آنالیز به حجم مفهوم های چون ͬ دهد. م تغییر را خود

استفاده با ͬ توان م را حجم به ما شهودی رویͺرد کرد. خواهیم کار حجم از شهودی مفهوم ͷی

مناسب درست اثبات های و درست گزارە های درست، تعریف های به ریاضͬ، آنالیز امͺانات از

کرد. تبدیل

دارد. را کارایی بهترین حقیقͬ داخلͬ حاصل ضرب فضاهای در حجم، مورد در ما شهود

دید. خواهیم بارها زیربخش این باقͬ در را 𝐅 = 𝐑 فرض ازاین رو

مفهوم این با باید شما بود. خواهد 𝑛⁃بعدی حجم حجم، از ما منظور آن گاه ،ⅾiⅿ𝑉 = 𝑛 اگر

جهت ولͬ ͬ نامند، م مساحت را آن حجم بە جای معمولا ،𝑛 = ۲ زمانͬ که باشید. آشنا 𝐑۳ در

حجم مورد در شهودی جنبۀ ͬ ترین اساس ͬ کنیم. م استفاده بعدها همۀ برای حجم واژۀ از سازگاری،

هستند)، متعامد هم با تعریف طبق آن، تعریف  کنندۀ یال های (که جعبه ͷی حجم که است آن

ͬ دهیم. م ارائه را زیر تعریف نتیجه در ͬ باشد. م تعریف  کننده یال های طول های حاصل ضرب

است. حجم معنͬ به voⅼuⅿe جعبهمترجمان: ͷی حجم تعریف: ۱۰۸ .۷

ͷی 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 و باشند مثبتͬ عددهای 𝑟۱,… , 𝑟𝑛 و 𝑢 ∈ 𝑉 اگر .𝐅 = 𝐑 کنید فرض
آن گاه باشد، 𝑉 یͺامتعامد پایۀ

voⅼuⅿe (𝑢 + 𝑃(𝑟۱𝑒۱,… , 𝑟𝑛𝑒𝑛)) = 𝑟۱ ×⋯× 𝑟𝑛.

و 𝐑۲ در مستطیل ͷی ͬ نامیم) م حجم ما (که مساحت برای آشنا فرمول های با بالا تعریف

دوبعدی حجم دارای ۱۰۶ .۷ در اول جعبۀ مثال، برای است. منطبق 𝐑۳ در جعبه ͷی حجم برای

هستند.
√
۲ و

√
۲ طول های دارای جعبه، آن تعریف  کنندۀ یال های زیرا ͬ باشد، م ۲ مساحت) (یا

دارای جعبه آن تعریف  کنندۀ یال های زیرا است، ۲ سە بعدی حجم دارای ۱۰۶ .۷ مثال در دوم جعبۀ

است. ۱ و ۲ ،۱ طول های

حاصل جمع ≈ گوی این حجم
جعبه پنج حجم های

جعبە های از متناهͬ گردایۀ ͷی توسط را زیرمجموعه ،𝑉 از زیرمجموعه ͷی حجم تعریف برای

ͷی که همچنان بزنید. جمع را تقریب کننده جعبە های گردایۀ حجم های سپس و کنید تقریب مجزا

ͬ کنیم، م تقریب بیشتر جعبە های مجزای اجتماع های توسط بیشتری دقت با را 𝑉 از زیرمجموعه

ͬ آوریم. م دست به حجم از بهتری تقریب

مساحت تقریب با (Rieⅿann) ریمان انتگرال چͽونه که شوند یادآور شما به باید ایدە ها این

غیردقیق تعریف به بحث این ͬ شود. م تعریف مستطیل ها از مجزا گردایۀ ͷی توسط منحنͬ ͷی زیر

ͬ انجامد. م زیر شهودی ولͬ

حجم تعریف: ۱۰۹ .۷

ͬ شود، م داده نشان voⅼuⅿeΩ با که Ω حجم آن گاه .Ω ⊆ 𝑉 و 𝐅 = 𝐑 کنید فرض
ͬ کنند. م تقریب را Ω که ͬ باشد م مجزا جعبە های از گردایە ای حجم های حاصل جمع تقریبا

برای ͬ گیریم. م نادیده حجم مورد در شهودی رویͺرد این اتخاذ با را منطقͬ سؤال های بسیاری

ͬ آوریم م دست به را حجم همان کنیم، تقریب پایه ͷی به نسبت جعبە ها توسط را Ω اگر مثال،

زیرمجموعە های ،Ω۲ و Ω۱ اگر کنیم؟ تقریب دیͽر پایۀ ͷی به نسبت جعبە ها توسط را Ω اگر که

ͬ که درصورت voⅼuⅿe(Ω۱؟ ∪ Ω۲) = voⅼuⅿeΩ۱ + voⅼuⅿeΩ۲ آیا باشند، 𝑉 از مجزا

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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ͬ دهند م نشان ریاضͬ آنالیز تکنیͷ های بͽیریم، نظر مد را 𝑉 از خوب نسبتا زیرمجموعە های تنها

دارند. مطابقت حجم از ما شهودی درک با و هستند مثبت جواب دارای سؤال  دو هر که

خطͬ نگاشت ͷی توسط حجم تغییر مثال: ۱۱۰ .۷

که باشد شده تعریف 𝑇𝑣 = ۲⟨𝑣, 𝑒۱⟩𝑒۱+⟨𝑣, 𝑒۲⟩𝑒۲ توسط 𝑇 ∈ ℒ(𝐑۲) کنید فرض
با را 𝑒۱ محور امتداد در بردارهای خطͬ، نگاشت این است. 𝐑۲ استاندارد پایۀ ،𝑒۲ ،𝑒۱ آن در
توسط تقریب شده گوی ͬ دهد. نم تغییر را 𝑒۲ محور امتداد در بردارهای و ͬ کشد م ۲ ضریب
ͷهری ͬ شود. م نگاشت اینجا در نشان دادە شده ͬ وار بیض به 𝑇 توسط بالا، در جعبه پنج
با مقایسه در یͺسان بلندی و برابر دو پهنای با جعبه ͷی به اصلͬ، شͺل در جعبە  پنج از
برابر، دو (مساحت) حجم با جعبه ͷی به جعبه هر نتیجه در ͬ شود. م نگاشت اصلͬ، شͺل
حجم جدید، جعبۀ پنج حجم های حاصل جمع ͬ شود. م نگاشت اصلͬ، شͺل با مقایسه در

ͬ دهد. م تغییر ۲ ضریب با را گوی حجم 𝑇 نتیجه در ͬ کند. م تقریب را ͬ وار بیض

بلندی و برابر دو پهنای دارای اینجا در جعبه هر
است. قبلͬ شͺل با مقایسه در یͺسان،

ͬ کند، م نگاشت پایه همان به نسبت جعبە ها به را 𝑒۲ ،𝑒۱ پایۀ به نسبت جعبە ها 𝑇 بالا، مثال در

عملͽر، ͷی کلͬ بە طور ͬ دهد. م تغییر را حجم 𝑇 چͽونه که کنیم مشاهده ͬ توانیم م بنابراین

را مناسب پایۀ اگر بااین حال، ͬ کند. م نگاشت نیستند، جعبه که متوازی السطوح هایی به را جعبە ها

به نسبت جعبە ها به پایه، آن به نسبت جعبە ها آن گاه کنیم، انتخاب تکین!) مقدار تجزیۀ از (حاصل

مشاهده این است. شده داده نشان ۱۰۷ .۷ در چنان که ͬ شوند، م نگاشت متفاوت احتمالا پایۀ ͷی

ͬ شود. م زیر نتیجۀ از طبیعͬ اثبات ͷی به منجر

ͬ کند م تغییر است، تکین مقدارهای حاصل ضرب که ضریبی با حجم ۱۱۱ .۷

آن گاه .Ω ⊆ 𝑉 و است وارون پذیر 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) عملͽر ،𝐅 = 𝐑 کنید فرض

voⅼuⅿe𝑇 (Ω) = (𝑇 تکین مقدارهای .(voⅼuⅿeΩ)(حاصل ضرب

تکین مقدار تجزیۀ دارای 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای 𝑇 کنید فرض اثبات

𝑇𝑣 = 𝑠۱⟨𝑣, 𝑒۱⟩𝑓۱ +⋯+ 𝑠𝑛⟨𝑣, 𝑒𝑛⟩𝑓𝑛

هستند. 𝑉 یͺامتعامد پایە های ،𝑓۱,… , 𝑓𝑛 و 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 آن در که است

جعبۀ هر ،𝑇 عملͽر هستند. 𝑟۱ ×⋯× 𝑟𝑛 حجم دارای که ͬ کنیم م تقریب 𝑢 + 𝑃(𝑟۱𝑒۱,… , 𝑟𝑛𝑒𝑛) بە شͺل جعبە هایی با را Ω
(𝑠۱ ×⋯×𝑠𝑛)(𝑟۱ ×⋯× 𝑟𝑛) حجم دارای که ͬ کند م نگاشت 𝑇𝑢+𝑃(𝑟۱𝑠۱𝑓۱,… , 𝑟𝑛𝑠𝑛𝑓𝑛) جعبۀ روی بر را 𝑢+𝑃(𝑟۱𝑒۱,… , 𝑟𝑛𝑒𝑛)

ͬ باشد. م

ͷی با 𝑇 چون ͬ کند. م نگاشت ͬ کنند، م تقریب را 𝑇 (Ω) که جعبە ها از گردایە ای به ͬ کنند، م تقریب را Ω که را جعبە ها از گردایە ای ،𝑇 عملͽر

تغییر ضریب همان با را Ω حجم ،𝑇 خطͬ نگاشت ͬ دهد، م تغییر ͬ کند، م تقریب را Ω که را گردایه در جعبه هر حجم 𝑠۱ × ⋯ × 𝑠𝑛 ضریب

■ ͬ دهد. م

حاصل ضرب دید، خواهیم دترمینان ها به رسیدن با چنان که .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض

ببینید. را ۶۱ .۹ و ۶۰ .۹ ⅾet𝑇|؛ | با است برابر 𝑇 تکین مقدارهای

آن مقدارهای ویژۀ براساس عملͽر ͷی خاصیت های

حاصل ضرب فضای ͷی زمینۀ در جدول این ͬ بریم. م پایان به زیر جدول ارائۀ با را فصل این

عملͽر ͷی که ͬ دهد م نشان را خاصیتͬ جدول، ستون اولین است. متناهͬ بعد با مختلط داخلͬ

𝐂 از زیرمجموعه ͷی جدول، ستون دومین باشد. داشته است ممͺن فضایی چنین روی نرمال

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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مقدارهای ویژۀ همۀ اگر تنها و اگر دارد، را متناظر خاصیت عملͽر که بە طوری ͬ دهد، م نشان را

ͬ کند م بیان جدول ردیف اولین مثال، برای باشند. داشته قرار شده مشخص مجموعۀ در عملͽر

(این باشند غیرصفر آن مقدارهای ویژۀ همۀ اگر تنها و اگر است، وارون پذیر نرمال عملͽر ͷی که

ندارد). نیاز عملͽر بودن نرمال فرض به که است جدول در مورد تنها اول، ردیف

برای هستند. برقرار جدول در موجود نتایج همۀ چرا که دهید توضیح ͬ توانید م شوید مطمئن

برابر آن تکین مقدار بزرگ ترین با عملͽر ͷی نرم چون است، برقرار جدول ردیف آخرین مثال،

قدرمطلق های با ،𝐅 = 𝐂 فرض با نرمال، عملͽر ͷی تکین مقدارهای و (۸۵ .۷ (طبق است

.(۵ −۷ بخش از ۷ تمرین (طبق هستند برابر مقدارهای ویژه

دارند قرار ... در مقدارهای ویژه نرمال عملͽر ͷی خاصیت های
𝐂\{۰} وارون پذیر

𝐑 خودالحاقͬ
{𝜆 ∈ 𝐂 ∶ Re 𝜆 = ۰} چوله

{۰, ۱} قائم تصویر
[۰,∞) مثبت

{𝜆 ∈ 𝐂 ∶ |𝜆| = ۱} یͺانͬ
{𝜆 ∈ 𝐂 ∶ |𝜆| < ۱} است ۱ از کمتر نرم

۶ −۷ تمرین های

.∣ ‖𝑆‖ − ‖𝑇 ‖ ∣ ≤ ‖𝑆 − 𝑇‖ آن گاه ،𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) اگر کنید ثابت ۱

ͬ نامند. م معکوس مثلثͬ نامساوی را بالا نامساوی

کنید ثابت است. نرمال 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و 𝐅 = 𝐂 اینکه یا است، خودالحاقͬ 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۲

‖𝑇 ‖ = ⅿax {|𝜆| ∶ است 𝑇 مقدارویژۀ ͷی 𝜆}.

کنید ثابت .𝑣 ∈ 𝑉 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض ۳

‖𝑇 𝑣‖ = ‖𝑇 ‖ ‖𝑣‖ ⟺ 𝑇 ∗𝑇𝑣 = ‖𝑇 ‖۲𝑣.

.⟨𝑇𝑢, 𝑇 𝑣⟩ = ۰ آن گاه ،⟨𝑢, 𝑣⟩ = ۰ و 𝑢 ∈ 𝑉 اگر کنید ثابت .‖𝑇 𝑣‖ = ‖𝑇 ‖ ‖𝑣‖ و 𝑣 ∈ 𝑉 همچنین ،𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض ۴
کنید ثابت .𝑆 ∈ ℒ(𝑈,𝑊) و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 , 𝑈) است، متناهͬ بعد با داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی 𝑈 کنید فرض ۵

‖𝑆𝑇 ‖ ≤ ‖𝑆‖ ‖𝑇 ‖.

.‖𝑆𝑇 ‖ = ‖𝑇𝑆‖ آن گاه ،𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) اگر دهید: ارائه نقض مثال ͷی یا کنید، ثابت ۶
ͬ کند. م تبدیل ℒ(𝑉 ,𝑊) روی ͷمتری ͷی به را 𝑑 تابع ،𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) برای 𝑑(𝑆, 𝑇 ) = ‖𝑆 − 𝑇‖ تعریف دهید نشان ۷

دارند. آشنایی ͷمتری فضاهای با که است شده گرفته نظر در خوانندگانͬ برای تمرین این

است. وارون پذیر 𝑇 آن گاه ،‖𝐼 − 𝑇‖ < ۱ و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) اگر کنید ثابت (ا) ۸
است. وارون پذیر 𝑇 آن گاه ،‖𝑆 − 𝑇‖ < ۱/∥𝑆−۱∥ و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) اگر کنید ثابت است. وارون پذیر 𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ) که کنید فرض (ب)

۷ تمرین در تعریف شده ͷمتری از استفاده با ،ℒ(𝑉 ) از باز زیرمجموعۀ ͷی ،ℒ(𝑉 ) در وارون پذیر عملͽرهای مجموعۀ که ͬ دهد م نشان تمرین این
است.

.۰ < ‖𝑇 − 𝑆‖ < 𝜖 که بە طوری دارد، وجود 𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ) وارون پذیر عملͽر ͷی ،𝜖 > ۰ هر برای کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۹
۰ < که بە طوری ،𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ) دارد وجود ،𝜖 > ۰ هر برای کنید ثابت نیست. وارون پذیر 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و ⅾiⅿ𝑉 > ۱ کنید فرض ۱۰

نیست. وارون پذیر 𝑆 و ‖𝑇 − 𝑆‖ < 𝜖
۰ < که بە طوری دارد، وجود 𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ) قطری  پذیر عملͽر ͷی ،𝜖 > ۰ هر برای کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و 𝐅 = 𝐂 کنید فرض ۱۱

.‖𝑇 − 𝑆‖ < 𝜖
.∥
√
𝑇 ∥ = √‖𝑇‖ دهید نشان است. مثبت عملͽر ͷی 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۱۲

دهید نشان باشند. مثبتͬ عملͽرهای 𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۱۳

‖𝑆 − 𝑇‖ ≤ ⅿax {‖𝑆‖, ‖𝑇 ‖} ≤ ‖𝑆 + 𝑇‖.

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



تکین مقدار تجزیۀ پیامدهای ۶ −۷۲۴۹

.ⅾiⅿ𝑈 = ⅾiⅿ𝑊 کنید ثابت .‖𝑃𝑈 − 𝑃𝑊 ‖ < ۱ که بە طوری باشند، 𝑉 زیرفضاهای 𝑊 و 𝑈 کنید فرض ۱۴
توسط را 𝑇 ∈ ℒ(𝐅۳) عملͽر ۱۵

𝑇 (𝑧۱, 𝑧۲, 𝑧۳) = (𝑧۳, ۲𝑧۱, ۳𝑧۲)
.𝑇 = 𝑆

√
𝑇 ∗𝑇 که بە طوری کنید، پیدا (صریحا) 𝑆 ∈ ℒ(𝐅۳) یͺانͬ عملͽر ͷی ͬ کنیم. م تعریف

خودالحاقͬ عملͽر هر برای 𝑇 که بە طوری دارد، وجود 𝛿 > ۰ کنید ثابت باشد. مثبت وارون پذیر عملͽر ͷی 𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۱۶
است. مثبت عملͽر ͷی ،‖𝑆 − 𝑇‖ < 𝛿 با 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 )

.‖𝜑𝑢‖ = ‖𝑢‖ آن گاه ͬ شود، م تعریف 𝜑𝑢(𝑣) = ⟨𝑣, 𝑢⟩ معادلۀ با که باشد 𝑉 روی خطͬ تابعک 𝜑𝑢 و 𝑢 ∈ 𝑉 اگر که ثابت ۱۷

معنای به ‖𝜑𝑢‖ بنابراین ͬ گیریم. م نظر در ،𝛼, 𝛽 ∈ 𝐅 هر برای ⟨𝛼, 𝛽⟩ = 𝛼𝛽 با داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی بە عنوان را 𝐅 اسͺالر میدان اینجا در
است. 𝐅 به 𝑉 از خطͬ نگاشت ͷی بە عنوان 𝜑𝑢 نرم

.𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) و باشد 𝑉 یͺامتعامد پایۀ ͷی 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 کنید فرض ۱۸
.ⅿax{‖𝑇 𝑒۱‖,… , ‖𝑇 𝑒𝑛‖} ≤ ‖𝑇 ‖ ≤ (‖𝑇𝑒۱‖۲ +⋯+ ‖𝑇𝑒𝑛‖۲)

۱/۲
کنید ثابت (ا)

.ⅾiⅿ range𝑇 ≤ ۱ اگر تنها و اگر ،‖𝑇 ‖ = (‖𝑇𝑒۱‖۲ +⋯+ ‖𝑇𝑒𝑛‖۲)
۱/۲

کنید ثابت (ب)

مقدارهای لیست 𝑠۱,… , 𝑠𝑛 اگر نیست. مرتبط 𝑇 تکین مقدار تجزیۀ ͷی به لزوما که است 𝑉 از دلخواه یͺامتعامد پایۀ ͷی 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 اینجا در
شد. داده نشان ۵ −۷ بخش از ۱۱(ا) تمرین در چنان که است، (𝑠۱۲ +⋯+ 𝑠𝑛۲)

۱/۲ با برابر بالا نامساوی راست طرف آن گاه باشد، 𝑇 تکین

.∥𝑇 ∗𝑇 ∥ = ‖𝑇 ‖۲ آن گاه ،𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) اگر کنید ثابت ۱۹

ͬ شود. م منجر 𝐶∗ جبرهای مهم مبحث به ∥𝑇 ∗𝑇 ∥ برای فرمول این

.∥𝑇 𝑘∥ = ‖𝑇 ‖𝑘 داریم 𝑘 مثبت صحیح عدد هر برای کنید ثابت است. نرمال 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۲۰
ثابت دیͽر، بیان به ͬ شود. نم ناشͬ داخلͬ حاصل ضرب ͷی از ℒ(𝑉 ,𝑊) روی نرم کنید ثابت .ⅾiⅿ𝑊 > ۱ و ⅾiⅿ𝑉 > ۱ کنید فرض ۲۱

باشیم داشته 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) هر برای که بە طوری ندارد، وجود ℒ(𝑉 ,𝑊) روی داخلͬ حاصل ضرب ͷی کنید

ⅿax {‖𝑇𝑣‖ ∶ 𝑣 ∈ 𝑉 anⅾ ‖𝑣‖ ≤ ۱} = √⟨𝑇 , 𝑇 ⟩.

اگر کنید ثابت باشند. 𝑇 تکین مقدارهای نشان دهندۀ 𝑠۱ ≥ ⋯ ≥ 𝑠𝑛 کنید فرض و 𝑛 = ⅾiⅿ𝑉 دهید قرار .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض ۲۲
آن گاه ،۱ ≤ 𝑘 ≤ 𝑛

ⅿin {‖𝑇 |𝑈‖ ∶ است ⅾiⅿ𝑈 = 𝑘 با 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑈} = 𝑠𝑛−𝑘+۱.
یͺنواخت پیوسته ͬ شوند، م ناشͬ فضاها این نرم های از که 𝑊 و 𝑉 روی متریͷ های به نسبت 𝑇 دهید نشان .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض ۲۳

ببینید). را ۲ −۶ بخش از ۲۳ (تمرین است
کنید ثابت است. وارون پذیر 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۲۴

∥𝑇−۱∥ = ‖𝑇 ‖−۱ ⟺ است یͺانͬ عملͽر ͷی 𝑇
‖𝑇 ‖ .

هر برای کنید ثابت ͬ کنیم. م تعریف 𝑇𝑣 = ⟨𝑣, 𝑢⟩𝑥 توسط 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای را 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) عملͽر .𝑢 ≠ ۰ با بͽیرید ثابت را 𝑢, 𝑥 ∈ 𝑉 ۲۵
داریم 𝑣 ∈ 𝑉

√
𝑇 ∗𝑇𝑣 = ‖𝑥‖

‖𝑢‖⟨𝑣, 𝑢⟩𝑢.

که بە طوری باشد، داشته وجود 𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ) یͺتای یͺانͬ عملͽر ͷی اگر تنها و اگر است، وارون پذیر 𝑇 کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۲۶
.𝑇 = 𝑆

√
𝑇 ∗𝑇

باشند، 𝑉 یͺامتعامد پایە های 𝑓۱,… , 𝑓𝑛 و 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 کنید فرض هستند. 𝑇 تکین مقدارهای 𝑠۱,… , 𝑠𝑛 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۲۷
باشیم داشته 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای که بە طوری

𝑇𝑣 = 𝑠۱⟨𝑣, 𝑒۱⟩𝑓۱ +⋯+ 𝑠𝑛⟨𝑣, 𝑒𝑛⟩𝑓𝑛.

ͬ کنیم: م تعریف زیر بە صورت را 𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ) عملͽر

𝑆𝑣 = ⟨𝑣, 𝑒۱⟩𝑓۱ +⋯+ ⟨𝑣, 𝑒𝑛⟩𝑓𝑛.

.‖𝑇 − 𝑆‖ = ⅿax{|𝑠۱ − ۱| ,… , |𝑠𝑛 − ۱|} و است یͺانͬ 𝑆 دهید نشان (ا)
.‖𝑇 − 𝐸‖ ≥ ‖𝑇 − 𝑆‖ آن گاه باشد، یͺانͬ 𝐸 ∈ ℒ(𝑉 ) اگر دهید نشان (ب)

دارد. 𝑇 معین عملͽر ͷی به یͺانͬ) عملͽرهای میان (در را ممͺن ͬͺنزدی بیشترین که ͬ کند م پیدا را 𝑆 یͺانͬ عملͽر ͷی تمرین این

.𝑇 =
√
𝑇𝑇 ∗ 𝑆 که بە طوری دارد، وجود 𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ) یͺانͬ عملͽر ͷی کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۲۸

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



داخلͬ حاصل ضرب فضاهای روی عملͽرها ۷ ۲۵۰

.𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۲۹
.𝑇𝑇 ∗ = 𝑆𝑇 ∗𝑇𝑆∗ که بە طوری دارد، وجود 𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ) یͺانͬ عملͽر ͷی دهید نشان و کرده استفاده قطبی تجزیۀ از (ا)

باشند. یͺسانͬ تکین مقدارهای دارای 𝑇 ∗ و 𝑇 که ͬ کند م ایجاب (ا) چͽونه دهید نشان (ب)
کنید ثابت .𝑇 = 𝑆𝑅 که بە طوری است، مثبت عملͽر ͷی 𝑅 ∈ ℒ(𝑉 ) و است یͺانͬ 𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ) عملͽر ،𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۳۰

.𝑅 =
√
𝑇 ∗𝑇

آن گاه ،(۹۳ .۷ در قطبی تجزیۀ (مشابه بنویسیم مثبت عملͽر ͷی و یͺانͬ عملͽر ͷی حاصل ضرب بە صورت را 𝑇 اگر که ͬ دهد م نشان تمرین این
است.

√
𝑇 ∗𝑇 با برابر مثبت عملͽر

و 𝑇 = 𝑆
√
𝑇 ∗𝑇 که بە طوری دارد، وجود 𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ) یͺانͬ عملͽر ͷی کنید ثابت است. نرمال 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و 𝐅 = 𝐂 کنید فرض ۳۱

هستند. قطری ماتریس های دارای ،𝑉 از یͺسانͬ یͺامتعامد پایۀ به نسبت
√
𝑇 ∗𝑇 و 𝑆 عملͽر دو هر که بە طوری

یͺامتعامد پایۀ ͷی دهید نشان باشند. 𝑇 مثبت تکین مقدارهای نشان دهندۀ 𝑠۱,… , 𝑠𝑚 کنید فرض .𝑇 ≠ ۰ و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) کنید فرض ۳۲
که بە طوری دارد، وجود (nuⅼⅼ𝑇 )⟂ از 𝑒۱,… , 𝑒𝑚

𝑇(𝐸(𝑒۱
𝑠۱

,… , 𝑒𝑚𝑠𝑚
))

است. برابر ۰ مرکز به و ۱ به شعاع range𝑇 در گوی با

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



مختلط برداری فضاهای روی عملͽرها ۸
مختلط. برداری فضاهای بر عمده تمرکز با ͬ پردازیم، م عمیق تر عملͽرها ساختار به فصل این در

ثابت فرض این بنابراین دارند؛ کاربرد مختلط و حقیقͬ فضای دو هر در فصل این نتایج از برخͬ

ͬͺکم مبحث این در داخلͬ حاصل ضرب ͷی همچنین، ͬ گیریم. نم نظر در ،𝐅 = 𝐂 که را

ͬ گردیم. م باز متناهͬ بعد با برداری فضای  ͬ عموم چارچوب به پس ͬ کند، نم

کافͬ بە اندازۀ عملͽر ͷی است ممͺن متناهͬ، بعد با مختلط برداری فضای ͷی روی حتͬ

ͬͺنزدی ارتباط دارای اشیای ازاین رو دهد. تشͺیل فضا آن برای پایە ای تا باشد نداشته بردارویژه

عملͽر هر برای که دید خواهیم ͬ شوند. م نامیده تعمیم یافته بردارهای ویژۀ که ͬ گیریم م نظر در را

بردارهای ویژۀ شامل برداری فضای از پایە ای متناهͬ، بعد با مختلط برداری فضای ͷی روی

عملͽرهای از خوبی توصیف تعمیم یافته، ویژۀ فضای  تجزیۀ سپس دارد. وجود عملͽر تعمیم یافتۀ

ͬ دهد. م ارائه متناهͬ بعد با مختلط برداری فضای ͷی روی دل خواه

مهمͬ نقش ͬ شوند، م ۰ توانͬ، به رسیدن با که هستند عملͽرهایی که پوچ توان، عملͽرهای

هر اینکه ͬ بر مبن ما اثبات در را کلیدی ابزار ͷی پوچ توان، عملͽرهای دارند. تحقیقات این در

در و است دوم ریشۀ ͷی دارای متناهͬ، بعد با مختلط برداری فضای ͷی روی وارون پذیر عملͽر

ͬ سازند. م فراهم ژوردان، فرم به ما رویͺرد

ͬ رسد. م پایان به آن کلیدی ͬ های ویژگ اثبات و اثر تعریف با فصل این

فصل این ثابت فرض های

است. 𝐂 یا 𝐑 نشان دهندۀ 𝐅 ●

است. 𝐅 روی متناهͬ بعد با غیرصفر برداری فضای ͷی نشان دهندۀ 𝑉 ●

دوبلین دانشͽاه در قدیمͬ کتابخانه طولانͬ سالن
همیلتون ویلیام که جایی ،(Ⅾubⅼin)

دانشجو (۱۸۶۵−۱۸۰۵) (Wiⅼⅼiaⅿ Haⅿiⅼton)
مورد ͷی همیلتون بود. هیئت علمͬ عضو سپس و

کیلͬ⁃همیلتون قضیۀ نام به اکنون که را آنچه از ویژه
۱۸۵۳ در ͬ شناسیم، م (Ⅽayⅼey−Haⅿiⅼton)

کرد. اثبات
Ⅾaviⅾ Iⅼiff ⅭⅭ BY−SA منبع:



مختلط برداری فضاهای روی عملͽرها ۸ ۲۵۲

پوچ توان عملͽرهای و تعمیم یافته بردارهای ویژۀ ۱ −۸

عملͽر ͷی توان های پوچ̧ فضاهای

ͬ کنیم. م آغاز عملͽر ͷی توان های پوچ فضاهای مطالعۀ با را فصل این

صعودی پوچ فضاهای دنبالۀ ۱ .۸

آن گاه .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض

{۰} = nuⅼⅼ𝑇 ۰ ⊆ nuⅼⅼ𝑇 ۱ ⊆ ⋯ ⊆ nuⅼⅼ𝑇 𝑘 ⊆ nuⅼⅼ𝑇 𝑘+۱ ⊆ ⋯ .

.𝑇 𝑘+۱𝑣 = 𝑇(𝑇 𝑘𝑣) = 𝑇(۰) = ۰ یعنͬ که ،𝑇 𝑘𝑣 = ۰ آن گاه .𝑣 ∈ nuⅼⅼ𝑇 𝑘 و است غیرمنفͬ صحیح عدد ͷی 𝑘 کنید فرض اثبات

■ ͬ باشد. م مطلوب چنان که ،nuⅼⅼ𝑇 𝑘 ⊆ nuⅼⅼ𝑇 𝑘+۱ نتیجه در .𝑣 ∈ nuⅼⅼ𝑇 𝑘+۱ بنابراین

از نزولͬ دنبالە های درخصوص مشابه نتایج برای
ببینید. را ۸ و ۷ ،۶ تمرین های بردها،

آن گاه باشند، برابر بالا، زیرفضاهای دنبالۀ در متوالͬ جملۀ دو اگر که ͬ کند م بیان زیر نتیجۀ

هستند. برابر دنباله در بعدی جملات همۀ

پوچ فضاهای دنبالۀ در تساوی ۲ .۸

که بە طوری است، غیرمنفͬ صحیح عدد ͷی 𝑚 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض

nuⅼⅼ𝑇𝑚 = nuⅼⅼ𝑇𝑚+۱.

آن گاه
nuⅼⅼ𝑇𝑚 = nuⅼⅼ𝑇𝑚+۱ = nuⅼⅼ𝑇𝑚+۲ = nuⅼⅼ𝑇𝑚+۳ = ⋯ .

کنیم ثابت ͬ خواهیم م است. مثبت صحیح عدد ͷی 𝑘 کنید فرض اثبات

nuⅼⅼ𝑇𝑚+𝑘 = nuⅼⅼ𝑇𝑚+𝑘+۱.

.nuⅼⅼ𝑇𝑚+𝑘 ⊆ nuⅼⅼ𝑇𝑚+𝑘+۱ که ͬ دانیم م ۱ .۸ از قبلا

آن  گاه .𝑣 ∈ nuⅼⅼ𝑇𝑚+𝑘+۱ کنید فرض عکس، جهت در شمول اثبات برای

𝑇𝑚+۱(𝑇 𝑘𝑣) = 𝑇𝑚+𝑘+۱𝑣 = ۰.

بنابراین

𝑇 𝑘𝑣 ∈ nuⅼⅼ𝑇𝑚+۱ = nuⅼⅼ𝑇𝑚.

nuⅼⅼ𝑇𝑚+𝑘+۱ ⊆ اینکه بر دارد دلالت مطلب این .𝑣 ∈ nuⅼⅼ𝑇𝑚+𝑘 که است معنͬ این به که ،𝑇𝑚+𝑘𝑣 = 𝑇𝑚(𝑇 𝑘𝑣) = ۰ نتیجه در

■ ͬ شود. م کامل اثبات و nuⅼⅼ𝑇𝑚+𝑘

بە طوری دارد، وجود 𝑚 غیرمنفͬ صحیح عدد ͷی آیا که ͬ کند م مطرح را پرسش این بالا نتیجۀ

برقرار زمانͬ حداقل تساوی، این که ͬ دهد م نشان بعدی نتیجۀ .nuⅼⅼ𝑇𝑚 = nuⅼⅼ𝑇𝑚+۱ که

ͬ کند. م عمل آن روی 𝑇 که باشد برداری  فضای آن بعد با برابر 𝑚 که است

ͬ شود م متوقف پوچ فضاهای رشد ۳ .۸

آن گاه .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض
nuⅼⅼ𝑇 ⅾiⅿ𝑉 = nuⅼⅼ𝑇 ⅾiⅿ𝑉+۱ = nuⅼⅼ𝑇 ⅾiⅿ𝑉+۲ = ⋯ .

۲ .۸ و ۱ .۸ طبق آن گاه نباشد. درست مطلب این کنید فرض .(۲ .۸ (طبق nuⅼⅼ𝑇 ⅾiⅿ𝑉 = nuⅼⅼ𝑇 ⅾiⅿ𝑉+۱ که کنیم ثابت است لازم تنها اثبات

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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داریم

{۰} = nuⅼⅼ𝑇 ۰ ⊊ nuⅼⅼ𝑇 ۱ ⊊ ⋯ ⊊ nuⅼⅼ𝑇 ⅾiⅿ𝑉 ⊊ nuⅼⅼ𝑇 ⅾiⅿ𝑉+۱,

افزایش ۱ بە اندازۀ حداقل بعد بالا، زنجیرۀ در قطعͬ شمول های از ͷهری در ͬ باشد. م با» نیست برابر ولͬ در، دارد «قرار معنای به ⊊ نماد آن، در که

ⅾiⅿ𝑉 از بزرگ تر بعدی دارای ͬ تواند نم 𝑉 از زیرفضا ͷی چون است، تناقض ͷی که ،ⅾiⅿ nuⅼⅼ𝑇 ⅾiⅿ𝑉+۱ ≥ ⅾiⅿ𝑉 + ۱ نتیجه در ͬ یابد. م

■ باشد.

نیست. درست ،𝑉 = nuⅼⅼ𝑇 ⊕ range𝑇 باشیم داشته 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) هر برای اینکه

باشد. مفیدی جایͽزین ͬ تواند م بعدی نتیجۀ بااین حال،

است range𝑇 ⅾiⅿ𝑉 و nuⅼⅼ𝑇 ⅾiⅿ𝑉 مستقیم حاصل جمع 𝑉 ۴ .۸

آن گاه .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض
𝑉 = nuⅼⅼ𝑇 ⅾiⅿ𝑉 ⊕ range𝑇 ⅾiⅿ𝑉 .

که ͬ دهیم م نشان ابتدا .𝑛 = ⅾiⅿ𝑉 دهید قرار اثبات

(nuⅼⅼ𝑇𝑛) ∩ ( range𝑇𝑛) = {۰}. (۵ .۸)

آخرین طرف دو بر 𝑇𝑛 اعمال .𝑣 = 𝑇 𝑛𝑢 که بە طوری ،𝑢 ∈ 𝑉 دارد وجود و 𝑇𝑛𝑣 = ۰ آن گاه .𝑣 ∈ {nuⅼⅼ𝑇𝑛} ∩ { range𝑇𝑛} کنید فرض

۵ .۸ اثبات و 𝑣 = 𝑇𝑛𝑢 = ۰ نتیجه در .(۳ .۸ (طبق 𝑇𝑛𝑢 = ۰ یعنͬ این که ،𝑇 ۲𝑛𝑢 = ۰ بنابراین .𝑇𝑛𝑣 = 𝑇 ۲𝑛𝑢 که ͬ دهد م نشان معادله،

ͬ شود. م تکمیل

همچنین، .(۴۶ .۱ (طبق است مستقیم حاصل جمع ͷی nuⅼⅼ𝑇𝑛 + range𝑇𝑛 اینکه بر دارد دلالت ۵ .۸ اکنون

ⅾiⅿ (nuⅼⅼ𝑇𝑛 ⊕ range𝑇𝑛) = ⅾiⅿ nuⅼⅼ𝑇𝑛 + ⅾiⅿ range𝑇𝑛 = ⅾiⅿ𝑉 ,

ایجاب بالا معادلۀ .(۲۱ .۳) ͬ شود م نتیجه خطͬ نگاشت های اساسͬ قضیۀ از دوم تساوی و ͬ شود م حاصل ۹۴ .۳ از بالا در اول تساوی آن، در که

■ ͬ باشد. م مطلوب چنان که ببینید)، را ۳۹ .۲) nuⅼⅼ𝑇𝑛 ⊕ range𝑇𝑛 = 𝑉 که ͬ کند م

ببینید. را ۱۹ تمرین بالا، نتیجۀ بهبود برای

𝐅۳ = nuⅼⅼ𝑇 ۳ ⊕ range𝑇 ۳ داریم 𝑇 ∈ ℒ(𝐅۳) برای مثال: ۶ .۸

ͬ کنیم: م تعریف زیر بە صورت را 𝑇 ∈ ℒ(𝐅۳) کنید فرض

𝑇 (𝑧۱, 𝑧۲, 𝑧۳) = (۴𝑧۲, ۰, ۵𝑧۳).

.range𝑇 = {(𝑧۱, ۰, 𝑧۳) ∶ 𝑧۱, 𝑧۳ ∈𝐅} و nuⅼⅼ𝑇 = {(𝑧۱, ۰, ۰) ∶ 𝑧۱ ∈𝐅} آن گاه
مستقیم حاصل جمع ͷی nuⅼⅼ𝑇 + range𝑇 پس .nuⅼⅼ𝑇 ∩ range𝑇 ≠ {۰} بنابراین
داریم بااین حال .nuⅼⅼ𝑇 + range𝑇 ≠ 𝐅۳ که باشید داشته توجه همچنین نیست.

که ͬ بینیم م پس .𝑇 ۳(𝑧۱, 𝑧۲, 𝑧۳) = (۰, ۰, ۱۲۵𝑧۳)

nuⅼⅼ𝑇 ۳ = {(𝑧۱, 𝑧۲, ۰) ∶ 𝑧۱, 𝑧۲ ∈ 𝐅} و range𝑇 ۳ = {(۰, ۰, 𝑧۳) ∶ 𝑧۳ ∈ 𝐅}

ͬ رود. م انتظار ۴ .۸ طبق چنان که ،𝐅۳ = nuⅼⅼ𝑇 ۳ ⊕ range𝑇 ۳ نتیجه در

تعمیم یافته بردارهای ویژۀ

منجر آن ها رفتار از خوبی توصیف های به تا نیستند کافͬ ویژۀ بردارهای دارای عملͽرها برخͬ

اصلͬ نقش که ͬ کنیم م معرفͬ را تعمیم یافته ویژۀ بردارهای مفهوم زیربخش، این در بنابراین شود.

کرد. خواهد بازی عملͽر ͷی ساختار از ما توصیف در را

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



مختلط برداری فضاهای روی عملͽرها ۸ ۲۵۴

عملͽر ͷی توصیف مسئلۀ بیایید داریم، نیاز ویژه بردارهای از بیش به چرا اینکه درک برای

ͬ گیریم. م ثابت را 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنیم. بررسͬ ناوردا زیر فضاهای به آن دامنۀ تجزیۀ توسط را

«خوش رفتار» مستقیم̧ حاصل جمع تجزیۀ ͷی یافتن با را 𝑇 ͬ کوشیم م

𝑉 = 𝑉۱ ⊕⋯⊕ 𝑉𝑛

سادە ترین ͬ باشد. م ناوردا 𝑇 تحت که است 𝑉 از زیر فضایی ،𝑉𝑘 هر آن در که کنیم، توصیف

،𝑉𝑘 هر آن، در که بالا نوع از تجزیە ای هستند. یͷ بعدی ممͺن، غیرصفر ناوردای زیرفضاهای

اگر تنها و اگر است، امͺان پذیر ͬ باشد، م ناوردا 𝑇 تحت که است 𝑉 از یͷ بعدی زیرفضای ͷی

تنها و اگر ͬ دهد، م رخ امر این ببینید). را ۵۵ .۵) باشد 𝑇 ویژۀ بردارهای شامل پایه ͷی دارای 𝑉
بە صورت ویژه فضای تجزیۀ ͷی دارای 𝑉 اگر

𝑉 = 𝐸(𝜆۱, 𝑇 ) ⊕ ⋯ ⊕ 𝐸(𝜆𝑚, 𝑇 ) (۷ .۸)

ببینید). را ۵۵ .۵) هستند 𝑇 متمایز مقدارهای ویژۀ ،𝜆۱,… , 𝜆𝑚 آن در که باشد،

آن گاه باشد، داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی 𝑉 اگر که ͬ دهد م نشان قبل فصل در طیفͬ قظیۀ

عملͽر هر برای و 𝐅 = 𝐑 اگر است، برقرار خودالحاقͬ عملͽر هر برای ۷ .۸ بە شͺل تجزیه ͷی

برای کافͬ ویژۀ بردارهای دارای نوع، آن از عملͽرهایی چون ،𝐅 = 𝐂 اگر است، برقرار نرمال

ببینید). را ۳۱ .۷ و ۲۹ .۷) هستند 𝑉 از پایه ͷی تشͺیل

نباشد، صادق ͬ تر عموم عملͽرهای درخصوص است ممͺن ۷ .۸ بە شͺل تجزیه ͷی بااینحال،

دارای که شد ارائه ۵۷ .۵ در عملͽری توسط مثال ͷی مختلط. برداری فضای ͷی روی حتͬ

ویژۀ فضاهای و تعمیم یافته ویژۀ بردارهای باشد. برقرار ۷ .۸ تا نیست کافͬ ویژۀ بردارهای

هستند. شرایط این راە حل ͬ کنیم، م معرفͬ اکنون که تعمیم یافته

تعمیم یافته بردارویژۀ تعریف: ۸ .۸

بردارویژۀ را، 𝑣 ∈ 𝑉 بردار ͷی است. ،𝑇 مقدارویژۀ ͷی 𝜆 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض
داشته 𝑘 مثبت صحیح عدد از مقداری برای و 𝑣 ≠ ۰ اگر گویند، 𝜆 با متناظر ،𝑇 تعمیم یافتۀ

باشیم
(𝑇 − 𝜆𝐼)𝑘𝑣 = ۰.

اگر تنها و اگر است، 𝜆 با متناظر ،𝑇 تعمیم یافتۀ بردارویژۀ ͷی ،𝑣 ∈ 𝑉 غیرصفر بردار ͷی

(𝑇 − 𝜆𝐼)ⅾiⅿ𝑉 𝑣 = ۰,

ͬ شود. م نتیجه 𝑇 − 𝜆𝐼 عملͽر بر ۳ .۸ و ۱ .۸ اعمال از چنان که

چون ͬ شوند، نم تعریف تعمیم یافته ویژۀ مقدارهای
ͬ شود. نم جدیدی مطلب به منجر کار این انجام

صحیح عدد از مقداری برای (𝑇 − 𝜆𝐼)𝑘 اگر دلیل:
ͷبە ی ͷی 𝑇 − 𝜆𝐼 آن گاه نباشد، ͷبە ی ͷی 𝑘 مثبت

است. 𝑇 مقدارویژۀ ͷی 𝜆 بنابراین و نیست

بردارهای دارای مختلط، برداری فضای ͷی روی عملͽر ͷی است ممͺن ͬ دانیم، م همان طور که

برداری فضای ͷی روی که ͬ دهد م نشان بعدی نتیجۀ نباشد. دامنه پایۀ ͷی تشͺیل برای کافͬ ویژۀ

دارند. وجود کار این برای کافͬ تعمیم یافتۀ ویژۀ بردارهای مختلط،

تعمیم یافته بردارهای ویژۀ پایۀ ͷی ۹ .۸

دارد. وجود 𝑇 تعمیم یافتۀ ویژۀ بردارهای شامل 𝑉 از پایه ͷی آن گاه .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و 𝐅 = 𝐂 کنید فرض

چون است، برقرار نظر مورد نتیجۀ ،𝑛 = ۱ اگر که کنید توجه شروع، برای ͬ کنیم. م استفاده 𝑛 روی استقرا از .𝑛 = ⅾiⅿ𝑉 دهید قرار اثبات

است. 𝑇 بردارویژۀ ͷی 𝑉 در غیرصفر بردار هر صورت آن در

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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برقرار ⅾiⅿ𝑉 کوچͷ ترِ مقدارهای همۀ برای نظر مورد نتیجۀ و 𝑛 > ۱ کنید فرض اکنون

که ͬ دهد م نشان 𝑇 − 𝜆𝐼 بر ۴ .۸ اعمال است. 𝑇 مقدارویژۀ ͷی 𝜆 کنید فرض است.

𝑉 = nuⅼⅼ(𝑇 − 𝜆𝐼)𝑛 ⊕ range(𝑇 − 𝜆𝐼)𝑛.

شامل 𝑉 از پایه ͷی حالت این در بنابراین و است 𝑇 تعمیم یافتۀ بردارویژۀ ͷی ،𝑉 در غیرصفر بردار هر آن گاه ،nuⅼⅼ(𝑇 − 𝜆𝐼)𝑛 = 𝑉 اگر

.range(𝑇 − 𝜆𝐼)𝑛 ≠ {۰} یعنͬ این و nuⅼⅼ(𝑇 − 𝜆𝐼)𝑛 ≠ 𝑉 که کنیم فرض ͬ توانیم م ازاین رو دارد. وجود 𝑇 تعمیم یافتۀ ویژۀ بردارهای

داریم پس است. 𝑇 مقدارویژۀ ͷی 𝜆 چون ،nuⅼⅼ(𝑇 − 𝜆𝐼)𝑛 ≠ {۰} همچنین

۰ < ⅾiⅿ range(𝑇 − 𝜆𝐼)𝑛 < 𝑛.

با برابر 𝑆 ∈ ℒ( range(𝑇 − 𝜆𝐼)𝑛) کنید فرض .[𝑝(𝑧) = (𝑧 − 𝜆)𝑛 با ۱۸ .۵ [طبق ͬ باشد م ناوردا 𝑇 تحت range(𝑇 − 𝜆𝐼)𝑛 بە علاوه،

بردارهای شامل range(𝑇 − 𝜆𝐼)𝑛 از پایه ͷی که است معنͬ این به 𝑆 عملͽر به استقرا فرض اعمال باشد. range(𝑇 − 𝜆𝐼)𝑛 به 𝑇 تحدید

،nuⅼⅼ(𝑇 − 𝜆𝐼)𝑛 از پایه ͷی به range(𝑇 − 𝜆𝐼)𝑛 از پایه آن الحاق هستند. 𝑇 تعمیم یافتۀ ویژۀ بردارهای البته که دارد وجود 𝑆 تعمیم یافتۀ ویژۀ

■ ͬ دهد. م دست به را 𝑇 تعمیم یافتۀ ویژۀ بردارهای شامل 𝑉 از پایە  ͷی

استفاده 𝐅 = 𝐂 فرض از که است جایی مرحله این
است ممͺن 𝑇 آن گاه ،𝐅 = 𝐑 اگر چون ͬ کنیم، م

باشد. نداشته مقدارویژە ای هیچ

ͷی که دارند را خاصیت این 𝑉 روی عملͽرها برخͬ آن گاه ،ⅾiⅿ𝑉 > ۱ و 𝐅 = 𝐑 اگر

𝐅 = 𝐂 وقتͬ آنچه (برخلاف و دارد وجود عملͽر تعمیم یافتۀ ویژۀ بردارهای شامل 𝑉 از پایه

کافͬ و لازم شرط ͷی برای را ۱۱ تمرین ندارند. را خاصیت این دیͽر عملͽرهای ( ͬ دهد م رخ

ببینید. است، خاصیت این دارای عملͽر ͷی آیا اینکه تعیین جهت

𝐂۳ روی عملͽر ͷی تعمیم یافتۀ بردارهای ویژۀ مثال: ۱۰ .۸

توسط را 𝑇 ∈ ℒ(𝐂۳)

𝑇 (𝑧۱, 𝑧۲, 𝑧۳) = (۴𝑧۲, ۰, ۵𝑧۳)

نشان مقدارویژه تعریف از عادی استفادۀ ͷی ͬ کنیم. م تعریف (𝑧۱, 𝑧۲, 𝑧۳) ∈ 𝐂۳ هر برای
مقدارویژۀ با متناظر ویژۀ بردارهای بە علاوه، هستند. 𝑇 ویژۀ مقدارهای ،۵ و ۰ که ͬ دهد م
،۵ مقدارویژۀ با متناظر ویژۀ بردارهای و هستند (𝑧۱, ۰, ۰) بە شͺل غیرصفر بردارهای ۰
ویژۀ بردارهای دارای عملͽر این ازاین رو هستند. (۰, ۰, 𝑧۳) بە شͺل غیرصفر بردارهای

نیست. باشد، خود 𝐂۳ دامنۀ مولد اینکه برای کافͬ
۳ .۸ و ۱ .۸ بنابراین .𝑇 ۳(𝑧۱, 𝑧۲, 𝑧۳) = (۰, ۰, ۱۲۵𝑧۳) که ͬ دهد م نشان محاسبه
غیرصفر بردارهای ،۰ مقدارویژۀ با متناظر 𝑇 تعمیم یافتۀ ویژۀ بردارهای که ͬ کنند م ایجاب

هستند. (𝑧۱, 𝑧۲, ۰) بە شͺل
بنابراین .(𝑇 − ۵𝐼)۳(𝑧۱, 𝑧۲, 𝑧۳) = (−۱۲۵𝑧۱ + ۳۰۰𝑧۲, −۱۲۵𝑧۲, ۰) داریم نیز
(۰, ۰, 𝑧۳) بە شͺل غیرصفر بردارهای ،۵ مقدارویژۀ با متناظر 𝑇 تعمیم یافتۀ ویژۀ بردارهای

هستند.
بردارویژۀ ͷی ،𝐂۳ استاندارد پایۀ بردارهای از ͷهری که ͬ دهند م نشان بالا پاراگراف های
𝑇 تعمیم یافتۀ ویژۀ بردارهای شامل پایه ͷی دارای بە واقع 𝐂۳ نتیجه در است. 𝑇 تعمیم یافتۀ

است. آمده ۹ .۸ توسط چنان که است،

توسط یͺتا بە صورت 𝜆 با متناظر مقدارویژۀ آن گاه باشد، 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) بردارویژۀ ͷی 𝑣 اگر

.(𝑣 ≠ ۰ (چون صدق کند آن در ͬ تواند م 𝜆 ∈ 𝐅 ͷی تنها که ͬ شود م تعیین 𝑇𝑣 = 𝜆𝑣 معادلۀ

𝜆 ∈ 𝐅 ͷی تنها که نیست بدیهͬ آن گاه باشد، 𝑇 تعمیم یافتۀ بردارویژۀ ͷی 𝑣 اگر بااین حال

ͬ دهد م نشان بعدی نتیجۀ خوشبختانه کند. صدق (𝑇 − 𝜆𝐼)ⅾiⅿ𝑉 𝑣 = ۰ معادلۀ در ͬ تواند م

ندارد. وجود مشͺلͬ ازاین نظر که

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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است یͺتا مقدارویژۀ ͷی با متناظر تعمیم یافته، بردار ویژۀ ۱۱ .۸

است. 𝑇 مقدارویژۀ ͷی تنها با متناظر ،𝑇 تعمیم یافتۀ بردارویژۀ هر آن گاه .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض

صحیح عدد کوچͷ ترین 𝑚 کنید فرض باشد. 𝑇 از 𝜆 و 𝛼 ویژۀ مقدارهای با متناظر 𝑇 تعمیم یافتۀ بردارویژۀ ͷی 𝑣 ∈ 𝑉 کنید فرض اثبات

آن گاه .𝑛 = ⅾiⅿ𝑉 دهید قرار .(𝑇 − 𝛼𝐼)𝑚𝑣 = ۰ که بە طوری باشد، مثبت

۰ = (𝑇 − 𝜆𝐼)𝑛𝑣

= ((𝑇 − 𝛼𝐼) + (𝛼 − 𝜆)𝐼)𝑛 𝑣

=
𝑛

∑
𝑘=۰

𝑏𝑘(𝛼 − 𝜆)𝑛−𝑘(𝑇 − 𝛼𝐼)𝑘𝑣,

تا کنید اعمال بالا معادلۀ طرف دو بر را (𝑇 − 𝛼𝐼)𝑚−۱ عملͽر ندارند. اهمیتͬ 𝑏𝑘 دوجملە ای ضرایب سایر مقدارهای و 𝑏۰ = ۱ آن در که

۰ = (𝛼 − 𝜆)𝑛(𝑇 − 𝛼𝐼)𝑚−۱𝑣

■ ͬ باشد. م مطلوب چنان که ،𝛼 = 𝜆 که ͬ کند م ایجاب بالا معادلۀ ،(𝑇 − 𝛼𝐼)𝑚−۱𝑣 ≠ ۰ چون شود. حاصل

هستند. خطͬ مستقل متمایز، ویژۀ مقدارهای با متناظر ویژۀ بردارهای که (۱۱ .۵) دیدیم قبل تر

از کم وبیش که اثباتͬ با ͬ کنیم، م ثابت تعمیم یافته ویژۀ بردارهای برای را مشابهͬ نتیجۀ اکنون

ͬ کند. م پیروی قبلͬ نتیجۀ اثبات الͽوی

خطͬ مستقل تعمیم یافتۀ بردارهای ویژۀ ۱۲ .۸

است. خطͬ مستقل ،𝑇 متمایز ویژۀ مقدارهای با متناظر ،𝑇 تعمیم یافتۀ ویژۀ بردارهای از لیست هر آن گاه .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض

خطͬ وابستۀ لیست ͷی که بە طوری دارد، وجود 𝑚 مثبت صحیح عدد کوچͷ ترین آن گاه است. نادرست نظر مد نتیجۀ کنید فرض اثبات

ͷی زیرا ،𝑚 ≥ ۲ که کنید (توجه دارد وجود 𝑇 از 𝜆۱,… , 𝜆𝑚 متمایز ویژۀ مقدارهای با متناظر 𝑇 تعمیم یافتۀ ویژۀ بردارهای از 𝑣۱,… , 𝑣𝑚
،(𝑚 بودن مینیمال (بە دلیل نیستند ۰ ͷهیچ ی که دارند وجود 𝑎۱,… , 𝑎𝑚 ∈ 𝐅 بنابراین است). غیرصفر تعریف، طبق تعمیم یافته، بردارویژۀ

که بە طوری

𝑎۱𝑣۱ +⋯+ 𝑎𝑚𝑣𝑚 = ۰.

تا کنید اعمال را (𝑇 − 𝜆𝑚𝐼)𝑛 بالا معادلۀ طرف دو به .𝑛 = ⅾiⅿ𝑉 دهید قرار

𝑎۱(𝑇 − 𝜆𝑚𝐼)𝑛𝑣۱ +⋯+ 𝑎𝑚−۱(𝑇 − 𝜆𝑚𝐼)𝑛𝑣𝑚−۱ = ۰ (۱۳ .۸)

آن گاه .𝑘 ∈ {۱,… ,𝑚 − ۱} کنید فرض شود. حاصل

(𝑇 − 𝜆𝑚𝐼)𝑛𝑣𝑘 ≠ ۰,

بااین حال ͬ کرد. م نقض را ۱۱ .۸ که ͬ شد م 𝜆𝑚 و 𝜆𝑘 متمایز ویژۀ مقدارهای با متناظر 𝑇 تعمیم یافتۀ بردارویژۀ ͷی 𝑣𝑘 صورت این غیر در زیرا

(𝑇 − 𝜆𝑘𝐼)𝑛 ((𝑇 − 𝜆𝑚𝐼)𝑛𝑣𝑘) = (𝑇 − 𝜆𝑚𝐼)𝑛 ((𝑇 − 𝜆𝑘𝐼)𝑛𝑣𝑘) = ۰.

نتیجه در است. 𝜆𝑘 مقدارویژۀ با متناظر 𝑇 تعمیم یافتۀ بردارویژۀ ͷی (𝑇 − 𝜆𝑚𝐼)𝑛𝑣𝑘 که ͬ دهند م نشان آخر، نمایش دادە شدۀ معادلۀ دو پس

(𝑇 − 𝜆𝑚𝐼)𝑛𝑣۱,… , (𝑇 − 𝜆𝑚𝐼)𝑛𝑣𝑚−۱

ͬ کند. م نقض را 𝑚 بودن مینیمال که است متمایز ویژۀ مقدارهای با متناظر تعمیم یافتۀ بردارویژۀ 𝑚− ۱ از (۱۳ .۸ (طبق خطͬ وابستۀ لیست ͷی

■ ͬ کند. م کامل را اثبات تناقض، این

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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پوچ توان عملͽرهای

پوج توان تعریف: ۱۴ .۸

باشد. ۰ با برابر آن از توانͬ اگر گویند، پوچ توان را عملͽر ͷی

ͷی ،𝑉 در غیرصفر بردار هر اگر تنها و اگر است، پوچ توان 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) عملͽر ͷی بنابراین

باشد. ۰ مقدارویژۀ با متناظر 𝑇 تعمیم یافتۀ بردارویژۀ

پوچ توان عملͽرهای مثال: ۱۵ .۸

توسط تعریف شده 𝑇 ∈ ℒ(𝐅۴) عملͽر (ا)

𝑇 (𝑧۱, 𝑧۲, 𝑧۳, 𝑧۴) = (۰, ۰, 𝑧۱, 𝑧۲)

.𝑇 ۲ = ۰ زیرا است، پوچ توان
استاندارد) پایۀ به (نسبت آن ماتریس که 𝐅۳ روی عملͽر (ب)

⎛⎜⎜
⎝

−۳ ۹ ۰
−۷ ۹ ۶
۴ ۰ −۶

⎞⎟⎟
⎠

آوردن دست به برای بالا ماتریس رساندن سه توان به با چنان که است، پوچ توان است،
داد. نشان ͬ توان م صفر، ماتریس

هر 𝑚)ام + ۱) مشتق زیرا است، پوچ توان 𝒫𝑚(𝐑) روی مشتق گیری عملͽر (ج)
با فضای این در که کنید توجه است. ۰ با برابر ،𝑚 حداکثر درجۀ از چندجملە ای
به را ۰ عملͽر تا برسانیم 𝑚+ ۱ توان به را پوچ توان عملͽر داریم نیاز ،𝑚+ ۱ بعد

بیاوریم. دست

لاتین واژۀ و است هیچ معنͬ به niⅼ لاتین واژۀ
بنابراین است. توان دارای معنͬ به potens

به لغوی ازنظر پوچ توان) (مترجمان: niⅼpotent
ͬ باشد. م صفر که است توان ͷی داشتن معنͬ

نداریم نیاز هرگز پوچ توان، عملͽر ͷی رساندن توان به موقع که ͬ دهد م نشان بعدی نتیجۀ

ببینید. را ۱۸ تمرین قوی تر، اندکͬ نتیجۀ ͷی برای کنیم. استفاده فضا بعد از بالاتر توانͬ

است ۰ با برابر دامنه، بعد توان به پوچ توان عملͽر ۱۶ .۸

.𝑇 ⅾiⅿ𝑉 = ۰ آن گاه .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض

ایجاب ۳ .۸ و ۱ .۸ اکنون .nuⅼⅼ𝑇 𝑘 = 𝑉 بنابراین .𝑇 𝑘 = ۰ که بە طوری دارد، وجود 𝑘 مثبت صحیح عدد ͷی است، پوچ توان 𝑇 چون اثبات

■ .𝑇 ⅾiⅿ𝑉 = ۰ نتیجه در .nuⅼⅼ𝑇 ⅾiⅿ𝑉 = 𝑉 که ͬ کنند م

پوچ توان عملͽر مقدارهای ویژۀ ۱۷ .۸

.𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض
ندارد. دیͽری مقدارویژۀ 𝑇 و است 𝑇 مقدارویژۀ ͷی ۰ آن گاه باشد، پوچ توان 𝑇 اگر (ا)

است. پوچ توان 𝑇 آن گاه باشد، 𝑇 مقدارویژۀ تنها ۰ و 𝐅 = 𝐂 اگر (ب)

اثبات

ͷبە ی ͷی 𝑇 یعنͬ این .𝑇𝑚 = ۰ که بە طوری دارد، وجود 𝑚 مثبت صحیح عدد ͷی بنابراین است. پوچ توان 𝑇 کنید فرض (ا)، اثبات برای (ا)

است. 𝑇 مقدارویژۀ ͷی ۰ ازاین رو نیست.

وجود 𝑣 ∈ 𝑉 غیرصفر بردار ͷی آن گاه است. 𝑇 مقدارویژۀ ͷی 𝜆 کنید فرض نیست، دیͽری ویژۀ مقدارهای دارای 𝑇 اینکه دادن نشان برای

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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که بە طوری دارد،

𝜆𝑣 = 𝑇𝑣.

که ͬ دهد م نشان معادله این طرف دو بر 𝑇 مͺرر اعمال

𝜆𝑚𝑣 = 𝑇𝑚𝑣 = ۰.

ͬ باشد. م مطلوب چنان که ،𝜆 = ۰ نتیجه در

برابر 𝑚 مثبت صحیح عدد از مقداری برای 𝑇 مینیمال چندجملە ای ۵. ۲۷(ب)، طبق است. 𝑇 مقدارویژۀ تنها ۰ و 𝐅 = 𝐂 کنید فرض (ب)

است. پوچ توان 𝑇 نتیجه در .𝑇𝑚 = ۰ بنابراین .𝑧𝑚 با است

■

کرد. حذف بالا نتیجۀ در (ب) بند از ͬ توان نم را 𝐅 = 𝐂 فرض که ͬ دهد م نشان ۲۳ تمرین

ماتریس که بە طوری کنیم، پیدا را 𝑉 از پایە ای ͬ خواهیم م ،𝑉 روی عملͽر ͷی بودن معلوم با

زیادی ۰های شامل ماتریس که معنͬ این به باشد، ساده ممͺن حد تا پایه این به نسبت عملͽر

انتخاب 𝑉 از پایە ای ͬ توانیم م آن گاه باشد، پوچ توان 𝑇 اگر که ͬ دهد م نشان بعدی نتیجۀ باشد.

بعدا باشند. ۰ با برابر پایه این به نسبت 𝑇 ماتریس داریە های از نیمͬ از بیش که بە طوری کنیم،

داشت. خواهیم بهتری عملͺرد حتͬ فصل این در

پوچ توان عملͽر بالامثلثͬ ماتریس و مینیمال چندجملە ای ۱۸ .۸

هستند. معادل زیر موارد آن گاه .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض
است. پوچ توان 𝑇 (ا)

است. 𝑧𝑚 با برابر ،𝑚 مثبت صحیح عدد از مقداری برای ،𝑇 مینیمال چندجملە ای (ب)
هستند: ۰ با برابر قطر، زیر و رو درایە های همۀ آن، در که است زیر بە شͺل 𝑇 ماتریس آن، به نسبت که دارد وجود 𝑉 از پایه ͷی (ج)

⎛⎜⎜
⎝

۰ ∗
⋱

۰ ۰

⎞⎟⎟
⎠

.

۲۹ .۵ اکنون .𝑇𝑛 = ۰ که بە طوری دارد، وجود 𝑛 مثبت صحیح عدد ͷی بنابراین است. پوچ توان 𝑇 بنابراین و است برقرار (ا) کنید فرض اثبات

مثبت صحیح عدد از مقداری برای 𝑇 مینیمال چندجملە ای نتیجه در باشد. 𝑇 مینیمال چندجملە ای از چندجملە ای مضرب ͷی 𝑧𝑛 که ͬ کند م ایجاب

ͬ شود. م اثبات (ب) بر (ا) دلالت و است 𝑧𝑚 با برابر 𝑚
طبق یعنͬ این است. 𝑧𝑚 با برابر 𝑚 مثبت صحیح عدد از مقداری برای 𝑇 مینیمال چندجملە ای نتیجه در است، برقرار (ب) کنید فرض اکنون

نسبت که دارد وجود 𝑉 از پایه ͷی ،۴۴ .۵ طبق که است معنͬ این به بە علاوه این است. 𝑇 مقدارویژۀ تنها است) 𝑧𝑚 صفر تنها (که ۰ ۵. ۲۷(ا)،

بر (ب) دلالت و هستند ۰ ماتریس این قطر روی درایە های همۀ ،۴۱ .۵ طبق که است معنͬ این به همچنین این است. بالامثلثͬ 𝑇 ماتریس آن، به

ͬ شود. م ثابت (ج)

ثابت (ا) بر (ج) دلالت و است پوچ توان 𝑇 نتیجه در .𝑇 ⅾiⅿ𝑉 = ۰ که ͬ کند م ایجاب ۴۰ .۵ آن گاه است. برقرار (ج) کنید فرض اکنون

■ ͬ شود. م

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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۱ −۸ تمرین های

داریم 𝑚 ≥ ۵ صحیح عددهای همۀ برای آن گاه ،ⅾiⅿ nuⅼⅼ𝑇 ۶ = ۹ و ⅾiⅿ nuⅼⅼ𝑇 ۴ = ۸ اگر کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۱
.ⅾiⅿ nuⅼⅼ𝑇𝑚 = ۹

کنید ثابت .𝑇𝑚𝑣 = ۰ ولͬ ،𝑇𝑚−۱𝑣 ≠ ۰ و 𝑣 ∈ 𝑉 است، مثبت صحیح عدد ͷی 𝑚 عدد ،𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۲
است. خطͬ مستقل 𝑣, 𝑇 𝑣, 𝑇 ۲𝑣,… , 𝑇𝑚−۱𝑣

است. شده استفاده ۴۵ .۸ اثبات در تمرین این نتیجۀ

کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۳

𝑉 = nuⅼⅼ𝑇 ⊕ range𝑇 ⟺ nuⅼⅼ𝑇 ۲ = nuⅼⅼ𝑇 .

از چندجملە ای مضرب ͷی ،𝑇 مینیمال چندجملە ای که بە طوری است، مثبت صحیح عدد ͷی 𝑚 و 𝜆 ∈ 𝐅 ،𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۴
کنید ثابت است. (𝑧 − 𝜆)𝑚

ⅾiⅿ nuⅼⅼ(𝑇 − 𝜆𝐼)𝑚 ≥ 𝑚.
کنید ثابت است. مثبت صحیح عدد ͷی 𝑚 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۵

ⅾiⅿ nuⅼⅼ𝑇𝑚 ≤ 𝑚 ⅾiⅿ nuⅼⅼ𝑇 .

شود. واقع مفید است ممͺن ۲ −۳ بخش از ۲۱ تمرین راهنمایی:

دهید نشان .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۶

𝑉 = range𝑇 ۰ ⊇ range𝑇 ۱ ⊇ ⋯ ⊇ range𝑇 𝑘 ⊇ range𝑇 𝑘+۱ ⊇ ⋯ .

که بە طوری است، غیرمنفͬ صحیح عدد ͷی 𝑚 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۷

range𝑇𝑚 = range𝑇𝑚+۱.

.range𝑇 𝑘 = range𝑇𝑚 داریم 𝑘 > 𝑚 هر برای کنید ثابت
کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۸

range𝑇 ⅾiⅿ𝑉 = range𝑇 ⅾiⅿ𝑉+۱ = range𝑇 ⅾiⅿ𝑉+۲ = ⋯ .

کنید ثابت است. غیرمنفͬ صحیح عدد ͷی 𝑚 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۹

nuⅼⅼ𝑇𝑚 = nuⅼⅼ𝑇𝑚+۱ ⟺ range𝑇𝑚 = range𝑇𝑚+۱.

کنید. پیدا را 𝑇 تعمیم یافتۀ ویژۀ بردارهای همۀ ͬ کنیم. م تعریف 𝑇 (𝑤, 𝑧) = (𝑧, ۰) توسط را 𝑇 ∈ ℒ(𝐂۲) ۱۰
𝑇 مینیمال چندجملە ای اگر تنها و اگر دارد، وجود 𝑇 تعمیم یافتۀ ویژۀ بردارهای شامل 𝑉 از پایه ͷی کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۱۱

باشد. (𝑧 − 𝜆۱)⋯ (𝑧 − 𝜆𝑚) با برابر ،𝜆۱,… , 𝜆𝑚 ∈ 𝐅 از مقدارهایی برای
ͬ شود. م نتیجه ۹ .۸ و ۵. ۲۷(ب) از 𝐅 = 𝐂 مورد چون ،𝐅 = 𝐑 کنید فرض

دارای 𝑇 آن، به نسبت که است پایە ای وجود شرط همان باشد، 𝑇 تعمیم یافتۀ ویژۀ بردارهای شامل که 𝑉 از پایە ای وجود شرط که ͬ کند م بیان تمرین این
ببینید). را ۴۴ .۵) باشد بالامثلثͬ ماتریس

که نیست درست لزوما ولͬ است، 𝑇 بردارویژۀ ͷی 𝑣۱ آن گاه باشد، 𝑉 از 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 پایۀ ͷی به نسبت بالامثلثͬ ماتریس ͷی دارای 𝑇 اگر احتیاط:
باشند. 𝑇 تعمیم یافتۀ ویژۀ بردارهای ،𝑣۲,… , 𝑣𝑛

بە طوری دارد، وجود 𝜆 ∈ 𝐅 کنید ثابت است. 𝑇 تعمیم یافتۀ بردارویژۀ ͷی 𝑉 در غیرصفر بردار هر که است طوری 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۱۲
است. پوچ توان 𝑇 − 𝜆𝐼 که

است. پوچ توان 𝑇𝑆 کنید ثابت است. پوچ توان 𝑆𝑇 و 𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۱۳
نیست. قطری  پذیر 𝑇 کنید ثابت .𝑇 ≠ ۰ و است پوچ توان 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۱۴

باشد. 𝑇 بردارویژۀ ͷی ،𝑇 تعمیم یافتۀ بردارویژۀ هر اگر تنها و اگر است، قطری  پذیر 𝑇 کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و 𝐅 = 𝐂 کنید فرض ۱۵

ͬ کند. م اضافه ۵۵ .۵ در قطری پذیری شرط های لیست به را دیͽر هم ارزی ͷی تمرین این ،𝐅 = 𝐂 برای

نباشند. پوچ توان ،𝑆𝑇 نه و 𝑆 + 𝑇 نه که بە طوری دهید، ارائه یͺسان برداری فضای روی 𝑇 و 𝑆 پوچ توان عملͽرهای از مثالͬ (ا) ۱۶
هستند. پوچ توان 𝑆𝑇 و 𝑆 + 𝑇 کنید ثابت .𝑆𝑇 = 𝑇𝑆 و هستند پوچ توان 𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض (ب)

.𝑇𝑚 = ۰ که بە طوری است، مثبت صحیح عدد ͷی 𝑚 و است پوچ توان 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۱۷

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



مختلط برداری فضاهای روی عملͽرها ۸ ۲۶۰

.(𝐼 − 𝑇 )−۱ = 𝐼 + 𝑇 +⋯+ 𝑇𝑚−۱ اینکه و است وارون پذیر 𝐼 − 𝑇 کنید ثابت (ا)
زد. حدس را بالا فرمول ͬ توان م چͽونه دهید توضیح (ب)

.𝑇 ۱+ⅾiⅿ range𝑇 = ۰ کنید ثابت است. پوچ توان 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۱۸

ͬ بخشد. م بهبود را ۱۶ .۸ تمرین این آن گاه ،ⅾiⅿ range𝑇 < ⅾiⅿ𝑉 − ۱ اگر

دهید نشان نیست. پوچ توان 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۱۹

𝑉 = nuⅼⅼ𝑇 ⅾiⅿ𝑉−۱ ⊕ range𝑇 ⅾiⅿ𝑉−۱.

ͬ بخشذ. م بهبود را ۴ .۸ تمرین این نیستند، پوچ توان که عملͽرهایی برای

.𝑇 = ۰ کنید ثابت است. پوچ توان و نرمال 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و است داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی 𝑉 کنید فرض ۲۰
با 𝑘 صحیح عدد هر برای و است پوچ  توان 𝑇 کنید ثابت .nuⅼⅼ𝑇 ⅾiⅿ𝑉−۱ ≠ nuⅼⅼ𝑇 ⅾiⅿ𝑉 که باشد طوری 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۲۱

.ⅾiⅿ nuⅼⅼ𝑇 𝑘 = 𝑘 داریم ۰ ≤ 𝑘 ≤ ⅾiⅿ𝑉
است. پوچ توان 𝑇 کنید ثابت .range𝑇 ۴ ≠ range𝑇 ۵ که است طوری 𝑇 ∈ ℒ(𝐂۵) کنید فرض ۲۲

نباشد. پوچ توان 𝑇 ولͬ باشد، 𝑇 مقدارویژۀ تنها ۰ که بە طوری دهید، ارائه متناهͬ بعد با حقیقͬ برداری فضای ͷی روی 𝑇 عملͽر ͷی از مثالͬ ۲۳

نیست. برقرار 𝐅 = 𝐂 فرض بدون ،۱۷ .۸ در (ب) ⟹ (ا) دلالت که ͬ دهد م نشان تمرین این

بە شͺل ۸. ۱۸(ج)، طبق پایه، آن به نسبت پوچ توان عملͽر ماتریس که بە طوری کنید، پیدا دامنه برداری فضای پایۀ ͷی ،۱۵ .۸ مثال بند هر برای ۲۴
باشد. بالامثلثͬ

نسبت که دارد وجود 𝑉 از یͺامتعامد پایۀ ͷی دهید نشان است. پوچ توان 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و است داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی 𝑉 کنید فرض ۲۵
است. بالامثلثͬ بە شͺل ۸. ۱۸(ج)، طبق 𝑇 ماتریس آن، به

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



تعمیم یافته فضای ویژۀ تجزیۀ ۲ −۸۲۶۱

تعمیم یافته فضای ویژۀ تجزیۀ ۲ −۸

تعمیم یافته فضاهای ویژ ۀ

𝐺(𝜆, 𝑇 ) تعمیم یافته، فضای ویژۀ تعریف: ۱۹ .۸

𝐺(𝜆, 𝑇 ) با که 𝜆 با متناظر 𝑇 تعمیم یافتۀ فضای ویژۀ .𝜆 ∈ 𝐅 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض
ͬ شود: م تعریف زیر بە صورت ͬ شود، م داده نشان

𝐺(𝜆, 𝑇 )={𝑣 ∈ 𝑉 ∶ (𝑇 − 𝜆𝐼)𝑘𝑣 = ۰ 𝑘 مثبت صحیح عدد از مقداری {برای

۰ بردار بە همراه ،𝜆 با متناظر 𝑇 تعمیم یافتۀ ویژۀ بردارهای مجموعۀ ،𝐺(𝜆, 𝑇 ) بنابراین
ͬ باشد. م

معنͬ به generaⅼizeⅾ مخفف 𝐺 مترجمان:
است. تعمیم یافته

تعمیم یافته، بردارویژۀ تعریف (در است 𝑇 تعمیم یافتۀ بردارویژۀ ͷی ،𝑇 بردارویژۀ هر چون

اگر دیͽر، بیان به دارد. قرار تعمیم یافته ویژۀ فضای در ویژه فضای هر ،(𝑘 = ۱ دهید قرار

.𝐸(𝜆, 𝑇 ) ⊆ 𝐺(𝜆, 𝑇 ) آن گاه ،𝜆 ∈ 𝐅 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 )
تعمیم یافتۀ ویژۀ فضای ،𝜆 ∈ 𝐅 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) اگر که است معنͬ این به بعدی نتیجۀ

زیرفضای ͷی ،𝑉 روی خطͬ نگاشت هر پوچ فضای (زیرا است 𝑉 زیرفضای ͷی ،𝐺(𝜆, 𝑇 )
است). 𝑉

تعمیم یافته فضاهای ویژۀ توصیف ۲۰ .۸

.𝐺(𝜆, 𝑇 ) = nuⅼⅼ(𝑇 − 𝜆𝐼)ⅾiⅿ𝑉 آن گاه .𝜆 ∈ 𝐅 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض

.𝐺(𝜆, 𝑇 ) ⊇ nuⅼⅼ(𝑇 − 𝜆𝐼)ⅾiⅿ𝑉 بنابراین .𝑣 ∈ 𝐺(𝜆, 𝑇 ) که ͬ کنند م ایجاب تعاریف .𝑣 ∈ nuⅼⅼ(𝑇 − 𝜆𝐼)ⅾiⅿ𝑉 کنید فرض اثبات

(با ۳ .۸ و ۱ .۸ از .𝑣 ∈ nuⅼⅼ(𝑇 − 𝜆𝐼)𝑘 که بە طوری دارد، وجود 𝑘 مثبت صحیح عدد ͷی ازاین رو .𝑣 ∈ 𝐺(𝜆, 𝑇 ) کنید فرض برعکس،

■ ͬ شود. م تکمیل اثبات و 𝐺(𝜆, 𝑇 ) ⊆ nuⅼⅼ(𝑇 − 𝜆𝐼)ⅾiⅿ𝑉 نتیجه در .𝑣 ∈ nuⅼⅼ(𝑇 − 𝜆𝐼)ⅾiⅿ𝑉 داریم ͬ شود)، م 𝑇 جایͽزین که 𝑇 − 𝜆𝐼

𝐂۳ روی عملͽر ͷی تعمیم یافتۀ فضاهای ویژۀ مثال: ۲۱ .۸

توسط را 𝑇 ∈ ℒ(𝐂۳) عملͽر

𝑇 (𝑧۱, 𝑧۲, 𝑧۳) = (۴𝑧۲, ۰, ۵𝑧۳)

ͬ کنیم. م تعریف
ویژۀ بردارهای مجموعە های و هستند 𝑇 ویژۀ مقدارهای ،۵ و ۰ که دیدیم ۱۰ .۸ مثال در

داریم {۰} با مجموعە ها آن اجتماع گرفتن با کردیم. پیدا را متناظر تعمیم یافتۀ

𝐺(۰, 𝑇 ) = {(𝑧۱, 𝑧۲, ۰) ∶ 𝑧۱, 𝑧۲ ∈ 𝐂} و 𝐺(۵, 𝑇 ) = {(۰, ۰, 𝑧۳) ∶ 𝑧۳ ∈ 𝐂}.

.𝐂۳ = 𝐺(۰, 𝑇 ) ⊕ 𝐺(۵, 𝑇 ) که کنید توجه

𝑇 عملͽر تعمیم یافتۀ ویژۀ فضاهای های مستقیم حاصل جمع ،𝐂۳ دامنۀ فضای ،۲۱ .۸ مثال در

مشخصا، است. برقرار عمومͬ بە شͺل رفتار این که ͬ دهد م نشان بعدی نتیجۀ است. مثال آن در

مستقیم حاصل جمع 𝑉 آن گاه ،𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و 𝐅 = 𝐂 اگر که ͬ دهد م نشان زیر اصلͬ نتیجۀ

عملͽر ͷی 𝑇 آن، روی و ͬ باشد م ناوردا 𝑇 تحت ͷهری که است 𝑇 تعمیم یافتۀ ویژۀ فضاهای

را ما هدف بعدی، نتیجۀ بنابراین است. همانͬ عملͽر از اسͺالر مضرب ͷی بعلاوۀ پوچ توان

ͬ سازد. م محقق است، معلوم آن ها روی 𝑇 رفتار که ناوردایی زیرفضاهای به 𝑉 تجزیۀ درخصوص

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



مختلط برداری فضاهای روی عملͽرها ۸ ۲۶۲

تعمیم یافته ویژۀ فضاهای دربارۀ آنچه دادن قرار هم کنار از اثبات، دید، خواهیم چنان که

،𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) عملͽر هر برای که نتیجه این از استفاده سپس و ͬ آید م به دست آموختە ایم،

دارد. وجود 𝑇 تعمیم یافتۀ ویژۀ بردارهای شامل 𝑉 از پایه ͷی

تعمیم یافته فضای ویژۀ تجزیۀ ۲۲ .۸

آن گاه باشند. 𝑇 متمایز ویژۀ مقدارهای 𝜆۱,… , 𝜆𝑚 کنید فرض .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و 𝐅 = 𝐂 کنید فرض
ͬ باشد؛ م ناوردا 𝑇 تحت ،𝑘 = ۱,… ,𝑚 هر برای 𝐺(𝜆𝑘, 𝑇 ) (ا)

ͬ باشد؛ م پوچ توان ،𝑘 = ۱,… ,𝑚 هر برای (𝑇 − 𝜆𝑘𝐼)|𝐺(𝜆𝑘,𝑇 ) (ب)
.𝑉 = 𝐺(𝜆۱, 𝑇 ) ⊕ ⋯ ⊕𝐺(𝜆𝑚, 𝑇 ) (ج)

اثبات

که ͬ دهد م نشان ۲۰ .۸ آن گاه .𝑘 ∈ {۱,… ,𝑚} کنید فرض (ا)

𝐺(𝜆𝑘, 𝑇 ) = nuⅼⅼ(𝑇 − 𝜆𝑘𝐼)ⅾiⅿ𝑉 .

ͬ شود. م ثابت (ا) و است ناوردا 𝑇 تحت 𝐺(𝜆𝑘, 𝑇 ) که دارد دلالت این بر 𝑝(𝑧) = (𝑧 − 𝜆𝑘)ⅾiⅿ𝑉 با ۱۸ .۵ نتیجه در

بنابراین .(۲۰ .۸ (طبق (𝑇 − 𝜆𝑘𝐼)ⅾiⅿ𝑉 𝑣 = ۰ آن گاه ،𝑣 ∈ 𝐺(𝜆𝑘, 𝑇 ) اگر .𝑘 ∈ {۱,… ,𝑚} کنید فرض (ب)

ͬ شود. م ثابت (ب) و است پوچ توان (𝑇 − 𝜆𝑘𝐼)|𝐺(𝜆𝑘,𝑇 ) نتیجه در .((𝑇 − 𝜆𝑘𝐼)|𝐺(𝜆𝑘,𝑇 ))
ⅾiⅿ𝑉 = ۰

کنید فرض است، مستقیم حاصل جمع ͷی 𝐺(𝜆۱, 𝑇 ) + ⋯ +𝐺(𝜆𝑚, 𝑇 ) اینکه دادن نشان برای (ج)

𝑣۱ +⋯+ 𝑣𝑚 = ۰,

(طبق هستند خطͬ مستقل متمایز، ویژۀ مقدارهای با متناظر 𝑇 تعمیم یافتۀ ویژۀ بردارهای چون دارد. قرار 𝐺(𝜆𝑘, 𝑇 ) در 𝑣𝑘 هر آن در که

.(۴۵ .۱ (طبق است مستقیم حاصل جمع ͷی 𝐺(𝜆۱, 𝑇 ) + ⋯ +𝐺(𝜆𝑚, 𝑇 ) نتیجه در است. ۰ با برابر 𝑣𝑘 هر یعنͬ این ،(۱۲ .۸

نتیجه در .(۹ .۸ (طبق نوشت 𝑇 تعمیم یافتۀ ویژۀ بردارهای از متناهͬ حاصل جمع ͷی بە صورت ͬ توان م را 𝑉 در بردار هر نهایت، در

𝑉 = 𝐺(𝜆۱, 𝑇 ) ⊕ ⋯ ⊕𝐺(𝜆𝑚, 𝑇 )

ͬ شود. م ثابت (ج) و

■
ببینید. را ۸ تمرین ،𝐅 = 𝐑 که زمانͬ مشابه، نتیجۀ برای

مقدارویژه ͷی چندگانگͬ

فضای تجزیۀ توسط که 𝑉 تجزیۀ آن گاه ،𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و باشد مختلط برداری فضای ͷی 𝑉 اگر

زیرفضاهای بعدهای باشد. ͬ تواند م قدرتمندی ابزار ،(۲۲ .۸) ͬ شود م فراهم تعمیم یافته ویژۀ

در که شود، گرفته نظر در آن ها برای نامͬ که هستند مهم کافͬ اندازۀ به تجزیه، این در دخیل

است. آمده بعدی تعریف

چندگانگͬ تعریف: ۲۳ .۸

فضای ویژۀ بعد بە صورت ،𝑇 از 𝜆 مقدارویژۀ ͷی چندگانگͬ .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ●

ͬ شود. م تعریف 𝐺(𝜆, 𝑇 ) با متناظر تعمیم یافتۀ
با است برابر ،𝑇 از 𝜆 مقدارویژه ͷی چندگانگͬ دیͽر، بیان به ●

ⅾiⅿ nuⅼⅼ(𝑇 − 𝜆𝐼)ⅾiⅿ𝑉 .

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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ببینید). را ۲۰ .۸) 𝐺(𝜆, 𝑇 ) = nuⅼⅼ(𝑇 − 𝜆𝐼)ⅾiⅿ𝑉 چون است، برقرار بالا در بند دومین

عملͽر ͷی مقدارویژۀ هر چندگانگͬ مثال: ۲۴ .۸

توسط 𝑇 ∈ ℒ(𝐂۳) کنید فرض

𝑇 (𝑧۱, 𝑧۲, 𝑧۳) = (۶𝑧۱ + ۳𝑧۲ + ۴𝑧۳, ۶𝑧۲ + ۲𝑧۳, ۷𝑧۳)

است: زیر بە شͺل استاندارد) پایۀ به (نسبت 𝑇 ماتریس است. شده تعریف

⎛⎜⎜
⎝

۶ ۳ ۴
۰ ۶ ۲
۰ ۰ ۷

⎞⎟⎟
⎠

.

ͬ توانید م ͬ شود. م نتیجه ۴۱ .۵ از چنان که هستند، ۷ و ۶ قطری درایە های ،𝑇 ویژۀ مقدارهای
هستند: زیر بە قرار 𝑇 تعمیم یافتۀ ویژۀ فضاهای که کنید بررسͬ

𝐺(۶, 𝑇 ) = span ((۱, ۰, ۰), (۰, ۱, ۰)) و 𝐺(۷, 𝑇 ) = span ((۱۰, ۲, ۱)) .

است. ۱ چندگانگͬ دارای ۷ مقدارویژۀ و است ۲ چندگانگͬ دارای ۶ مقدارویژۀ بنابراین
است تعمیم یافتە ای ویژۀ فضای تجزیۀ ،𝐂۳ = 𝐺(۶, 𝑇 )⊕𝐺(۷, 𝑇 ) مستقیم حاصل جمع
چنان که ،𝑇 تعمیم یافتۀ ویژۀ بردارهای شامل 𝐂۳ از پایۀ ͷی است. شده بیان ۲۲ .۸ توسط که
شامل 𝐂۳ از پایە ای ͬ باشد. م (۱۰, ۲, ۱) ،(۰, ۱, ۰) ،(۱, ۰, ۰) است، شده بیان ۹ .۸ توسط

ندارد. وجود عملͽر این ویژۀ بردارهای

با است برابر مقدارویژه، هر چندگانگͬ مثال، این در
ماتریس ͷی قطر روی مقدارویژه آن که دفعاتͬ تعداد

این ͬ شود. م ظاهر عملͽر آن نمایش دهندۀ بالامثلثͬ
خواهیم ۳۱ .۸ در چنان که ͬ دهد، م رخ همواره رفتار

دید.

𝑇 دامنۀ بعد که است ۳ با برابر 𝑇 ویژۀ مقدارهای ͬ های چندگانگ حاصل جمع بالا، مثال در

مختلط برداری فضاهای روی عملͽرها، همۀ برای مطلب این که ͬ دهد م نشان بعدی نتیجۀ است.

است. برقرار متناهͬ، بعد با

است ⅾiⅿ𝑉 با برابر ͬ ها چندگانگ حاصل جمع ۲۵ .۸

.ⅾiⅿ𝑉 با است برابر 𝑇 ویژۀ مقدارهای همۀ ͬ های چندگانگ جمع حاصل آن گاه .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و 𝐅 = 𝐂 کنید فرض

■ ͬ شود. م حاصل (۹۴ .۳) مستقیم حاصل جمع ͷی بˀعد فرمول و (۲۲ .۸) تعمیم یافته ویژۀ فضای تجزیۀ از نظر مورد نتیجۀ اثبات

ͬ شوند. م استفاده کتاب ها برخͬ در هندسͬ چندگانگͬ و جبری چندگانگͬ اصطلاح های

چندگانگͬ همان جبری، چندگانگͬ که باشید متوجه اصطلاحات، مجموعۀ این با برخورد درصورت

دیͽر، بیان به است. متناظر ویژۀ فضای بعد هندسͬ، چندگانگͬ و ͬ باشد م اینجا در تعریف شده

آن گاه باشد، 𝑇 مقدارویژۀ ͷی 𝜆 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) اگر

𝜆 جبری چندگانگͬ = ⅾiⅿ nuⅼⅼ(𝑇 − 𝜆𝐼)ⅾiⅿ𝑉 = ⅾiⅿ𝐺(𝜆, 𝑇 ),

𝜆 هندسͬ چندگانگͬ = ⅾiⅿ nuⅼⅼ(𝑇 − 𝜆𝐼) = ⅾiⅿ𝐸(𝜆, 𝑇 ).

ͷی بعد بە عنوان جبری، معنای علاوە بر جبری چندگانگͬ بالا، تعریف طبق که کنید توجه

است، شده ارائه چندگانگͬ از اینجا در که تعریفͬ دارد. نیز هندسͬ معنای مشخص، پوچ فضای

دلالت تعریف ها این بودن معادل بر ۶۲ .۹ است؛ مرتب  تر دترمینان ها ͬ بر مبتن متداول تعریف از

دارد.

مقدارویژۀ ͷی 𝜆 و باشد نرمال 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) باشد، داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی 𝑉 اگر

بردن کار به از که چنان ͬ شود، م برابر 𝜆 هندسͬ چندگانگͬ با 𝜆 جبری چنگانگͬ آن گاه باشد، 𝑇
مورد ͷی بە عنوان کرد. مشاهده ͬ توان م 𝑇 − 𝜆𝐼 نرمال عملͽر بر ۱ −۷ بخش از ۲۷ تمرین

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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حاصل ضرب فضاهای دو هر ،𝑊 و 𝑉 اینجا (در 𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) تکین مقدارهای خاص،

عملͽر ویژۀ مقدارهای هندسͬ) چه و جبری (چه ͬ های چندگانگ به هستند) متناهͬ بعد با داخلͬ

هستند. وابسته 𝑆∗𝑆 خودالحاقͬ

متناهͬ بعد با مختلط برداری فضای روی عملͽر هر به را یͺین چندجملە ای ͷی بعدی، تعریف

ͬ دهد. م نسبت

مشخصه چندجملە ای تعریف: ۲۶ .۸

ویژۀ مقدارهای نشان دهندۀ 𝜆۱,… , 𝜆𝑚 کنید فرض .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و 𝐅 = 𝐂 کنید فرض
چندجملە ای باشند. 𝑑۱,… , 𝑑𝑚 ͬ های چندگانگ با 𝑇 متمایز

(𝑧 − 𝜆۱)𝑑۱ ⋯(𝑧 − 𝜆𝑚)𝑑𝑚 ,
ͬ شود. م نامیده 𝑇 مشخصۀ چندجملە ای

عملͽر ͷی مشخصۀ چندجملە ای مثال: ۲۷ .۸

ویژۀ مقدارهای چون است. شده تعریف ۲۴ .۸ مثال مشابه 𝑇 ∈ ℒ(𝐂۳) کنید فرض
مشخصۀ چندجملە ای که ͬ کنیم م مشاهده هستند، ۱ چندگانگͬ با ۷ و ۲ چندگانگͬ با ۶ ،𝑇

است. (𝑧 − ۶)۲(𝑧 − ۷) بە صورت 𝑇

مشخصه چندجملە ای صفرهای و درجه ۲۸ .۸

آن گاه .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و 𝐅 = 𝐂 کنید فرض
است. ⅾiⅿ𝑉 درجۀ از 𝑇 مشخصۀ چندجملە ای (ا)

هستند. 𝑇 ویژۀ مقدارهای ،𝑇 مشخصۀ چندجملە ای صفرهای (ب)

■ دارد. دلالت (ب) بر مشخصه چندجملە ای تعریف دارد. دلالت (ا) بر (۲۵ .۸) ͬ ها چندگانگ حاصل جمع دربارۀ ما نتیجۀ اثبات

طبق تعریف (دو ͬ کنند م تعریف دترمینان ها از استفاده با را مشخصه چندجملە ای متون، بیشتر

خوش ساخت اثبات به است، سادە تر بە مراتب که اینجا در اتخاذشده رویͺرد هستند). معادل ۶۲ .۹

ͬ انجامد. م کیلͬ⁃همیلتون قضیۀ از زیر

کیلͬ⁃همیلتون قضیۀ ۲۹ .۸

.𝑞(𝑇 ) = ۰ آن گاه است. 𝑇 مشخصۀ چندجملە ای 𝑞 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) ،𝐅 = 𝐂 کنید فرض

که ͬ دانیم م 𝑘 ∈ {۱,… ,𝑚} هر برای .𝑑𝑘 = ⅾiⅿ𝐺(𝜆𝑘, 𝑇 ) دهید قرار و باشند 𝑇 متمایز ویژۀ مقدارهای ،𝜆۱,… , 𝜆𝑚 کنید فرض اثبات

داریم 𝑘 ∈ {۱,… ,𝑚} هر برای (۱۶ .۸ (طبق بنابراین است. پوچ توان (𝑇 − 𝜆𝑘𝐼)|𝐺(𝜆𝑘,𝑇 )

(𝑇 − 𝜆𝑘𝐼)𝑑𝑘 |𝐺(𝜆𝑘,𝑇 ) = ۰.

ازاین رو است. 𝐺(𝜆۱, 𝑇 ),… ,𝐺(𝜆𝑚, 𝑇 ) در بردارها از حاصل جمع ͷی 𝑉 در بردار هر که ͬ کند م بیان (۲۲ .۸) تعمیم یافته ویژۀ فضای تجزیۀ

.𝑞(𝑇 )|𝐺(𝜆𝑘,𝑇 ) = ۰ داریم 𝑘 هر برای دهیم نشان است لازم تنها ،𝑞(𝑇 ) = ۰ اینکه اثبات برای

داریم بͽیرید. ثابت را 𝑘 ∈ {۱,… ,𝑚} عدد

𝑞(𝑇 ) = (𝑇 − 𝜆۱𝐼)𝑑۱ ⋯(𝑇 − 𝜆𝑚𝐼)𝑑𝑚 .

داد. قرار راست سمت عبارت جملۀ آخرین را (𝑇 − 𝜆𝑘𝐼)𝑑𝑘 عامل ͬ توان م نتیجه در ͬ شوند، م جا بە جا بالا معادلۀ راست سمت عملͽرهای همۀ

■ ͬ باشد. م مطلوب چنان که ،𝑞(𝑇 )|𝐺(𝜆𝑘,𝑇 ) = ۰ داریم ،(𝑇 − 𝜆𝑘𝐼)𝑑𝑘 |𝐺(𝜆𝑘,𝑇 ) = ۰ چون

(۱۸۹۵−۱۸۲۱) (Arthur Ⅽayⅼey) کیلͬ آرتور
سه خود، کارشناسͬ دورۀ رساندن به پایان از پیش

کرد. منتشر ریاضͬ مقالۀ

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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از 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) عملͽر ͷی مینیمال چندجملە ای اگر که است معنͬ این به بعدی نتیجۀ

آن گاه ببینید)، را ۲۴ .۵ از بعد ͬ دهد–پاراگراف م رخ همواره تقریبا (چنان که باشد ⅾiⅿ𝑉 درجۀ

است. برابر 𝑇 مینیمال چندجملە ای با 𝑇 مشخصۀ چندجملە ای

است مینیمال چندجملە ای از مضربی مشخصه، چندجملە ای ۳۰ .۸

است. 𝑇 مینیمال چندجملە ای از چندجملە ای مضرب ،𝑇 مشخصۀ چندجملە ای آن گاه .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و 𝐅 = 𝐂 کنید فرض

■ ͬ شود. م نتیجه ۲۹ .۵ و (۲۹ .۸) کیلͬ⁃همیلتون قضیۀ از مستقیما نظر مورد نتیجۀ اثبات

روی عملͽرها همۀ برای ،۲۴ .۸ مثال توسط پیشنهادی نتیجۀ که کنیم ثابت ͬ توانیم م اکنون

است. برقرار متناهͬ، بعد با مختلط برداری فضاهای

است قطر روی دفعات تعداد با برابر مقدارویژه، ͷی چندگانگͬ ۳۱ .۸

آن گاه است. بالامثلثͬ ℳ(𝑇 , (𝑣۱,… , 𝑣𝑛)) که بە طوری است، 𝑉 پایۀ ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 کنید فرض .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و 𝐅 = 𝐂 کنید فرض
.𝑇 مقدارویژۀ ͷی بە عنوان 𝜆 چندگانگͬ با است برابر ͬ شود، م ظاهر ℳ(𝑇, (𝑣۱,… , 𝑣𝑛)) قطر روی ،𝑇 از 𝜆 مقدارویژۀ هر که دفعاتͬ تعداد

روی درایە ها نشان دهندۀ 𝜆۱,… , 𝜆𝑛 کنید فرض است. بالامثلثͬ ماتریس ͷی 𝐴 بنابراین .𝐴 = ℳ(𝑇 , (𝑣۱,… , 𝑣𝑛)) کنید فرض اثبات

داریم 𝑘 ∈ {۱,… , 𝑛} هر برای ازاین رو باشند. 𝐴 قطر

𝑇𝑣𝑘 = 𝑢𝑘 + 𝜆𝑘𝑣𝑘

نیست. 𝑇𝑣۱,… , 𝑇 𝑣𝑘−۱ از خطͬ ترکیب ͷی 𝑇𝑣𝑘 آن گاه ،𝜆𝑘 ≠ ۰ و 𝑘 ∈ {۱,… , 𝑛} اگر پس .𝑢𝑘 ∈ span(𝑣۱,… , 𝑣𝑘−۱) از برداری برای

باشد. خطͬ مستقل ،𝜆𝑘 ≠ ۰ که 𝑇𝑣𝑘 بردارهای آن لیست که ͬ کند م ایجاب (۱۹ .۲) خطͬ وابستگͬ لم اکنون

که است معنͬ این به قبلͬ پاراگراف نتیجە گیری .𝜆𝑘 = ۰ که بە طوری ͬ باشد، م 𝑘 ∈ {۱,… , 𝑛} اندیس های تعداد نشان دهندۀ 𝑑 کنید فرض

ⅾiⅿ range𝑇 ≥ 𝑛 − 𝑑.

که است معنͬ این به بالا نامساوی ،𝑛 = ⅾiⅿ𝑉 = ⅾiⅿ nuⅼⅼ𝑇 + ⅾiⅿ range𝑇 چون

ⅾiⅿ nuⅼⅼ𝑇 ≤ 𝑑. (۳۲ .۸)

از ۲(ب) [تمرین است 𝜆۱
𝑛,… , 𝜆𝑛

𝑛 قطری درایە های دارای که است 𝐴𝑛 بالامثلثͬ ماتریس ،𝑣۱,… , 𝑣𝑛 پایۀ به نسبت 𝑇𝑛 عملͽر ماتریس

کار به با بنابراین است. 𝑑 با برابر ͬ شود، م ظاهر 𝐴𝑛 قطر روی ۰ که دفعاتͬ تعداد ،𝜆𝑘 = ۰ اگر تنها و اگر 𝜆𝑘
𝑛 = ۰ چون ببینید]. را ۳ −۵ بخش

داریم 𝑇𝑛 با 𝑇 کردن جایͽزین و ۳۲ .۸ بردن

ⅾiⅿ nuⅼⅼ𝑇𝑛 ≤ 𝑑. (۳۳ .۸)

تعداد نشان دهندۀ 𝑑𝜆 کنید فرض و باشد 𝑇 مقدارویژۀ ͷی بە عنوان 𝜆 چندگانگͬ نشان دهندۀ 𝑚𝜆 کنید فرض 𝑇 مقدارویژۀ ͷی بە عنوان 𝜆 برای

که ͬ کنیم م مشاهده ،𝑇 از 𝜆 مقدارویژۀ هر برای 𝑇 − 𝜆𝐼 با ۳۳ .۸ در 𝑇 کردن جایͽزین با ͬ شود. م ظاهر 𝐴 قطر روی 𝜆 که باشد دفعاتͬ

𝑚𝜆 ≤ 𝑑𝜆. (۳۴ .۸)

روی 𝑑𝜆 عددهای حاصل جمع .(۲۵ .۸ (طبق ͬ باشد م 𝑉 بعد که 𝑛 با است برابر 𝑇 از 𝜆 ویژۀ مقدارهای همۀ روی 𝑚𝜆 ͬ های چندگانگ حاصل جمع

است. 𝑛 طول به 𝐴 قطر چون ،𝑛 به است برابر نیز 𝑇 از 𝜆 ویژۀ مقدارهای همۀ

تساوی ͷی واقع در باید ۳۴ .۸ بنابراین ͬ شود. م حاصل تساوی ͷی ،𝑇 از 𝜆 ویژۀ مقدارهای همۀ روی ۳۴ .۸ طرف دو هر بستن جمع با پس

ͬ شود، م ظاهر 𝐴 قطر روی 𝜆 که دفعاتͬ تعداد با است برابر ،𝑇 مقدارویژۀ ͷی بە عنوان 𝜆 چندگانگͬ نتیجه در باشد. 𝑇 از 𝜆 مقدارویژۀ هر برای

■ ͬ باشد. م مطلوب که چنان

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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بلوکͬ قطری ماتریس های

قطری ماتریس ͷی مفهوم تا ͬ دهیم م ارائه را زیر تعریف ماتریسͬ، قالب در نتایج تفسیر برای

ͷی واقع در آن گاه باشد، ۱ در ۱ ماتریس ͷی زیر، تعریف در 𝐴𝑘 ماتریس هر اگر یابد. تعمیم

داریم. قطری ماتریس

متشͺل اینکه تصور با را ماتریس ͷی ͬ توانیم م اغلب
بفهمیم. بهتر است، کوچͷ تر ماتریس های از

بلوکͬ قطری  ماتریس تعریف: ۳۵ .۸

بە شͺل مربعͬ ماتریس ͷی ، بلوکͬ، قطری  ماتریس ͷی

⎛⎜⎜
⎝

𝐴۱ ۰
⋱

۰ 𝐴𝑚

⎞⎟⎟
⎠

و گرفتە اند قرار قطر امتداد در که هستند مربعͬ ماتریس های ،𝐴۱,… ,𝐴𝑚 آن در که است
هستند. ۰ دیͽر درایە های همۀ

بلوکͬ قطری  ماتریس ͷی مثال: ۳۶ .۸

۵ در ۵ ماتریس

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

( ۴ ) ۰ ۰ ۰ ۰
۰
۰

( ۲ −۳
۰ ۲

) ۰ ۰
۰ ۰

۰
۰

۰ ۰
۰ ۰

( ۱ ۷
۰ ۱

)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

با است بلوکͬ قطری ماتریس ͷی

𝐴 = ⎛⎜⎜
⎝

𝐴۱ ۰
𝐴۲

۰ 𝐴۳

⎞⎟⎟
⎠

,

آن در که

𝐴۱ = ( ۴ ) , 𝐴۲ = ( ۲ −۳
۰ ۲

), 𝐴۳ = ( ۱ ۷
۰ ۱

).

شدە اند داده نمایش بلوکͬ جداسازی با بالا، ۵ در ۵ ماتریس در داخلͬ ماتریس های اینجا، در
بͽیریم. نظر در بلوکͬ ماتریس قطری ͷی بە صورت را آن ͬ توان م چͽونه که دهیم نشان تا

همۀ که است بالامثلثͬ ماتریس ͷی ،𝐴۳ و 𝐴۲ ،𝐴۱ از ͷهری بالا، مثال در که کنید توجه

هر مناسب، پایۀ ͷی به نسبت که ͬ دهد م نشان بعدی نتیجۀ هستند. برابر آن ها قطری درایە های

توجه است. شͺل این به ماتریسͬ دارای متناهͬ، بعد با مختلط برداری فضای ͷی روی عملͽر

بالامثلثͬ برای آنچه به نسبت ماتریس، در بیشتری بسیار صفرهای نتیجه، این که باشید داشته

ͬ کند. م تولید است، نیاز آن کردن

بالامثلثͬ بلوک های با بلوکͬ قطری ماتریس ۳۷ .۸

ͷی آن گاه باشند. 𝑑۱,… , 𝑑𝑚 ͬ های چندگانگ با 𝑇 متمایز ویژۀ مقدارهای ،𝜆۱,… , 𝜆𝑚 کنید فرض .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و 𝐅 = 𝐂 کنید فرض

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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بە شͺل بلوکͬ قطری ماتریس ͷی دارای 𝑇 آن، به نسبت که دارد وجود 𝑉 از پایه

⎛⎜⎜
⎝

𝐴۱ ۰
⋱

۰ 𝐴𝑚

⎞⎟⎟
⎠

است: زیر بە شͺل 𝑑𝑘 در 𝑑𝑘 بالامثلثͬ ماتریس ͷی ،𝐴𝑘 هر آن در که است

𝐴𝑘 = ⎛⎜⎜
⎝

𝜆𝑘 ∗
⋱

۰ 𝜆𝑘

⎞⎟⎟
⎠

.

بعد با برداری فضای ͷی که کنید انتخاب 𝐺(𝜆𝑘, 𝑇 ) از پایه ͷی ،𝑘 هر برای ببینید). را ۲۲ .۸) است پوچ توان (𝑇 − 𝜆𝑘𝐼)|𝐺(𝜆𝑘,𝑇 ) هر اثبات

𝑇 |𝐺(𝜆𝑘,𝑇 ) ماتریس پایه، این به نسبت بنابراین باشد. ۸. ۱۸(ج) با مشابه پایه، این به نسبت (𝑇 − 𝜆𝑘𝐼)|𝐺(𝜆𝑘,𝑇 ) ماتریس که بە طوری است، 𝑑𝑘
ͬ باشد. م 𝐴𝑘 برای بالا در نشان دادە شده نظر مورد قالب شبیه است، (𝑇 − 𝜆𝑘𝐼)|𝐺(𝜆𝑘,𝑇 ) + 𝜆𝑘𝐼|𝐺(𝜆𝑘,𝑇 ) با برابر که

را 𝑉 از پایه ͷی شد، انتخاب بالا در که ,𝐺(𝜆𝑘ها 𝑇 ) پایە های دادن قرار هم کنار با که ͬ دهد م نشان (۲۲ .۸) تعمیم یافته ویژۀ فضای تجزیۀ

■ است. نظر مورد شͺل دارای پایه، این به نسبت 𝑇 ماتریس ͬ دهد. م

تعمیم یافته بردارهای ویژۀ ازطریق بلوکͬ قطری  ماتریس مثال: ۳۸ .۸

𝑇 (𝑧۱, 𝑧۲, 𝑧۳) = (۶𝑧۱ + ۳𝑧۲ + ۴𝑧۳, ۶𝑧۲ + توسط را 𝑇 ∈ ℒ(𝐂۳) کنید فرض
بە صورت استاندارد) پایۀ به (نسبت 𝑇 ماتریس ͬ کنیم. م تعریف ۲𝑧۳, ۷𝑧۳)

⎛⎜⎜
⎝

۶ ۳ ۴
۰ ۶ ۲
۰ ۰ ۷

⎞⎟⎟
⎠

نیست. ۳۷ .۸ در بیان شده بە شͺل ولͬ است، بالامثلثͬ ماتریس ͷی که است
همچنین، هستند؛ ۷ و ۶ ،𝑇 ویژۀ مقدارهای کردیم، مشاده ۲۴ .۸ مثال در چنان که

𝐺(۶, 𝑇 ) = span ((۱, ۰, ۰), (۰, ۱, ۰)) و 𝐺(۷, 𝑇 ) = span ((۱۰, ۲, ۱)) .

𝑇 تعمیم یافتۀ ویژۀ بردارهای شامل 𝐂۳ پایۀ ͷی که دیدیم همجنین

(۱, ۰, ۰), (۰, ۱, ۰), (۱۰, ۲, ۱)

پایه این به نسبت 𝑇 ماتریس است.

⎛⎜⎜⎜
⎝

( ۶ ۳
۰ ۶

) ۰
۰

۰ ۰ ( ۷ )

⎞⎟⎟⎟
⎠

است. ۳۷ .۸ در شده بیان بە شͺل بلوکͬ قطری ماتریس ͷی که است،

۲ −۸ تمرین های

پیدا را 𝑇 متمایز ویژۀ مقدارهای با متناظر تعمیم یافتۀ ویژۀ فضاهای ͬ کنیم. م تعریف 𝑇 (𝑤, 𝑧) = (−𝑧,𝑤) توسط را 𝑇 ∈ ℒ(𝐂۲) عملͽر ۱
کنید.

.𝐺(𝜆, 𝑇 ) = 𝐺( ۱
𝜆 , 𝑇−۱) داریم 𝜆 ≠ ۰ با 𝜆 ∈ 𝐅 هر برای کنید ثابت است. وارون پذیر 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۲

ͬ های چندگانگ با یͺسان مقدارهای ویژه دارای 𝑆−۱𝑇𝑆 و 𝑇 کنید ثابت است. وارون پذیر 𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۳

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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هستند. یͺسانͬ
مقدارویژۀ دو دارای حداکثر 𝑇 کنید ثابت .nuⅼⅼ𝑇 ⅾiⅿ𝑉−۲ ≠ nuⅼⅼ𝑇 ⅾiⅿ𝑉−۱ که است طوری 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و ⅾiⅿ𝑉 ≥ ۲ کنید فرض ۴

است. متمایز
.𝑉 = (nuⅼⅼ𝑇𝑛−۲)⊕ ( range𝑇𝑛−۲) کنید ثابت .𝑛 = ⅾiⅿ𝑉 دهید قرار هستند. 𝑇 ویژۀ مقدارهای ۸ و ۳ و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۵
عدد کوچͷ ترین ،𝑇 مینیمال چندجملە ای تجزیۀ در 𝑧 − 𝜆 نمای چرا دهید توضیح است. 𝑇 مقدارویژۀ ͷی 𝜆 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۶

.(𝑇 − 𝜆𝐼)𝑚|𝐺(𝜆,𝑇) = ۰ که بە طوری است، 𝑚 مثبت صحیح
.𝐺(𝜆, 𝑇 ) = nuⅼⅼ(𝑇 − 𝜆𝐼)𝑑 کنید ثابت است. 𝑑 چندگانگͬ با 𝑇 مقدارویژۀ ͷی 𝜆 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۷

ͬ بخشد. م بهبود را ۲۰ .۸ تمرین این آن گاه ،𝑑 < ⅾiⅿ𝑉 اگر

کنید ثابت هستند. 𝑇 متمایز ویژۀ مقدارهای 𝜆۱,… , 𝜆𝑚 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۸

𝑉 = 𝐺(𝜆۱, 𝑇 ) ⊕ ⋯ ⊕𝐺(𝜆𝑚, 𝑇 ),

باشد. (𝑧 − 𝜆۱)𝑘۱ ⋯(𝑧 − 𝜆𝑚)𝑘𝑚 با برابر 𝑘۱,… , 𝑘𝑚 مثبت صحیح عددهای از مقداری برای ،𝑇 مینیمال چندجملە ای اگر تنها و اگر

است. جالب ،𝐅 = 𝐑 زمانͬ که تنها تمرین این بنابراین، ͬ شود، م نتیجه (۲۲ .۸) تعمیم یافته ویژۀ فضای تجزیۀ و ۵. ۲۷(ب) از مستقیما 𝐅 = 𝐂 مورد

𝑁 است، قطری  پذیر 𝐷 عملͽر ،𝑇 = 𝐷+𝑁 که بە طوری ،𝐷,𝑁 ∈ ℒ(𝑉 ) دارند وجود کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و 𝐅 = 𝐂 کنید فرض ۹
.𝐷𝑁 = 𝑁𝐷 و است پوچ توان

،𝜆۱,… , 𝜆𝑛 کنید فرض .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و است 𝑉 یͺامتعامد پایۀ ͷی 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 است، مختلط داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی𝑉 کنید فرض ۱۰
کنید ثابت شده است. منظور آن چندگانگͬ تعداد به ͷهری که هستند 𝑇 ویژۀ مقدارهای

|𝜆۱|۲ +⋯+ |𝜆𝑛|۲ ≤ ‖𝑇𝑒۱‖۲ +⋯+ ‖𝑇𝑒𝑛‖۲.

ببینید. را ۱ −۷ بخش از ۵ تمرین زیر توضیح

باشد. (𝑧 − ۷)۲(𝑧 − ۸)۲ با برابر آن مشخصۀ چندجملە ای  که دهید ارائه 𝐂۴ روی عملͽر ͷی از مثالͬ ۱۱
با برابر آن مینیمال چندجملە ای و باشد (𝑧 − ۱)(𝑧 − ۵)۳ با برابر آن مشخصۀ چندجملە ای  که دهید ارائه 𝐂۴ روی عملͽر ͷی از مثالͬ ۱۲

باشد. (𝑧 − ۱)(𝑧 − ۵)۲
باشند. 𝑧(𝑧 − ۱)۲(𝑧 − ۳) با برابر دو هر آن، مینیمال و مشخصه چندجملە ای های که دهید ارائه 𝐂۴ روی عملͽر ͷی از مثالͬ ۱۳

با برابر آن مینیمال چندجملە ای و باشد 𝑧(𝑧 − ۱)۲(𝑧 − ۳) با برابر آن مشخصۀ چندجملە ای  که دهید ارائه 𝐂۴ روی عملͽر ͷی از مثالͬ ۱۴
باشد. 𝑧(𝑧 − ۱)(𝑧 − ۳)

چندجملە ای و مشخصه چندجملە ای است. شده تعریف 𝑇 (𝑧۱, 𝑧۲, 𝑧۳, 𝑧۴) = (۰, 𝑧۱, 𝑧۲, 𝑧۳)توسط که 𝐂۴است روی عملͽر 𝑇 کنید فرض ۱۵
کنید. پیدا را 𝑇 مینیمال

توسط که است 𝐂۶ روی عملͽر 𝑇 کنید فرض ۱۶

𝑇 (𝑧۱, 𝑧۲, 𝑧۳, 𝑧۴, 𝑧۵, 𝑧۶) = (۰, 𝑧۱, 𝑧۲, ۰, 𝑧۴, ۰)

کنید. پیدا را 𝑇 مینیمال چندجملە ای و مشخصه چندجملە ای است. شده تعریف
آن در که است، 𝑃 مشخصۀ چندجملە ای ،𝑧𝑚(𝑧 − ۱)𝑛 کنید ثابت .𝑃 ۲ = 𝑃 که است طوری 𝑃 ∈ ℒ(𝑉 ) و 𝐅 = 𝐂 کنید فرض ۱۷

.𝑛 = ⅾiⅿ range𝑃 و 𝑚 = ⅾiⅿ nuⅼⅼ𝑃
هستند. برابر هم با زیر عدد چهار چرا دهید توضیح است. 𝑇 مقدارویژۀ ͷی 𝜆 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۱۸

.𝑇 مینیمال چندجملە ای تجزیۀ در 𝑧 − 𝜆 نمای (ا)
.(𝑇 − 𝜆𝐼)𝑚|𝐺(𝜆,𝑇) = ۰ که بە طوری ،𝑚 مثبت صحیح عدد کوچͷ ترین (ب)

که بە طوری ،𝑚 مثبت صحیح عدد کوچͷ ترین (ج)

nuⅼⅼ(𝑇 − 𝜆𝐼)𝑚 = nuⅼⅼ(𝑇 − 𝜆𝐼)𝑚+۱.

که بە طوری ،𝑚 مثبت صحیح عدد کوچͷ ترین (د)

range(𝑇 − 𝜆𝐼)𝑚 = range(𝑇 − 𝜆𝐼)𝑚+۱.

است. ۱ قدرمطلق دارای 𝑆 مشخصۀ چندجملە ای ثابت جملۀ کنید ثابت است. یͺانͬ عملͽر ͷی 𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ) و 𝐅 = 𝐂 کنید فرض ۱۹
که بە طوری هستند، 𝑉 غیرصفر زیرفضاهای 𝑉۱,… , 𝑉𝑚 و 𝐅 = 𝐂 که کنید فرض ۲۰

𝑉 = 𝑉۱ ⊕⋯⊕ 𝑉𝑚.

ثابت باشد. 𝑇 |𝑉𝑘
مشخصۀ چندجملە ای نشان دهندۀ 𝑝𝑘 کنید فرض ،𝑘 هر برای ͬ باشد. م ناوردا 𝑇 تحت 𝑉𝑘 هر و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض

است. 𝑝۱ ⋯𝑝𝑚 با برابر 𝑇 مشخصۀ چندجملە ای کنید

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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𝑇 ∈ کنید ثابت است. 𝑝 از چندجملە ای مضرب ͷی 𝑞 و هستند یͺسان صفرهای با یͺین چندجملە ای های 𝑝, 𝑞 ∈ 𝒫(𝐂) کنید فرض ۲۱
ͬ باشد. م 𝑇 مینیمال چندجملە ای 𝑝 و است 𝑇 مشخصۀ چندجملە ای 𝑞 که بە طوری دارد، وجود ℒ(𝐂ⅾeg 𝑞)

ͬ باشد. م عملͽری مشخصۀ چندجملە ای یͺین، چندجملە ای هر که است معنͬ این به تمرین این

هستند زیر بە شͺل بلوکͬ قطری ماتریس های 𝐵 و 𝐴 کنید فرض ۲۲

𝐴 = ⎛⎜⎜
⎝

𝐴۱ ۰
⋱

۰ 𝐴𝑚

⎞⎟⎟
⎠

, 𝐵 = ⎛⎜⎜
⎝

𝐵۱ ۰
⋱

۰ 𝐵𝑚

⎞⎟⎟
⎠

,

زیر بە شͺل بلوکͬ قطری ماتریس ͷی 𝐴𝐵 دهید نشان هستند. هم اندازه مربعͬ ماتریس های ،𝑘 = ۱,… ,𝑚 هر برای 𝐵𝑘 و 𝐴𝑘 آن ها در که
است:

𝐴𝐵 = ⎛⎜⎜
⎝

𝐴۱𝐵۱ ۰
⋱

۰ 𝐴𝑚𝐵𝑚

⎞⎟⎟
⎠

.

.𝜆 ∈ 𝐂 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) ،𝐅 = 𝐑 کنید فرض ۲۳
.𝑢 − 𝑖𝑣 ∈ 𝐺(𝜆, 𝑇𝐂) اگر تنها و اگر ،𝑢 + 𝑖𝑣 ∈ 𝐺(𝜆, 𝑇𝐂) دهید نشان (ا)

.𝑇𝐂 مقدارویژۀ ͷی بە عنوان 𝜆 چندگانگͬ با است برابر ،𝑇𝐂 مقدارویژۀ ͷی بە عنوان 𝜆 چندگانگͬ دهید نشان (ب)
𝑇𝐂 آن گاه باشد، فرد عدد ͷی ⅾiⅿ𝑉 اگر دهید نشان تا کنید استفاده (۲۵ .۸) ͬ ها چندگانگ حاصل جمع دربارۀ نتیجه و (ب) بند از (ج)

است. حقیقͬ مقدارویژۀ ͷی دارای
عدد ͷی ⅾiⅿ𝑉 اگر دهید نشان تا کنید استفاده (۱ −۵ بخش از ۱۷ (تمرین 𝑇𝐂 حقیقͬ ویژۀ مقدارهای دربارۀ نتیجه و (ج) بند از (ه)

.(۳۴ .۵ برای جایͽزین اثبات ͷی ارائۀ (بنابراین، است مقدارویژه ͷی دارای 𝑇 آن گاه باشد، فرد
ببینید. 𝑇𝐂 مختلط سازی تعریف برای را ۲ −۳ بخش از ۳۳ تمرین

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



مختلط برداری فضاهای روی عملͽرها ۸ ۲۷۰

تعمیم یافته فضای ویژۀ تجزیۀ پیامدهای ۳ −۸

عملͽرها دوم ریشۀ

بە طوری است، 𝑅 ∈ ℒ(𝑉 ) عملͽر ͷی ،𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) عملͽر ͷی دوم ریشۀ ͷی که آورید یاد به

نیست این طور ولͬ است، دوم ریشۀ ͷی دارای مختلط عدد هر ببینید). را ۳۶ .۷) 𝑅۲ = 𝑇 که

روی عملͽر مثال، برای باشد. دوم ریشۀ دارای مختلط برداری فضای ͷی روی عملͽر هر که

چنان که نیست، دوم ریشۀ دارای ͬ شود، م تعریف 𝑇 (𝑧۱, 𝑧۲, 𝑧۳) = (𝑧۲, 𝑧۳, ۰) توسط که 𝐂۳

نیست، اتفاقͬ عملͽر، آن نبودن وارون پذیر دهید. نشان که ͬ شود م خواسته شما از ۱ تمرین در

هر بعلاوۀ همانͬ عملͽر که ͬ کنیم م آغاز مطلب این دادن نشان با دید. خواهیم بە زودی چنان که

است. دوم ریشۀ دارای پوچ توان، عملͽر

است دوم ریشۀ ͷی داری پوچ توان، بعلاوۀ همانͬ ۳۹ .۸

است. دوم ریشۀ ͷی دارای 𝐼 + 𝑇 آن گاه است. پوچ توان 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض

بͽیرید: نظر در را
√
۱+ 𝑥 تابع برای تیلور سری اثبات

√
۱+ 𝑥 = ۱+ 𝑎۱𝑥 + 𝑎۲𝑥۲ +⋯ . (۴۰ .۸)

نامتناهͬ حاصل جمع هم گرایی نگران یا نداریم، را ضرایب برای صریحͬ فرمول یافتن قصد

ͬ کنیم. م استفاده انگیزه بە عنوان تنها معادله این از زیرا نیستیم،

کنیم. جایͽزین 𝐼 با را ۱ و 𝑇 با را 𝑥 کنید فرض ۴۰ .۸ در .𝑇𝑚 = ۰ داریم 𝑚 مثبت صحیح عدد از مقداری برای است، پوچ توان 𝑇 چون

حدس بنابراین .(𝑇 𝑘 = ۰ داریم 𝑘 ≥ 𝑚 هر برای (زیرا ͬ شود م تبدیل متناهͬ حاصل جمع ͷی به راست، سمت در نامتناهͬ حاصل جمع آن گاه

باشد: داشته وجود زیر بە شͺل 𝐼 + 𝑇 از دوم ریشۀ ͷی که ͬ زنیم م

𝐼 + 𝑎۱𝑇 + 𝑎۲𝑇 ۲ +⋯+ 𝑎𝑚−۱𝑇𝑚−۱.

اکنون شود. 𝐼 + 𝑇 با برابر بالا عملͽر مربع که کنیم انتخاب چنان را 𝑎۱, 𝑎۲,… , 𝑎𝑚−۱ ضرایب ͬ کوشیم م حدس، این طرح پس از

(𝐼 + 𝑎۱𝑇 + 𝑎۲𝑇 ۲ + 𝑎۳𝑇 ۳ +⋯+ 𝑎𝑚−۱𝑇𝑚−۱)۲ = 𝐼 + ۲𝑎۱𝑇 + (۲𝑎۲ + 𝑎۱۲)𝑇 ۲ + (۲𝑎۳ + ۲𝑎۱𝑎۲) 𝑇 ۳ +⋯

+ (۲𝑎𝑚−۱ + 𝑎۱,… , 𝑎𝑚−۲ شامل (جملات 𝑇𝑚−۱.

را 𝑎۲ سپس .(𝑎۱ = ۱/۲ (پس ۲𝑎۱ = ۱ که ͬ کنیم م انتخاب طوری را 𝑎۱ ازاین رو باشد. 𝐼 + 𝑇 با برابر بالا معادلۀ راست سمت ͬ خواهیم م

بالا معادلۀ راست سمت در 𝑇 ۳ ضریب که ͬ کنیم م انتخاب طوری را 𝑎۳ آن گاه .(𝑎۲ = −۱/۸ (پس ۲𝑎۲ + 𝑎۱۲ = ۰ که ͬ کنیم م انتخاب طوری

ضریب که ͬ کنیم م تعیین چنان را 𝑎𝑘 مرحله، هر در و ͬ دهیم م ادامه 𝑘 = ۴,… ,𝑚− ۱ هر برای را روند این .(𝑎۳ = ۱/۱۶ (پس شود ۰ با برابر

ͷی دست کم که بدانیم است لازم تنها ͬ دهیم. نم اهمیت 𝑎𝑘ها ضرایب صریح فرمول به واقع، در شود. ۰ با برابر بالا معادلۀ راست طرف در 𝑇 𝑘

■ ͬ دهد. م دست به 𝐼 + 𝑇 برای دوم ریشۀ ͷی 𝑎𝑘ها، از مجموعە مقدار

که است معنͬ این به بالا فرمول ،𝑎۱ = ۱
۲ چون

است،
√
۱+ 𝑥 برای خوب تقریب ͷی ۱+ 𝑥

۲
ͬ باشد. م ͷکوچ 𝑥 زمانͬ که

روی تنها زیر نتیجۀ بااین حال است. معتبر مختلط و حقیقͬ برداری فضاهای روی قبل لم

حقیقͬ برداری فضای روی −۱ ضرب در عملͽر مثال، برای است. برقرار مختلط برداری فضاهای

ندارد. دوم ریشۀ ،𝐑 یͷ بعدی

نشان برای است. 𝐂 در دوم ریشۀ ͷی دارای 𝑧 ∈ 𝐂 هر که بدانیم است لازم زیر، اثبات برای

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



تعمیم یافته فضای ویژۀ تجزیۀ پیامدهای ۳ −۸۲۷۱

ͬ نویسیم م مطلب، این دادن

𝑧 = 𝑟(ⅽos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃),

محور با پارە خط آن زاویۀ ،𝜃 و است 𝑧 تا مبدأ از مختلط صفحۀ در پارە خطͬ طول ،𝑟 آن در که

آن گاه است. مثبت افقͬ

√𝑟( ⅽos 𝜃
۲ + 𝑖 sin 𝜃

۲)

برابر 𝑧 با بالا مختلط عدد مربع اینکه دادن نشان با ͬ توانید م خود چنان که است، 𝑧 دوم ریشۀ ͷی

کنید. بررسͬ است،

قطبی. مختصات با مختلط عدد ͷی نمایش

هستند دوم ریشە های دارای وارون پذیر عملͽرهای ،𝐂 روی ۴۱ .۸

است. دوم ریشۀ ͷی دارای 𝑇 آن گاه است. وارون پذیر 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و است مختلط برداری فضای ͷی 𝑉 کنید فرض

بە طوری دارد، وجود 𝑇𝑘 ∈ ℒ(𝐺(𝜆𝑘, 𝑇 )) پوچ توان عملͽر ͷی ،𝑘 هر برای هستند. 𝑇 متمایز ویژۀ مقدارهای 𝜆۱,… , 𝜆𝑚 کنید فرض اثبات

ͬ توان م 𝑘 هر برای بنابراین و نیستند ۰ با برابر 𝜆𝑘ها از ͷهیچ ی است، وارون پذیر 𝑇 چون ببینید]. را [۸. ۲۲(ب) 𝑇 |𝐺(𝜆𝑘,𝑇 ) = 𝜆𝑘𝐼 + 𝑇𝑘 که

نوشت

𝑇 |𝐺(𝜆𝑘,𝑇 ) = 𝜆𝑘 (𝐼 + 𝑇𝑘
𝜆𝑘

) .

دوم ریشۀ ͷی در 𝜆𝑘 مختلط عدد دوم ریشۀ ͷی ضرب با .(۳۹ .۸ (طبق است دوم ریشۀ ͷی دارای 𝐼 + 𝑇𝑘/𝜆𝑘 است، پوچ توان 𝑇𝑘/𝜆𝑘 چون

ͬ آوریم. م دست به را 𝑇 |𝐺(𝜆𝑘,𝑇 ) از 𝑅𝑘 دوم ریشۀ ͷی ،𝐼 + 𝑇𝑘/𝜆𝑘

بە صورت یͺتا بە شͺل ͬ توان م را 𝑣 ∈ 𝑉 عادی بردار ͷی ،(۲۲ .۸) تعمیم یافته ویژۀ فضای تجزیۀ طبق

𝑣 = 𝑢۱ +⋯+ 𝑢𝑚

توسط را 𝑅 ∈ ℒ(𝑉 ) عملͽر ͷی تجزیه، این از استفاده با دارد. قرار 𝐺(𝜆𝑘, 𝑇 ) در 𝑢𝑘 هر آن، در که نوشت

𝑅𝑣 = 𝑅۱𝑢۱ +⋯+𝑅𝑚𝑢𝑚

■ کنید. کامل را اثبات و است 𝑇 دوم ریشۀ ͷی ،𝑅 عملͽر این که کنید بررسͬ باید شما ͬ کنیم. م تعریف

مختلط برداری فضای ͷی 𝑉 اگر کنید ثابت بتوانید باید زیربخش، این تکنیͷ های از تقلید با

ریشۀ ͷی دارای ،𝑘 مثبت صحیح عدد هر برای 𝑇 آن گاه باشد، وارون پذیر 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و باشد

است. 𝑘ام

ژوردان فرم

𝑉 از پایه ͷی ،𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) هر برای آن گاه باشد، مختلط برداری فضای ͷی 𝑉 اگر که ͬ دانیم م

این در ببینید). را ۳۷ .۸) است زیبا بالامثلثͬ ماتریس ͷی دارای 𝑇 آن به نسبت که دارد وجود

به نسبت که دارد وجود 𝑉 از پایه ͷکنیم–ی عمل بهتر ͬ توانیم م حتͬ که دید خواهیم زیربخش

قطر. بالای بلافاصله خط و قطر روی احتمالا بە جز است، ۰ شامل همە جا 𝑇 ماتریس آن

ͬ کنیم. م شروع پوچ توان عملͽرهای از مثال دو به نگاهͬ با

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



مختلط برداری فضاهای روی عملͽرها ۸ ۲۷۲

زیبا ماتریس با پوچ توان عملͽر مثال: ۴۲ .۸

توسط که باشد 𝐂۴ روی عملͽر 𝑇 کنید فرض

𝑇 (𝑧۱, 𝑧۲, 𝑧۳, 𝑧۴) = (۰, 𝑧۱, 𝑧۲, 𝑧۳)

آن گاه ،𝑣= (۱, ۰, ۰, ۰) اگر است. پوچ توان 𝑇 بنابراین 𝑇؛ ۴ = ۰ آن گاه است. شده تعریف
است: زیر بە شͺل پایه این به نسبت 𝑇 ماتریس است. 𝐂۴ پایۀ ͷی 𝑣 ،𝑇𝑣 ،𝑇 ۲𝑣 ،𝑇 ۳𝑣

⎛⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

۰ ۱ ۰ ۰
۰ ۰ ۱ ۰
۰ ۰ ۰ ۱
۰ ۰ ۰ ۰

⎞⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

است. بالا مثال به نسبت پیچیدە تری رفتار دارای پوچ توان، عملͽر ͷی از بعدی مثال

پیچیدە تر اندکͬ ماتریس با پوچ توان عملͽر مثال: ۴۳ .۸

توسط که باشد 𝐂۶ روی عملͽر 𝑇 کنید فرض

𝑇 (𝑧۱, 𝑧۲, 𝑧۳, 𝑧۴, 𝑧۵, 𝑧۶) = (۰, 𝑧۱, 𝑧۲, ۰, 𝑧۴, ۰)

زیبای رفتار برخلاف است. پوچ توان 𝑇 بنابراین 𝑇؛ ۳ = ۰ آن گاه است. شده تعریف
که بە طوری ،𝑣 ∈ 𝐂۶ بردار ͷی پوچ توان، عملͽر این برای قبلͬ، مثال پوچ توان عملͽر
دهیم قرار اگر بااین حال ندارد. وجود باشد، 𝐂۶ پایۀ ͷی 𝑣 ،𝑇𝑣 ،𝑇 ۲𝑣 ،𝑇 ۳𝑣 ،𝑇 ۴𝑣 ،𝑇 ۵𝑣
آن گاه ،𝑣۳ = (۰, ۰, ۰, ۰, ۰, ۱) و 𝑣۲ = (۰, ۰, ۰, ۱, ۰, ۰) ،𝑣۱ = (۱, ۰, ۰, ۰, ۰, ۰)
بە شͺل پایه این به نسبت 𝑇 ماتریس است. 𝐂۶ پایۀ ͷی 𝑣۳ ،𝑣۲ ،𝑇𝑣۲ ،𝑣۱ ،𝑇𝑣۱ ،𝑇 ۲𝑣۱

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

⎛⎜⎜
⎝

۰ ۱ ۰
۰ ۰ ۱
۰ ۰ ۰

⎞⎟⎟
⎠

۰ ۰
۰ ۰
۰ ۰

۰
۰
۰

۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰

( ۰ ۱
۰ ۰

) ۰
۰

۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ( ۰ )

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

ͬ توان م که دهیم نشان تا شدە اند بلوکͬ جداسازی داخلͬ ماتریس های اینجا، در است.
۱ها با ۳ در ۳ بلوک ͷی از متشͺل بلوکͬ قطری ماتریس بە عنوان را بالا ۶ در ۶ ماتریس
سایر در ۰ها و قطر بالای ۱ با ۲ در ۲ بلوک ͷی جاها، سایر در ۰ها و قطر بالای خط روی

گرفت. نظر در ،۰ حاوی ۱ در ۱ بلوک ͷی و جاها

عملͽر با مشابه رفتاری ،𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) پوچ توان عملͽر هر دهیم نشان که است این بعدی هدف

دارد، وجود 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 ∈ 𝑉 بردارهای از متناهͬ گردایە ای مشخص، بە طور دارد. قبلͬ مثال

تغییر 𝑛 تا ۱ از 𝑘 چنان که ،𝑇 𝑗𝑣𝑘 بە شͺل بردارهای شامل دارد، وجود 𝑉 از پایە ای بە طوری که

بە طوری ͬ کند، م تغییر 𝑚𝑘 نامنفͬ صحیح عدد بزرگ ترین تا ۰ از عکس) (با ترتیب 𝑗 و ͬ کند م

دقیق تر، بە طور است. قبلͬ مثال ماتریس مانند 𝑇 ماتریس پایه، این به نسبت .𝑇𝑚𝑘𝑣𝑘 ≠ ۰ که

مربعͬ ماتریس ͷی بلوک، هر که است بلوکͬ قطری ماتریس دارای پایه این به نسبت 𝑇 ماتریس

است. ۰ همە جا قطر، بالای خط روی درایە های بە جز که است

بالای بلافاصله خط ͬ شود، م پر 𝜆𝑘 یعنͬ 𝑇 از مقدارویژە ای با 𝐴𝑘 هر قطر بعدی، تعریف در

مقدارویژۀ ͷی ،𝜆𝑘 هر چرا اینکه فهم (برای هستند ۰ همه درایە ها سایر و ͬ شود م پر ۱ها از قطر،

ͷی است ممͺن 𝐴𝑘 همچنین، باشند. متمایز 𝜆𝑘ها ندارد لزومͬ ببینید). را ۴۱ .۵ است، 𝑇
باشد، ۰ با برابر 𝜆𝑘 هر اگر است. 𝑇 مقدارویژۀ ͷی شامل تنها که باشد (𝜆𝑘) ۱ در ۱ ماتریس

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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داشته یاد (به ͬ گیرد م بر در شد، توصیف بالا پاراگراف در که را رفتاری همان بعدی تعریف آن گاه

است). 𝑇 مقدارویژۀ تنها ۰ آن گاه باشد، پوچ توان 𝑇 اگر که باشید

ژوردان پایۀ تعریف: ۴۴ .۸

به نسبت اگر ͬ نامند، م 𝑇 برای ژوردان پایۀ ͷی را، 𝑉 از پایه ͷی .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض
بلوکͬ قطری ماتریس ͷی دارای 𝑇 پایه، این

⎛⎜⎜
⎝

𝐴۱ ۰
⋱

۰ 𝐴𝑝

⎞⎟⎟
⎠

است: زیر بە شͺل بالامثلثͬ ماتریس ͷی ،𝐴𝑘 هر آن در که باشد

𝐴𝑘 =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝜆𝑘 ۱ ۰
⋱ ⋱

⋱ ۱
۰ 𝜆𝑘

⎞⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

پایۀ ͷی دارای متناهͬ، بعد با مختلط برداری فضای ͷی بر عملͽر هر اینکه اثبات کار بیشتر

حالت این ͬ شود. م انجام پوچ توان عملͽرهای برای زیر خاص̞ حالت اثبات در است، ژوردان

است. برقرار نیز حقیقͬ برداری فضاهای روی بلͺه مختلط، برداری فضاهای روی نە تنها خاص

است ژوردان پایۀ ͷی دارای پوچ توان عملͽر هر ۴۵ .۸

است. 𝑇 برای ژوردان پایۀ ͷی داردکه وجود 𝑉 از پایە ای آن گاه است. پوچ توان 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض

در (چون است برقرار نظر مورد نتیجۀ ،ⅾiⅿ𝑉 = ۱ اگر که کنید توجه شروع، برای ͬ کنیم. م ثابت ⅾiⅿ𝑉 روی استقرا با را نتیجه این اثبات

بعد با برداری فضاهای همۀ روی نظر مورد نتیجۀ اینکه و ⅾiⅿ𝑉 > ۱ که کنید فرض اکنون است). ۰ عملͽر پوچ توان، عملͽر تنها حالت، آن

است. برقرار کوچͷ تر

قرار .𝑇𝑚−۱𝑢 ≠ ۰ که بە طوری ،𝑢 ∈ 𝑉 دارد وجود بنابراین .𝑇𝑚 = ۰ که بە طوری باشد، مثبت صحیح عدد کوچͷ ترین 𝑚 کنیم فرض

دهید

𝑈 = span(𝑢, 𝑇𝑢,… , 𝑇𝑚−۱𝑢) .

ͷی عکس، ترتیب با لیست این نوشتن با آن گاه ،𝑈 = 𝑉 اگر ببینید). را ۱ −۸ بخش از ۲ (تمرین است خطͬ مستقل 𝑢, 𝑇𝑢,… , 𝑇𝑚−۱𝑢 لیست

.𝑈 ≠ 𝑉 که کرد فرض ͬ توان م ازاین رو ͬ رسد. م پایان به اثبات و ͬ شود م حاصل 𝑇 برای ژوردان پایۀ

اثبات استراتژی است. 𝑇 |𝑈 برای ژوردان پایۀ ͷی که دارد وجود 𝑈 از پایه ͷی استقرا، فرض طبق ͬ باشد. م ناوردا 𝑇 تحت 𝑈 که کنید توجه

پایه ͷی استقرا، فرض طبق مجددا .𝑉 = 𝑈 ⊕ 𝑊 و باشد ناوردا 𝑇 تحت نیز 𝑊 که بە طوری کنیم، پیدا 𝑉 از 𝑊 زیرفضای ͷی که است این

ژوردان پایۀ ͷی ،𝑇 |𝑊 و 𝑇 |𝑈 برای ژوردان پایە های دادن قرار هم کنار با بود. خواهد 𝑇 |𝑊 برای ژوردان پایۀ ͷی که داشت خواهد وجود 𝑊 از

داشت. خواهیم 𝑇 برای

دهید قرار .𝜑(𝑇𝑚−۱𝑢) ≠ ۰ که باشد طوری 𝜑 ∈ 𝑉 ′ کنید فرض

𝑊 = {𝑣 ∈ 𝑉 ∶ 𝜑(𝑇 𝑘𝑣) = ۰ 𝑘 = ۰,… ,𝑚 − ۱ هر .{برای

داریم 𝑘 = ۰,… ,𝑚 − ۱ برای آن گاه 𝑣 ∈ 𝑊 اگر چون است، یرقرار (ناوردایی ͬ باشد م ناوردا 𝑇 تحت که است 𝑉 زیرفضای ͷی 𝑊 آ ن گاه

قبلͬ، پاراگراف طبق تا ،𝑉 = 𝑈 ⊕ 𝑊 که ͬ دهیم م نشان .(𝑇𝑚 = ۰ چون است، برقرار 𝑘 = 𝑚 − ۱ حالت آن، در که ،𝜑(𝑇 𝑘(𝑇 𝑣)) = ۰

شود. کامل اثبات

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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دارند وجود ،𝑣 ∈ 𝑈 چون .𝑣 ≠ ۰ با 𝑣 ∈ 𝑈 ∩ 𝑊 کنید فرض است، مستقیم حاصل جمع ͷی 𝑈 + 𝑊 دهیم نشان اینکه برای

که بە طوری ،𝑐۰,… , 𝑐𝑚−۱ ∈ 𝐅
𝑣 = 𝑐۰𝑢 + 𝑐۱𝑇𝑢 + ⋯+ 𝑐𝑚−۱𝑇𝑚−۱𝑢.

داریم بالا معادلۀ طرف دو به 𝑇𝑚−𝑗−۱ اعمال با .𝑐𝑗 ≠ ۰ که بە طوری باشد، اندیس کوچͷ ترین 𝑗 کنید فرض

𝑇𝑚−𝑗−۱𝑣 = 𝑐𝑗𝑇𝑚−۱𝑢,

داریم بالا معادلۀ طرف دو به 𝜑 اعمال با اکنون کردە ایم. استفاده 𝑇𝑚 = ۰ معادلۀ از آن در که

𝜑(𝑇𝑚−𝑗−۱𝑣) = 𝑐𝑗𝜑(𝑇𝑚−۱𝑢) ≠ ۰.

۴۶ .۱) است مستقیم حاصل جمع ͷی 𝑈 +𝑊 یعنͬ این که ،𝑈 ∩𝑊 = {۰} که کردە ایم ثابت نتیجه در .𝑣 ∉ 𝑊 که ͬ دهد م نشان بالا معادلۀ

ببینید). را

توسط را 𝑆 ∶ 𝑉 → 𝐅𝑚 خطͬ نگاشت ،𝑈 ⊕𝑊 = 𝑉 اینکه دادن نشان برای

𝑆𝑣 = (𝜑(𝑣), 𝜑(𝑇𝑣),… , 𝜑(𝑇𝑚−۱𝑣))

ازاین رو .nuⅼⅼ𝑆 = 𝑊 بنابراین ͬ کنیم. م تعریف

ⅾiⅿ𝑊 = ⅾiⅿ nuⅼⅼ𝑆 = ⅾiⅿ𝑉 − ⅾiⅿ range𝑆 ≥ ⅾiⅿ𝑉 −𝑚,

داریم بالا نامساوی از استفاده با .(۲۱ .۳) ͬ شود م نتیجه خطͬ نگاشت های اساسͬ قضیۀ از دوم تساوی آن، در که

ⅾiⅿ(𝑈 ⊕𝑊) = ⅾiⅿ𝑈 + ⅾiⅿ𝑊 ≥ 𝑚+ (ⅾiⅿ𝑉 −𝑚) = ⅾiⅿ𝑉 .

■ ͬ شود. م کامل اثبات و (۳۹ .۲ (طبق 𝑈 ⊕𝑊 = 𝑉 نتیجه در

که عملͽرهایی به را قبلͬ نتیجۀ تا ͬ دهد م اجازه ما به تعمیم یافته ویژۀ فضای تجزیۀ اکنون

برداری فضاهای به پرداختن کار، این انجام لازمۀ دهیم. گسترش نباشند، پوچ توان است ممͺن

است. مختلط

ژوردان کامیل
از اثباتͬ (۱۹۲۲−۱۸۳۸) (Ⅽaⅿiⅼⅼe Jorⅾan)

کرد. منتشر ۱۸۷۰ در را ۴۶ .۸

ژوردان فرم ۴۶ .۸

است. 𝑇 برای ژوردان پایۀ ͷی که دارد وجود 𝑉 از پایه ͷی آن گاه .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و 𝐅 = 𝐂 کنید فرض

که ͬ کند م بیان تعمیم یافته ویژۀ فضای تجزیۀ باشند. 𝑇 متمایز ویژۀ مقدارهای 𝜆۱,… , 𝜆𝑚 کنید فرض اثبات

𝑉 = 𝐺(𝜆۱, 𝑇 ) ⊕ ⋯ ⊕𝐺(𝜆𝑚, 𝑇 ),

ژوردان پایۀ ͷی ،𝐺(𝜆𝑘, 𝑇 ) هر از پایە ای که ͬ کند م ایجاب ۴۵ .۸ بنابراین ببینید). را ۲۲ .۸) است پوچ توان (𝑇 − 𝜆𝑘𝐼)|𝐺(𝜆𝑘,𝑇 ) هر آن در که

■ است. 𝑇 برای ژوردان پایۀ ͷی که آید دست به 𝑉 از پایه ͷی تا دهید قرار هم کنار را پایە ها این باشد. (𝑇 − 𝜆𝑘𝐼)|𝐺(𝜆𝑘,𝑇 ) برای

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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۳ −۸ تمرین های

ندارد. دوم ریشۀ 𝑇 کنید ثابت ͬ شود. م تعریف 𝑇 (𝑧۱, 𝑧۲, 𝑧۳) = (𝑧۲, 𝑧۳, ۰) توسط که است عملͽری 𝑇 ∈ ℒ(𝐂۳) کنید فرض ۱
ͬ کنیم. م تعریف 𝑇 (𝑥۱, 𝑥۲, 𝑥۳, 𝑥۴, 𝑥۵) = (۲𝑥۲, ۳𝑥۳, −𝑥۴, ۴𝑥۵, ۰) توسط را 𝑇 ∈ (𝐅۵) عملͽر ۲

است. پوچ توان 𝑇 دهید نشان (ا)
کنید. پیدا را 𝐼 + 𝑇 دوم ریشۀ ͷی (ب)

است. سوم ریشۀ ͷی دارای ،𝑉 روی وارون پذیر عملͽر هر کنید ثابت است. مختلط برداری فضای ͷی 𝑉 کنید فرض ۳
عدد ͷی ⅾiⅿ𝑉 اگر تنها و اگر است، دوم ریشۀ ͷی دارای 𝑉 روی −𝐼 عملͽر کنید ثابت است. حقیقͬ برداری فضای ͷی 𝑉 کنید فرض ۴

باشد. زوج
پیدا 𝑇 برای ژوردان پایۀ ͷی است. شده تعریف 𝑇 (𝑤, 𝑧) = (−𝑤 − 𝑧, ۹𝑤 + ۵𝑧) توسط که است عملͽری 𝑇 ∈ ℒ(𝐂۲) کنید فرض ۵

کنید.
ͬ شود. م تعریف 𝐷𝑝 = 𝑝′ توسط که باشد 𝒫۴(𝐑) روی 𝐷 مشتق گیری عملͽر برای ژوردان پایۀ ͷی که کنید پیدا را 𝒫۴(𝐑) پایۀ ͷی ۶

است، 𝑧𝑚+۱ با برابر 𝑇 مینیمال چندجملە ای کنید ثابت است. 𝑇 برای ژوردان پایۀ ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 و است پوچ توان 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۷
ͬ شود. م ظاهر 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 به نسبت 𝑇 ماتریس قطر بالای خط روی بلافاصله که است متوالͬ ۱های از رشته بلند ترین طول 𝑚 آن در که

کنید. توصیف پایه این به نسبت را 𝑇 ۲ ماتریس است. 𝑇 برای ژوردان پایۀ ͷی که است 𝑉 پایۀ ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۸
بە طوری دارند، وجود 𝑚۱,… ,𝑚𝑛 غیرمنفͬ صحیح عددهای و 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 ∈ 𝑉 چرا دهید توضیح است. پوچ توان 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۹

ͬ باشند. م برقرار زیر در (ب) و (ا) بند دو هر که
است. 𝑉 پایۀ ͷی 𝑇𝑚۱𝑣۱,… , 𝑇 𝑣۱, 𝑣۱,… , 𝑇𝑚𝑛𝑣𝑛,… , 𝑇 𝑣𝑛, 𝑣𝑛 (ا)

.𝑇𝑚۱+۱𝑣۱ = ⋯ = 𝑇𝑚𝑛+۱𝑣𝑛 = ۰ (ب)
از که 𝑣𝑛,… , 𝑣۱ پایۀ به نسبت را 𝑇 ماتریس است. 𝑇 برای ژوردان پایۀ ͷی که است 𝑉 پایۀ ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۱۰

کنید. توصیف ͬ آید، م دست به 𝑣ها ترتیب کردن معکوس
است. 𝑇 تعمیم یافتۀ بردارویژۀ ͷی ،𝑇 برای ژوردان پایۀ هر در بردار هر چرا دهید توضیح .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۱۱

است قطری ماتریس ͷی ،𝑇 برای ژوردان پایۀ هر به نسبت ℳ(𝑇) دهید نشان است. قطری  پذیر 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۱۲
غیرمنفͬ صحیح عددهای ،𝑚۱,… ,𝑚𝑛 و باشند 𝑉 در بردارهایی ،𝑣۱,… , 𝑣𝑛 اگر کنید ثابت است. پوچ توان 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۱۳

که بە طوری باشند،
𝑇𝑚۱𝑣۱,… , 𝑇 𝑣۱, 𝑣۱,… , 𝑇𝑚𝑛𝑣𝑛,… , 𝑇 𝑣𝑛, 𝑣𝑛

و باشد 𝑉 پایۀ ͷی
𝑇𝑚۱+۱𝑣۱ = ⋯ = 𝑇𝑚𝑛+۱𝑣𝑛 = ۰,

است. nuⅼⅼ𝑇 پایۀ ͷی 𝑇𝑚۱𝑣۱,… , 𝑇𝑚𝑛𝑣𝑛 آن گاه

ژوردان پایۀ به نه و دارد بستگͬ 𝑇 به تنها ͬ شود، م ظاهر بالا در که 𝑛 مثبت صحیح عدد بنابراین .𝑛 = ⅾiⅿ nuⅼⅼ𝑇 که ͬ دهد م نشان تمرین این
است. شده انتخاب 𝑇 برای که خاصͬ

ندارد، وجود 𝑇 تحت ناوردا غیرصفر زیرفضای دو به 𝑉 از مستقیم حاصل جمع تجزیۀ ͷی کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و 𝐅 = 𝐂 کنید فرض ۱۴
باشد. (𝑧 − 𝜆)ⅾiⅿ𝑉 بە شͺل 𝜆 ∈ 𝐂 از مقداری برای 𝑇 مینیمال چندجملە ای اگر تنها و اگر

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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عملͽرها و ماتریس ها بین ارتباط اثر: ۴ −۸

خاصیت های از تعدادی توسعۀ پس از ͬ کنیم. م آغاز مربعͬ ماتریس ͷی اثر تعریف با را بخش این

ͬ کنیم. م استفاده عملͽر ͷی اثر تعریف برای مفهوم این از مربعͬ، ماتریس ͷی اثر

ماتریس ͷی اثر تعریف: ۴۷ .۸

ͬ شود، م داده نشان tr𝐴 با که 𝐴 اثر باشد. 𝐅 در درایە ها با مربعͬ ماتریس ͷی 𝐴 کنید فرض
ͬ شود. م تعریف 𝐴 قطر روی درایە های حاصل جمع بە صورت

۳ در ۳ ماتریس ͷی اثر مثال: ۴۸ .۸

کنید فرض

𝐴 = ⎛⎜⎜
⎝

۳ −۱ −۲
۵ ۲ −۳
۱ ۶ ۰

⎞⎟⎟
⎠

.

بنابراین هستند. ۰ و ۲ ،۳ شدە اند، داده نشان قرمز رنگ به بالا در که 𝐴 قطری درایە های
.tr𝐴 = ۳+ ۲+ ۰ = ۵

ماتریسͬ، ضرب ترتیب که ͬ دهد م نشان بعدی نتیجۀ ولͬ نیست، جابە جایی ماتریسͬ، ضرب

ندارد. اثر روی تأثیری

ͬ باشد م 𝐵𝐴 اثر با برابر ،𝐴𝐵 اثر ۴۹ .۸

آن گاه باشد. 𝑚 در 𝑛 ماتریس ͷی 𝐵 و 𝑛 در 𝑚 ماتریس ͷی 𝐴 کنید فرض

tr(𝐴𝐵) = tr(𝐵𝐴).

کنید فرض اثبات

𝐴 = ⎛⎜⎜
⎝

𝐴۱,۱ ⋯ 𝐴۱,𝑛
⋮ ⋮

𝐴𝑚,۱ ⋯ 𝐴𝑚,𝑛

⎞⎟⎟
⎠

, 𝐵 = ⎛⎜⎜
⎝

𝐵۱,۱ ⋯ 𝐵۱,𝑚
⋮ ⋮

𝐵𝑛,۱ ⋯ 𝐵𝑛,𝑚

⎞⎟⎟
⎠

.

نتیجه در .∑𝑛
𝑘=۱ 𝐴𝑗,𝑘𝐵𝑘,𝑗 با است برابر 𝐴𝐵 در 𝑚 در 𝑚 ماتریس قطر روی 𝑗ام جملۀ

tr(𝐴𝐵) =
𝑚
∑
𝚥=۱

𝑛
∑
𝑘=۱

𝐴𝑗,𝑘𝐵𝑘,𝑗

=
𝑛

∑
𝑘=۱

𝑚
∑
𝚥=۱

𝐵𝑘,𝑗𝐴𝑗,𝑘

=
𝑛

∑
𝑘=۱

(𝐵𝐴 در 𝑛 در 𝑛 ماتریس قطر روی 𝑘ام (جملۀ

= tr(𝐵𝐴),

■ ͬ باشد. م مطلوب چنان که

𝑉 از پایە ای به نسبت 𝑇 ماتریس اثر بە صورت را 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) عملͽر ͷی اثر ͬ خواهیم م

را امر این بعدی نتیجۀ باشد. پایه انتخاب به وابسته نباید تعریف این بااین حال، کنیم. تعریف

ͬ سازد. م ممͺن

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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ندارد بستگͬ پایه به عملͽر، ماتریس اثر ۵۰ .۸

آن گاه باشند. 𝑉 پایە های ،𝑣۱,… , 𝑣𝑛 و 𝑢۱,… , 𝑢𝑛 کنید فرض .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض

trℳ(𝑇 , (𝑢۱,… , 𝑢𝑛)) = trℳ(𝑇 , (𝑣۱,… , 𝑣𝑛)) .

وارون پذیر 𝑛 در 𝑛 ماتریس ͷی که ͬ کند م بیان پایه تغییر فرمول .𝐵 = ℳ(𝑇 , (𝑣۱,… , 𝑣𝑛)) و 𝐴 = ℳ(𝑇 , (𝑢۱,… , 𝑢𝑛)) دهید قرار اثبات

بنابراین ببینید). را ۸۴ .۳) 𝐴 = 𝐶−۱𝐵𝐶 که بە طوری دارد، وجود 𝐶

tr𝐴 = tr ((𝐶−۱𝐵)𝐶)

= tr(𝐶(𝐶−۱𝐵))

= tr((𝐶𝐶−۱)𝐵)

= tr𝐵,

■ ͬ شود. م نتیجه ۴۹ .۸ از دوم خط آن، در که

ͬ شود. م معنادار اکنون زیر تعریف ،۵۰ .۸ بە دلیل

عملͽر ͷی اثر تعریف: ۵۱ .۸

بە صورت ͬ شود، م نشان داده tr𝑇 با که 𝑇 اثر .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض

tr𝑇 = trℳ(𝑇 , (𝑣۱,… , 𝑣𝑛))

است. 𝑉 از پایە ای هر ،𝑣۱,… , 𝑣𝑛 آن در که ͬ شود م تعریف

را 𝜆 چندگانگͬ که آورید یاد به باشد. 𝑇 مقدارویژۀ ͷی 𝜆 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض

که کردیم ثابت ببینید)؛ را ۲۳ .۸) کردیم تعریف 𝐺(𝜆, 𝑇 ) تعمیم یافتۀ ویژۀ فضای بعد بە عنوان

که آورید یاد به نیز ببینید). را ۲۰ .۸) است ⅾiⅿ nuⅼⅼ(𝑇 − 𝜆𝐼)ⅾiⅿ𝑉 با برابر چندگانگͬ این

𝑇 ویژۀ مقدارهای همۀ ͬ های چندگانگ حاصل جمع آن گاه باشد، مختلط برداری فضای ͷی 𝑉 اگر

ببینید). را ۲۵ .۸) است ⅾiⅿ𝑉 با برابر

منظور آن چندگانگͬ به تعداد که مقدارویژه هر «با ویژه، مقدارهای حاصل جمع زیر، نتیجۀ در

ͬ های چندگانگ با 𝑇 متمایز ویژۀ مقدارهای ،𝜆۱,… , 𝜆𝑚 اگر که است معنͬ این به ͬ شود» م

است: زیر بە صورت حاصل جمع آن گاه باشند، 𝑑۱,… , 𝑑𝑚

𝑑۱𝜆۱ +⋯+ 𝑑𝑚𝜆𝑚.

هر با کنید، کار نیستند، متمایز که لزوما ویژۀ مقدارهای از لیست ͷی با ͬ دهید م ترجیح اگر یا

𝜆۱,… , 𝜆𝑛 با ͬ توان م را مقدارهای ویژه آن گاه ͬ شود، م منظور آن چندگانگͬ تعداد به که مقدارویژه

است: زیر بە صورت حاصل جمع و (ⅾiⅿ𝑉 با است برابر 𝑛 آن در (که داد نشان

𝜆۱ +⋯+ 𝜆𝑛.

است مقدارهای ویژه حاصل جمع با برابر اثر مختلط، برداری فضاهای روی ۵۲ .۸

آن چندگانگͬ تعداد به که مقدارویژه هر با ،𝑇 مقدارهای ویژۀ حاصل جمع با است برابر tr𝑇 آن گاه .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و 𝐅 = 𝐂 کنید فرض
ͬ شود. م منظور

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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𝑇 ویژۀ مقدارهای شامل که ماتریس قطری درایە های با است، بالامثلثͬ ماتریس ͷی دارای 𝑇 آن، به نسبت که دارد وجود 𝑉 از پایه ͷی اثبات

امͺان که ۵۰ .۸ بە همراه عملͽر، ͷی اثر تعریف نتیجه، در ببینید. را ۳۷ .۸ است– شده منظور آن چندگانگͬ تعداد به که مقدارویژه هر با و هستند

چندگانگͬ تعداد به که مقدارویژه هر با باشد، 𝑇 مقدارهای ویژۀ حاصل جمع با برابر tr𝑇 که ͬ کند م ایجاب ͬ دهد، م را دل خواه پایۀ ͷی از استفاده

■ ͬ شود. م منظور آن

𝐂۳ روی عملͽر ͷی اثر مثال: ۵۳ .۸

توسط را 𝑇 ∈ ℒ(𝐂۳) کنید فرض

𝑇 (𝑧۱, 𝑧۲, 𝑧۳) = (۳𝑧۱ − 𝑧۲ − ۲𝑧۳, ۳𝑧۱ + ۲𝑧۲ − ۳𝑧۳, 𝑧۱ + ۲𝑧۲)

است: زیر بە صورت 𝐂۳ استاندارد پایۀ به نسبت 𝑇 ماتریس آن گاه ͬ کنیم. م نعریف

⎛⎜⎜
⎝

۳ −۱ −۲
۳ ۲ −۳
۱ ۲ ۰

⎞⎟⎟
⎠

.

.tr𝑇 = ۵ که ͬ کنیم م مشاهده ماتریس، این قطری درایە های زدن جمع با
چنان که ،۱ چندگانگͬ با ͷهری هستند، ۲−۳𝑖 و ۲+۳𝑖 ،۱ عددهای ،𝑇 مقدارهای ویژۀ
چندگانگͬ تعداد به ͷهری که ویژه مقدارهای این حاصل جمع کنید. بررسͬ ͬ توانید م خود
طبق چنان که ͬ باشد، م ۵ با برابر که است ۱ + (۲ + ۳𝑖) + (۲ − ۳𝑖) ͬ شود، م منظور آن

ͬ رفت. م انتظار ۵۲ .۸

و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) ،𝐅 = 𝐂 کنید فرض دارد. مشخصه چندجملە ای با ͬͺنزدی ارتباط اثر،

ͬ شود. م منظور آن چندگانگͬ تعداد به که مقدارویژه هر با باشند، 𝑇 ویژۀ مقدارهای 𝜆۱,… , 𝜆𝑛

با است برابر 𝑇 مشخصۀ چندجملە ای ببینید)، را ۲۶ .۸) تعریف طبق آن گاه

(𝑧 − 𝜆۱)⋯ (𝑧 − 𝜆𝑛).

بنویسیم: زیر بە شͺل را 𝑇 مشخصۀ چندجملە ای ͬ توانیم م بالا، چندجملە ای بسط با

𝑧𝑛 − (𝜆۱ +⋯+ 𝜆𝑛)𝑧𝑛−۱ +⋯+ (−۱)𝑛(𝜆۱ ⋯ 𝜆𝑛).

فرض به الزامͬ که ببینید را ۶۵ .۹ همچنین ͬ شود. م منجر زیر نتیجۀ به بلافاصله بالا، عبارت

ندارد. 𝐅 = 𝐂

مشخصه چندجملە ای و اثر ۵۴ .۸

است. برابر 𝑇 مشخصۀ چندجملە ای در 𝑧𝑛−۱ ضریب منفͬ با tr𝑇 آن گاه .𝑛 = ⅾiⅿ𝑉 دهید قرار .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و 𝐅 = 𝐂 کنید فرض

ͬ دهد. م داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی روی عملͽر ͷی اثر برای زیبایی فرمول بعدی، نتیجۀ

داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی روی اثر ۵۵ .۸

آن گاه است. 𝑉 یͺامتعامد پایۀ ͷی 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) است، داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی 𝑉 کنید فرض

tr𝑇 = ⟨𝑇𝑒۱, 𝑒۱⟩ + ⋯ + ⟨𝑇𝑒𝑛, 𝑒𝑛⟩.

۶. ۳۰(ا) [از ⟨𝑇 𝑒𝑘, 𝑒𝑘⟩ با است برابر ،ℳ(𝑇 , (𝑒۱,… , 𝑒𝑛)) از 𝑘 ستون و 𝑘 سطر داریۀ که ͬ شود م نتیجه مشاهده این از نظر مورد فرمول اثبات

■ کنید]. استفاده 𝑣 = 𝑇𝑒𝑘 با

جبری خاصیت های به ͬ شوند، م تعریف مربعͬ ماتریس های برای اثر که جبری خاصیت های

ͬ شود. م داده نشان بعدی نتیجۀ در چنان که ͬ گردند، م منتقل ͬ شوند، م تعریف عملͽرها برای اثر که

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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ͬ باشد م خطͬ اثر، ۵۶ .۸

داریم 𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) هر برای که بە طوری است، ℒ(𝑉 ) روی خطͬ تابعک ͷی ،tr ∶ ℒ(𝑉 ) → 𝐅 تابع

tr(𝑆𝑇 ) = tr(𝑇𝑆).

.𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض بود. خواهند پایه آن به نسبت اثبات این در عملͽرها ماتریس های همۀ کنید. انتخاب را 𝑉 از پایه ͷی اثبات

آن گاه ،𝜆 ∈ 𝐅 اگر

tr(𝜆𝑇 ) = trℳ(𝜆𝑇) = tr(𝜆ℳ(𝑇)) = 𝜆 trℳ(𝑇) = 𝜆 tr𝑇 ,

ͷی اثر تعریف از سوم تساوی و ͬ شود م حاصل ۳۸ .۳ از دوم تساوی ͬ آیند، م دست به عملͽر ͷی اثر تعریف از آخر و اول تساوی های آن، در که

ͬ شود. م نتیجه مربعͬ ماتریس

همچنین،

tr(𝑆 + 𝑇) = trℳ(𝑆 + 𝑇) = tr(ℳ(𝑆) +ℳ(𝑇)) = trℳ(𝑆) + trℳ(𝑇) = tr𝑆 + tr𝑇 ,

ͷی اثر تعریف از سوم تساوی و ͬ شود م حاصل ۳۵ .۳ از دوم تساوی ͬ آیند، م دست به عملͽر ͷی اثر تعریف از آخر و اول تساوی های آن، در که

است. ℒ(𝑉 ) روی خطͬ تابعک ͷی tr ∶ ℒ(𝑉 ) → 𝐅 که ͬ دهند م نشان بالا پاراگراف دو ͬ شود. م نتیجه مربعͬ ماتریس

بە علاوه،

tr(𝑆𝑇 ) = trℳ(𝑆𝑇) = tr(ℳ(𝑆)ℳ(𝑇)) = tr(ℳ(𝑇 )ℳ(𝑆)) = trℳ(𝑇𝑆) = tr(𝑇𝑆),

■ ͬ شود. م حاصل ۴۹ .۸ از سوم پراهمیت تساوی و ͬ آیند م دست به ۴۳ .۳ از تساوی ها چهارمین و دومین آن، در که

تابعک های میان در را اثر یͺتا، بە شͺل tr 𝐼 = ⅾiⅿ𝑉 و tr(𝑆𝑇 ) = tr(𝑇𝑆) معادلە های

ببینید. را ۱۰ ͬ کنند–تمرین م مشخص ℒ(𝑉 ) روی خطͬ

اثبات ولͬ ͬ گیرد، نم دربر را اثرها بعدی، نتیجۀ حͺم
چنین که هنگامͬ ͬ کند. م استفاده اثرها از آن کوتاه

تعریف ͷی معمولا ͬ آید، م پیش ریاضیات در وضعͬ
است. نهفته پس زمینه در مناسب

بعد با برداری فضاهای در که ͬ شود م بعدی نتیجۀ به منجر tr(𝑆𝑇 ) = tr(𝑇𝑆) معادلۀ

منجر ،𝑉 و 𝑇 ،𝑆 روی اضافͬ فرض های بااین حال، ببینید). را ۱۳ (تمرین نیست برقرار نامتناهͬ

دارد. کوانتم تئوری در مهمͬ کاربردهای که ͬ شود م زیر نتیجۀ از نامتناهͬ بعد با تعمیمͬ به

نیست 𝑇𝑆 و 𝑆𝑇 تفاضل همانͬ، عملͽر ۵۷ .۸

.𝑆𝑇 − 𝑇𝑆 = 𝐼 که بە طوری ندارند، وجود 𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) عملͽرهای

آن گاه .𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض اثبات

tr(𝑆𝑇 − 𝑇𝑆) = tr(𝑆𝑇 ) − tr(𝑇𝑆) = ۰,

هستند، متفاوتͬ اثرهای دارای 𝐼 و 𝑆𝑇 − 𝑇𝑆 چون نیست. ۰ که است، ⅾiⅿ𝑉 با برابر 𝐼 اثر ͬ آیند. م دست به ۵۶ .۸ از تساوی دو هر آن، در که

■ باشند. برابر ͬ توانند نم

۴ −۸ تمرین های

ͬ کنیم. م تعریف 𝑇𝑢 = ⟨𝑢, 𝑣⟩𝑤 بە صورت را 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) عملͽر ͷی .𝑣, 𝑤 ∈ 𝑉 و است داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی 𝑉 کنید فرض ۱
کنید. پیدا tr𝑇 برای فرمولͬ

کنید ثابت ͬ کند. م صدق 𝑃 ۲ = 𝑃 در 𝑃 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۲

tr𝑃 = ⅾiⅿ range𝑃 .

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



مختلط برداری فضاهای روی عملͽرها ۸ ۲۸۰

هستند. صحیح عدد دو هر tr𝑇 موهومͬ و حقیقͬ قسمت کنید ثابت .𝑇 ۵ = 𝑇 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۳
کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و است داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی 𝑉 کنید فرض ۴

tr𝑇 ∗ = tr𝑇 .

.𝑇 = ۰ کنید ثابت .tr𝑇 = ۰ و است مثبت عملͽر ͷی 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض است. داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی 𝑉 کنید فرض ۵
.tr(𝑃𝑄) ≥ ۰ کنید ثابت هستند. قائم تصویرهای 𝑃 ,𝑄 ∈ ℒ(𝑉 ) و است داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی 𝑉 کنید فرض ۶

آن ماتریس که است عملͽری 𝑇 ∈ ℒ(𝐂۳) کنید فرض ۷

⎛⎜⎜
⎝

۵۱ −۱۲ −۲۱
۶۰ −۴۰ −۲۸
۵۷ −۶۸ ۱

⎞⎟⎟
⎠

چیزی، کردن یاداشت یا رایانه ͷی از استفاده بدون هستند. 𝑇 مقدارهای ویژۀ ،۲۴ و −۴۸ که (دقیقا) ͬ گوید م شما به کسͬ ͬ باشد. م
کنید. پیدا را 𝑇 سوم مقدارویژۀ

.tr(𝑆𝑇 ) = (tr𝑆)(tr𝑇 ) آن گاه ،𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) اگر دهید: ارائه نقض مثال ͷی یا کنید، ثابت ۸
.𝑇 = ۰ کنید ثابت .tr(𝑆𝑇 ) = ۰ داریم 𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ) هر برای که است طوری 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۹

داریم 𝜏(𝐼) = ⅾiⅿ𝑉 و 𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) هر برای که بە طوری است، 𝜏 ∶ ℒ(𝑉 ) → 𝐅 خطͬ تابعک تنها اثر، کنید ثابت ۱۰

𝜏(𝑆𝑇 ) = 𝜏(𝑇𝑆).

توسط را 𝑃𝑗,𝑘 ∈ ℒ(𝑉 ) عملͽر ،𝑗, 𝑘 ∈ {۱,… , 𝑛} برای است. 𝑉 پایۀ ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 که کنید فرض راهنمایی:
کنید ثابت کنید. تعریف 𝑃𝑗,𝑘(𝑎۱𝑣۱ +⋯+ 𝑎𝑛𝑣𝑛) = 𝑎𝑘𝑣𝑗

𝜏(𝑃𝑗,𝑘) = {۱ 𝑗 = 𝑘 ,اگر
۰ 𝑗 ≠ 𝑘 .اگر

.𝜏(𝑇 ) = tr𝑇 دهید نشان تا کنید استفاده 𝑇 = ∑𝑛
𝑘=۱ ∑

𝑛
𝚥=۱ ℳ(𝑇)𝑗,𝑘𝑃𝑗,𝑘 معادلۀ از ،𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) برای سپس

𝑓۱,… , 𝑓𝑚 و 𝑉 یͺامتعامد پایۀ ͷی 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 اگر کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) و باشند داخلͬ حاصل ضرب فضاهای ،𝑊 و 𝑉 کنید فرض ۱۱
آن گاه باشد، 𝑊 یͺامتعامد پایۀ ͷی

tr(𝑇 ∗𝑇) =
𝑛

∑
𝑘=۱

𝑚
∑
𝑗=۱

∣⟨𝑇 𝑒𝑘, 𝑓𝑗⟩∣
۲ .

اما دارند، بستگͬ پایە ها به عددها این هستند. 𝑓۱,… , 𝑓𝑚 و 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 یͺامتعامد پایە های به نسبت 𝑇 ماتریس درایە های ،⟨𝑇 𝑒𝑘, 𝑓𝑗⟩ عددهای
اینکه به ماتریس، درایە های قدرمطلق های مربع های حاصل جمع که ͬ دهد م نشان تمرین این بنابراین ندارد. بستگͬ پایە ها از انتخاب ͷی به tr(𝑇 ∗𝑇 )

نیست. وابسته باشند، شده استفاده یͺامتعامدی پایە های چه

باشند. متناهͬ بعد با داخلͬ حاصل ضرب فضاهای ،𝑊 و 𝑉 کنید فرض ۱۲
ͬ کند. م تعریف ℒ(𝑉 ,𝑊) روی را داخلͬ حاصل ضرب ͷی ⟨𝑆, 𝑇 ⟩ = tr(𝑇 ∗𝑆) کنید ثابت (ا)

روی داخلͬ حاصل ضرب دهید نشان است. 𝑊 یͺامتعامد پایۀ ͷی 𝑓۱,… , 𝑓𝑚 و است 𝑉 یͺامتعامد پایۀ ͷی 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 کنید فرض (ب)
(نسبت آن ماتریس با را ℒ(𝑉 ,𝑊) عضو هر آن، در که است 𝐅𝑚𝑛 روی استاندارد داخلͬ حاصل ضرب همان (ا)، بند از ℒ(𝑉 ,𝑊)

ͬ کنیم. م همانندسازی ،𝐅𝑚𝑛 از عضو ͷی با سپس و یادشده) پیش تر پایە  های به

بالا، در (ا) بند در داخلͬ حاصل ضرب از حاصل نرم با است، شده تعریف ۸۶ .۷ توسط آن چنان که ،𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ,𝑊) خطͬ نگاشت ͷی نرم احتیاط:
داخلͬ حاصل ضرب از حاصل نرم باشد. شده ذکر صریحا آن خلاف مͽر دارد، ۸۶ .۷ تعریف طبق نرم به اشاره ‖𝑇 ‖ کنید فرض همواره نیست. یͺسان

ͬ نامند. م (Hiⅼbert−Sⅽhⅿiⅾt) هیلبرت⁃اشمیت نرم یا (Frobenius) فروبنیوس نرم را (ا) بند در

.𝑆𝑇 − 𝑇𝑆 = 𝐼 که بە طوری ،𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝒫(𝐅)) کنید پیدا ۱۳

کنید. اصلاح مناسبی بە شͺل را ۹ .۳ مثال عملͽرهای راهنمایی:

است. نیاز 𝑇 و 𝑆 روی اضافͬ فرض های به نامتناهͬ، بعد با برداری فضاهای چارچوب به ۵۷ .۸ گسترش برای که ͬ دهد م نشان تمرین این

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



دترمینان ها و چندخطͬ جبر ۹
ͬ کنیم. م آغاز برداری فضای ͷی روی دوم درجۀ فرم های و دوخطͬ فرم های بررسͬ با را فصل این

فرم های برداری فضای که داد خواهیم نشان رفت. خواهیم چندخطͬ فرم های سراغ به سپس

اجازه ما به نتیجه این است. ͷی بعد دارای ،𝑛 بعد با برداری فضای ͷی روی متناوب 𝑛⁃خطͬ
دهیم. ارائه عملͽر ͷی دترمینان برای پایه از مستقل و دقیق تعریفͬ تا ͬ دهد م

برای سادە ای اثبات های به منجر متناوب، چندخطͬ فرم های ازطریق دترمینان، به رویͺرد این

و 𝑆 عملͽرهای همۀ برای که دید خواهیم مثال، برای ͬ شود. م دترمینان ها کلیدی خاصیت های

.ⅾet(𝑆𝑇 ) = (ⅾet𝑆)(ⅾet𝑇 ) یعنͬ است، ضربی دترمینان یͺسان، برداری فضای روی 𝑇
نتیجۀ .ⅾet𝑇 ≠ ۰ اگر تنها و اگر است، وارون پذیر 𝑇 عملͽر ͷی که دید خواهیم همچنین

با است برابر مختلط برداری فضای روی عملͽر ͷی دترمینان که ͬ کند م بیان نیز دیͽری مهم

منظور آن چندگانگͬ تعداد به مقدارویژه، هر بە طوری که عملͽر، آن ویژۀ مقدارهای حاصل ضرب

ͬ شود. م

ͬ رسد. م پایان به تانسوری حاصل ضرب های دربارۀ مقدمە ای با فصل این

فصل این ثابت فرض های

است. 𝐂 یا 𝐑 نشان دهندۀ 𝐅 ●

هستند. 𝐅 روی متناهͬ بعد با غیرصفر برداری فضاهای نشان دهندۀ 𝑊 و 𝑉 ●

.(Göttingen) گوتینگن دانشͽاه در ریاضͬ مؤسسۀ
نوتر امͬ که زمانͬ شد، افتتاح ۱۹۳۰ در ساختمان این

سال ۱۵ از (۱۹۳۵−۱۸۸۲) (Eⅿⅿy Noether)
هیئت علمͬ عضو و پژوهشͬ ͬ دان ریاض بە عنوان پیش

بدون اول سال (هشت ͬ کرد م فعالیت دانشͽاه در
اخراج نازی دولت توسط ۱۹۳۳ در نوتر حقوق).

اصول از بسیاری او، همͺاران و نوتر زمان، آن تا شد.
توسعۀ به که را مجرد جبر دیدگاه جمله از مدرن، جبر

بودند. کرده ایجاد کرد، ͷکم خطͬ جبر
Ⅾanieⅼ Sⅽhwen ⅭⅭ BY−SA منبع:



دترمینان ها و چندخطͬ جبر ۹ ۲۸۲

دوم درجۀ فرم های و دو خطͬ فرم های ۱ −۹

دوخطͬ فرم های

خطͬ جداگانه بە طور موقعیت هر در که است 𝐅 به 𝑉 × 𝑉 از تابعͬ ،𝑉 روی دوخطͬ فرم ͷی

تابع ͷی دیͽر موقعیت در آن گاه بͽیریم، ثابت را موقعیت ها از ͷهری اگر که معنͬ این به است،

است. زیر بە  قرار رسمͬ تعریف داریم. خطͬ

دوخطͬ فرم تعریف: ۱ .۹

که بە طوری است، 𝛽 ∶ 𝑉 × 𝑉 → 𝐅 تابع ،𝑉 روی دوخطͬ فرم ͷی

𝑣 ↦ 𝛽(𝑣, 𝑢) و 𝑣 ↦ 𝛽(𝑢, 𝑣)

هستند. 𝑉 روی خطͬ تابعک های دو هر ،𝑢 ∈ 𝑉 هر برای

تعریف در که خطͬ تابعک اصطلاح که آورید یاد به
است خطͬ تابع ͷی معنͬ به است، رفته کار به بالا

بنابراین ͬ کند. م نگاشت 𝐅 اسͺالر میدان توی به که
دوخطͬ، فرم اصطلاح از دوخطͬ تابعک اصطلاح

شده رایج استاندارد متأسفانه ولͬ ͬ باشد، م سازگارتر
است.

مرتب زوج که تابعͬ آن گاه باشد، حقیقͬ داخلͬ حاصل ضرب فضای 𝑉 اگر مثال، برای

فضای ͷی 𝑉 اگر است. 𝑉 روی دوخطͬ فرم ͷی ͬ برد، م ⟨𝑢, 𝑣⟩ به را (𝑢, 𝑣) ∈ 𝑉 × 𝑉
زیرا بود، نخواهد دوخطͬ فرم ͷی تابع، این آن گاه باشد، غیرصفر مختلط داخلͬ حاصل ضرب

مزدوج های بە صورت مختلط اسͺالر (عددهای نیست خطͬ دوم، موقعیت در داخلͬ حاصل ضرب

ͬ شوند). م خارج دوم موقعیت از خود مختلط

که ازاین نظر دارد، تفاوت داخلͬ حاصل ضرب ͷی با دوخطͬ فرم ͷی آن گاه ،𝐅 = 𝐑 اگر

و [𝑣, 𝑤 ∈ 𝑉 هر برای 𝛽(𝑣, 𝑤) = 𝛽(𝑤, 𝑣) [یعنͬ تقارن نیازمند داخلͬ حاصل ضرب ͷی

برای خاصیت ها این ولͬ است، [𝑣 ∈ 𝑉 \{۰} هر برای 𝛽(𝑣, 𝑣) > ۰ [یعنͬ بودن مثبت معین

نیستند. ضروری دوخطͬ فرم ͷی

دوخطͬ فرم های مثال: ۲ .۹

توسط که 𝛽 ∶ 𝐅۳ ×𝐅۳ → 𝐅 تابع ●

𝛽 ((𝑥۱, 𝑥۲, 𝑥۳), (𝑦۱, 𝑦۲, 𝑦۳)) = 𝑥۱𝑦۲ − ۵𝑥۲𝑦۳ + ۲𝑥۳𝑦۱

است. 𝐅۳ روی دوخطͬ فرم ͷی است، شده تعریف
ͷی ͬ باشد. م 𝑘 ستون و 𝑗 سطر در 𝐴𝑗,𝑘 ∈ 𝐅 با 𝑛 در 𝑛 ماتریس ͷی 𝐴 کنید فرض ●

توسط را 𝐅𝑛 روی 𝛽𝐴 دوخطͬ فرم

𝛽𝐴 ((𝑥۱,… , 𝑥𝑛), (𝑦۱,… , 𝑦𝑛)) =
𝑛

∑
𝑘=۱

𝑛
∑
𝑗=۱

𝐴𝑗,𝑘𝑥𝑗𝑦𝑘

است: زیر ماتریس و 𝑛 = ۳ با بند این از خاصͬ حالت اول، بند ͬ کنیم. م تعریف

𝐴 = ⎛⎜⎜
⎝

۰ ۱ ۰
۰ ۰ −۵
۲ ۰ ۰

⎞⎟⎟
⎠

.

تابع آن گاه .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و است حقیقͬ داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی 𝑉 کنید فرض ●

توسط که 𝛽 ∶ 𝑉 × 𝑉 → 𝐑

𝛽(𝑢, 𝑣) = ⟨𝑢, 𝑇 𝑣⟩

است. 𝑉 روی دوخطͬ فرم ͷی است، شده تعریف

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



دوم درجۀ فرم های و دو خطͬ فرم های ۱ −۹۲۸۳

که 𝛽 ∶ 𝒫𝑛(𝐑) × 𝒫𝑛(𝐑) → 𝐑 تابع آن گاه باشد، مثبت صحیح عدد ͷی 𝑛 اگر ●

توسط
𝛽(𝑝, 𝑞) = 𝑝(۲) ⋅ 𝑞′(۳)
است. 𝒫𝑛(𝐑) روی دوخطͬ فرم ͷی است، شده تعریف

توسط که 𝛽 ∶ 𝑉 × 𝑉 → 𝐅 تابع آن گاه .𝜑, 𝜏 ∈ 𝑉 ′ کنید فرض ●

𝛽(𝑢, 𝑣) = 𝜑(𝑢) ⋅ 𝜏(𝑣)

است. 𝑉 روی دوخطͬ فرم ͷی است، شده تعریف
𝛽 ∶ 𝑉 ×𝑉 → تابع آن گاه .𝜑۱,… , 𝜑𝑛, 𝜏۱,… , 𝜏𝑛 ∈ 𝑉 ′ کنید فرض ͬ تر، کل بە شͺل ●

توسط که 𝐅

𝛽(𝑢, 𝑣) = 𝜑۱(𝑢) ⋅ 𝜏۱(𝑣) + ⋯ + 𝜑𝑛(𝑢) ⋅ 𝜏𝑛(𝑣)

است. 𝑉 روی دوخطͬ فرم ͷی است، شده تعریف

برداری فضای ͷی 𝑉 × 𝑉 چون است. 𝐅 به 𝑉 × 𝑉 از تابع ͷی ،𝑉 روی دوخطͬ فرم ͷی

به 𝑉 ×𝑉 از خطͬ نگاشت ͷی ͬ تواند م دوخطͬ فرم ͷی آیا که ͬ آورد م پیش را سوال این است،

نیستند، خطͬ نگاشت ،۲ .۹ در دوخطͬ فرم های از ͷهیچ ی که باشید داشته توجه باشد؟ نیز 𝐅
که ͬ دهد م نشان ۳ تمرین است. صفر نگاشت دوخطͬ، فرم آن در که خاصͬ حالت های در مͽر

.𝛽 = ۰ اگر تنها است، 𝑉 × 𝑉 روی خطͬ نگاشت ͷی ،𝑉 روی 𝛽 دوخطͬ فرم ͷی

𝑉 (۲) تعریف: ۳ .۹

ͬ شود. م داده نشان 𝑉 (۲) توسط 𝑉 روی دوخطͬ فرم های مجموعۀ

است. برداری فضای ͷی 𝑉 (۲) توابع، اسͺالر ضرب و جمع معمول عمل های با

ͷی از ،𝑉 از 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 پایۀ ͷی و 𝑉 𝑛⁃بعدی برداری فضای ͷی روی 𝑇 عملͽر ͷی برای

فرم های برای را کار همان اکنون کردیم. استفاده 𝑇 مورد در اطلاعات ارئۀ برای 𝑛 در 𝑛 ماتریس

ͬ دهیم. م انجام 𝑉 روی دوخطͬ

ℳ(𝛽) دوخطͬ، فرم ͷی ماتریس تعریف: ۴ .۹

𝛽 ماتریس است. 𝑉 پایۀ ͷی 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 و است 𝑉 روی دوخطͬ فرم ͷی 𝛽 کنید فرض
و 𝑗 سطر در آن ℳ(𝛽)𝑗,𝑘 درایۀ که است ℳ(𝛽) مانند 𝑛 در 𝑛 ماتریس پایه، این به نسبت

ͬ شود: م داده زیر بە صورت 𝑘 ستون

ℳ(𝛽)𝑗,𝑘 = 𝛽(𝑒𝑗, 𝑒𝑘).

ℳ(𝛽, (𝑒۱,… , 𝑒𝑛)) نمادگذاری از آن گاه نباشد، مشخص متن از 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 پایۀ اگر
ͬ شود. م استفاده

است 𝐅 در درایە ها با 𝑛 در 𝑛 ماتریس های برداری فضای نشان دهندۀ 𝐅𝑛,𝑛 که آورید یاد به

ببینید). را ۴۰ .۳ و ۳۹ .۳) ⅾiⅿ𝐅𝑛,𝑛 = 𝑛۲ و

ⅾiⅿ𝑉 (۲) = (ⅾiⅿ𝑉 )۲ ۵ .۹

آن علاوە بر است. 𝐅𝑛,𝑛 روی بر 𝑉 (۲) از یͷ ریختͬ ͷی ،𝛽 ↦ ℳ(𝛽) نگاشت صورت آن در است. 𝑉 پایۀ ͷی 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 کنید فرض
.ⅾiⅿ𝑉 (۲) = (ⅾiⅿ𝑉 )۲

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



دترمینان ها و چندخطͬ جبر ۹ ۲۸۴

توسط را 𝑉 روی 𝛽𝐴 دوخطͬ فرم ،𝐴 ∈ 𝐅𝑛,𝑛 برای است. 𝐅𝑛,𝑛 توی به 𝑉 (۲) از خطͬ نگاشت ͷی آشͺارا ،𝛽 ↦ ℳ(𝛽) نگاشت اثبات

𝛽𝐴(𝑥۱𝑒۱ +⋯+ 𝑥𝑛𝑒𝑛, 𝑦۱𝑒۱ +⋯+ 𝑦𝑛𝑒𝑛) =
𝑛

∑
𝑘=۱

𝑛
∑
𝑗=۱

𝐴𝑗,𝑘𝑥𝑗𝑦𝑘

بند از 𝛽𝐴 دوخطͬ فرم همان 𝛽𝐴 این باشد، 𝐅𝑛 استاندارد پایۀ 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 و 𝑉 = 𝐅𝑛 (اگر ͬ کنیم م تعریف 𝑥۱,… , 𝑥𝑛, 𝑦۱,… , 𝑦𝑛 ∈ 𝐅 برای

ͬ باشد). م ۲ .۹ مثال دوم

𝛽 ∈ 𝑉 (۲) هر برای چون هستند، یͺدیͽر وارون ،𝑉 (۲) به 𝐅𝑛,𝑛 از 𝐴 ↦ 𝛽𝐴 خطͬ نگاشت و 𝐅𝑛,𝑛 به 𝑉 (۲) از 𝛽 ↦ ℳ(𝛽) خطͬ نگاشت

کنید. بررسͬ باید خود چنان که ،ℳ(𝛽𝐴) = 𝐴 داریم 𝐴 ∈ 𝐅𝑛,𝑛 هر برای و 𝛽ℳ(𝛽) = 𝛽 داریم

نتیجه در دارند. یͺسانͬ بعد ͬ دهند، م ارتباط هم به که فضایی دو و هستند یͷ ریخت نگاشت دو هر بنابراین

■ .ⅾiⅿ𝑉 (۲) = ⅾiⅿ𝐅𝑛,𝑛 = 𝑛۲ = (ⅾiⅿ𝑉 )۲

و سطر تعویض از 𝐶 t ماتریس است. 𝐶 ماتریس ͷی ترانهادۀ نشان دهندۀ 𝐶 t که آورید یاد به

ͬ آید. م دست به 𝐶 ستون های

عملͽر ͷی و دوخطͬ فرم ͷی ترکیب ۶ .۹

بە صورت 𝑉 روی را 𝜌 و 𝛼 دوخطͬ فرم های .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و است 𝑉 روی دوخطͬ فرم ͷی 𝛽 کنید فرض

𝛼(𝑢, 𝑣) = 𝛽(𝑢, 𝑇 𝑣) و 𝜌(𝑢, 𝑣) = 𝛽(𝑇𝑢, 𝑣)

آن گاه است. 𝑉 پایۀ ͷی 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 کنید فرض ͬ کنیم. م تعریف

ℳ(𝛼) = ℳ(𝛽)ℳ(𝑇 ) و ℳ(𝜌) = ℳ(𝑇)tℳ(𝛽).

آن گاه ،𝑗, 𝑘 ∈ {۱,… , 𝑛} اگر اثبات

ℳ(𝛼)𝑗,𝑘 = 𝛼(𝑒𝑗, 𝑒𝑘)

= 𝛽(𝑒𝑗, 𝑇 𝑒𝑘)

= 𝛽(𝑒𝑗,
𝑛

∑
𝑚=۱

ℳ(𝑇)𝑚,𝑘 𝑒𝑚)

=
𝑛

∑
𝑚=۱

𝛽(𝑒𝑗, 𝑒𝑚)ℳ(𝑇 )𝑚,𝑘

= (ℳ(𝛽)ℳ(𝑇 ))𝑗,𝑘 .

■ ͬ باشد. م مشابه ،ℳ(𝜌) = ℳ(𝑇)tℳ(𝛽) اینکه اثبات .ℳ(𝛼) = ℳ(𝛽)ℳ(𝑇) نتیجه در

تغییر دوخطͬ فرم ͷی ماتریس چͽونه دهیم، تغییر را پایه اگر که ͬ دهد م نشان زیر نتیجۀ

۸۴ .۳) شود مقایسه عملͽر ͷی ماتریس برای پایه تغییر فرمول با باید زیر نتیجۀ فرمول ͬ کند. م

وارون و ͬ شود م ظاهر زیر فرمول در 𝐶 t ترانهادۀ اینکه بە جز هستند، مشابه فرمول دو ببینید). را

ͬ شود. م ظاهر عملͽر ͷی ماتریس برای پایۀ تغییر فرمول در 𝐶−۱

پایه تغییر فرمول ۷ .۹

دهید قرار باشند. 𝑉 پایە های 𝑓۱,… , 𝑓𝑛 و 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 کنید فرض .𝛽 ∈ 𝑉 (۲) کنید فرض

𝐴 = ℳ(𝛽, (𝑒۱,… , 𝑒𝑛)) و 𝐵 = ℳ(𝛽, (𝑓۱,… , 𝑓𝑛)) و 𝐶 = ℳ(𝐼, (𝑒۱,… , 𝑒𝑛), (𝑓۱,… , 𝑓𝑛)) .

آن گاه
𝐴 = 𝐶 t𝐵𝐶.

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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.𝑇𝑓𝑘 = 𝑒𝑘 داریم 𝑘 = ۱,… , 𝑛 هر برای که بە طوری دارد، وجود 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) عملͽر ͷی که ͬ کند م بیان (۴ .۳) خطͬ نگاشت لم اثبات

که ͬ کند م ایجاب پایه، ͷی به نسبت عملͽر ͷی ماتریس تعریف

ℳ(𝑇 , (𝑓۱,… , 𝑓𝑛)) = 𝐶.

بە صورت 𝑉 روی را 𝜌 و 𝛼 دوخطͬ فرم های

𝛼(𝑢, 𝑣) = 𝛽(𝑢, 𝑇 𝑣) و 𝜌(𝑢, 𝑣) = 𝛼(𝑇𝑢, 𝑣) = 𝛽(𝑇𝑢, 𝑇 𝑣)

نتیجه در .𝛽(𝑒𝑗, 𝑒𝑘) = 𝛽(𝑇𝑓𝑗, 𝑇 𝑓𝑘) = 𝜌(𝑓𝑗, 𝑓𝑘) داریم 𝑗, 𝑘 ∈ {۱,… , 𝑛} هر برای آن گاه ͬ کنیم. م تعریف

𝐴 = ℳ(𝜌, (𝑓۱,… , 𝑓𝑛))

= 𝐶 tℳ(𝛼, (𝑓۱,… , 𝑓𝑛))

= 𝐶 t𝐵𝐶,

■ ͬ شوند. م نتیجه ۶ .۹ از سوم و دوم خط های از ͷهری آن در که

𝒫۲(𝐑) روی دوخطͬ فرم ͷی ماتریس مثال: ۸ .۹

ͬ کنیم. م تعریف 𝛽(𝑝, 𝑞) = 𝑝(۲) ⋅ 𝑞′(۳) توسط 𝒫۲(𝐑) روی را 𝛽 دوخطͬ فرم ͷی
دهید قرار

𝐴 = ℳ(𝛽, (۱, 𝑥 − ۲, (𝑥 − ۳)۲)) و 𝐵 = ℳ(𝛽, (۱, 𝑥, 𝑥۲))

آن گاه .𝐶 = ℳ(𝐼, (۱, 𝑥 − ۲, (𝑥 − ۳)۲), (۱, 𝑥, 𝑥۲)) و

𝐴=⎛⎜⎜
⎝

۰ ۱ ۰
۰ ۰ ۰
۰ ۱ ۰

⎞⎟⎟
⎠

و 𝐵=⎛⎜⎜
⎝

۰ ۱ ۶
۰ ۲ ۱۲
۰ ۴ ۲۴

⎞⎟⎟
⎠

و 𝐶=⎛⎜⎜
⎝

۱ −۲ ۹
۰ ۱ −۶
۰ ۰ ۱

⎞⎟⎟
⎠
.

ماتریسͬ ضرب با ͬ توانید م که ،𝐴 = 𝐶 t𝐵𝐶 که ͬ کند م حͺم ۷ .۹ پایۀ تغییر فرمول اکنون
کنید. بررسͬ بالا ماتریس های از استفاده با

متقارن دوخطͬ فرم های

𝑉 (۲)
syⅿ متقارن، دوخطͬ فرم تعریف: ۹ .۹

باشیم داشته 𝑢,𝑤 ∈ 𝑉 هر برای اگر گویند، متقارن را 𝜌 ∈ 𝑉 (۲) دوخطͬ فرم ͷی

𝜌(𝑢,𝑤) = 𝜌(𝑤, 𝑢).

ͬ شود. م داده نشان 𝑉 (۲)
syⅿ با 𝑉 روی متقارن دوخطͬ فرم های مجموعۀ

معنͬ به syⅿⅿetriⅽ مخفف syⅿ مترجمان:
است. متقارن

متقارن دوخطͬ فرم های مثال: ۱۰ .۹

توسط 𝜌 ∈ 𝑉 (۲) و باشد حقیقͬ داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی 𝑉 اگر ●

𝜌(𝑢,𝑤) = ⟨𝑢,𝑤⟩

است. 𝑉 روی متقارن دوخطͬ فرم ͷی 𝜌 آن گاه باشد، شده تعریف
فرم .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و است حقیقͬ داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی 𝑉 کنید فرض ●

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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توسط را 𝜌 ∈ 𝑉 (۲)

𝜌(𝑢,𝑤) = ⟨𝑢, 𝑇𝑤⟩
ͷی 𝑇 اگر تنها و اگر است، 𝑉 روی متقارن دوخطͬ فرم ͷی 𝜌 آن گاه ͬ کنیم. م تعریف

ͬ باشد). م 𝑇 = 𝐼 خاص حالت قبلͬ، (بند باشد خودالحاقͬ عملͽر
توسط 𝜌 ∶ ℒ(𝑉 ) × ℒ(𝑉 ) → 𝐅 کنید فرض ●

𝜌(𝑆, 𝑇 ) = tr(𝑆𝑇 )

تابعک ͷی اثر، چون ℒ(𝑉است، روی( متقارن دوخطͬ فرم ͷی 𝜌 آن گاه ͬ شود. م تعریف
۵۶ .۸ tr(𝑆𝑇؛ ) = tr(𝑇𝑆) داریم 𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) هر برای و است ℒ(𝑉 ) روی خطͬ

ببینید. را

متقارن ماتریس تعریف: ۱۱ .۹

باشد. خود ترانهادۀ با برابر اگر ͬ نامند، م متقارن را 𝐴 مربعͬ ماتریس

ولͬ باشد، 𝑉 از پایە ای به نسبت متقارن ماتریس ͷی دارای است ممͺن ،𝑉 روی عملͽر ͷی

دوخطͬ فرم ͷی یا که ͬ دهد م نشان بعدی نتیجۀ مقابل، در نباشد. چنین پایە ها همۀ به نسبت

از ͷهیچ ی به نسبت یا و ͬ باشد م 𝑉 پایە های همۀ به نسبت متقارن ماتریس ͷی دارای 𝑉 روی

ندارد. ماتریسͬ چنین 𝑉 پایە های

هستند قطری پذیر متقارن، دوخطͬ فرم های ۱۲ .۹

هستند. معادل زیر موارد آن گاه .𝜌 ∈ 𝑉 (۲) کنید فرض
است. 𝑉 روی متقارن دوخطͬ فرم ͷی 𝜌 (ا)

است. 𝑉 از 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 پایۀ هر برای متقارن ماتریس ͷی ℳ(𝜌, (𝑒۱,… , 𝑒𝑛)) (ب)
است. 𝑉 از 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 مانند پایە ای برای متقارن ماتریس ͷی ℳ(𝜌, (𝑒۱,… , 𝑒𝑛)) (ج)
است. 𝑉 از 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 مانند پایە ای برای قطری ماتریس ͷی ℳ(𝜌, (𝑒۱,… , 𝑒𝑛)) (د)

.𝑗, 𝑘 ∈ {۱,… , 𝑛} و است 𝑉 پایۀ ͷی 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 کنید فرض است. متقارن دوخطͬ فرم ͷی 𝜌 پس است، برقرار (ا) کنید فرض ابتدا اثبات

(ب) بر (ا) که ͬ دهد م نشان و است متقارن ماتریس ͷی ℳ(𝜌, (𝑒۱,… , 𝑒𝑛)) نتیجه در است. متقارن 𝜌 زیرا ،𝜌(𝑒𝑗, 𝑒𝑘) = 𝜌(𝑒𝑘, 𝑒𝑗) آن گاه

دارد. دلالت

است. آشͺار (ج) بر (ب) دلالت

فرض ͬ باشد. م متقارن ماتریس ͷی ℳ(𝜌, (𝑒۱,… , 𝑒𝑛)) که بە طوری است، 𝑉 پایۀ ͷی 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 و است برقرار (ج) کنید فرض اکنون

اکنون .𝑤 = 𝑏۱𝑒۱ +⋯+ 𝑏𝑛𝑒𝑛 و 𝑢 = 𝑎۱𝑒۱ +⋯+ 𝑎𝑛𝑒𝑛 که بە طوری ،𝑎۱,… , 𝑎𝑛, 𝑏۱,… , 𝑏𝑛 ∈ 𝐅 دارد وجود .𝑢,𝑤 ∈ 𝑉 کنید

𝜌(𝑢,𝑤) = 𝜌(
𝑛

∑
𝑗=۱

𝑎𝑗𝑒𝑗,
𝑛

∑
𝑘=۱

𝑏𝑘𝑒𝑘)

=
𝑛

∑
𝑗=۱

𝑛
∑
𝑘=۱

𝑎𝑗𝑏𝑘𝜌(𝑒𝑗, 𝑒𝑘)

=
𝑛

∑
𝑗=۱

𝑛
∑
𝑘=۱

𝑎𝑗𝑏𝑘𝜌(𝑒𝑘, 𝑒𝑗)

= 𝜌(
𝑛

∑
𝑘=۱

𝑏𝑘𝑒𝑘,
𝑛

∑
𝑗=۱

𝑎𝑗𝑒𝑗)

= 𝜌(𝑤, 𝑢),

(ج) دلالت و است متقارن دوخطͬ فرم ͷی 𝜌 که ͬ دهد م نشان بالا معادلۀ است. متقارن ماتریس ͷی ℳ(𝜌) چون است برقرار سوم خط آن، در که

ͬ شود. م ثابت (ا) بر

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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اثبات، تکمیل برای دارد. دلالت (ج) بر (د) است، متقارن قطری ماتریس هر چون هستند. معادل (ج) و (ب) (ا)، که کردە ایم ثابت اینجا تا

دارد. دلالت (د) بر (ا) که ͬ دهیم م نشان ،𝑛 = ⅾiⅿ𝑉 روی استقرا با

بعد ͷی برای (ا) ⟹ (د) دلالت و 𝑛 > ۱ کنید فرض اکنون است. قطری ۱ در ۱ ماتریس هر چون دارد، دلالت (د) بر (ا) آن گاه ،𝑛 = ۱ اگر

ماتریس ،𝑉 از پایه هر به نسبت 𝜌 ماتریس آن گاه ،𝜌 = ۰ اگر است. متقارن دوخطͬ فرم ͷی 𝜌 پس است، برقرار (ا) کنید فرض است. برقرار کمتر

اکنون .𝜌(𝑢, 𝑤) ≠ ۰ که بە طوری دارد، وجود 𝑢,𝑤 ∈ 𝑉 یعنͬ که ،𝜌 ≠ ۰ کنیم فرض ͬ توانیم م بنابراین است. قطری ماتریس ͷی که است صفر

۲𝜌(𝑢,𝑤) = 𝜌(𝑢 + 𝑤, 𝑢 + 𝑤) − 𝜌(𝑢, 𝑢) − 𝜌(𝑤,𝑤).

که بە طوری دارد، وجود 𝑣 ∈ 𝑉 ازاین رو باشند. ۰ با برابر ͬ توانند نم سه هر راست سمت جملۀ سه است، غیرصفر بالا معادلۀ چپ سمت چون

.𝜌(𝑣, 𝑣) ≠ ۰

تابعک خطͬ، تابعک این است. 𝑉 روی 𝑢 ↦ 𝜌(𝑢, 𝑣) خطͬ تابعک پوچ فضای 𝑈 بنابراین .𝑈 = {𝑢 ∈ 𝑉 ∶ 𝜌(𝑢, 𝑣) = ۰} کنید فرض

فرم که بە طوری دارد، وجودد 𝑈 از 𝑒۱,… , 𝑒𝑛−۱ پایۀ ͷی استقرا، فرض طبق .ⅾiⅿ𝑈 = 𝑛 − ۱ ازاین رو .𝑣 ∉ 𝑈 چون نیست، صفر خطͬ

است. پایه این به نسبت قطری ماتریس ͷی دارای 𝜌|𝑈×𝑈 متقارن دوخطͬ

.𝜌(𝑒𝑘, 𝑣) = ۰ داریم 𝑈 ساختار طبق آن گاه .𝑘 ∈ {۱,… , 𝑛 − ۱} کنید فرض است. 𝑉 پایۀ ͷی 𝑒۱,… , 𝑒𝑛−۱, 𝑣 لیست ،𝑣 ∉ 𝑈 چون

اثبات تکمیل و است قطری ماتریس ͷی ،𝑒۱,… , 𝑒𝑛−۱, 𝑣 به نسبت 𝜌 ماتریس نتیجه در .𝜌(𝑣, 𝑒𝑘) = ۰ داریم همچنین است، متقارن 𝜌 چون

■ دارد. دلالت (د) بر (ا) اینکه

پایە ای به نسبت قطری ماتریس ͷی دارای متقارن دوخطͬ فرم هر که ͬ کند م بیان قبلͬ نتیجۀ

بعدی نتیجۀ آن گاه باشد، بوده حقیقͬ داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی ما، برداری فضای اگر است.

است. یͺامتعامدی پایۀ به نسبت قطری ماتریس ͷی دارای متقارن دوخطͬ فرم هر که ͬ دهد م نشان

است. نامرتبط دوخطͬ فرم با اینجا در داخلͬ حاصل ضرب که باشید داشته توجه

یͺامتعامد پایۀ ͷی توسط متقارن دوخطͬ فرم ͷی قطری سازی ۱۳ .۹

قطری ماتریس ͷی دارای 𝜌 آن گاه است. 𝑉 روی متقارن دوخطͬ فرم ͷی 𝜌 و است حقیقͬ داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی 𝑉 کنید فرض
است. 𝑉 از یͺامتعامدی پایۀ به نسبت

است متقارن ماتریس ͷی 𝐵 آن گاه .𝐵 = ℳ(𝜌, (𝑓۱,… , 𝑓𝑛)) کنید فرض باشد. 𝑉 از یͺامتعامد پایۀ ͷی 𝑓۱,… , 𝑓𝑛 کنید فرض اثبات

است. خودالحاقͬ 𝑇 بنابراین .ℳ(𝑇 , (𝑓۱,… , 𝑓𝑛)) = 𝐵 که بە طوری است، عملͽر ͷی 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض .(۱۲ .۹ (طبق

دهید قرار است. 𝑉 از 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 مانند یͺامتعامدی پایۀ به نسبت قطری ماتریس ͷی دارای 𝑇 که ͬ کند م بیان (۲۹ .۷) حقیقͬ طیفͬ قضیۀ

𝐶−۱𝐵𝐶 نتیجه در .(۸۴ .۳ (طبق است 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 پایۀ به نسبت 𝑇 ماتریس 𝐶−۱𝐵𝐶 ازاین رو .𝐶 = ℳ(𝐼, (𝑒۱,… , 𝑒𝑛), (𝑓۱,… , 𝑓𝑛))
اکنون است. قطری ماتریس ͷی

𝑀(𝜌, (𝑒۱,… , 𝑒𝑛)) = 𝐶 t𝐵𝐶 = 𝐶−۱𝐵𝐶,

𝐶−۱؛ = 𝐶 t یعنͬ (که است حقیقͬ درایە های با یͺانͬ ماتریس ͷی 𝐶 چون است، برقرار دوم تساوی و است برقرار ۷ .۹ طبق اول تساوی آن، در که

■ ببینید). را ۵۷ .۷

متناوب چندخطͬ فرم های ͬ کنیم. م معطوف متناوب دوخطͬ فرم های به را خود توجه اکنون

ͬ کنند. م بازی فصل این در را اصلͬ نقش بعدا دترمینان ها، به ما رویͺرد در

متناوب معنͬ به aⅼternating مخفف aⅼt مترجمان:
است. 𝑉 (۲)

aⅼt متناوب، دوخطͬ فرم تعریف: ۱۴ .۹

باشیم داشته 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای اگر گویند، متناوب را 𝛼 ∈ 𝑉 (۲) دوخطͬ فرم ͷی

𝛼(𝑣, 𝑣) = ۰.

ͬ شود. م داده نشان 𝑉 (۲)
aⅼt با 𝑉 روی متناوب دوخطͬ فرم های مجموعۀ

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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متناوب دوخطͬ فرم های مثال: ۱۵ .۹

بە صورت 𝛼∶ 𝐅𝑛 ×𝐅𝑛 → 𝐅 و 𝑛 ≥ ۳ کنید فرض ●

𝛼((𝑥۱,… , 𝑥𝑛), (𝑦۱,… , 𝑦𝑛)) = 𝑥۱𝑦۲ − 𝑥۲𝑦۱ + 𝑥۱𝑦۳ − 𝑥۳𝑦۱

است. 𝐅𝑛 روی متناوب دوخطͬ فرم ͷی 𝛼 آن گاه است. شده تعریف
بە صورت که 𝑉 روی 𝛼 دوخطͬ فرم آن گاه .𝜑, 𝜏 ∈ 𝑉 ′ کنید فرض ●

𝛼(𝑢,𝑤) = 𝜑(𝑢)𝜏(𝑤) − 𝜑(𝑤)𝜏(𝑢)

است. متناوب ͬ شود، م تعریف

ترتیب تعویض اگر تنها و اگر است، متناوب دوخطͬ، فرم ͷی که ͬ دهد م نشان بعدی نتیجۀ

کند. ضرب −۱ در را خروجͬ ورودی، دو

متناوب دوخطͬ فرم های مشخصە یابی ۱۶ .۹

باشیم داشته 𝑢,𝑤 ∈ 𝑉 هر برای اگر تنها و اگر است، متناوب 𝑉 روی 𝛼 دوخطͬ فرم ͷی

𝛼(𝑢,𝑤) = −𝛼(𝑤, 𝑢).

آن گاه ،𝑢,𝑤 ∈ 𝑉 اگر است. متناوب 𝛼 که کنید فرض ابتدا اثبات

۰ = 𝛼(𝑢 + 𝑤, 𝑢 + 𝑤)

= 𝛼(𝑢, 𝑢) + 𝛼(𝑢,𝑤) + 𝛼(𝑤, 𝑢) + 𝛼(𝑤,𝑤)

= 𝛼(𝑢,𝑤) + 𝛼(𝑤, 𝑢).

است. مطلوب چنان که ،𝛼(𝑢,𝑤) = −𝛼(𝑤, 𝑢) نتیجه در

هر برای 𝛼(𝑣, 𝑣) = −𝛼(𝑣, 𝑣) آن گاه .𝛼(𝑢,𝑤) = −𝛼(𝑤, 𝑢) داریم 𝑢,𝑤 ∈ 𝑉 هر برای کنید فرض دیͽر، جهت در دلالت اثبات برای

■ است. متناوب 𝛼 نتیجه در .𝑣 ∈ 𝑉 هر برای 𝛼(𝑣, 𝑣) = ۰ یعنͬ که ،𝑣 ∈ 𝑉
فرم های مستقیم حاصل جمع ،𝑉 روی دوخطͬ فرم های برداری فضای که ͬ دهیم م نشان اکنون

است. 𝑉 روی متناوب دوخطͬ فرم های و 𝑉 روی متقارن دوخطͬ

𝑉 (۲) = 𝑉 (۲)
syⅿ ⊕ 𝑉 (۲)

aⅼt ۱۷ .۹

بە علاوه، هستند. 𝑉 (۲) زیرفضاهای ،𝑉 (۲)
aⅼt و 𝑉 (۲)

syⅿ مجموعە های

𝑉 (۲) = 𝑉 (۲)
syⅿ ⊕ 𝑉 (۲)

aⅼt .

𝑉 روی متقارن دوخطͬ فرم ͷی ،𝑉 روی دل خواه متقارن دوخطͬ فرم دو هر حاصل جمع که ͬ کند م ایجاب متقارن دوخطͬ فرم تعریف اثبات

𝑉 (۲)
syⅿ در صفر دوخطͬ فرم همچنین باشد. 𝑉 روی متقارن دوخطͬ فرم ͷی ،𝑉 روی دل خواه متقارن دوخطͬ فرم هر از اسͺالر مضرب هر و باشد

ͬ باشد. م آسان است، 𝑉 (۲) زیرفضای ͷی 𝑉 (۲)
aⅼt اینکه بررسͬ مشابه، بە طور است. 𝑉 (۲) زیرفضای ͷی 𝑉 (۲)

syⅿ بنابراین است.

تعریف زیر بە صورت را 𝜌, 𝛼 ∈ 𝑉 (۲) فرم های .𝛽 ∈ 𝑉 (۲) کنید فرض کار این برای .𝑉 (۲) = 𝑉 (۲)
syⅿ +𝑉 (۲)

aⅼt که دهیم نشان ͬ خواهیم م سپس

ͬ کنیم: م

𝜌(𝑢,𝑤) = 𝛽(𝑢,𝑤) + 𝛽(𝑤, 𝑢)
۲

و 𝛼(𝑢,𝑤) = 𝛽(𝑢,𝑤) − 𝛽(𝑤, 𝑢)
۲

.

.𝑉 (۲) = 𝑉 (۲)
syⅿ + 𝑉 (۲)

aⅼt ازاین رو .𝛽 = 𝜌 + 𝛼 و 𝛼 ∈ 𝑉 (۲)
aⅼt و 𝜌 ∈ 𝑉 (۲)

syⅿ آن گاه

۱۶ .۹ آن گاه ،𝑢,𝑤 ∈ 𝑉 اگر .𝛽 ∈ 𝑉 (۲)
syⅿ ∩𝑉 (۲)

aⅼt کنید فرض است، {۰} با برابر نظر مد زیرفضای دو اشتراک اینکه دادن نشان برای نهایت، در

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



دوم درجۀ فرم های و دو خطͬ فرم های ۱ −۹۲۸۹

که ͬ کند م ایجاب

𝛽(𝑢,𝑤) = −𝛽(𝑤, 𝑢) = −𝛽(𝑢,𝑤)

■ .(۴۶ .۱ (طبق 𝑉 (۲) = 𝑉 (۲)
syⅿ ⊕ 𝑉 (۲)

aⅼt نتیجه در .𝛽 = ۰ ازاین رو .𝛽(𝑢,𝑤) = ۰ بنابراین و

دوم درجۀ فرم های

𝑞𝛽 دوخطͬ، فرم ͷی با متناظر دوم درجۀ فرم تعریف: ۱۸ .۹

𝑞𝛽(𝑣) = 𝛽(𝑣, 𝑣) توسط را 𝑞𝛽 ∶ 𝑉 → 𝐅 تابع ͷی ،𝑉 روی 𝛽 دوخطͬ فرم ͷی برای
فرم ͷی اگر ͬ نامند، م 𝑉 روی دوم درجۀ فرم ͷی را 𝑞 ∶ 𝑉 → 𝐅 تابع ͷی ͬ کنیم. م تعریف

.𝑞 = 𝑞𝛽 که بە طوری باشد، داشته وجود 𝑉 روی 𝛽 دوخطͬ

متناوب 𝛽 اگر تنها و اگر ،𝑞𝛽 = ۰ آن گاه باشد، دوخطͬ فرم ͷی 𝛽 اگر که باشید داشته توجه

باشد.

دوم درجه فرم مثال: ۱۹ .۹

توسط که باشد 𝐑۳ روی دوخطͬ فرم 𝛽 کنید فرض

𝛽((𝑥۱, 𝑥۲, 𝑥۳), (𝑦۱, 𝑦۲, 𝑦۳)) = 𝑥۱𝑦۱ − ۴𝑥۱𝑦۲ + ۸𝑥۱𝑦۳ − ۳𝑥۳𝑦۳

شده داده زیر فرمول توسط که است 𝐑۳ روی دوم درجۀ فرم 𝑞𝛽 آن گاه است. شده تعریف
است:

𝑞𝛽(𝑥۱, 𝑥۲, 𝑥۳) = 𝑥۱۲ − ۴𝑥۱𝑥۲ + ۸𝑥۱𝑥۳ − ۳𝑥۳۲.

در چنان که است، 𝐅𝑛 روی درجۀ دوم فرم های از معمولͬ نمونۀ بالا، مثال در درجۀ دوم فرم

ͬ شود. م داده نشان بعدی نتیجۀ

𝐅𝑛 روی دوم درجۀ فرم های ۲۰ .۹

برای اگر تنها و اگر است، 𝐅𝑛 روی دوم درجۀ فرم ͷی 𝑞 آن گاه باشد. 𝐅 به 𝐅𝑛 از تابع ͷی 𝑞 و باشد مثبت صحیح عدد ͷی 𝑛 کنید فرض
باشیم داشته (𝑥۱,… , 𝑥𝑛) ∈ 𝐅𝑛 هر برای که بە طوری باشند، داشته وجود 𝐴𝑗,𝑘 ∈ 𝐅 عددهای 𝑗, 𝑘 ∈ {۱,… , 𝑛}

𝑞(𝑥۱,… , 𝑥𝑛) =
𝑛

∑
𝑘=۱

𝑛
∑
𝑗=۱

𝐴𝑗,𝑘𝑥𝑗𝑥𝑘.

کنید فرض .𝑞 = 𝑞𝛽 که بە طوری دارد، وجود 𝐅𝑛 روی 𝛽 دوخطͬ فرم ͷی بنابراین است. 𝐅𝑛 روی دوم درجۀ فرم ͷی 𝑞 کنید فرض ابتدا اثبات

داریم را نظر مورد معادلۀ ،(𝑥۱,… , 𝑥𝑛) ∈ 𝐅𝑛 هر برای آن گاه باشد. 𝐅𝑛 استاندارد پایۀ به نسبت 𝛽 ماتریس 𝐴

𝑞(𝑥۱,… , 𝑥𝑛) = 𝛽((𝑥۱,… , 𝑥𝑛), (𝑥۱,… , 𝑥𝑛)) =
𝑛

∑
𝑘=۱

𝑛
∑
𝑗=۱

𝐴𝑗,𝑘𝑥𝑗𝑥𝑘.

داریم (𝑥۱,… , 𝑥𝑛) ∈ 𝐅𝑛 هر برای که بە طوری دارند، وجود 𝑗, 𝑘 ∈ {۱,… , 𝑛} برای 𝐴𝑗,𝑘 ∈ 𝐅 عددهای کنید فرض برعکس،

𝑞(𝑥۱,… , 𝑥𝑛) =
𝑛

∑
𝑘=۱

𝑛
∑
𝑗=۱

𝐴𝑗,𝑘𝑥𝑗𝑥𝑘.

ͬ کنیم: م تعریف زیر بە صورت 𝐅𝑛 روی را 𝛽 دوخطͬ فرم ͷی

𝛽((𝑥۱,… , 𝑥𝑛), (𝑦۱,… , 𝑦𝑛)) =
𝑛

∑
𝑘=۱

𝑛
∑
𝑗=۱

𝐴𝑗,𝑘𝑥𝑗𝑦𝑘.

■ ͬ باشد. م مطلوب چنان که ،𝑞 = 𝑞𝛽 آن گاه

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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و (ا) هم ارزی ͬ شوند، م تعریف دل خواه دوخطͬ فرم ͷی برحسب دوم درجۀ فرم های گرچه

کرد. استفاده متقارن دوخطͬ فرم ͷی از ͬ توان م همواره که ͬ دهد م نشان زیر نتیجۀ در (ب)

دوم درجۀ فرم های مشخصە یابی های ۲۱ .۹

هستند. معادل زیر موارد باشد. تابع ͷی 𝑞 ∶ 𝑉 → 𝐅 کنید فرض
است. دوم درجۀ فرم ͷی 𝑞 (ا)

.𝑞 = 𝑞𝜌 که بە طوری دارد، وجود 𝑉 روی 𝜌 یͺتای متقارن دوخطͬ فرم ͷی (ب)
تابع و 𝑞(𝜆𝑣) = 𝜆۲𝑞(𝑣) داریم 𝑣 ∈ 𝑉 هر و 𝜆 ∈ 𝐅 هر برای (ج)

(𝑢, 𝑤) ↦ 𝑞(𝑢 + 𝑤) − 𝑞(𝑢) − 𝑞(𝑤)

است. 𝑉 روی متقارن دوخطͬ فرم ͷی
تابع و 𝑞(۲𝑣) = ۴𝑞(𝑣) داریم 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای (د)

(𝑢, 𝑤) ↦ 𝑞(𝑢 + 𝑤) − 𝑞(𝑢) − 𝑞(𝑤)

است. 𝑉 روی متقارن دوخطͬ فرم ͷی

طبق .𝑞 = 𝑞𝛽 که بە طوری دارد، وجود 𝛽 دوخطͬ فرم ͷی بنابراین است. دوم درجۀ فرم ͷی 𝑞 پس است، برقرار (ا) کنید فرض ابتدا اثبات

اکنون .𝛽 = 𝜌 + 𝛼 که بە طوری دارند، وجود 𝑉 روی 𝛼 متناوب دوخطͬ فرم ͷی و 𝑉 روی 𝜌 متقارن دوخطͬ فرم ͷی ،۱۷ .۹

𝑞 = 𝑞𝛽 = 𝑞𝜌 + 𝑞𝛼 = 𝑞𝜌.

.(۱۷ .۹ (طبق 𝜌′ = 𝜌 یعنͬ این که ،𝜌′ − 𝜌 ∈ 𝑉 (۲)
syⅿ ∩ 𝑉 (۲)

aⅼt نتیجه در 𝑞𝜌′−𝜌؛ = ۰ آن گاه کند، صدق 𝑞𝜌′ = 𝑞 در همچنین 𝜌′ ∈ 𝑉 (۲)
syⅿ اگر

ͬ کند. م کامل را (ب) بر (ا) دلالت اثبات مطلب این

آن گاه ،𝑣 ∈ 𝑉 و 𝜆 ∈ 𝐅 اگر .𝑞 = 𝑞𝜌 که بە طوری دارد، وجود 𝑉 روی 𝜌 متقارن دوخطͬ فرم ͷی پس است، برقرار (ب) کنید فرض اکنون

𝑞(𝜆𝑣) = 𝜌(𝜆𝑣, 𝜆𝑣) = 𝜆𝜌(𝑣, 𝜆𝑣) = 𝜆۲𝜌(𝑣, 𝑣) = 𝜆۲𝑞(𝑣),

است. برقرار (ج) اول بخش ͬ دهد م نشان که

آن گاه ،𝑢,𝑤 ∈ 𝑉 اگر

𝑞(𝑢 + 𝑤) − 𝑞(𝑢) − 𝑞(𝑤) = 𝜌(𝑢 + 𝑤, 𝑢 + 𝑤) − 𝜌(𝑢, 𝑢) − 𝜌(𝑤,𝑤) = ۲𝜌(𝑢, 𝑤).

بر (ب) اینکه اثبات تکمیل و است 𝑉 روی متقارن دوخطͬ فرم ͷی که است ۲𝜌 با برابر (𝑢, 𝑤) ↦ 𝑞(𝑢 + 𝑤) − 𝑞(𝑢) − 𝑞(𝑤) تابع نتیجه در

دارد. دلالت (ج)

است. آشͺار (د) بر (ج) دلالت

بە صورت که است 𝑉 روی متقارن دوخطͬ فرم ͷی 𝜌 کنید فرض است. برقرار (د) کنید فرض اکنون

𝜌(𝑢,𝑤) = 𝑞(𝑢 + 𝑤) − 𝑞(𝑢) − 𝑞(𝑤)
۲

آن گاه ،𝑣 ∈ 𝑉 اگر است. شده تعریف

𝜌(𝑣, 𝑣) = 𝑞(۲𝑣) − 𝑞(𝑣) − 𝑞(𝑣)
۲

= ۴𝑞(𝑣) − ۲𝑞(𝑣)
۲

= 𝑞(𝑣).

■ ͬ شود. م کامل (ا) بر (د) دلالت اثبات و 𝑞 = 𝑞𝜌 نتیجه در
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دوم درجۀ فرم های و دو خطͬ فرم های ۱ −۹۲۹۱

دوم درجۀ فرم ͷی با متناظر متقارن دوخطͬ فرم مثال: ۲۲ .۹

است: شده داده زیر فرمول توسط که است 𝐑۳ روی دوم درجۀ فرم ͷی 𝑞 کنید فرض

𝑞(𝑥۱, 𝑥۲, 𝑥۳) = 𝑥۱۲ − ۴𝑥۱𝑥۲ + ۸𝑥۱𝑥۳ − ۳𝑥۳۲.

ولͬ است، شده داده ۱۹ .۹ مثال در ،𝑞 = 𝑞𝛽 که بە طوری ،𝐑۳ روی 𝛽 دوخطͬ فرم ͷی
فرم بااین حال، است. شده بیان ۹. ۲۱(ب) توسط چنان که نیست، متقارن دوخطͬ فرم این

بە صورت که 𝐑۳ روی 𝜌 دوخطͬ

𝜌((𝑥۱, 𝑥۲, 𝑥۳), (𝑦۱, 𝑦۲, 𝑦۳))=𝑥۱𝑦۱−۲𝑥۱𝑦۲−۲𝑥۲𝑦۱+۴𝑥۱𝑦۳+۴𝑥۳𝑦۱−۳𝑥۳𝑦۳

ͬ کند. م صدق 𝑞 = 𝑞𝜌 در و است متقارن است، شده تعریف

بە طوری کنیم، انتخاب پایه ͷی ͬ توانیم م دوم درجۀ فرم هر برای که ͬ کند م بیان بعدی نتیجۀ

این به برسد، نظر به مختصات دوم توان های از وزن دار مجموع ͷی بە  صورت دوم درجۀ فرم که

نباشند. موجود 𝑗 ≠ 𝑘 با 𝑥𝑗𝑥𝑘 بە شͺل ضربی جملە های که معنͬ

دوم درجۀ فرم قطری سازی ۲۳ .۹

است. 𝑉 روی دوم درجۀ فرم ͷی 𝑞 کنید فرض
داریم 𝑥۱,… , 𝑥𝑛 ∈ 𝐅 هر برای که بە طوری دارند، وجود 𝜆۱,… , 𝜆𝑛 ∈ 𝐅 و 𝑉 از 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 پایۀ ͷی (ا)

𝑞(𝑥۱𝑒۱ +⋯+ 𝑥𝑛𝑒𝑛) = 𝜆۱𝑥۱۲ +⋯+ 𝜆𝑛𝑥𝑛
۲.

کرد. انتخاب 𝑉 از یͺامتعامد پایۀ ͷی ͬ توان م را (ا) بند پایۀ آن گاه باشد، داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی 𝑉 و 𝐅 = 𝐑 اگر (ب)

اثبات

که بە طوری دارد، وجود 𝑉 از 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 پایۀ ͷی اکنون .(۲۱ .۹ (طبق 𝑞 = 𝑞𝜌 که بە طوری دارد، وجود 𝑉 روی 𝜌 متقارن دوخطͬ فرم ͷی (ا)

باشند. ماتریس این قطر روی درایە های نشان دهندۀ 𝜆۱,… , 𝜆𝑛 کنید فرض .(۱۲ .۹ (طبق است قطری ماتریس ͷی ℳ(𝜌, (𝑒۱,… , 𝑒𝑛))
داریم 𝑗, 𝑘 ∈ {۱,… , 𝑛} هر برای بنابراین

𝜌(𝑒𝑗, 𝑒𝑘) =
⎧{
⎨{⎩

𝜆𝑗 𝑗 = 𝑘 ,اگر
۰ 𝑗 ≠ 𝑘 .اگر

آن گاه ،𝑥۱,… , 𝑥𝑛 ∈ 𝐅 اگر

𝑞(𝑥۱𝑒۱ +⋯+ 𝑥𝑛𝑒𝑛) = 𝜌(𝑥۱𝑒۱ +⋯+ 𝑥𝑛𝑒𝑛, 𝑥۱𝑒۱ +⋯+ 𝑥𝑛𝑒𝑛)

=
𝑛

∑
𝑘=۱

𝑛
∑
𝑗=۱

𝑥𝑗𝑥𝑘𝜌(𝑒𝑗, 𝑒𝑘)

= 𝜆۱𝑥۱۲ +⋯+ 𝜆𝑛𝑥𝑛
۲,

است. مطلوب چنان که

𝑉 از یͺامتعامد پایۀ ͷی ͬ توان م را (ا) بند پایۀ که ͬ کند م بیان ۱۳ .۹ آن گاه است. داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی 𝑉 و 𝐅 = 𝐑 کنید فرض (ب)

■ کرد. انتخاب
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دترمینان ها و چندخطͬ جبر ۹ ۲۹۲

۱ −۹ تمرین های

داریم 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐅 هر برای که بە طوری دارد، وجود 𝑐 ∈ 𝐅 آن گاه باشد، 𝐅 روی دوخطͬ فرم ͷی 𝛽 اگر کنید ثابت ۱

𝛽(𝑥, 𝑦) = 𝑐𝑥𝑦.

بە طوری دارد، وجود 𝜑۱,… , 𝜑𝑛, 𝜏۱,… , 𝜏𝑛 ∈ 𝑉 ′ کنید ثابت است. 𝑉 روی دوخطͬ فرم ͷی 𝛽 کنید فرض .𝑛 = ⅾiⅿ𝑉 کنید فرض ۲
داریم 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای که

𝛽(𝑢, 𝑣) = 𝜑۱(𝑢) ⋅ 𝜏۱(𝑣) + ⋯ + 𝜑𝑛(𝑢) ⋅ 𝜏𝑛(𝑣).

ͬ باشد. م ۲ .۹ مثال آخر بند در ارائە شده بە شͺل ،𝑉 روی دوخطͬ فرم هر آن گاه ،𝑛 = ⅾiⅿ𝑉 اگر که ͬ دهد م نشان تمرین این

.𝛽 = ۰ کنید ثابت است. 𝑉 × 𝑉 روی خطͬ تابعک ͷی نیز و است 𝑉 روی دوخطͬ فرم ͷی 𝛽 ∶ 𝑉 × 𝑉 → 𝐅 کنید فرض ۳
𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) یͺتای عملͽر ͷی دهید نشان است. 𝑉 روی دوخطͬ فرم ͷی 𝛽 و است حقیقͬ داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی 𝑉 کنید فرض ۴

داریم 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای که بە طوری دارد، وجود
𝛽(𝑢, 𝑣) = ⟨𝑢, 𝑇 𝑣⟩.

ͬ باشد. م ۲ .۹ سوم بند در ارائە شده بە شͺل ،𝑉 روی دوخطͬ فرم هر آن گاه باشد، حقیقͬ داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی 𝑉 اگر که ͬ کند م بیان تمرین این

هر برای که بە طوری است، 𝑉 روی یͺتا عملͽر 𝑇 و است 𝑉 حقیقͬ داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی روی دوخطͬ فرم ͷی 𝛽 کنید فرض ۵
ͷی 𝑇 اگر تنها و اگر است، 𝑉 روی داخلͬ حاصل ضرب ͷی 𝛽 دهید نشان ببینید). را ۴ (تمرین 𝛽(𝑢, 𝑣) = ⟨𝑢, 𝑇 𝑣⟩ داریم 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉

باشد. 𝑉 روی وارون پذیر مثبت عملͽر
آن گاه باشد، 𝑉 روی متقارن دوخطͬ فرم ͷی 𝜌 اگر دهید: ارائه نقض مثال ͷی یا کنید، ثابت ۶

{𝑣 ∈ 𝑉 ∶ 𝜌(𝑣, 𝑣) = ۰}

است. 𝑉 زیرفضای ͷی
حقیقͬ) داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی روی یͺامتعامد پایۀ ͷی توسط متقارن دوخطͬ فرم ͷی (قطری سازی ۱۳ .۹ اثبات چرا دهید توضیح ۷

شود؟ نظر صرف 𝐅 = 𝐑 فرض از اگر ͬ ماند، نم برقرار
کنید. پیدا ⅾiⅿ𝑉 برحسب ⅾiⅿ𝑉 (۲)

aⅼt و ⅾiⅿ𝑉 (۲)
syⅿ برای فرمول هایی ۸

توسط را 𝛼∶ 𝑉 × 𝑉 → 𝐑 نگاشت .𝑉 = {𝑝 ∈ 𝒫𝑛(𝐑) ∶ 𝑝(۰) = 𝑝(۱)} و است مثبت صحیح عدد ͷی 𝑛 کنید فرض ۹

𝛼(𝑝, 𝑞) = ∫
۱

۰
𝑝𝑞′

است. 𝑉 روی متناوب دوخطͬ فرم ͷی 𝛼 دهید نشان ͬ کنیم. م تعریف
و است مثبت صحیح عدد ͷی 𝑛 کنید فرض ۱۰

𝑉 = {𝑝 ∈ 𝒫𝑛(𝐑) ∶ 𝑝(۰) = 𝑝(۱) و 𝑝′(۰) = 𝑝′(۱)}.

توسط را 𝜌 ∶ 𝑉 × 𝑉 → 𝐑 نگاشت

𝜌(𝑝, 𝑞) = ∫
۱

۰
𝑝𝑞″

است. 𝑉 روی متقارن دوخطͬ فرم ͷی 𝜌 دهید نشان ͬ کنیم. م تعریف
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متناوب چند خطͬ فرم های ۲ −۹۲۹۳

متناوب چند خطͬ فرم های ۲ −۹

چندخطͬ فرم های

𝑉 𝑚 تعریف: ۲۴ .۹

ͬ کنیم: م تعریف زیر بە صورت را 𝑉 𝑚 نماد ،𝑚 مثبت صحیح عدد ͷی برای

𝑉 𝑚 = 𝑉 ×⋯× 𝑉⏟⏟⏟⏟⏟
بار 𝑚

.

قبلͬ بخش در که دوخطͬ فرم های از تعمیمͬ بە عنوان را 𝑚⁃خطͬ فرم های ͬ توانیم م اکنون

کنیم. تعریف کردیم، بحث

چندخطͬ فرم ،𝑉 (𝑚) 𝑚⁃خطͬ، فرم تعریف: ۲۵ .۹

𝛽 ∶ 𝑉 𝑚 → 𝐅 تابع ͷی ،𝑉 روی 𝑚−خطͬ فرم ͷی ،𝑚 مثبت صحیح عدد ͷی برای ●

این شوند. گرفته ثابت دیͽر موقعیت های که زمانͬ است، خطͬ موقعیت هر در که است
تابع ،𝑢۱,… , 𝑢𝑚 ∈ 𝑉 هر و 𝑘 ∈ {۱,… ,𝑚} هر برای یعنͬ

𝑣 ↦ 𝛽(𝑢۱,… , 𝑢𝑘−۱, 𝑣, 𝑢𝑘+۱,… , 𝑢𝑚)

است. 𝐅 به 𝑉 از خطͬ نگاشت ͷی
ͬ شود. م داده نشان 𝑉 (𝑚) با 𝑉 روی 𝑚⁃خطͬ فرم های مجموعۀ ●

،𝑚 مثبت صحیح عدد از مقداری برای اگر گویند، 𝑉 روی چندخطͬ فرم ͷی را 𝛽 تابع ●

باشد. 𝑉 روی 𝑚⁃خطͬ فرم ͷی تابع آن

𝛽(𝑣, 𝑢۲,… , 𝑢𝑚) معنͬ به 𝛽(𝑢۱,… , 𝑢𝑘−۱, 𝑣, 𝑢𝑘+۱,… , 𝑢𝑚) عبارت بالا، تعریف در

.𝑘 = 𝑚 اگر است، 𝛽(𝑢۱,… , 𝑢𝑚−۱, 𝑣) معنͬ به و 𝑘 = ۱ اگر است،

ͷی ،𝑉 روی ۲⁃خطͬ فرم ͷی است. 𝑉 روی خطͬ تابعک ͷی ،𝑉 روی ۱⁃خطͬ فرم ͷی

معمول اسͺالر ضرب و جمع با 𝑉 (𝑚) که کنید بررسͬ خود ͬ توانید م است. 𝑉 روی دوخطͬ فرم

است. برداری فضای ͷی توابع،

𝑚⁃خطͬ فرم های مثال: ۲۶ .۹

توسط را 𝛽 ∶ 𝑉 ۴ → 𝐅 تابع .𝛼, 𝜌 ∈ 𝑉 (۲) کنید فرض ●

𝛽(𝑣۱, 𝑣۲, 𝑣۳, 𝑣۴) = 𝛼(𝑣۱, 𝑣۲) 𝜌(𝑣۳, 𝑣۴)

.𝛽 ∈ 𝑉 (۴) آن گاه ͬ کنیم. م تعریف
توسط را 𝛽 ∶ (ℒ(𝑉 ))𝑚 → 𝐅 تابع ●

𝛽(𝑇۱,… , 𝑇𝑚) = tr(𝑇۱ ⋯𝑇𝑚)

است. ℒ(𝑉 ) روی 𝑚⁃خطͬ فرم ͷی 𝛽 آن گاه ͬ کنیم. م تعریف

دترمینان ها تعریف بە سمت که همچنان ͬ کنیم، م تعریف اکنون که متناوب چندخطͬ فرم های

ͬ کنند. م بازی مهمͬ نقش ͬ رویم، م پیش
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دترمینان ها و چندخطͬ جبر ۹ ۲۹۴

𝑉 (𝑚)
aⅼt متناوب، فرم های تعریف: ۲۷ .۹

باشد. مثبت صحیح عدد ͷی 𝑚 کنید فرض
که زمانͬ ،𝛼(𝑣۱,… , 𝑣𝑚) = ۰ اگر گویند، متناوب را 𝑉 روی 𝛼 𝑚⁃خطͬ فرم ͷی ●

𝑗 از متمایزی مقدار دو برای که بە طوری باشد، 𝑉 در بردارها از لیست ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑚
.𝑣𝑗 = 𝑣𝑘 باشیم داشته {۱,… ,𝑚} در 𝑘 و

.𝑉 (𝑚)
aⅼt = {𝛼 ∈ 𝑉 (𝑚) ∶ است 𝑉 روی متناوب 𝑚⁃خطͬ فرم ͷی 𝛼} ●

از مثال هایی برای را ۱۵ .۹ مثال است. 𝑉 (𝑚) زیرفضای ͷی 𝑉 (𝑚)
aⅼt که کنید بررسͬ باید

ببینید. متناوب ۳⁃خطͬ فرم ͷی از مثالͬ برای را ۲ تمرین ببینید. متناوب ۲⁃خطͬ فرم های

متناوب چندخطͬ فرم ͷی ورودی خطͬ، وابستۀ لیست ͷی اگر که ͬ کند م بیان بعدی نتیجۀ

است. ۰ با برابر آن خروجͬ آن گاه باشد،

خطͬ وابستگͬ و متناوب چندخطͬ فرم های ۲۸ .۹

𝑉 در خطͬ وابستۀ لیست ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑚 اگر است. 𝑉 روی متناوب 𝑚⁃خطͬ فرم ͷی 𝛼 و است مثبت صحیح عدد ͷی 𝑚 کنید فرض
آن گاه باشد،

𝛼(𝑣۱,… , 𝑣𝑚) = ۰.

از خطͬ ترکیب ͷی ،𝑣𝑘 مانند برداری ،(۱۹ .۲) خطͬ وابستگͬ لم طبق باشد. 𝑉 روی خطͬ وابستۀ لیست ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑚 کنید فرض اثبات

اکنون .𝑣𝑘 = 𝑏۱𝑣۱ +⋯+ 𝑏𝑘−۱𝑣𝑘−۱ که بە طوری دارد، وجود 𝑏۱,… , 𝑏𝑘−۱ بنابراین ͬ باشد. م 𝑣۱,… , 𝑣𝑘−۱

𝛼(𝑣۱,… , 𝑣𝑚) = 𝛼(𝑣۱,… , 𝑣𝑘−۱,
𝑘−۱

∑
𝑗=۱

𝑏𝑗𝑣𝑗, 𝑣𝑘+۱,… , 𝑣𝑚)

=
𝑘−۱

∑
𝑗=۱

𝑏𝑗 𝛼(𝑣۱,… , 𝑣𝑘−۱, 𝑣𝑗, 𝑣𝑘+۱,… , 𝑣𝑚)

= ۰. ■

𝑉 روی متناوب 𝑚⁃خطͬ فرم هیچ آن گاه ،𝑚 > ⅾiⅿ𝑉 اگر که ͬ کند م بیان بعدی نتیجۀ

ندارد. وجود است، ۰ با برابر همواره که 𝑉 𝑚 روی تابع بە جز

ندارند وجود 𝑚 > ⅾiⅿ𝑉 برای غیرصفر متناوب 𝑚⁃خطͬ فرم های ۲۹ .۹

است. 𝑉 روی متناوب 𝑚⁃خطͬ فرم تنها ۰ آن گاه .𝑚 > ⅾiⅿ𝑉 کنید فرض

(طبق نیست خطͬ مستقل لیست این ،𝑚 > ⅾiⅿ𝑉 چون .𝑣۱,… , 𝑣𝑚 ∈ 𝑉 و است 𝑉 روی متناوب 𝑚⁃خطͬ فرم ͷی 𝛼 کنید فرض اثبات

■ است. 𝐅 به 𝑉 𝑚 از صفر تابع 𝛼 نتیجه در .𝛼(𝑣۱,… , 𝑣𝑚) = ۰ که ͬ کند م ایجاب ۲۸ .۹ بنابراین .(۲۲ .۲

جای گشت ها و متناوب چندخطͬ فرم های

متناوب چندخطͬ فرم ͷی در ورودی بردارهای تعویض ۳۰ .۹

است. 𝑉 در بردارها از لیست ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑚 و است 𝑉 روی متناوب 𝑚⁃خطͬ فرم ͷی 𝛼 است، مثبت صحیح عدد ͷی 𝑚 کنید فرض
ͬ دهد. م تغییر −۱ ضریب با را 𝛼 مقدار ،𝛼(𝑣۱,… , 𝑣𝑚) از دل خواه موقعیت دو هر در بردارها تعویض آن گاه

آوریم دست به تا دهید قرار دوم و اول موقعیت دو هر در را 𝑣۱ + 𝑣۲ اثبات

۰ = 𝛼(𝑣۱ + 𝑣۲, 𝑣۱ + 𝑣۲, 𝑣۳,… , 𝑣𝑚).

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



متناوب چند خطͬ فرم های ۲ −۹۲۹۵

باشیم داشته تا (۱۶ .۹ اثبات (مشابه دهید بسط را بالا معادلۀ راست سمت تا کنید استفاده 𝛼 چندخطͬ خاصیت های از

𝛼(𝑣۲, 𝑣۱, 𝑣۳,… , 𝑣𝑚) = −𝛼(𝑣۱, 𝑣۲, 𝑣۳,… , 𝑣𝑚).

■ ͬ دهد. م تغییر −۱ ضریب با را 𝛼 مقدار ،𝛼(𝑣۱,… , 𝑣𝑚) از دل خواه موقعیت دو هر در بردارها تعویض مشابه، بە طور

ͷی 𝛼 کنید فرض دهد، رخ ͬ تواند م اتفاقͬ چه چندگانه، تعویض های با اینکه مشاهدۀ برای

برحسب 𝛼(𝑣۳, 𝑣۱, 𝑣۲) محاسبۀ برای .𝑣۱, 𝑣۲, 𝑣۳ ∈ 𝑉 و است 𝑉 روی متناوب ۳⁃خطͬ فرم

تعویض را سوم و اول موقعیت های درایە های و کرده شروع 𝛼(𝑣۳, 𝑣۱, 𝑣۲) با ،𝛼(𝑣۱, 𝑣۲, 𝑣۳)
درایە های عبارت، آخرین در اکنون آید. دست به 𝛼(𝑣۳, 𝑣۱, 𝑣۲) = −𝛼(𝑣۲, 𝑣۱, 𝑣۳) تا کنید

تا کنید تعویض را دوم و اول موقعیت های

𝛼(𝑣۳, 𝑣۱, 𝑣۲) = −𝛼(𝑣۲, 𝑣۱, 𝑣۳) = 𝛼(𝑣۱, 𝑣۲, 𝑣۳)

مقدار آن گاه دهیم، انجام تعویض فرد تعداد به اگر که ͬ کنیم م مشاهده کلͬ، بە طور آید. دست به

ͬ کند. نم تغییر 𝛼 مقدار دهیم، انجام تعویض زوج تعداد به اگر و ͬ کند م تغییر −۱ ضریب با 𝛼
نیاز جای گشت ها مورد در اطلاعات اندکͬ به اختیاری، چندگانۀ تعویض های به پرداختن برای

داریم.

معنͬ به perⅿutation مخفف perⅿ مترجمان:
است. جای گشت

perⅿ𝑚 جای گشت، تعریف: ۳۱ .۹

باشد. مثبت صحیح عدد ͷی 𝑚 کنید فرض
عددهای از ͷهری که است (𝑗۱,… , 𝑗𝑚) لیست ͷی ،(۱,… ,𝑚) جای گشت ͷی ●

شود. شامل یͷ بار دقیقا را ۱,… ,𝑚
ͬ شود. م داده نشان perⅿ𝑚 با (۱,… ,𝑚) جای گشت های همۀ مجموعۀ ●

بازآرایش بە عنوان را perⅿ𝑚 از عضوی باید شما .(۲, ۳, ۴, ۵, ۱) ∈ perⅿ ۵ مثال برای

بͽیرید. نظر در اول مثبت صحیح عدد 𝑚
استاندارد ترتیب به (𝑗۱,… , 𝑗𝑚) جای گشت ͷی تبدیل برای استفاده مورد تعویض های تعداد

تعریف باشد. داشته بستگͬ ͬ شوند، م انتخاب که مشخصͬ تعویض های به ͬ تواند م ،(۱,… ,𝑚)
ͬ دهد. م اختصاص را خوش تعریف علامت ͷی جای گشت، هر به که دارد را مزیت این زیر

است. علامت معنͬ به sign مترجمان: جای گشت ͷی علامت تعریف: ۳۲ .۹

ͬ شود: م تعریف زیر بە صورت (𝑗۱,… , 𝑗𝑚) جای گشت ͷی علامت

sign(𝑗۱,… , 𝑗𝑚) = (−۱)𝑁 ,

است، ۱ ≤ 𝑘 < ℓ ≤ 𝑚 با (𝑘, ℓ) صحیح عددهای از جفت ها تعداد ،𝑁 آن در که
ͬ شود. م ظاهر (𝑗۱,… , 𝑗𝑚) لیست در ℓ پس از 𝑘 که بە طوری

تغییر زوج دفعات تعداد به طبیعͬ ترتیب اگر است، ۱ با برابر جای گشت ͷی علامت بنابراین

باشد. کرده تغییر فرد دفعات تعداد به طبیعͬ ترتیب اگر است، −۱ با برابر و باشد کرده

علامت ها مثال: ۳۳ .۹

است. ۱ علامت دارای طبیعͬ] ترتیب در تغییری هر [بدون (۱,… ,𝑚) جای گشت ●

لیست در ℓ پس از 𝑘 که بە طوری ،𝑘 < ℓ با (𝑘, ℓ) صحیح عددهای از جفت تنها ●

دارای (۲, ۱, ۳, ۴) جای گشت بنابراین است. (۱, ۲) ͬ شود، م ظاهر (۲, ۱, ۳, ۴)
است. −۱ علامت

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



دترمینان ها و چندخطͬ جبر ۹ ۲۹۶

ترتیب در تغییر با که 𝑘 < ℓ با (𝑘, ℓ) جفت های تنها ،(۲, ۳,… ,𝑚, ۱) جای گشت در ●

جفت ها این از تا 𝑚 − ۱ چون هستند. (۱, ۲), (۱, ۳),… , (۱,𝑚) ͬ شوند، م ظاهر
است. (−۱)𝑚−۱ با برابر جای گشت این علامت داریم،

جای گشت ͷی در درایه دو تعویض ۳۴ .۹

ͬ کند. م ضرب −۱ در را جای گشت علامت جای گشت، ͷی در درایه دو تعویض

در اول، جای گشت در تعویض شده درایۀ دو ͬ شود. م درایه حاصل دو تعویض با اولͬ از دوم جای گشت که داریم جای گشت دو کنید فرض اثبات

−۱ یا ۱ با برابر اینجا) (تا خالص تغییر ͷی بنابراین نباشند. خود طبیعͬ ترتیب در دوم جای گشت در اگر تنها و اگر دارند، قرار خود طبیعͬ ترتیب

داریم. نیستند، خود طبیعͬ ترتیب در که جفت هایی تعداد در فرد) عددهای دو (هر

در تعویض شده، درایۀ دو هر به نسبت اولیه، حالت در میانͬ درایۀ ͷی اگر بͽیرید. نظر در دارد، قرار تعویض شده درایۀ دو بین که را درایە ای هر

درایۀ ͷی اگر مشابه، بە طور ندارند. قرار طبیعͬ ترتیب در تعویض شده، درایە های از ͷهیچ ی به نسبت اکنون آن گاه باشد، داشته قرار طبیعͬ ترتیب

تعویض شده، درایۀ دو هر به نسبت اکنون آن گاه باشد، نداشته قرار طبیعͬ ترتیب در تعویض شده، درایە های از ͷهیچ ی به نسبت اولیه، حالت در میانͬ

باشد، داشته قرار طبیعͬ ترتیب در تعویض شده، درایە های از ͬͺی به نسبت تنها اولیه، حالت در میانͬ درایۀ ͷی اگر دارد. قرار طبیعͬ ترتیب در

جفت هایی تعداد در تعویض شده) درایۀ دو بین درایه، ͷی شامل جفت هر (برای خالص تغییر ازاین رو ͬ ماند. م برقرار هم چنان وضعیت این آن گاه

است. زوج) عددهای (همه ۰ یا −۲ ،۲ با برابر نیستند، خود طبیعͬ ترتیب در که

تعداد در کل خالص تغییر بە این دلیل، ͬ دهد. نم رخ خیر، یا هستند خود طبیعͬ ترتیب در آیا اینکه در تغییری هیچ درایە ها، جفت های سایر برای

اول جای گشت علامت ضرب در −۱ با برابر دوم، جای گشت علامت نتیجه، در است. فرد عدد ͷی نیستند، خود طبیعͬ ترتیب در که جفت هایی

■ ͬ باشد. م

متناوب چندخطͬ فرم های و جای گشت ها ۳۵ .۹

آن گاه .𝛼 ∈ 𝑉 (𝑚)
aⅼt و است مثبت صحیح عدد ͷی 𝑚 کنید فرض

𝛼(𝑣𝑗۱ ,… , 𝑣𝑗𝑚) = (sign(𝑗۱,… , 𝑗𝑚))𝛼(𝑣۱,… , 𝑣𝑚)

.(𝑗۱,… , 𝑗𝑚) ∈ perⅿ𝑚 هر و 𝑉 در بردارها از 𝑣۱,… , 𝑣𝑚 لیست هر برای

مختلف، موقعیت های در درایە ها تعویض  از سری ͷی با ͬ توانیم م .(𝑗۱,… , 𝑗𝑚) ∈ perⅿ𝑚 و 𝑣۱,… , 𝑣𝑚 ∈ 𝑉 کنید فرض اثبات

باقͬ علامت نیز و (۳۰ .۹ (طبق ͬ دهد م تغییر −۱ ضریب با را 𝛼 مقدار تعویض ها، این از ͷهر ی برسیم. (۱,… ,𝑚) به (𝑗۱,… , 𝑗𝑚) از

۱ علامت دارای که ͬ رسیم م ۱,… ,𝑚 جای گشت به تعویض، مناسبی تعداد پس از .(۳۴ .۹ (طبق ͬ دهد م تغییر −۱ ضریب با را جای گشت ها

ͬ دهد م علامت تغییر بار فرد تعداد به ،sign(𝑗۱,… , 𝑗𝑚) = −۱ اگر و بار زوج تعداد به ،sign(𝑗۱,… , 𝑗𝑚) = ۱ اگر ،𝛼 مقدار نتیجه در است.

■ ͬ دهد. م دست به را مطلوب نتیجه و

𝑛⁃بعدی، برداری فضاهای روی متناوب 𝑛⁃خطͬ فرم های برای جای گشت ها، از ما استفادۀ

ͬ شود. م منجر زیر زیبای فرمول به طبیعͬ بە صورت اکنون

𝑉 روی ⅾiⅿ𝑉)⁃خطͬ ) متناوب فرم های برای فرمول ۳۶ .۹

کنید فرض 𝑘 ∈ {۱,… , 𝑛} هر برای .𝑣۱,… , 𝑣𝑛 ∈ 𝑉 و است 𝑉 پایۀ ͷی 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 کنید فرض .𝑛 = ⅾiⅿ𝑉 دهید قرار
که باشند طوری 𝑏۱,𝑘,… , 𝑏𝑛,𝑘 ∈ 𝐅

𝑣𝑘 =
𝑛

∑
𝑗=۱

𝑏𝑗,𝑘𝑒𝑗.

𝑉 روی 𝛼 متناوب 𝑛⁃خطͬ فرم هر برای آن گاه

𝛼(𝑣۱,… , 𝑣𝑛) = 𝛼(𝑒۱,… , 𝑒𝑛) ∑
(𝑗۱,…,𝑗𝑛)∈perⅿ𝑛

(sign(𝑗۱,… , 𝑗𝑛)) 𝑏𝑗۱,۱ ⋯𝑏𝑗𝑛,𝑛.

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



متناوب چند خطͬ فرم های ۲ −۹۲۹۷

آن گاه است. 𝑉 روی متناوب 𝑛⁃خطͬ فرم ͷی 𝛼 کنید فرض اثبات

𝛼(𝑣۱,… , 𝑣𝑛) = 𝛼(
𝑛

∑
𝑗۱=۱

𝑏𝑗۱,۱𝑒𝑗۱ ,… ,
𝑛

∑
𝑗𝑛=۱

𝑏𝑗𝑛,𝑛𝑒𝑗𝑛)

=
𝑛

∑
𝑗۱=۱

⋯
𝑛

∑
𝑗𝑛=۱

𝑏𝑗۱,۱ ⋯𝑏𝑗𝑛,𝑛 𝛼(𝑒𝑗۱ ,… , 𝑒𝑗𝑛)

= ∑
(𝑗۱,…,𝑗𝑛)∈perⅿ𝑛

𝑏𝑗۱,۱ ⋯𝑏𝑗𝑛,𝑛 𝛼(𝑒𝑗۱ ,… , 𝑒𝑗𝑛)

= 𝛼(𝑒۱,… , 𝑒𝑛) ∑
(𝑗۱,…,𝑗𝑛)∈perⅿ𝑛

(sign(𝑗۱,… , 𝑗𝑛)) 𝑏𝑗۱,۱ ⋯𝑏𝑗𝑛,𝑛,

برقرار ۳۵ .۹ طبق آخر خط و 𝛼(𝑒𝑗۱ ,… , 𝑒𝑗𝑛) = ۰ نباشند، متمایز صحیح عددهای 𝑗۱,… , 𝑗𝑛 اگر چون است، برقرار سوم خط آن، در که

■ است.

بود. خواهد بعدی بخش در دترمینان از ما تعریف کلید زیر، نتیجۀ

ⅾiⅿ𝑉 (ⅾiⅿ𝑉 )
aⅼt = ۱ ۳۷ .۹

است. ͷی بعد دارای 𝑉 (ⅾiⅿ𝑉 )
aⅼt برداری فضای

باشند طوری 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 کنید فرض باشند. 𝛼 ≠ ۰ با 𝑉 روی متناوب 𝑛⁃خطͬ فرم های ،𝛼′ و 𝛼 کنید فرض .𝑛 = ⅾiⅿ𝑉 دهید قرار اثبات

که بە طوری 𝑐 ∈ 𝐅 دارد وجود .𝛼(𝑒۱,… , 𝑒𝑛) ≠ ۰ که

𝛼′(𝑒۱,… , 𝑒𝑛) = 𝑐𝛼(𝑒۱,… , 𝑒𝑛).

باشد. 𝑉 پایۀ ͷی بنابراین و باشد خطͬ مستقل 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 که ͬ کند م ایجاب ۲۸ .۹ بە علاوه،

آن گاه باشد. ۳۶ .۹ همانند 𝑗, 𝑘 = ۱,… , 𝑛 برای 𝑏𝑗,𝑘 کنید فرض .𝑣۱,… , 𝑣𝑛 ∈ 𝑉 کنید فرض

𝛼′(𝑣۱,… , 𝑣𝑛) = 𝛼′(𝑒۱,… , 𝑒𝑛) ∑
(𝑗۱,…,𝑗𝑛)∈perⅿ𝑛

(sign(𝑗۱,… , 𝑗𝑛)) 𝑏𝑗۱,۱ ⋯𝑏𝑗𝑛,𝑛

= 𝑐𝛼(𝑒۱,… , 𝑒𝑛) ∑
(𝑗۱,…,𝑗𝑛)∈perⅿ𝑛

(sign(𝑗۱,… , 𝑗𝑛)) 𝑏𝑗۱,۱ ⋯𝑏𝑗𝑛,𝑛

= 𝑐𝛼(𝑣۱,… , 𝑣𝑛),

خطͬ مستقل لیست ͷی 𝛼 ،𝛼′ بنابراین .𝛼′ = 𝑐𝛼 که ͬ کند م ایجاب بالا معادلۀ ͬ آیند. م دست به ۳۶ .۹ از بالا در آخر و اول خط های آن، در که

.ⅾiⅿ𝑉 (𝑛)
aⅼt ≤ ۱ اینکه بر دارد دلالت و نیست

ⅾiⅿ𝑉 (𝑛)
aⅼt اینکه احتمال (بنابراین دارد وجود 𝑉 روی 𝛼 غیرصفر متناوب 𝑛⁃خطͬ فرم ͷی که دهیم نشان است لازم تنها اثبات، تکمیل برای

خطͬ تابعک های 𝜑۱,… , 𝜑𝑛 ∈ 𝑉 ′ کنید فرض و است 𝑉 از پایە ای هر 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 کنید فرض کار این برای ͬ شود). م حذف باشد، ۰ با برابر

دیͽر، عبارت به کنیم. بیان 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 از خطͬ ترکیب ͷی بە صورت را 𝑉 از عضو هر ͬ دهند م امͺان که هستند 𝑉 روی

𝑣 =
𝑛

∑
𝑗=۱

𝜑𝑗(𝑣)𝑒𝑗

ͬ کنیم م تعریف 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 ∈ 𝑉 برای اکنون ببینید). را ۱۱۴ .۳) 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای

𝛼(𝑣۱,… , 𝑣𝑛) = ∑
(𝑗۱,…,𝑗𝑛)∈perⅿ𝑛

(sign(𝑗۱,… , 𝑗𝑛)) 𝜑𝑗۱(𝑣۱)⋯𝜑𝑗𝑛(𝑣𝑛). (۳۸ .۹)

است. آسان است، 𝑉 روی 𝑛⁃خطͬ فرم ͷی 𝛼 اینکه بررسͬ

(𝑗۲, 𝑗۱, 𝑗۳,… , 𝑗𝑛) جای گشت ،(𝑗۱,… , 𝑗𝑛) ∈ perⅿ𝑛 هر برای .𝑣۱ = 𝑣۲ با 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 ∈ 𝑉 کنید فرض ،𝛼 بودن متناوب مشاهدۀ برای

بنابراین ͬ کنند. م حذف را یͺدیͽر ،۳۸ .۹ در حاصل جمع در جای گشت دو این سهم های ،𝑣۱ = 𝑣۲ چون است. مخالف علامت دارای

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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متناوب 𝛼 نتیجه در باشند. برابر 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 لیست در بردار دو هر اگر ،𝛼(𝑣۱,… , 𝑣𝑛) = ۰ مشابه بە طور .𝛼(𝑣۱, 𝑣۱, 𝑣۳,… , 𝑣𝑛) = ۰

است.

حالت این در ،𝑗 = 𝑘 اگر است، ۱ با برابر و 𝑗 ≠ 𝑘 اگر است، ۰ با برابر 𝜑𝑗(𝑒𝑘) چون بͽیرید. نظر در 𝑣𝑘 = 𝑒𝑘 هر با را ۳۸ .۹ نهایت در

فرم ͷی نتیجه در ͬ دهد. م دست به را 𝛼(𝑒۱,… , 𝑒𝑛) = ۱ معادلۀ و دارد ۳۸ .۹ راست سمت در غیرصفر سهم ͷی (۱,… , 𝑛) جای گشت تنها

■ ͬ باشد. م مطلوب چنان که کردە ایم، تولید 𝑉 روی 𝛼 غیرصفر متناوب 𝑛⁃خطͬ

ساخت برای آخر اثبات در استفادە شده ۳۸ .۹ فرمول
۳۶ .۹ فرمول از غیرصفر، متناوب 𝑛⁃خطͬ فرم ͷی
خاصیت های از طبیعͬ بە طور فرمول آن و است آمده

ͬ شود. م ناشͬ متناوب چندخطͬ فرم ͷی

اعمال خطͬ وابستۀ لیست ͷی بر که متناوب چندخطͬ فرم ͷی مقدار که دادیم نشان قبل تر

متناوب، 𝑛⁃خطͬ فرم های برای را ۲۸ .۹ معکوس بعدی، نتیجۀ ببینید. را ۲۸ .۹ است؛ ۰ شود،

این به است، غیرصفر 𝛼 که گزاره این زیر، نتیجۀ در ͬ سازد. م فراهم ،𝑛 = ⅾiⅿ𝑉 که زمانͬ

با برابر همواره که نیست 𝑉 𝑛 روی تابعͬ 𝛼 که است) معمول تابع ͷی برای (چنان که است معنͬ

باشد. ۰

خطͬ استقلال و متناوب ⅾiⅿ𝑉)⁃خطͬ ) فرم های ۳۹ .۹

است. 𝑉 در بردارها از لیست ͷی 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 و است 𝑉 روی غیرصفر متناوب 𝑛⁃خطͬ فرم ͷی 𝛼 کنید فرض .𝑛 = ⅾiⅿ𝑉 دهید قرار
آن گاه

𝛼(𝑒۱,… , 𝑒𝑛) ≠ ۰,
باشد. خطͬ مستقل 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 اگر تنها و اگر

باشد. خطͬ مستقل 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 که ͬ کند م ایجاب ۲۸ .۹ آن گاه .𝛼(𝑒۱,… , 𝑒𝑛) ≠ ۰ کنید فرض ابتدا اثبات

𝑉 پایۀ ͷی 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 یعنͬ این ،𝑛 = ⅾiⅿ𝑉 چون است. خطͬ مستقل 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 کنید فرض اکنون دیͽر، جهت در دلالت اثبات برای

ببینید). را ۳۸ .۲) است

که ͬ کند م ایجاب ۳۶ .۹ اکنون .𝛼(𝑣۱,… , 𝑣𝑛) ≠ ۰ که بە طوری ،𝑣۱,… , 𝑣𝑛 ∈ 𝑉 دارد وجود نیست، صفر 𝑛⁃خطͬ فرم 𝛼 چون

■ .𝛼(𝑒۱,… , 𝑒𝑛) ≠ ۰

۲ −۹ تمرین های

.ⅾiⅿ𝑉 (𝑚) = (ⅾiⅿ𝑉 )𝑚 دهید نشان باشد. مثبت صحیح عدد ͷی 𝑚 کنید فرض ۱
توسط 𝛼∶ 𝐅𝑛 ×𝐅𝑛 ×𝐅𝑛 → 𝐅 و 𝑛 ≥ ۳ کنید فرض ۲

𝛼((𝑥۱,… , 𝑥𝑛), (𝑦۱,… , 𝑦𝑛), (𝑧۱,… , 𝑧𝑛)) = 𝑥۱𝑦۲𝑧۳ − 𝑥۲𝑦۱𝑧۳ − 𝑥۳𝑦۲𝑧۱ − 𝑥۱𝑦۳𝑧۲ + 𝑥۳𝑦۱𝑧۲ + 𝑥۲𝑦۳𝑧۱

است. 𝐅𝑛 روی متناوب ۳⁃خطͬ فرم ͷی 𝛼 دهید نشان است. شده تعریف
𝑣۱,… , 𝑣𝑚 زمانͬ که ،𝛼(𝑣۱,… , 𝑣𝑚) = ۰ که بە طوری است، 𝑉 روی 𝑚⁃خطͬ فرم ͷی 𝛼 و است مثبت صحیح عدد ͷی 𝑚 کنید فرض ۳
روی متناوب 𝑚⁃خطͬ فرم ͷی 𝛼 کنید ثابت .𝑣𝑗 = 𝑣𝑗+۱ داریم 𝑗 ∈ {۱,… ,𝑚− ۱} از مقداری برای و است 𝑉 در بردارها از لیست ͷی

است. 𝑉
آن گاه ،𝛼 ∈ 𝑉 (۴)

aⅼt اگر دهید: ارائه نقض مثال ͷی یا کنید، ثابت ۴

{(𝑣۱, 𝑣۲, 𝑣۳, 𝑣۴) ∈ 𝑉 ۴ ∶ 𝛼(𝑣۱, 𝑣۲, 𝑣۳, 𝑣۴) = ۰}

است. 𝑉 ۴ زیرفضای ͷی
𝑣۱,… , 𝑣𝑚 ∈ 𝑉 برای را 𝑉 روی 𝛼 𝑚⁃خطͬ فرم ͷی است. 𝑉 روی 𝑚⁃خطͬ فرم ͷی 𝛽 و است مثبت صحیح عدد ͷی 𝑚 کنید فرض ۵

توسط
𝛼(𝑣۱,… , 𝑣𝑚) = ∑

(𝑗۱,…,𝑗𝑚)∈perⅿ𝑚
(sign(𝑗۱,… , 𝑗𝑚))𝛽(𝑣𝑗۱ ,… , 𝑣𝑗𝑚)

.𝛼 ∈ 𝑉 (𝑚)
aⅼt چرا دهید توضیح ͬ کنیم. م تعریف

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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𝑣۱,… , 𝑣𝑚 ∈ 𝑉 برای را 𝑉 روی 𝛼 𝑚⁃خطͬ فرم ͷی است. 𝑉 روی 𝑚⁃خطͬ فرم ͷی 𝛽 و است مثبت صحیح عدد ͷی 𝑚 کنید فرض ۶
توسط

𝛼(𝑣۱,… , 𝑣𝑚) = ∑
(𝑗۱,…,𝑗𝑚)∈perⅿ𝑚

𝛽(𝑣𝑗۱ ,… , 𝑣𝑗𝑚)

داریم (𝑘۱,… , 𝑘𝑚) ∈ perⅿ𝑚 هر و 𝑣۱,… , 𝑣𝑚 ∈ 𝑉 هر برای چرا دهید توضیح ͬ کنیم. م تعریف

𝛼(𝑣𝑘۱
,… , 𝑣𝑘𝑚

) = 𝛼(𝑣۱,… , 𝑣𝑚).

.𝛼(𝑣۱, 𝑣۲) = ۰ که بە طوری دهید، ارائه 𝐑۳ در 𝑣۲ ،𝑣۱ خطͬ مستقل لیست ͷی و 𝐑۳ روی 𝛼 غیرصفر متناوب ۲⁃خطͬ فرم ͷی از مثالͬ ۷

نباشد. برقرار است ممͺن ۳۹ .۹ کنیم، حذف را 𝑛 = ⅾiⅿ𝑉 فرض اگر که ͬ دهد م نشان تمرین این

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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دترمینان ها ۳ −۹

دترمینان تعریف

هدایت عملͽر ͷی دترمینان برای پایه از مستقل و زیبا مرتب، تعریف ͷی به را ما بعدی، تعریف

کرد. خواهد

𝛼𝑇 تعریف: ۴۰ .۹

فرم ،𝛼 ∈ 𝑉 (𝑚)
aⅼt برای .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و باشد مثبت صحیح عدد ͷی 𝑚 کنید فرض

توسط را 𝛼𝑇 ∈ 𝑉 (𝑚)
aⅼt

𝛼𝑇 (𝑣۱,… , 𝑣𝑚) = 𝛼(𝑇𝑣۱,… , 𝑇 𝑣𝑚)

ͬ کنیم. م تعریف 𝑉 در بردارها از 𝑣۱,… , 𝑣𝑚 لیست هر برای

𝑉 در بردارها از لیست ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑚 و 𝛼 ∈ 𝑉 (𝑚)
aⅼt اگر .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض

اینکه بر دارد دلالت و 𝑇𝑣𝑗 = 𝑇𝑣𝑘 آن گاه ،𝑗 ≠ 𝑘 از مقدارهایی برای 𝑣𝑗 = 𝑣𝑘 با باشد

از خطͬ نگاشت ͷی 𝛼 ↦ 𝛼𝑇 تابع ازاین رو .𝛼𝑇 (𝑣۱,… , 𝑣𝑚) = 𝛼(𝑇𝑣۱,… , 𝑇 𝑣𝑚) = ۰

ͬ باشد. م خودش به 𝑉 (𝑚)
aⅼt

برداری فضای ͷی از خطͬ نگاشت هر ببینید). را ۳۷ .۹) ⅾiⅿ𝑉 (ⅾiⅿ𝑉 )
aⅼt = ۱ که ͬ دانیم م

،𝛼 ↦ 𝛼𝑇 خطͬ نگاشت برای ͬ باشد. م یͺتا اسͺالر عدد ͷی در ضرب ͷی خودش، به یͷ بعدی

ͬ کنیم. م تعریف اسͺالر عدد آن را، ⅾet𝑇 اکنون

معنͬ به ⅾeterⅿinant مخفف ⅾet مترجمان:
است. ⅾet𝑇دترمینان عملͽر، ͷی دترمینان تعریف: ۴۱ .۹

عدد ͷی بە شͺل ͬ شود، م داده نشان ⅾet𝑇 با که 𝑇 دترمینان .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض
که بە طوری ͬ شود، م تعریف 𝐅 در یͺتا

𝛼𝑇 = (ⅾet𝑇 )𝛼

.𝛼 ∈ 𝑉 (ⅾiⅿ𝑉 )
aⅼt هر برای

عملͽرها دترمینان های مثال: ۴۲ .۹

.𝑛 = ⅾiⅿ𝑉 دهید قرار
بنابراین .𝛼𝐼 = 𝛼 داریم 𝛼 ∈ 𝑉 (𝑛)

aⅼt هر برای آن گاه باشد، 𝑉 روی همانͬ عملͽر 𝐼 اگر ●

.ⅾet 𝐼 = ۱
بنابراین .𝛼𝜆𝐼 = 𝜆𝑛𝛼 داریم 𝛼 ∈ 𝑉 (𝑛)

aⅼt هر برای آن گاه ،𝜆 ∈ 𝐅 اگر ، ͬ کل بە طور ●

.ⅾet(𝜆𝐼) = 𝜆𝑛

داریم 𝛼 ∈ 𝑉 (𝑛)
aⅼt هر برای صورت آن در ،𝜆 ∈ 𝐅 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) اگر ͬ تر، کل هم باز ●

.ⅾet(𝜆𝑇 ) = 𝜆𝑛 ⅾet𝑇 بنابراین .𝛼𝜆𝑇 = 𝜆𝑛𝛼𝑇 = 𝜆𝑛(ⅾet𝑇 )𝛼
با ،𝑇 ویژۀ بردارهای شامل 𝑉 از 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 پایۀ ͷی و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ●

آن گاه ،𝛼 ∈ 𝑉 (𝑛)
aⅼt اگر دارد. وجود 𝜆۱,… , 𝜆𝑛 متناظر ویژۀ مقدارهای

𝛼𝑇 (𝑒۱,… , 𝑒𝑛) = 𝛼(𝜆۱𝑒۱,… , 𝜆𝑛𝑒𝑛) = (𝜆۱ ⋯ 𝜆𝑛)𝛼(𝑒۱,… , 𝑒𝑛).

بالا معادلۀ بنابراین .𝛼(𝑒۱,… , 𝑒𝑛) ≠ ۰ که ͬ کند م ایجاب ۳۹ .۹ آن گاه ،𝛼 ≠ ۰ اگر
که است معنͬ این به

ⅾet𝑇 = 𝜆۱ ⋯ 𝜆𝑛.

کار، این برای است. مربعͬ ماتریس ͷی دترمینان برای فرمولͬ ارائۀ و تعریف ما، بعدی وظیفۀ

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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دترمینان بە عنوان را ماتریس دترمینان سپس و ͬ دهیم م نسبت عملͽر ͷی مربعͬ، ماتریس هر به

ͬ کنیم. م تعریف نسبت دادە شده عملͽر

ⅾet𝐴 ماتریس، ͷی دترمینان تعریف: ۴۳ .۹

𝐅 در درایە ها با 𝑛 در 𝑛 مربعͬ ماتریس ͷی 𝐴 و است مثبت صحیح عدد ͷی 𝑛 کنید فرض
𝐅𝑛 استاندارد پایۀ به نسبت آن ماتریس که است عملͽری 𝑇 ∈ ℒ(𝐅𝑛) کنید فرض است.
ⅾet𝐴 = ⅾet𝑇 توسط ͬ شود، م داده نشان ⅾet𝐴 با که 𝐴 دترمینان ͬ باشد. م 𝐴 با برابر

ͬ شود. م تعریف

ماتریس ها دترمینان های مثال: ۴۴ .۹

روی 𝐼 همانͬ عملͽر ،𝐅𝑛 روی متناظر عملͽر آن گاه باشد، 𝑛 در 𝑛 همانͬ ماتریس 𝐼 اگر ●

باشد. ۱ همانͬ، ماتریس دترمینان که ͬ کند م ایجاب ۴۲ .۹ اول بند بنابراین است. 𝐅𝑛

متناظر عملͽر آن گاه است. قطر روی 𝜆۱,… , 𝜆𝑛 با قطری ماتریس ͷی 𝐴 کنید فرض ●

𝜆۱,… , 𝜆𝑛 ویژۀ مقدارهای با ویژه، بردارهای بە عنوان 𝐅𝑛 استاندارد پایۀ دارای 𝐅𝑛 روی
.ⅾet𝐴 = 𝜆۱ ⋯ 𝜆𝑛 که ͬ کند م ایجاب ۴۲ .۹ بند آخرین بنابراین، ͬ باشد. م

بردارهای از لیستͬ بە عنوان را 𝐅𝑛 در بردار 𝑛 از 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 لیست هر بعدی، نتیجۀ برای

مربعͬ ماتریس نشان دهندۀ ،( 𝑣۱ ⋯ 𝑣𝑛 ) نمادگذاری آن گاه کنید. تصور ۱ در 𝑛 ستونͬ

است. 𝑣𝑘 آن 𝑘ام ستون ،𝑘 = ۱,… , 𝑛 هر برای که ͬ باشد م 𝑛 در 𝑛

است متناوب چندخطͬ فرم ͷی دترمینان، ۴۵ .۹

ͷی ͬ برد، م ⅾet ( 𝑣۱ ⋯ 𝑣𝑛 ) به را 𝐅𝑛 در بردارها از 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 لیست ͷی که نگاشتͬ باشد. مثبت صحیح عدد ͷی 𝑛 کنید فرض
است. 𝐅𝑛 روی متناوب 𝑛⁃خطͬ فرم

𝑇 ∈ ℒ(𝐅𝑛) کنید فرض باشد. 𝐅𝑛 در بردارها از لیست ͷی ،𝑣۱,… , 𝑣𝑛 کنید فرض و باشد 𝐅𝑛 استاندارد پایۀ 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 کنید فرض اثبات

آن ماتریس ،𝑒۱,… , 𝑒𝑛 به نسبت که است عملͽری 𝑇 بنابراین .𝑇𝑒𝑘 = 𝑣𝑘 داریم 𝑘 = ۱,… , 𝑛 هر برای که بە طوری باشد، عملͽر ͷی

.ⅾet ( 𝑣۱ ⋯ 𝑣𝑛 ) = ⅾet𝑇 ماتریس ͷی دترمینان تعریف طبق ازاین رو ͬ باشد. م ( 𝑣۱ ⋯ 𝑣𝑛 )
آن گاه .𝛼(𝑒۱,… , 𝑒𝑛) = ۱ که بە طوزی باشد، 𝐅𝑛 روی متناوب 𝑛⁃خطͬ فرم ͷی 𝛼 کنید فرض

ⅾet ( 𝑣۱ ⋯ 𝑣𝑛 ) = ⅾet𝑇

= (ⅾet𝑇 )𝛼(𝑒۱,… , 𝑒𝑛)

= 𝛼(𝑇𝑒۱,… , 𝑇 𝑒𝑛)

= 𝛼(𝑣۱,… , 𝑣𝑛),

در 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 بردارهای از لیست ͷی که نگاشتͬ که ͬ دهد م نشان بالا معادلۀ ͬ شود. م نتیجه عملͽر ͷی دترمینان تعریف از سوم خط آن، در که

■ است. 𝐅𝑛 روی 𝛼 متناوب 𝑛⁃خطͬ فرم ͬ برد، م ⅾet ( 𝑣۱ ⋯ 𝑣𝑛 ) به را 𝐅𝑛

ماتریس ͷی که ͬ کند م ایجاب بلافاصله مثال، برای است. مهم پیامد چندین دارای قبلͬ نتیجۀ

ولͬ گشت، خواهیم باز دیͽر پیامدهای به بعدا است. ۰ دترمینان دارای یͺسان، ستون دو با

اگر که ͬ شویم م یادآور دهیم. ارائه مربعͬ ماتریس ͷی دترمینان برای فرمولͬ ͬ خواهیم م هم اکنون

ͬ باشد. م 𝐴 از 𝑘 ستون و 𝑗 سطر درایۀ نشان دهندۀ 𝐴𝑗,𝑘 آن گاه باشد، ماتریس ͷی 𝐴

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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ماتریس ͷی دترمینان فرمول ۴۶ .۹

آن گاه است. 𝑛 در 𝑛 مربعͬ ماتریس ͷی 𝐴 و است مثبت صحیح عدد ͷی 𝑛 کنید فرض

ⅾet𝐴 = ∑
(𝑗۱,…,𝑗𝑛)∈perⅿ𝑛

(sign(𝑗۱,… , 𝑗𝑛))𝐴𝑗۱,۱ ⋯𝐴𝑗𝑛,𝑛.

به را 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 که است 𝐅𝑛 روی متناوب 𝑛⁃خطͬ فرم که 𝛼 و است 𝐅𝑛 استاندارد پایۀ که 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 و 𝑉 = 𝐅𝑛 آن در که را ۳۶ .۹ اثبات

است. 𝐴𝑗,𝑘 با برابر ۳۶ .۹ در 𝑏𝑗,𝑘 هر آن گاه باشد، 𝐴 از 𝑘ام ستون ،𝑣𝑘 هر اگر بͽیرید. کار به ببینید)، را ۴۵ .۹) ͬ برد م ⅾet ( 𝑣۱ ⋯ 𝑣𝑛 )
نهایت در

𝛼(𝑒۱,… , 𝑒𝑛) = ⅾet ( 𝑒۱ ⋯ 𝑒𝑛 ) = ⅾet 𝐼 = ۱.

■ ͬ شود. م تبدیل نتیجه این در شده بیان فرمول به ۳۶ .۹ در فرمول نتیجه، در

دترمینان برای صریح فرمول مثال: ۴۷ .۹

بود: خواهد زیر بە صورت ۴۶ .۹ فرمول آن گاه باشد، ۲ در ۲ ماتریس ͷی 𝐴 اگر ●

ⅾet𝐴 = 𝐴۱,۱𝐴۲,۲ −𝐴۲,۱𝐴۱,۲.

بود: خواهد زیر بە صورت ۴۶ .۹ فرمول آن گاه باشد، ۳ در ۳ ماتریس ͷی 𝐴 اگر ●

ⅾet𝐴 =𝐴۱,۱𝐴۲,۲𝐴۳,۳ −𝐴۲,۱𝐴۱,۲𝐴۳,۳ −𝐴۳,۱𝐴۲,۲𝐴۱,۳

−𝐴۱,۱𝐴۳,۲𝐴۲,۳ +𝐴۳,۱𝐴۱,۲𝐴۲,۳ +𝐴۲,۱𝐴۳,۲𝐴۱,۳.

رشد سریع ،𝑛 افزایش با 𝑛! چون ͬ باشد. م جمله 𝑛! شامل ۴۶ .۹ فرمول در حاصل جمع

متوسط مقدار با 𝑛 برای حتͬ دترمینان ها، محاسبۀ برای عملͬ روش ͷی ۴۶ .۹ فرمول ͬ کند، م

حاصل جمعͬ به که ͬ شود م ۱۰۱۵۸ تقریبا ۱۰۰! و است میلیون سه از بیش ۱۰! مثال، برای نیست.

منجر که دید خواهیم نتایجͬ بە زودی کند. محاسبه ͬ تواند نم کامپیوتر سریع ترین که ͬ شود م منجر

ͬ شوند. م ۴۶ .۹ در حاصل جمع از مستقیم استفادۀ با مقایسه در دترمینان ها سریع تر محاسبات به

بالامثلثͬ ماتریس دترمینان ۴۸ .۹

.ⅾet𝐴 = 𝜆۱ ⋯ 𝜆𝑛 آن گاه ͬ باشد. م قطر روی 𝜆۱,… , 𝜆𝑛 با بالامثلثͬ ماتریس ͷی 𝐴 کنید فرض

یعنͬ این که ،𝑘 ∈ {۱,… , 𝑛} از مقداری برای 𝑗𝑘 > 𝑘 آن گاه ،(𝑗۱,… , 𝑗𝑛) ≠ (۱,… , 𝑛) با (𝑗۱,… , 𝑗𝑛) ∈ perⅿ𝑛 اگر اثبات

هر برای چون است. (۱,… , 𝑛) جای گشت باشد، داشته ۴۶ .۹ در حاصل جمع در غیرصفر سهم بتواند که جای گشت تنها نتیجه، در .𝐴𝑗𝑘,𝑘 = ۰

■ .ⅾet𝐴 = 𝜆۱ ⋯ 𝜆𝑛 یعنͬ این که ،𝐴𝑘,𝑘 = 𝜆𝑘 داریم 𝑘 = ۱,… , 𝑛

دترمینان ها خاصیت های

است. ضربی دترمینان که ͬ شود م منجر زیر سحرآمیز اثبات به دترمینان، از ما تعریف

است ضربی دترمینان ۴۹ .۹

.ⅾet(𝑆𝑇 ) = (ⅾet𝑆)(ⅾet𝑇 ) آن گاه ،𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض (ا)
آن گاه باشند. هم اندازه مربعͬ ماتریس های 𝐵 و 𝐴 کنید فرض (ب)

ⅾet(𝐴𝐵) = (ⅾet𝐴)(ⅾet𝐵).

اثبات

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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آن گاه .𝑣۱,… , 𝑣𝑛 ∈ 𝑉 و 𝛼 ∈ 𝑉 (𝑛)
aⅼt کنید فرض .𝑛 = ⅾiⅿ𝑉 دهید قرار (ا)

𝛼𝑆𝑇 (𝑣۱,… , 𝑣𝑛) = 𝛼(𝑆𝑇𝑣۱,… , 𝑆𝑇𝑣𝑛)

= (ⅾet𝑆)𝛼(𝑇𝑣۱,… , 𝑇 𝑣𝑛)

= (ⅾet𝑆)(ⅾet𝑇 )𝛼(𝑣۱,… , 𝑣𝑛),

نتیجه ⅾet𝑇 تعریف از سوم معادلۀ و ͬ شود م نتیجه ⅾet𝑆 تعریف از دوم معادلۀ ͬ شود، م نتیجه 𝛼𝑆𝑇 تعریف از اول معادلۀ آن، در که

.ⅾet(𝑆𝑇 ) = (ⅾet𝑆)(ⅾet𝑇 ) که است معنͬ این به بالا معادلۀ ͬ شود. م

به نسبت اثبات، این در عملͽرها ماتریس های همۀ آن در که ،ℳ(𝑇) = 𝐵 و ℳ(𝑆) = 𝐴 که باشد طوری 𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝐅𝑛) کنید فرض (ب)

نتیجه در ببینید). را ۴۳ .۳) ℳ(𝑆𝑇) = ℳ(𝑆)ℳ(𝑇) = 𝐴𝐵 آن گاه هستند. 𝐅𝑛 استاندارد پایۀ

ⅾet(𝐴𝐵) = ⅾet(𝑆𝑇 ) = (ⅾet𝑆)(ⅾet𝑇 ) = (ⅾet𝐴)(ⅾet𝐵),

ͬ شود. م حاصل (ا) نتیجۀ از دوم تساوی آن، در که

■

ͬ کند. م مشخص را عملͽر بودن وارون پذیر عملͽر، ͷی دترمینان

وارون پذیر ⟺ غیرصفر دترمینان ۵۰ .۹

.ⅾet (𝑇−۱) = ۱
ⅾet𝑇 آن گاه باشد، وارون پذیر 𝑇 اگر بە علاوه، .ⅾet𝑇 ≠ ۰ اگر تنها و اگر است، وارون پذیر 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) عملͽر ͷی

که ͬ کند م ایجاب ۴۹ .۹ اکنون .𝑇𝑇−۱ = 𝐼 بنابراین است. وارون پذیر 𝑇 کنید فرض ابتدا اثبات

۱ = ⅾet 𝐼 = ⅾet (𝑇𝑇−۱) = (ⅾet𝑇 )( ⅾet (𝑇−۱)) .

است. ⅾet𝑇 ضرب وارون ⅾet (𝑇−۱) و ⅾet𝑇 ≠ ۰ نتیجه در

فرض و باشد 𝑉 پایۀ ͷی 𝑣, 𝑒۲,… , 𝑒𝑛 کنید فرض .𝑣 ≠ ۰ و 𝑣 ∈ 𝑉 کنید فرض .ⅾet𝑇 ≠ ۰ کنید فرض اکنون دیͽر، جهت اثبات برای

اکنون .(۳۹ .۹ (طبق 𝛼(𝑣, 𝑒۲,… , 𝑒𝑛) ≠ ۰ آن گاه .𝛼 ≠ ۰ که باشد طوری 𝛼 ∈ 𝑉 (𝑛)
aⅼt کنید

𝛼(𝑇𝑣, 𝑇 𝑒۲,… , 𝑇 𝑒𝑛) = (ⅾet𝑇 )𝛼(𝑣, 𝑒۲,… , 𝑒𝑛) ≠ ۰.

■ است. وارون پذیر 𝑇 نتیجه در .𝑇𝑣 ≠ ۰ ازاین رو

وارون پذیر ماتریس ͷی تعریف برای را ۸۰ .۳) است وارون پذیر ،𝐴 مانند 𝑛 در 𝑛 ماتریس ͷی

استاندارد پایۀ طریق (از است نسبت داده شده 𝐴 به که 𝐅𝑛 روی عملͽرِ اگر تنها و اگر ببینید)،

وارون پذیر ،𝐴 مربعͬ ماتریس ͷی که ͬ دهد م نشان قبلͬ نتیجۀ بنابراین باشد. وارون پذیر ،(𝐅𝑛

.ⅾet𝐴 ≠ ۰ اگر تنها و اگر است،

دترمینان ها و ویژه مقدارهای ۵۱ .۹

.ⅾet(𝜆𝐼 − 𝑇) = ۰ اگر تنها و اگر است، 𝑇 مقدارویژۀ ͷی 𝜆 آن گاه .𝜆 ∈ 𝐅 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض

𝜆𝐼 − 𝑇 اگر تنها و اگر ͬ دهد م رخ این که ببینید)، را ۷ .۵) نباشد وارون پذیر 𝑇 − 𝜆𝐼 اگر تنها و اگر است، 𝑇 مقدارویژۀ ͷی 𝜆 عدد اثبات

■ .(۵۰ .۹ (طبق ⅾet(𝜆𝐼 − 𝑇) = ۰ اگر ͬ دهد م رخ این که نباشد، وارون پذیر

اثبات برای باشد. وارون پذیر خطͬ نگاشت ͷی 𝑆 ∶ 𝑊 → 𝑉 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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بنویسیم کنیم سعͬ ۵۰ .۹ و ۴۹ .۹ از استفاده با ͬ توانیم م ،ⅾet (𝑆−۱𝑇𝑆) = ⅾet𝑇 اینکه

ⅾet (𝑆−۱𝑇𝑆) = ( ⅾet𝑆−۱)(ⅾet𝑇 )(ⅾet𝑆)

= ⅾet𝑇 .

زیرا نیست، معنادار آن گاه ،𝑊 ≠ 𝑉 ͬ که درصورت ولͬ دارد، کارایی اثبات آن ،𝑊 = 𝑉 اگر

𝑊 ،𝑆 و است شده تعریف خودش به برداری فضای ͷی از خطͬ نگاشت های برای تنها دترمینان

اشͺال این است، شده ارائه زیر در که اثباتͬ نیست. تعریف شده ⅾet𝑆 و ͬ کند م نگاشت 𝑉 به را

است. معتبر ،𝑊 ≠ 𝑉 که زمانͬ و ͬ کند م رفع را

ͬ باشد م ناوردا تشابه تحت دترمینان ۵۲ .۹

آن گاه باشد. وارون پذیر خطͬ نگاشت ͷی 𝑆 ∶ 𝑊 → 𝑉 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض

ⅾet (𝑆−۱𝑇𝑆) = ⅾet𝑇 .

توسط 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 ∈ 𝑉 برای را 𝛼 ∈ 𝑉 (𝑛)
aⅼt فرم .𝜏 ∈ 𝑊 (𝑛)

aⅼt کنید فرض .𝑛 = ⅾiⅿ𝑊 = ⅾiⅿ𝑉 دهید قرار اثبات

𝛼(𝑣۱,… , 𝑣𝑛) = 𝜏(𝑆−۱𝑣۱,… , 𝑆−۱𝑣𝑛)

آن گاه .𝑤۱,… ,𝑤𝑛 ∈ 𝑊 کنید فرض ͬ کنیم. م تعریف

𝜏𝑆−۱𝑇𝑆(𝑤۱,… ,𝑤𝑛) = 𝜏(𝑆−۱𝑇𝑆𝑤۱,… , 𝑆−۱𝑇𝑆𝑤𝑛)

= 𝛼(𝑇𝑆𝑤۱,… , 𝑇𝑆𝑤𝑛)

= 𝛼𝑇 (𝑆𝑤۱,… , 𝑆𝑤𝑛)

= (ⅾet𝑇 )𝛼(𝑆𝑤۱,… , 𝑆𝑤𝑛)

= (ⅾet𝑇 )𝜏(𝑤۱,… ,𝑤𝑛).

■ .ⅾet (𝑆−۱𝑇𝑆) = ⅾet𝑇 که ͬ کنند م ایجاب 𝑆−۱𝑇𝑆 عملͽر دترمینان تعریف و بالا معادلۀ

است. پایه تغییر هندسͬ تعبیر تشابه، مترجمان:
با دترمینان که است معنͬ این به تشابه تحت ناوردا

وابسته عملͽر به تنها و ͬ کند نم تغییر پایه، تغییر
آن. ماتریسͬ نمایش به نه است،

بعدی نتیجۀ است، 𝐅𝑛 استاندارد پایۀ 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 و 𝑉 = 𝐅𝑛 آن در که خاصͬ حالت برای

انتخابی به بعدی نتیجۀ در معادله چپ سمت ͬ باشد. م درست ماتریس، ͷی دترمینان تعریف طبق

ͬ باشد. م پایه از مستقل راست، سمت یعنͬ این و ندارد بستگͬ پایه از

است برابر آن ماتریس دترمینان با عملͽر، دترمینان ۵۳ .۹

آن گاه باشد. 𝑉 پایۀ ͷی 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض

ⅾet𝑇 = ⅾetℳ(𝑇 , (𝑒۱,… , 𝑒𝑛)) .

𝑘 = ۱,… , 𝑛 هر برای که بە طوری باشد، خطͬ نگاشت آن 𝑆 ∶ 𝐅𝑛 → 𝑉 کنید فرض باشد. 𝐅𝑛 استاندارد پایۀ 𝑓۱,… , 𝑓𝑛 کنید فرض اثبات

با برابر ℳ(𝑆−۱, (𝑒۱,… , 𝑒𝑛), (𝑓۱,… , 𝑓𝑛)) و ℳ(𝑆, (𝑓۱,… , 𝑓𝑛), (𝑒۱,… , 𝑒𝑛)) ماتریس دو هر بنابراین .𝑆𝑓𝑘 = 𝑒𝑘 باشیم داشته

ازاین رو هستند. 𝑛 در 𝑛 همانͬ ماتریس

ℳ(𝑆−۱𝑇𝑆, (𝑓۱,… , 𝑓𝑛)) = ℳ(𝑇 , (𝑒۱,… , 𝑒𝑛)) , (۵۴ .۹)

نتیجه در ͬ شود. م نتیجه ۴۳ .۳ اعمال بار دو از چنان که

ⅾet𝑇 = ⅾet (𝑆−۱𝑇𝑆)

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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= ⅾetℳ(𝑆−۱𝑇𝑆, (𝑓۱,… , 𝑓𝑛))

= ⅾetℳ(𝑇 , (𝑒۱,… , 𝑒𝑛)) ,

■ ͬ شود. م نتیجه ۵۴ .۹ از سوم خط و ͬ شود م نتیجه ماتریس دترمینان تعریف از دوم خط ͬ شود، م نتیجه ۵۲ .۹ از اول خط آن، در که

۴۶ .۹ در فرمول یا تعریف به نسبت دترمینان ها به پرداختن برای شهودی تری راه بعدی، نتیجۀ

ͷی روی عملͽر ͷی دترمینان تعریف به را زیر نتیجۀ مشخصە یابی ͬ توانستیم م ͬ کند. م ارائه

آن از پیامدی به فعلͬ، تعریف صورت آن در که کنیم، تبدیل متناهͬ بعد با مختلط برداری فضای

ͬ شد. م تبدیل تعریف

است برابر ویژه مقدارهای حاصل ضرب با دترمینان آن گاه ،𝐅 = 𝐂 اگر ۵۵ .۹

آن چندگانگͬ تعداد به که مقدارویژه هر با است، برابر 𝑇 ویژۀ مقدارهای حاصل ضرب با ⅾet𝑇 آن گاه .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و 𝐅 = 𝐂 کنید فرض
ͬ شود. م منظور

هر با ،𝑇 ویژۀ مقدارهای شامل ماتریس قطری درایە های با است، بالامثلثͬ ماتریس ͷی دارای 𝑇 آن، به نسبت که دارد وجود 𝑉 از پایە ای اثبات

حاصل ضرب با باشد برابر ⅾet𝑇 که ͬ کنند م ایجاب ۴۸ .۹ و ۵۳ .۹ نتیجه در ببینید. را ۳۷ .۸ ͬ شود– م منطور آن چنگانگͬ تعداد به که مقدارویژه

■ ͬ شود. م منظور آن چنگانگͬ تعداد به که مقدارویژه هر با ،𝑇 ویژۀ مقدارهای

ͷی دوگان با مربعͬ، ماتریس ͷی ترانهادۀ با دترمینان ͬ دهد، م نشان بعدی نتیجۀ چنان که

ͬ کند. م تعامل بە خوبی داخلͬ، حاصل ضرب فضای ͷی روی عملͽر ͷی الحاقͬ با نیز و عملͽر

الحاقͬ یا دوگان ترانهاده، دترمینان ۵۶ .۹

.ⅾet𝐴t = ⅾet𝐴 آن گاه است. مربعͬ ماتریس ͷی 𝐴 کنید فرض (ا)
.ⅾet𝑇 ′ = ⅾet𝑇 آن گاه .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض (ب)

آن گاه .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و است داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی 𝑉 کنید فرض (ج)

ⅾet (𝑇 ∗) = ⅾet𝑇 .

اثبات

توسط 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 ∈ 𝐅𝑛 هر برای را 𝛼∶ (𝐅𝑛)𝑛 → 𝐅 است. مثبت صحیح عدد ͷی 𝑛 کنید فرض (ا)

𝛼(𝑣۱, ⋯ , 𝑣𝑛) = ⅾet(( 𝑣۱ ⋯ 𝑣𝑛 )t )

است. 𝐅𝑛 روی 𝑛⁃خطͬ فرم ͷی 𝛼 که ͬ دهد م نشان ماتریس ͷی دترمینان برای ۴۶ .۹ فرمول ͬ کنیم. م تعریف

( 𝑣۱ ⋯ 𝑣𝑛 )t 𝐵 آن گاه باشد، 𝑛 در 𝑛 ماتریس ͷی 𝐵 اگر .𝑗 ≠ 𝑘 از مقداری برای 𝑣𝑗 = 𝑣𝑘 و 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 ∈ 𝐅𝑛 کنید فرض

وارون پذیر ( 𝑣۱ ⋯ 𝑣𝑛 )t
بنابراین هستند. برابر ( 𝑣۱ ⋯ 𝑣𝑛 )t 𝐵 از 𝑘 سطر و 𝑗 سطر زیرا باشد، برابر همانͬ ماتریس با ͬ تواند نم

است. 𝐅𝑛 روی متناوب 𝑛⁃خطͬ فرم ͷی 𝛼 نتیجه در .𝛼(𝑣۱, ⋯ , 𝑣𝑛) = ۰ یعنͬ که نیست،

ͷی بعد دارای 𝐅𝑛 روی متناوب 𝑛⁃خطͬ فرم های برداری فضای چون ͬ شود. م ۱ با برابر ،𝐅𝑛 استاندارد پایۀ بر 𝛼 اعمال که کنید توجه

است. برقرار (ا) نتیجه در است. دترمینان تابع 𝛼 یعنͬ این ،(۳۷ .۹ (طبق است

ͬ شود. م نتیجه ۱۳۲ .۳ و ۵۳ .۹ و (ا) از ⅾet𝑇 ′ = ⅾet𝑇 معادلۀ (ب)

نتیجه در .(۹ .۷ (طبق است پایه آن به نسبت 𝑇 ماتریس مزدوج ترانهادۀ پایه، آن به نسبت 𝑇 ∗ ماتریس کنید. انتخاب 𝑉 از یͺامتعامدی پایۀ (ج)

■ دارند. دلالت ،ⅾet (𝑇 ∗) = ⅾet𝑇 اینکه بر (ا) بند و ۴۶ .۹ ،۵۳ .۹

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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دترمینان ها محاسبۀ در مفید نتایج ۵۷ .۹

است. ۰ با برابر ماتریس دترمینان آن گاه باشند، برابر مربعͬ ماتریس ͷی از سطر دو یا ستون دو اگر (ا)
.ⅾet𝐴 = − ⅾet𝐵 آن گاه ͬ باشد. م 𝐴 سطر دو یا ستون دو تعویض از حاصل ماتریس 𝐵 و است مربعͬ ماتریس ͷی 𝐴 کنید فرض (ب)

ͬ شود. م ضرب اسͺالر همان در دترمینان مقدار آن گاه شود، ضرب اسͺالری در مربعͬ ماتریس ͷی از سطر ͷی یا ستون ͷی اگر (ج)
ͬ کند. نم تغییر دترمینان مقدار آن گاه شود، اضافه دیͽری ستون به مربعͬ، ماتریس ͷی ستون ͷی از اسͺالری مضرب اگر (د)

ͬ کند. نم تغییر دترمینان مقدار آن گاه شود، اضافه دیͽری سطر به مربعͬ، ماتریس ͷی سطر ͷی از اسͺالری مضرب اگر (ه)

،𝑣۱,… , 𝑣𝑛 ↦ ⅾet ( 𝑣۱ ⋯ 𝑣𝑛 )t
و 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 ↦ ⅾet ( 𝑣۱ ⋯ 𝑣𝑛 ) نگاشت  دو هر که نتیجه این از نتیجه، این در حͺم ها همۀ اثبات

ببینید]. را ۹. ۵۶(ا) و ۴۵ .۹] ͬ آیند. م دست به هستند، 𝐅𝑛 روی متناوب 𝑛⁃خطͬ فرم های

آن گاه .𝑐 ∈ 𝐅 و 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 ∈ 𝐅𝑛 کنید فرض (د)، اثبات برای مثال، برای

ⅾet ( 𝑣۱ + 𝑐𝑣۲ 𝑣۲ ⋯ 𝑣𝑛 ) = ⅾet ( 𝑣۱ 𝑣۲ ⋯ 𝑣𝑛 ) + 𝑐 ⅾet ( 𝑣۲ 𝑣۲ 𝑣۳ ⋯ 𝑣𝑛 )

= ⅾet ( 𝑣۱ 𝑣۲ ⋯ 𝑣𝑛 ) ,

اضافه که ͬ دهد م نشان بالا معادلۀ ͬ شود. م نتیجه تناوب خاصیت از دوم معادلۀ و ͬ شود م نتیجه بودن چندخطͬ خاصیت از اول معادلۀ آن، در که

بنابراین است. برقرار دل خواه ستون دو هر برای یͺسانͬ نتیجە گیری ͬ دهد. نم تغییر را دترمینان مقدار اول، ستون به دوم ستون از مضربی کردن

است. برقرار (د)

واگذار خواننده به که ͬ شود م استفاده مشابهͬ ابزار های از (ج)، و (ب) (ا)، اثبات های در ͬ شود. م نتیجه ۹. ۵۶(ا) و (د) از (ه) اثبات

■ ͬ شود. م

کاربرد به نسبت بالا نتیجۀ هستند، مشخصͬ عددهای آن ها درایە های که ماتریس هایی برای

بە ویژه، ͬ شود. م دترمینان محاسبۀ برای سریع تر بسیار راهͬ به منجر ،۴۶ .۹ در فرمول مستقیم

تغییر −۱ ضریب ͷی با را دترمینان این ۹. ۵۷(ب)، [طبق سطرها تعویض گاوسͬ حذف روش

همان با را دترمینان این ۹. ۵۷(ج)، [طبق غیرصفر ثابت مقدار ͷی در سطر ͷی ضرب ͬ دهد]، م

این ۹. ۵۷(ه)، [طبق دیͽر سطر به سطر ͷی از مضربی کردن اضافه و ͬ دهد] م تغییر ثابت مقدار

آن، دترمینان که شود تولید بالامثلثͬ ماتریس ͷی تا بͽیرید کار به را ͬ دهد] نم تغییر را دترمینان

تعویض شده سطرهای حساب  شما نرم افزار اگر .(۴۸ .۹ (طبق است قطری درایە های حاصل ضرب

دترمینان آن گاه دارد، نگه را ثابت مقدار ͷی در سطر ͷی ضرب در استفادە شده ثابت مقدارهای و

کرد. محاسبه ͬ توان م را اصلͬ ماتریس

اگر تنها و اگر است، 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) عملͽر ͷی مقدارویژۀ ͷی ،𝜆 ∈ 𝐅 عدد ͷی چون

یافتن برای راه ͷی که کنید تصور شده، وسوسه است ممͺن ،(۵۱ .۹ (طبق ⅾet(𝜆𝐼 −𝑇) = ۰

ⅾet(𝜆𝐼 − 𝐴) محاسبۀ ،𝐴 = ℳ(𝑇) دادن قرار ،𝑉 پایۀ ͷی انتخاب ویژه، مقدارهای سریع

بە ندرت روش آن بااین حال، ͬ باشد. م 𝜆 برحسب ⅾet(𝜆𝐼 − 𝐴) = ۰ معادلۀ حل سپس و

قصد اگر است، ۴ یا ۳ با برابر ⅾiⅿ𝑉 زمانͬ که (یا ⅾiⅿ𝑉 = ۲ زمانͬ که بە جز است، کارآمد

توصیف روش که است این مشͺل ͷی دارید). را چهارم یا سوم درجۀ فرمول های از استفاده

در 𝜆 (مانند نماد ͷی شامل ماتریس زمانͬ که دترمینان، ͷی محاسبۀ برای بالا پاراگراف در شده

گاوسͬ، حذف روش در که ͬ کند م بروز بە این دلیل مشͺل این ندارد. کارایی است، (𝜆𝐼 − 𝐴
تصمیم گیری ها آن و گیرد صورت مشخص کمیت های شدن ۰ درخصوص تصمیم گیرهایی باید

ͬ شوند. م پیچیده ،𝜆 نماد ͷی شامل عبارت های در

است، یͺانͬ متناهͬ، بعد با داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی روی عملͽر ͷی که آورید یاد به

ͷی مقدارویژۀ هر ببینید). را آن بعداز پاراگراف و ۵۱ .۷) کند حفط را نرم ها اگر تنها و اگر

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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ͷی ویژۀ مقدارهای حاصل ضرب بنابراین .(۵۴ .۷ (طبق است ۱ قدرمطلق دارای یͺانͬ عملͽر

عملͽر ͷی دترمینان ،(𝐅 = 𝐂 مورد در (حداقل ازاین رو است. ۱ قدرمطلق دارای یͺانͬ عملͽر

فرض بدون که ͬ دهد م ارائه را اثباتͬ بعدی، نتیجۀ .(۵۵ .۹ (طبق است ۱ قدرمطلق دارای یͺانͬ

دارد. کارکرد ،𝐅 = 𝐂

است ۱ قدرمطلق با دترمینان دارای یͺانͬ عملͽر هر ۵۸ .۹

.|ⅾet𝑆| = ۱ آن گاه است. یͺانͬ عملͽر ͷی 𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ) و است داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی 𝑉 کنید فرض

نتیجه در ببینید). را ۵۳ .۷) 𝐼 = 𝑆∗𝑆 است، یͺانͬ 𝑆 چون اثبات

۱ = ⅾet(𝑆∗𝑆) = (ⅾet𝑆∗)(ⅾet𝑆) = (ⅾet𝑆)(ⅾet𝑆) = |ⅾet𝑆|۲ ,

■ .|ⅾet𝑆| = ۱ که است معنͬ این به بالا معادلۀ ͬ شود. م نتیجه ۹. ۵۶(ج) از سوم تساوی و ͬ شود م نتیجه ۹. ۴۹(ا) از دوم تساوی آن، در که

چنین که قیاس این با داخلͬ، حاصل ضرب فضای ͷی روی مثبت عملͽر ͷی دترمینان

دارد. مطابقت بە خوبی هستند، غیرمنفͬ حقیقͬ عددهای با متناظر عملͽرهایی

است غیرمنفͬ دترمینان دارای مثبت عملͽر هر ۵۹ .۹

.ⅾet𝑇 ≥ ۰ آن گاه است. مثبت عملͽر ͷی 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و است داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی 𝑉 کنید فرض

برابر ⅾet𝑇 ،۴۲ .۹ آخر بند طبق بنابراین است. 𝑇 ویژۀ بردارهای شامل یͺامتعامد، پایۀ ͷی دارای 𝑉 ،(۳۱ .۷ یا ۲۹ .۷) طیفͬ قضیۀ طبق اثبات

که ͬ گیریم م نتیجه ازاین رو .(۳۸ .۷ (طبق است غیرمنفͬ عدد ͷی 𝑇 مقدارویژۀ هر تکرار. با احتمالا ،𝑇 ویژۀ مقدارهای از حاصل ضربی با است

■ .ⅾet𝑇 ≥ ۰

لیست که آورید یاد به .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و است داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی 𝑉 کنید فرض

ͬ شود)، م منظور خود چندگانگͬ تعداد به ͷهری (که 𝑇 ∗𝑇 ویژۀ مقدارهای غیرمنفͬ دوم ریشە های

ببینید). را ۵ −۷) ͬ شود م نامیده 𝑇 تکین مقدارهای لیست

|ⅾet𝑇 | = 𝑇 تکین مقدارهای حاصل ضرب ۶۰ .۹

آن گاه .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و است داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی 𝑉 کنید فرض

|ⅾet𝑇 | = √ⅾet (𝑇 ∗𝑇) = 𝑇 تکین مقدارهای .حاصل ضرب

داریم اثبات

|ⅾet𝑇 |۲ = (ⅾet𝑇 )(ⅾet𝑇 ) = ( ⅾet (𝑇 ∗))(ⅾet𝑇 ) = ⅾet (𝑇 ∗𝑇),

ͬ شود م دیده بالا، معادلۀ طرف دو از دوم ریشۀ گرفتن با ͬ شود. م نتیجه ۹. ۴۹(ا) از آخر تساوی و ͬ شود م نتیجه ۹. ۵۶(ج) از وسط تساوی آن، در که

.|ⅾet𝑇 | = √ⅾet (𝑇 ∗𝑇) که

مناسب) تکرارهای (با 𝑇 ∗𝑇 ویژۀ مقدارهای لیست ،𝑠۱۲,… , 𝑠𝑛۲ بنابراین باشند. 𝑇 تکین مقدارهای لیست نشان دهندۀ 𝑠۱,… , 𝑠𝑛 کنید فرض

که ͬ کند م ایجاب ۴۲ .۹ بند آخرین ازاین رو است. 𝑇 ∗𝑇 ویژۀ بردارهای شامل 𝑉 از یͺامتعامد پایۀ ͷی با متناظر

ⅾet (𝑇 ∗𝑇) = 𝑠۱۲ ⋯𝑠𝑛۲.

■ ͬ باشد. م مطلوب چنان که ،|ⅾet𝑇 | = 𝑠۱ ⋯𝑠𝑛 نتیجه در

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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حاصل ضرب ضریب با را حجم حقیقͬ، داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی روی 𝑇 عملͽر ͷی

۶۰ .۹ و ۱۱۱ .۷ از مستقیما بعدی نتیجۀ بنابراین .(۱۱۱ .۷ (طبق ͬ دهد م تغییر تکین مقدارهای

متغیرها تغییر فرمول در دترمینان ͷی قدرمطلق چرا که ͬ دهد م توضیح نتیجه این ͬ آید. م دست به

ͬ شود. م ظاهر چندمتغیره حسابان در

ͬ دهد م تغییر را حجم |ⅾet𝑇 | ضریب با 𝑇 ۶۱ .۹

آن گاه .Ω ⊆ 𝐑𝑛 و 𝑇 ∈ ℒ(𝐑𝑛) کنید فرض

voⅼuⅿe𝑇 (Ω) = |ⅾet𝑇 | (voⅼuⅿeΩ).

چندجملە ای ͷی به را دترمینان اکنون متناهͬ، بعد با مختلط برداری فضاهای روی عملͽرها برای

ͬ کنیم. م مرتبط دیدە ایم، قبلا که

است ⅾet(𝑧𝐼 − 𝑇 ) با برابر 𝑇 مشخصۀ چندجملە ای آن گاه ،𝐅 = 𝐂 اگر ۶۲ .۹

𝑑۱,… , 𝑑𝑚 کنید فرض و باشند 𝑇 متمایز ویژۀ مقدارهای نشان دهندۀ 𝜆۱,… , 𝜆𝑚 کنید فرض .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و 𝐅 = 𝐂 کنید فرض
آن گاه باشند. آن ها ͬ های چندگانگ نشان دهندۀ

ⅾet(𝑧𝐼 − 𝑇 ) = (𝑧 − 𝜆۱)𝑑۱ ⋯(𝑧 − 𝜆𝑚)𝑑𝑚 .

(طبق ͬ شود م ظاهر قطر روی بار 𝑑𝑘 دقیقا که 𝜆𝑘 هر با است، بالامثلثͬ ماتریس ͷی دارای 𝑇 آن، به نسبت که دارد وجود 𝑉 از پایە ای اثبات

نتیجه در ͬ شود. م ظاهر قطر روی بار 𝑑𝑘 دقیقا 𝑘 هر برای که 𝑧 − 𝜆𝑘 با است، بالامثلثͬ ماتریس ͷی دارای 𝑧𝐼 − 𝑇 پایه، این به نسبت .(۳۷ .۸

■ ͬ دهد. م دست به را نظر مورد معادلۀ ۴۸ .۹

چندجملە ایِ بە عنوان ۲۶ .۸ در 𝑇 مشخصۀ چندجملە ای .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و 𝐅 = 𝐂 کنید فرض

ͷی روی را عملͽر ͷی مشخصۀ چندجملە ای قبلا ما شد. تعریف ۶۲ .۹ در معادله راست سمت

مقدارهای است ممͺن عملͽرهایی چنین زیرا نکردیم، تعریف متناهͬ بعد با حقیقͬ برداری فضای

سازند. نامناسب را ۶۲ .۹ در معادله راست سمت از استفاده با تعریفͬ انجام و باشند نداشته ویژه

این ͬ کنیم. م ارائه ۶۲ .۹ از گرفتن انگیزه با را مشخصه چندجملە ای از جدید تعریف ͷی اکنون

نشان ۶۲ .۹ در معادله است. صادق مختلط و حقیقͬ برداری فضای دو هر برای جدید تعریف

است. معادل قبلͬ تعریف با ،(۲۶ .۸) 𝐅 = 𝐂 که زمانͬ جدید، تعریف این که ͬ دهد م

مشخصه چندجملە ای تعریف: ۶۳ .۹

توسط تعریف شده چندجملە ای .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض

𝑧 ↦ ⅾet(𝑧𝐼 − 𝑇 )

ͬ نامند. م 𝑇 مشخصۀ چندجملە ای را

ͷی ،𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) عملͽر ͷی مشخصۀ چندجملە ای که ͬ دهد م نشان ۴۶ .۹ در فرمول

دقیقا ،𝐅 در 𝑇 مشخصۀ چندجملە ای صفرهای ͬ باشد. م ⅾiⅿ𝑉 درجۀ از یͺین چندجملە ای

.(۵۱ .۹ (طبق هستند 𝑇 ویژۀ مقدارهای

آن ͬ توانیم م اکنون کردیم. اثبات مختلط حالت در قبلا را (۲۹ .۸) کیلͬ⁃همیلتون قضیۀ

دهیم. گسترش حقیقͬ برداری فضاهای روی عملͽرها به را نتیجه

کیلͬ⁃همیلتون قضیۀ ۶۴ .۹

.𝑞(𝑇 ) = ۰ آن گاه باشد. 𝑇 مشخصۀ چندجملە ای 𝑞 و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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ͬ شود. م نتیجه ۲۹ .۸ و ۶۲ .۹ از 𝑞(𝑇 ) = ۰ معادلۀ آن گاه ،𝐅 = 𝐂 اگر اثبات

𝐂ⅾiⅿ𝑉 روی عملͽرِ 𝑆 کنید فرض باشد. پایه این به نسبت 𝑇 ماتریس ،𝐴 کنید فرض و گرفته ثابت را 𝑉 از پایە ای .𝐅 = 𝐑 کنید فرض اکنون

داریم 𝑧 ∈ 𝐑 هر برای ͬ باشد. م 𝐴 (𝐂ⅾiⅿ𝑉 استاندارد پایۀ به (نسبت 𝑆 ماتریس که بە طوری است،

𝑞(𝑧) = ⅾet(𝑧𝐼 − 𝑇 ) = ⅾet(𝑧𝐼 − 𝐴) = ⅾet(𝑧𝐼 − 𝑆).

■ .۰ = 𝑞(𝑆) = 𝑞(𝐴) = 𝑞(𝑇 ) که است معنͬ این به اکنون اثبات) این اول (جملۀ 𝐅 = 𝐂 حالت است. 𝑆 مشخصۀ چندجملە ای 𝑞 بنابراین

𝑇 ∈ عملͽر ͷی مشخصۀ چندجملە ای که ͬ کند م ایجاب ،(۶۴ .۹) کیلͬ⁃همیلتون قضیۀ

درجۀ اگر بنابراین .(۲۹ .۵) باشد 𝑇 مینیمال چندجملە ای از چندجملە ای مضرب ͷی ،ℒ(𝑉 )
با است برابر 𝑇 مشخصۀ چندجملە ای آن گاه باشد، ⅾiⅿ𝑉 با برابر 𝑇 مینیمال چندجملە ای

٪۹۹̸ ۹۹۹ از بیش شامل عملͽرها، از زیادی بسیار درصد برای مطلب این .𝑇 مینیمال چندجملە ای

(پاراگراف ͬ دهد م رخ [−۱۰۰, ۱۰۰] بازۀ در صحیح عددهای از درایە ها با ۴ در ماتریس های۴ از

ببینید). را ۲۵ .۵ زیر

اکنون ببینید). را ۵۴ .۸) است شده ثابت مختلط حالت در قبلا بعدی، نتیجۀ در آخر عبارت

دارد. کارایی مختلط، و حقیقͬ برداری فضای دو هر در که دهیم ارائه را اثباتͬ ͬ توانیم م

دترمینان و اثر مشخصه، چندجملە ای ۶۵ .۹

نوشت: زیر بە صورت ͬ توان م را 𝑇 مشخصۀ چندجملە ای آن گاه .𝑛 = ⅾiⅿ𝑉 دهید قرار .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض

𝑧𝑛 − (tr𝑇 )𝑧𝑛−۱ +⋯+ (−۱)𝑛(ⅾet𝑇 ).

با برابر 𝑇 مشخصه چندجملە ای ثابت جملۀ بنابراین .𝑧 = ۰ که زمانͬ است، چندجملە ای مقدار ،𝑧 چندجملە ای تابع ͷی ثابت جملۀ اثبات

.(۴۲ .۹ سوم بند (طبق ͬ باشد م (−۱)𝑛 ⅾet𝑇 با برابر که است ⅾet(−𝑇 )
جملە ای ͬ باشد. م 𝑧𝐼 −𝐴 پایه، این به نسبت 𝑧𝐼 −𝑇 ماتریس باشد. پایه این به نسبت 𝑇 ماتریس 𝐴 کنید فرض و گرفته ثابت را 𝑉 از پایه ͷی

است: زیر بە صورت ͬ آید، م دست به ⅾet(𝑧𝐼 − 𝐴) برای ۴۶ .۹ فرمول در {۱,… , 𝑛} همانͬ جای گشت از که

(𝑧 − 𝐴۱,۱)⋯ (𝑧 − 𝐴𝑛,𝑛).

از که ⅾet(𝑧𝐼 − 𝐴) برای فرمول در دیͽر جملە های ͬ باشد. م − tr𝑇 با برابر که است −(𝐴۱,۱ + ⋯ + 𝐴𝑛,𝑛) بالا، عبارت در 𝑧𝑛−۱ ضریب

چندجملە ای در 𝑧𝑛−۱ ضریب در نتیجه در و هستند 𝑧 − 𝐴𝑘,𝑘 بە شͺل عامل 𝑛 − ۲ حداکثر شامل ͬ شوند، م حاصل perⅿ𝑛 عضوهای دیͽر

■ ندارند. سهمͬ 𝑇 مشخصۀ

هادامارد ژاک توسط ۱۸۹۳ در بعدی نتیجۀ
اثبات (۱۹۶۳−۱۸۶۵) (Jaⅽques Haⅾaⅿarⅾ)

است. شده

بͽیرید. نظر در 𝐅𝑛 عضوهای بە عنوان را 𝐴 نام به 𝑛 در 𝑛 ماتریس ستون های زیر، نتیجۀ در

ͬ شوند. م 𝐅𝑛ناشͬ روی استاندارد داخلͬ حاصل ضرب از ͬ شوند، م ظاهر زیر در که نرم هایی آن گاه

(چنان که ͬ باشد م 𝑅 ماتریس 𝑘ام ستون معنͬ به زیر، اثبات در 𝑅⋅,𝑘 نمادگذاری که آورید یاد به

است). شده تعریف ۴۴ .۳ در

هادامارد نامساوی ۶۶ .۹

آن گاه باشند. 𝐴 ستون های نشان دهندۀ 𝑣۱,… , 𝑣𝑛 کنید فرض است. 𝑛 در 𝑛 ماتریس ͷی 𝐴 کنید فرض

|ⅾet𝐴| ≤
𝑛
∏
𝑘=۱

‖𝑣𝑘‖.

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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است. برقرار حالت این در نظر مورد نامساوی نتیجه در و ⅾet𝐴 = ۰ آن گاه نباشد، وارون پذیر 𝐴 اگر اثبات

تنها آن قطر که 𝑅 بالامثلثͬ ماتریس ͷی و 𝑄 یͺانͬ ماتریس ͷی که ͬ کند م بیان (۵۸ .۷) QR تجزیۀ است. وارون پذیر 𝐴 کنید فرض بنابراین

داریم .𝐴 = 𝑄𝑅 که بە طوری دارند، وجود است، مثبت عددهای شامل

|ⅾet𝐴| = |ⅾet𝑄| |ⅾet𝑅|

= |ⅾet𝑅|

=
𝑛
∏
𝑘=۱

𝑅𝑘,𝑘

≤
𝑛
∏
𝑘=۱

‖𝑅⋅,𝑘‖

=
𝑛
∏
𝑘=۱

‖𝑄𝑅⋅,𝑘‖

=
𝑛
∏
𝑘=۱

‖𝑣𝑘‖,

𝑄 چون است برقرار پنجم خط و ͬ شود م نتیجه ۴۸ .۹ از سوم خط ͬ شود، م نتیجه ۵۸ .۹ از دو خط ͬ شود، م نتیجه ۹. ۴۹(ب) از اول خط آن، در که

■ است. ایزومتری ͷی

کنید فرض .𝐅 = 𝐑 دهید قرار هادامارد، نامساوی از هندسͬ تفسیر ͷی آوردن دست به برای

آن در که ،𝑇𝑒𝑘 = 𝑣𝑘 باشیم داشته 𝑘 = ۱,… , 𝑛 هر برای که باشد 𝑇 طوری ∈ ℒ(𝐑𝑛) عملͽر

متوازی السطوح روی بر را 𝑃(𝑒۱,… , 𝑒𝑛) جعبۀ 𝑇 آن گاه است. 𝐑𝑛 استاندارد پایۀ 𝑒۱,… , 𝑒𝑛
اصطلاحات و نمادگذاری این مرور برای را ۱۰۵ .۷ و ۱۰۲ .۷) ͬ کند م نگاشت 𝑃(𝑣۱,… , 𝑣𝑛)
متوازی السطوح (۶۱ .۹ (طبق یعنͬ این است، ۱ حجم دارای 𝑃(𝑒۱,… , 𝑒𝑛) جعبۀ چون ببینید).

نامساوی بنابراین ͬ باشد. م |ⅾet𝐴| با برابر که است |ⅾet𝑇 | حجم دارای 𝑃(𝑣۱,… , 𝑣𝑛)
به یال های دارای که متوازی السطوح ها همۀ بین که کرد تفسیر چنین ͬ توان م را بالا در هادامارد

ͬ باشند م متعامد یال های دارای دارند، را حجم بیشترین که آن هایی هستند، ‖𝑣۱‖,… , ‖𝑣𝑛‖ طول

هستند). ∏𝑛
𝑘=۱ ‖𝑣𝑘‖ حجم دارای نتیجه در (و

ببینید. را ۱۸ تمرین تساوی، ͷی به هادامارد نامساوی تبدیل جهت کافͬ و لازم شرط ͷی برای

ماتریس های ͬ شود. م نامیده (Vanⅾerⅿonⅾe) وندرموند ماتریس بعدی، نتیجۀ ماتریس

حوضە های سایر و گسسته فوریۀ تبدیل چندجملە ای، درون یابی در مهمͬ کاربردهای وندرموند،

نگاشت های و ماتریس ها بین تعویض توان از خوبی تصویر بعدی، نتیجۀ اثبات دارند. ریاضیات

ͬ باشد. م خطͬ

وندرموند ماتریس دترمینان ۶۷ .۹

آن گاه .𝛽۱,… , 𝛽𝑛 ∈ 𝐅 و 𝑛 > ۱ کنید فرض

ⅾet

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

۱ 𝛽۱ 𝛽۱۲ ⋯ 𝛽۱𝑛−۱

۱ 𝛽۲ 𝛽۲۲ ⋯ 𝛽۲𝑛−۱

⋱

۱ 𝛽𝑛 𝛽𝑛
۲ ⋯ 𝛽𝑛

𝑛−۱

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

= ∏
۱≤𝑗<𝑘≤𝑛

(𝛽𝑘 − 𝛽𝑗).

نگاشت ͷی باشد. 𝐅𝑛 استاندارد پایۀ نشان دهندۀ 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 کنید فرض و باشد 𝒫𝑛−۱(𝐅) استاندارد پایۀ ۱, 𝑧,… , 𝑧𝑛−۱ کنید فرض اثبات

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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ͬ کنیم: م تعریف زیر بە صورت 𝑆 ∶ 𝒫𝑛−۱(𝐅) → 𝐅𝑛 خطͬ

𝑆𝑝 = (𝑝(𝛽۱),… , 𝑝(𝛽𝑛)) .

که باشید داشته توجه است. آمده نتیجه این متن در که باشد وندرموند ماتریس نشان دهندۀ 𝐴 کنید فرض

𝐴 = ℳ(𝑆, (۱, 𝑧,… , 𝑧𝑛−۱), (𝑒۱,… , 𝑒𝑛)) .

باشیم داشته 𝑘 = ۱,… , 𝑛 − ۱ هر برای و 𝑇۱ = ۱ که بە طوری باشد، 𝒫𝑛−۱(𝐅) روی عملͽر 𝑇 ∶ 𝒫𝑛−۱(𝐅) → 𝒫𝑛−۱(𝐅) کنید فرض

𝑇𝑧𝑘 = (𝑧 − 𝛽۱)(𝑧 − 𝛽۲)⋯ (𝑧 − 𝛽𝑘).

۱ با برابر آن قطری درایە های همۀ که است بالامثلثͬ ماتریس ͷی 𝐵 آن گاه .𝐵 = ℳ(𝑇 , (۱, 𝑧,… , 𝑧𝑛−۱), (۱, 𝑧,… , 𝑧𝑛−۱)) دهید قرار

.(۴۸ .۹ (طبق ⅾet𝐵 = ۱ بنابراین هستند.

یعنͬ که ،(۸۱ .۳ (طبق 𝐶 = 𝐴𝐵 نتیجه در .𝐶 = ℳ(𝑆𝑇 , (۱, 𝑧,… , 𝑧𝑛−۱), (𝑒۱,… , 𝑒𝑛)) دهید قرار

ⅾet𝐴 = (ⅾet𝐴)(ⅾet𝐵) = ⅾet𝐶.

با است برابر 𝐶 که ͬ دهند م نشان 𝑇 و 𝑆 ،𝐶 تعریف های

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

۱ ۰ ۰ ⋯ ۰
۱ 𝛽۲ − 𝛽۱ ۰ ⋯ ۰
۱ 𝛽۳ − 𝛽۱ (𝛽۳ − 𝛽۱)(𝛽۳ − 𝛽۲) ⋯ ۰

⋱

۱ 𝛽𝑛 − 𝛽۱ (𝛽𝑛 − 𝛽۱)(𝛽𝑛 − 𝛽۲) ⋯ (𝛽𝑛 − 𝛽۱)(𝛽𝑛 − 𝛽۲)⋯ (𝛽𝑛 − 𝛽𝑛−۱)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

■ کردە ایم. استفاده ۴۸ .۹ و ۹. ۵۶(ا) از آن در که ،ⅾet𝐴 = ⅾet𝐶 = ∏
۱≤𝑗<𝑘≤𝑛

(𝛽𝑘 − 𝛽𝑗) اکنون

۳ −۹ تمرین های

.𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) ⟹ ⅾet(𝑆 + 𝑇) = ⅾet𝑆 + ⅾet𝑇 دهید: ارائه نقض مثال ͷی یا کنید، ثابت ۱
از حاصل ماتریسͬ 𝐵 کنید فرض ͬ باشد. م صفرها شامل همه ،𝐴۱,۱ اول درایۀ در احتمالا بە جز 𝐴 مربعͬ ماتریس ͷی اول ستون کنید فرض ۲

.ⅾet𝐴 = 𝐴۱,۱ ⅾet𝐵 دهید نشان ͬ آید. م دست به 𝐴 اول ستون و اول سطر حذف با که باشد 𝐴
.ⅾet(𝐼 + 𝑇 ) = ۱ کنید ثابت باشد. پوچ توان 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۳

.|ⅾet𝑆| = ‖𝑆‖ = ۱ اگر تنها و اگر است، یͺانͬ 𝑆 کنید ثابت .𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۴
بە شͺل بلوکͬ بالامثلثͬ ماتریس ͷی 𝐴 کنید فرض ۵

𝐴 = ⎛⎜⎜
⎝

𝐴۱ ∗
⋱

۰ 𝐴𝑚

⎞⎟⎟
⎠

کنید ثابت است. مربعͬ ماتریس ͷی قطر، امتداد در 𝐴𝑘 هر آن، در که باشد

ⅾet𝐴 = (ⅾet𝐴۱)⋯ (ⅾet𝐴𝑚).

اگر دهید نشان ͬ باشد. م 𝐴 از 𝑘ام ستون نشان دهندۀ که 𝑣𝑘 با باشد، 𝑛 در 𝑛 ماتریس ͷی 𝐴 = ( 𝑣۱ ⋯ 𝑣𝑛 ) کنید فرض ۶

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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آن گاه ،(𝑚۱,… ,𝑚𝑛) ∈ perⅿ𝑛

ⅾet ( 𝑣𝑚۱
⋯ 𝑣𝑚𝑛

) = (sign(𝑚۱,… ,𝑚𝑛)) ⅾet𝐴.

چندجملە ای نشان دهندۀ 𝑞 کنید فرض و باشد 𝑇 مشخصۀ چندجملە ای نشان دهندۀ 𝑝 کنید فرض است. وارون پذیر 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۷
داریم غیرصفر 𝑧 ∈ 𝐅 هر برای کنید ثابت باشد. 𝑇−۱ مشخصۀ

𝑞(𝑧) = ۱
𝑝(۰) 𝑧

ⅾiⅿ𝑉 𝑝 (۱
𝑧) .

.ⅾet𝑇 > ۰ کنید ثابت .(𝐅 = 𝐑 که ͬ کند م ایجاب (که است ویژه مقدارهای بدون عملͽر ͷی 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۸
متمایز مقدارویژۀ دو دارای حداقل 𝑇 کنید ثابت .ⅾet𝑇 < ۰ و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) است، زوج بعد با حقیقͬ برداری فضای ͷی 𝑉 کنید فرض ۹

است.
ͷی دارای 𝑇 کنید ثابت مینیمال، چندجملە ای از استفاده بدون .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و است فرد بعد با حقیقͬ برداری فضای ͷی 𝑉 کنید فرض ۱۰

است. مقدارویژه
ببینید. را ۳۴ .۵ است– شده اثبات مشخصه، چندجملە ای یا دترمینان ها از استفاده بدون قبلا نتیجه این

است. دوم ریشۀ ͷی دارای 𝑇 آن گاه ،ⅾet𝑇 > ۰ و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) ،𝐅 = 𝐑 اگر دهید: ارائه نقض مثال ͷی یا کنید، ثابت ۱۱

ببینید). را ۴۱ .۸) است دوم ریشۀ ͷی دارای 𝑇 آن گاه ،ⅾet𝑇 ≠ ۰ و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) ،𝐅 = 𝐂 اگر

توسط را 𝑝 ∶ 𝐅 → 𝐅 تابع باشد. وارون پذیر 𝑆 و 𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۱۲

𝑝(𝑧) = ⅾet(𝑧𝑆 − 𝑇)

است. ⅾet𝑆 چندجملە ای، این در 𝑧ⅾiⅿ𝑉 ضریب و است ⅾiⅿ𝑉 درجۀ از چندجملە ای ͷی 𝑝 کنید ثابت ͬ کنیم. م تعریف
که مقدارویژه هر با باشند، 𝑇 ویژۀ مقدارهای  نشان دهندۀ 𝜆۱,… , 𝜆𝑛 کنید فرض .𝑛 = ⅾiⅿ𝑉 > ۲ و 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) ،𝐅 = 𝐂 کنید فرض ۱۳

ͬ شود. م منظور آن چندگانگͬ تعداد به
کنید. پیدا 𝜆۱,… , 𝜆𝑛 برحسب 𝑇 مشخصۀ چندجملە ای در 𝑧𝑛−۲ ضریب برای فرمولͬ (ا)

کنید. پیدا 𝜆۱,… , 𝜆𝑛 برحسب 𝑇 مشخصۀ چندجملە ای در 𝑧 ضریب برای فرمولͬ (ب)
کنید ثابت باشد. 𝑉 روی مثبت عملͽر ͷی 𝑇 و باشد داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی 𝑉 کنید فرض ۱۴

ⅾet
√
𝑇 =

√
ⅾet𝑇 .

برای اثباتͬ و کرده استفاده قطبی تجزیۀ از .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و است داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی 𝑉 کنید فرض ۱۵

|ⅾet𝑇 | = √ⅾet (𝑇 ∗𝑇)

ببینید). را ۶۰ .۹) باشد قبلͬ ارائە شدۀ اثبات از متفاوت که دهید ارائه
.𝑔′(۰) = tr𝑇 دهید نشان ͬ کنیم. م تعریف 𝑔(𝑥) = ⅾet(𝐼 + 𝑥𝑇 ) توسط را 𝑔 ∶ 𝐅 → 𝐅 تابع .𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۱۶

باشید. تمرین این برای مرتبی راە حل دنبال به ماتریس، ͷی برای دترمینان پیچیدۀ اما صریح، فرمول از استفاده بدون

ͬ  وار بیض حجم باشند. مثبتͬ عددهای 𝑐 ،𝑏 ،𝑎 کنید فرض ۱۷

{(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐑۳ ∶ 𝑥
۲

𝑎۲ + 𝑦۲
𝑏۲ + 𝑧۲

𝑐۲ < ۱}

پیدا باشد، بالا ͬ وار بیض با برابر 𝑇 (Ω) که بە طوری ،𝐑۳ روی 𝑇 عملͽر ͷی و ͬ دانید م را آن  حجم که Ω ⊆ 𝐑۳ مجموعۀ ͷی یافتن با را
کنید.

با 𝐴 ستون هر اگر تنها و اگر است، تساوی ͷی (۶۶ .۹) هادامارد نامساوی کنید ثابت باشد. وارون پذیر مربعͬ ماتریس ͷی 𝐴 کنید فرض ۱۸
باشد. متعامد دیͽر ستون های

است. مثبت عملͽر ͷی 𝑇 ∈ ℒ(𝑉 ) و است 𝑉 یͺامتعامد پایۀ ͷی 𝑒۱,… , 𝑒𝑛 است، داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی 𝑉 کنید فرض ۱۹
.ⅾet𝑇 ≤ ∏𝑛

𝑘=۱⟨𝑇 𝑒𝑘, 𝑒𝑘⟩ کنید ثابت (ا)
بردارویژۀ ͷی ،𝑘 = ۱,… , 𝑛 هر برای 𝑒𝑘 اگر تنها و اگر است، تساوی ͷی (ا) در نامساوی آن گاه باشد، وارون پذیر 𝑇 اگر کنید ثابت (ب)

باشد. 𝑇
کنید ثابت .∣𝐴𝑗,𝑘∣ ≤ 𝑐 داریم 𝑗, 𝑘 ∈ {۱,… , 𝑛} هر برای که است طوری 𝑐 کنید فرض و است 𝑛 در 𝑛 ماتریس ͷی 𝐴 کنید فرض ۲۰

|ⅾet𝐴| ≤ 𝑐𝑛𝑛𝑛/۲.

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



دترمینان ها ۳ −۹۳۱۳

مثال، برای است. بهتر بسیار تمرین این توسط ارائە شده تخمین بااین  حال، .|ⅾet𝐴| ≤ 𝑐𝑛𝑛! که ͬ دهد م نشان (۴۶ .۹) ماتریس ͷی دترمینان فرمول
۲ از صحیحͬ توان 𝑛 اگر است. ۱۰۱۰۰ کوچͷ تر بسیار عدد تمرین، این توسط ارائە شده تخمین ولͬ ،𝑐𝑛𝑛! ≈ ۱۰۱۵۸ آن گاه ،𝑛 = ۱۰۰ و 𝑐 = ۱ اگر

بهتر شود. ͬ تواند نم و است دقیق بالا نامساوی آن گاه باشد،

داریم 𝐴,𝐵 ∈ 𝐂𝑛,𝑛 هر برای که بە طوری است، تابع ͷی 𝛿 ∶ 𝐂𝑛,𝑛 → 𝐂 و است مثبت صحیح عدد ͷی 𝑛 کنید فرض ۲۱

𝛿(𝐴𝐵) = 𝛿(𝐴) ⋅ 𝛿(𝐵)

داریم 𝐴 ∈ 𝐂𝑛,𝑛 هر برای کنید ثابت است. برابر 𝐴 قطری درایە های حاصل ضرب با 𝐴 ∈ 𝐂𝑛,𝑛 قطری ماتریس هر برای 𝛿(𝐴) و

𝛿(𝐴) = ⅾet𝐴.

یͺتای تابع دترمینان، که ͬ دهد م نشان تمرین این ͬ باشد. م 𝐂 در درایە ها با 𝑛 در 𝑛 ماتریس های مجموعۀ نشان دهندۀ 𝐂𝑛,𝑛 که آورید یاد به
بخش از ۱۰ تمرین مشابه نتیجه این است. قطری ماتریس های روی نظر مد رفتار دارای و ͬ باشد م ضربی که است مربعͬ ماتریس های روی تعریف شده

ͬ شود. م مشخص آن جبری خاصیت های توسط یͺتا بە شͺل اثر، ͬ دهد م نشان که ͬ باشد م ۴ −۸

در با آنکه دانشجویان، که است آمده پیش بسیار راندە ام. حاشیه به بیشتر هرچه را دترمینان ها آموزشͬ، بە دلایل خودم، مقدماتͬ درس های در که دریافتە ام من
و ͬ کردند نم حاصل عمیق آشنایی آن ها معنای با غالبا ͬ کردند، م پیدا مهارت هستند، سودمند بسیار طولانͬ عبارت های کوتاە نویسͬ برای که فرمول ها بە کارگیری

نیابند. دست واقعͬ تسلط به نتیجه در و شوند وارد موضوع جزئیات همۀ به نتوانند ͬ شد م باعث محاسبه در چیرگͬ

(Feⅼix Kⅼein) کلاین فلیͺس هندسه، پیشرفته: دیدگاهͬ از مقدماتͬ –ریاضیات

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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تانسوری حاصل ضرب های ۴ −۹

برداری فضای دو تانسوری حاصل ضرب

𝑤 ∈ 𝑊 بردار ͷی و 𝑣 ∈ 𝑉 بردار ͷی حاصل ضرب تشͺیل به تمایل از بعدی، مبحث انگیزۀ

عضوی و «𝑤 تانسور 𝑣» ͬ خوانیم م و ͬ شود م داده نشان 𝑣⊗𝑤 با حاصل ضرب این ͬ شود. م ناشͬ

ͬ باشد. م ͬ شود) م خوانده «𝑊 تانسور 𝑉 » نیز این (که 𝑉 ⊗𝑊 نام به جدیدی برداری فضای از

نامیده 𝑊 و 𝑉 حاصل ضرب که ببینید) را ۵ −۳ (بخش را 𝑉 ×𝑊 برداری فضای قبل از ما

طبیعͬ راه ͷی زیرا نیست، مناسب اینجا در ما هدف های برای 𝑉×𝑊 بااین حال، داریم. ͬ شود، م

حاصل ضرب داریم تمایل ما ͬ سازد. نم فراهم را 𝑊 از عضو ͷی در 𝑉 از عضو ͷی ضرب برای

خاصیت در ͬ خواهیم م مثال، برای کند. صدق ضرب معمول خاصیت های از برخͬ در تانسوری

آن گاه ،𝑤۱, 𝑤۲, 𝑤 ∈ 𝑊 و 𝑣۱, 𝑣۲, 𝑣 ∈ 𝑉 اگر که یعنͬ کند، صدق توزیع  پذیری

(𝑣۱ + 𝑣۲) ⊗ 𝑤 = 𝑣۱ ⊗𝑤+ 𝑣۲ ⊗𝑤 و 𝑣 ⊗ (𝑤۱ +𝑤۲) = 𝑣 ⊗ 𝑤۱ + 𝑣 ⊗ 𝑤۲.

.\otimes کنید تایپ ،TEX در ⊗ نمایش اینکهبرای یعنͬ باشد، داشته جدید ضرب این با خوبی تعامل اسͺالر، ضرب ͬ خواهیم م همچنین

𝜆(𝑣 ⊗ 𝑤) = (𝜆𝑣) ⊗ 𝑤 = 𝑣 ⊗ (𝜆𝑤)

.𝑤 ∈ 𝑊 و 𝑣 ∈ 𝑉 ،𝜆 ∈ 𝐅 هر برای

𝑉 ⊗𝑊 پایۀ ͷی ،𝑊 پایۀ هر با ترکیب درصورت 𝑉 پایۀ هر اگر بود خواهد مناسب بە علاوه،

ͷی آن گاه باشد، 𝑊 پایۀ ͷی 𝑓۱,… , 𝑓𝑛 و 𝑉 پایۀ ͷی 𝑒۱,… , 𝑒𝑚 اگر بە ویژه، کند. تولید را

تا ۱ از 𝑘 محدودۀ و 𝑚 تا ۱ از 𝑗 محدودۀ با ͬ خواهیم، م 𝑒𝑗 ⊗ 𝑓𝑘 شامل ترتیبی) هر (با لیست

(ⅾiⅿ𝑉 )(ⅾiⅿ𝑊) با برابر باید ⅾiⅿ(𝑉 ⊗𝑊) یعنͬ این باشد. 𝑉 ⊗𝑊 برای پایه ͷی که ،𝑛
ͬ دهد م نشان که ببینید) را ۹۲ .۳) ⅾiⅿ(𝑉 ×𝑊) = ⅾiⅿ𝑉 +ⅾiⅿ𝑊 که آورید یاد به باشد.

ͬ کند. نم تأمین اینجا در را ما هدف های ،𝑉 ×𝑊 حاصل ضرب

(ⅾiⅿ𝑉 )(ⅾiⅿ𝑊) آن بعد که 𝑊 و 𝑉 از طبیعͬ، ͬͺسب به برداری فضای ͷی تولید برای

است. شده تعریف زیر در چنان که ͬ اندازیم، م نگاهͬ دوخطͬ تابعک های برداری فضای به باشد،

ℬ(𝑉,𝑊) برداری فضای ،𝑉 ×𝑊 روی دوخطͬ تابعک تعریف: ۶۸ .۹

که بە طوری است، 𝛽 ∶ 𝑉 × 𝑊 → 𝐅 تابع ͷی ،𝑉 × 𝑊 روی دوخطͬ تابعک ͷی ●

𝑤 ↦ 𝛽(𝑣,𝑤) و است 𝑉 روی خطͬ تابعک ͷی ،𝑤 ∈ 𝑊 هر برای 𝑣 ↦ 𝛽(𝑣, 𝑤)
است. 𝑊 روی خطͬ تابعک ͷی ،𝑣 ∈ 𝑉 هر برای

ͬ شود. م داده نشان ℬ(𝑉,𝑊) توسط 𝑉 ×𝑊 روی دوخطͬ تابعک های برداری فضای ●

را ۱ .۹ است؛ دوخطͬ فرم ͷی ،𝑉 × 𝑊 روی دوخطͬ تابعک ͷی آن گاه ،𝑊 = 𝑉 اگر

ببینید.

ضرب و جمع معمول عمل های بە صورت ℬ(𝑉,𝑊) روی اسͺالر ضرب و جمع عمل های

به را ℬ(𝑉,𝑊) عمل ها این کنید، بررسͬ ͬ توانید م خود چنان که ͬ شوند. م تعریف تابع ها اسͺالر

باشد. 𝐅 به 𝑉 ×𝑊 از صفر تابع آن، جمع همانͬ که ͬ کنند م تبدیل برداری فضای ͷی

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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دوخطͬ تابعک های مثال: ۶۹ .۹

بە صورت را 𝛽 ∶ 𝑉 ×𝑊 → 𝐅 تابع .𝜏 ∈ 𝑊 ′ و 𝜑 ∈ 𝑉 ′ کنید فرض ●

است. 𝑉×𝑊 روی دوخطͬ تابعک ͷی 𝛽 آن گاه ͬ کنیم. م تعریف 𝛽(𝑣, 𝑤)=𝜑(𝑣)𝜏(𝑤)
بە صورت را 𝛽 ∶ 𝑉 ′×𝑊 ′ → 𝐅 تابع .𝑤 ∈ 𝑊 و 𝑣 ∈ 𝑉 کنید فرض ●

است. 𝑉 ′×𝑊 ′ روی دوخطͬ تابعک ͷی 𝛽 آن گاه ͬ کنیم. م تعریف 𝛽(𝜑, 𝜏)=𝜑(𝑣)𝜏(𝑤)
ͷی 𝛽 آن گاه ͬ کنیم. م تعریف 𝛽(𝑣, 𝜑) = 𝜑(𝑣) توسط را 𝛽 ∶ 𝑉 × 𝑉 ′ → 𝐅 تابع ●

است. 𝑉 × 𝑉 ′ روی دوخطͬ تابعک
𝛽(𝑣, 𝑇 ) = 𝜑(𝑇𝑣) توسط را 𝛽 ∶ 𝑉 × ℒ(𝑉 ) → 𝐅 تابع .𝜑 ∈ 𝑉 ′ کنید فرض ●

است. 𝑉 × ℒ(𝑉 ) روی دوخطͬ تابعک ͷی 𝛽 آن گاه ͬ کنیم. م تعریف
𝛽 ∶ 𝐅𝑚,𝑛 × 𝐅𝑛,𝑚 → 𝐅 تابع باشند. مثبت صحیح عددهای 𝑛 و 𝑚 کنید فرض ●

روی دوخطͬ تابعک ͷی 𝛽 آن گاه ͬ کنیم. م تعریف 𝛽(𝐴,𝐵) = tr(𝐴𝐵) توسط را
است. 𝐅𝑚,𝑛 ×𝐅𝑛,𝑚

دوخطͬ تابعک های برداری فضای بعد ۷۰ .۹

.ⅾiⅿℬ(𝑉,𝑊) = (ⅾiⅿ𝑉 )(ⅾiⅿ𝑊)

ℳ(𝛽) کنید فرض ،𝛽 ∈ ℬ(𝑉,𝑊) خطͬ تابعک ͷی برای باشد. 𝑊 پایۀ ͷی 𝑓۱,… , 𝑓𝑛 و باشد 𝑉 پایۀ ͷی 𝑒۱,… , 𝑒𝑚 کنید فرض اثبات

𝐅𝑚,𝑛 توی به ℬ(𝑉,𝑊) از خطͬ نگاشت ͷی ،𝛽 ↦ ℳ(𝛽) نگاشت است. 𝛽(𝑒𝑗, 𝑓𝑘) آن در 𝑘 ستون و 𝑗 سطر درایۀ که باشد 𝑛 در 𝑚 ماتریس

است.

بە صورت 𝑉 ×𝑊 روی را 𝛽𝐶 دوخطͬ تابعک ͷی ،𝐶 ∈ 𝐅𝑚,𝑛 ماتریس برای

𝛽𝐶(𝑎۱𝑒۱ +⋯+ 𝑎𝑚𝑒𝑚, 𝑏۱𝑓۱ +⋯+ 𝑏𝑛𝑓𝑛) =
𝑛

∑
𝑘=۱

𝑚
∑
𝑗=۱

𝐶𝑗,𝑘𝑎𝑗𝑏𝑘

ͬ کنیم. م تعریف 𝑎۱,… , 𝑎𝑚, 𝑏۱,… , 𝑏𝑛 ∈ 𝐅 برای

برای چون هستند، یͺدیͽر وارون ،ℬ(𝑉,𝑊) به 𝐅𝑚,𝑛 از 𝐶 ↦ 𝛽𝐶 خطͬ نگاشت و 𝐅𝑚,𝑛 به ℬ(𝑉,𝑊) از 𝛽 ↦ ℳ(𝛽) خطͬ نگاشت

کنید. بررسͬ باید خود چنان که ،ℳ(𝛽𝐶) = 𝐶 داریم 𝐶 ∈ 𝐅𝑚,𝑛 هر برای و 𝛽ℳ(𝛽) = 𝛽 داریم 𝛽 ∈ ℬ(𝑉,𝑊) هر

نتیجه در دارند. یͺسانͬ بعد ͬ دهند، م ارتباط هم به که را فضایی دو و هستند یͷ ریخت نگاشت دو هر بنابراین

■ .ⅾiⅿℬ(𝑉,𝑊) = ⅾiⅿ𝐅𝑚,𝑛 = 𝑚𝑛 = (ⅾiⅿ𝑉 )(ⅾiⅿ𝑊)

در حداقل تعریف ها، این ͬ شوند. م دیده ریاضͬ متون در 𝑉 ⊗𝑊 از مختلف تعریف چندین

یͷ ریخت یͺسان، بعد با برداری فضای دو هر زیرا هستند. معادل یͺدیͽر با متناهͬ، بعد زمینۀ

ͬ باشند. م

ℒ(𝑉,𝑊) چنان که هستیم، آن بە دنبال که است بعدی دارای ℬ(𝑉,𝑊) که ͬ کند م بیان بالا نتیجۀ

ℬ(𝑉,𝑊)بە صورت 𝑉⊗𝑊را که کنیم پیدا تمایل است ممͺن بنابراین 𝐅ⅾiⅿ𝑉,ⅾiⅿ𝑊هستند. و

ͷی به منجر تعریف ها آن از ͷهیچ ی بااین حال، کنیم. تعریف 𝐅ⅾiⅿ𝑉,ⅾiⅿ𝑊 یا ℒ(𝑉,𝑊) یا

ͬ شوند. نم 𝑤 ∈ 𝑊 و 𝑣 ∈ 𝑉 برای 𝑣 ⊗ 𝑤 مورد در پایه از مستقل تعریف

دارد را بزرگ مزیت این ͬ رسد، م به نظر تجریدی و عجیب اندکͬ ابتدا در اگرچه زیر، تعریف

برداری فضای جذاب  تر انتخاب بە جای ͬ کند. م تعریف پایه از مستقل ͷسب به را 𝑣 ⊗ 𝑤 که

دوخطͬ تابعک های برداری فضای بە صورت را 𝑉 ⊗𝑊 ما ،𝑉 ×𝑊 روی دوخطͬ تایعک های

ͬ کنیم، م تعریف 𝑉 ′×𝑊 ′ روی

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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𝑣 ⊗ 𝑤 ،𝑉 ⊗𝑊 تانسوری، حاصل ضرب تعریف: ۷۱ .۹

ͬ شود. م تعریف ℬ(𝑉 ′,𝑊 ′) بە شͺل 𝑉 ⊗𝑊 تانسوری حاصل ضرب ●

که است 𝑉 ⊗ 𝑊 عضو ،𝑣 ⊗ 𝑤 تانسوری حاصل ضرب ،𝑤 ∈ 𝑊 و 𝑣 ∈ 𝑉 برای ●

توسط
(𝑣 ⊗ 𝑤)(𝜑, 𝜏) = 𝜑(𝑣)𝜏(𝑤)

ͬ شود. م تعریف (𝜑, 𝜏) ∈ 𝑉 ′×𝑊 ′ هر برای

ͬ دهد. م دست به را نظر مورد بعد ،𝑉 ⊗𝑊 تعریف که کنیم ثابت بە سرعت ͬ توانیم م

برداری فضای دو تانسوری حاصل ضرب بعد ۷۲ .۹

.ⅾiⅿ(𝑉 ⊗𝑊) = (ⅾiⅿ𝑉 )(ⅾiⅿ𝑊)

.ⅾiⅿ𝑊 ′ = ⅾiⅿ𝑊 و ⅾiⅿ𝑉 ′ = ⅾiⅿ𝑉 داریم ،(۱۱۱ .۳ (طبق ͬ باشند م یͺسانͬ بعد دارای آن دوگان و برداری فضای ͷی چون اثبات

■ است. برابر (ⅾiⅿ𝑉 )(ⅾiⅿ𝑊) با ℬ(𝑉 ′,𝑊 ′) بعد که ͬ کند م بیان ۷۰ .۹ نتیجه در

نوع روی ،𝑤 ∈ 𝑊 و 𝑣 ∈ 𝑉 بردار دو از 𝑣 ⊗ 𝑤 تانسوری حاصل ضرب تعریف فهم برای

و است 𝑉 ′× 𝑊 ′ روی دوخطͬ تابعک ͷی ،𝑉 ⊗ 𝑊 عضو ͷی کنید. تمرکز آن ریاضͬ شͬء

ͷی باید ،𝑉 ′× 𝑊 ′ عضو هر برای بنابراین است. 𝐅 به 𝑉 ′× 𝑊 ′ از تابع ͷی خاص، بە طور

عضو ͷی بر 𝑣 ⊗ 𝑤 اعمال زیرا است، رفتاری چنین دارای بالا تعریف کند. تولید را 𝐅 از عضو

ͬ کند. م تولید را 𝜑(𝑣)𝜏(𝑤) عدد ،𝑉 ′×𝑊 ′ از (𝜑, 𝜏) عادی

نتیجۀ ͬ باشد. م اشیا این رفتار مهم، نکتۀ باشد. داشته اهمیت نباید 𝑣⊗𝑤 مجرد نسبتا ماهیت

دارند. را نظر مد دوخطͬ خاصیت های بردارها، تانسوری حاصل ضرب های که ͬ دهد م نشان بعدی

تانسوری حاصل ضرب بودن دوخطͬ ۷۳ .۹

آن گاه .𝜆 ∈ 𝐅 و 𝑤,𝑤۱, 𝑤۲ ∈ 𝑊 و 𝑣, 𝑣۱, 𝑣۲ ∈ 𝑉 کنید فرض

(𝑣۱ + 𝑣۲) ⊗ 𝑤 = 𝑣۱ ⊗𝑤+ 𝑣۲ ⊗𝑤 و 𝑣 ⊗ (𝑤۱ +𝑤۲) = 𝑣 ⊗ 𝑤۱ + 𝑣 ⊗ 𝑤۲

و
𝜆(𝑣 ⊗ 𝑤) = (𝜆𝑣) ⊗ 𝑤 = 𝑣 ⊗ (𝜆𝑤).

آن گاه .(𝜑, 𝜏) ∈ 𝑉 ′×𝑊 ′ کنید فرض اثبات

((𝑣۱ + 𝑣۲) ⊗ 𝑤) (𝜑, 𝜏) = 𝜑(𝑣۱ + 𝑣۲)𝜏(𝑤)

= 𝜑(𝑣۱)𝜏(𝑤) + 𝜑(𝑣۲)𝜏(𝑤)

= (𝑣۱ ⊗𝑤)(𝜑, 𝜏) + (𝑣۲ ⊗𝑤)(𝜑, 𝜏)

= (𝑣۱ ⊗𝑤+ 𝑣۲ ⊗𝑤)(𝜑, 𝜏).

.(𝑣۱ + 𝑣۲) ⊗ 𝑤 = 𝑣۱ ⊗𝑤+ 𝑣۲ ⊗𝑤 نتیجه در

■ ͬ شوند. م اثبات مشابهͬ بە شͺل دیͽر تساوی دو

ͷی ماتریس که زمانͬ مثال برای دارد، اهمیت ترتیب هستند. مرتب تعریف، طبق لیست ها

مانند اندیس، دو با بخش این در لیست ها برای ͬ دهیم. م تشͺیل پایه ͷی به نسبت را عملͽر

ͬ کنیم– نم مشخص آن را و ندارد اهمیت ترتیب بعدی، نتیجۀ در {𝑒𝑗 ⊗ 𝑓𝑘}𝑗=۱,…,𝑚;𝑘=۱,…,𝑛

کنید. انتخاب را دل خواه مناسب ترتیب هر صرفا

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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هیچ که ͬ پردازد م ایده این به زیر نتیجۀ در (ا) بند در 𝑉 ⊗ 𝑊 عضوهای خطͬ استقلال

حاصل ضرب بودن دوخطͬ از که رابطە هایی مͽر ندارد، وجود 𝑉 ⊗𝑊 در بردارها بین رابطە ای

خطͬ وابستگͬ بە دلیل است ممͺن که رابطە هایی و ͬ شوند م حاصل ببینید) را ۷۳ .۹) تانسوری

باشند. موجود 𝑊 در بردارها از لیستͬ یا ،𝑉 در بردارها از لیستͬ

𝑉 ⊗𝑊 پایۀ ۷۴ .۹

باشد. 𝑊 در بردارها از لیست ͷی 𝑓۱,… , 𝑓𝑛 و باشد 𝑉 در بردارها از لیست ͷی 𝑒۱,… , 𝑒𝑚 کنید فرض
آن گاه باشند، خطͬ مستقل لیست های دو هر ،𝑓۱,… , 𝑓𝑛 و 𝑒۱,… , 𝑒𝑚 اگر ●

{𝑒𝑗 ⊗ 𝑓𝑘}𝑗=۱,…,𝑚;𝑘=۱,…,𝑛

است. 𝑉 ⊗𝑊 در خطͬ مستقل لیست ͷی
است. 𝑉 ⊗𝑊 پایۀ ͷی {𝑒𝑗 ⊗ 𝑓𝑘}𝑗=۱,…,𝑚;𝑘=۱,…,𝑛 لیست آن گاه باشد، 𝑊 پایۀ ͷی 𝑓۱,… , 𝑓𝑛 و باشد 𝑉 پایۀ ͷی 𝑒۱,… , 𝑒𝑚 اگر ●

خطͬ نگاشت لم و خطͬ استقلال این هستند. خطͬ مستثل لیست های دو هر ،𝑓۱,… , 𝑓𝑛 و 𝑒۱,… , 𝑒𝑚 کنید فرض (ا) اثبات برای اثبات

که بە طوری دارند، وجود 𝜏۱,… , 𝜏𝑛 ∈ 𝑊 ′ و 𝜑۱,… , 𝜑𝑚 ∈ 𝑉 ′ که ͬ کنند م ایجاب (۴ .۳)

𝜑𝑗(𝑒𝑘) =
⎧{
⎨{⎩

۱ 𝑗 = 𝑘 ,اگر
۰ 𝑗 ≠ 𝑘 ,اگر

و 𝜏𝑗(𝑓𝑘) =
⎧{
⎨{⎩

۱ 𝑗 = 𝑘 ,اگر
۰ 𝑗 ≠ 𝑘 ,اگر

.𝑗, 𝑘 ∈ {۱,… , 𝑛} دوم معادلۀ در و 𝑗, 𝑘 ∈ {۱,… ,𝑚} اول معادلۀ در که

که بە طوری باشد، اسͺالر عددهای از لیستͬ {𝑎𝑗,𝑘}𝑗=۱,…,𝑚;𝑘=۱,…,𝑛 کنید فرض

𝑛
∑
𝑘=۱

𝑚
∑
𝑗=۱

𝑎𝑗,𝑘(𝑒𝑗 ⊗ 𝑓𝑘) = ۰. (۷۵ .۹)

طرف دو هر اعمال بنابراین است. ۰ با برابر صورت این غیر در و 𝑘 = 𝑁 و 𝑗 = 𝑀 اگر است، ۱ با برابر (𝑒𝑗 ⊗ 𝑓𝑘)(𝜑𝑀 , 𝜏𝑁) که کنید توجه

است. خطͬ مستقل {𝑒𝑗 ⊗ 𝑓𝑘}𝑗=۱,…,𝑚;𝑘=۱,…,𝑛 که ͬ شود م ثابت و 𝑎𝑀,𝑁 = ۰ که ͬ دهد م نشان (𝜑𝑀 , 𝜏𝑁) بر ۷۵ .۹

مناسب، طول به خطͬ مستقل لیست ͷی که نتیجه این و ببینید) را ۷۲ .۹) ⅾiⅿ𝑉 ⊗𝑊 = (ⅾiⅿ𝑉 )(ⅾiⅿ𝑊) معادلۀ و (ا) از (ب) اکنون

■ ͬ شود. م نتیجه ببینید)، را ۳۸ .۲) است پایه ͷی

آن، در که است 𝑣 ⊗ 𝑤 بە شͺل عضوها از متناهͬ حاصل جمع ͷی ،𝑉 ⊗ 𝑊 از عضو هر

ⅾiⅿ𝑉 > ۱ اگر بااین حال ͬ کند. م ایجاب بالا نتیجه در (ب) بند چنان که ،𝑤 ∈ 𝑊 و 𝑣 ∈ 𝑉
که ͬ دهد م نشان ۴ تمرین آن گاه ،ⅾiⅿ𝑊 > ۱ و

{𝑣 ⊗ 𝑤 ∶ (𝑣, 𝑤) ∈ 𝑉 ×𝑊} ≠ 𝑉 ⊗𝑊.

𝐅𝑛 عضو با 𝐅𝑚 عضو تانسوری حاصل ضرب مثال: ۷۶ .۹

پایۀ نشان دهندۀ 𝑒۱,… , 𝑒𝑚 کنید فرض باشند. مثبت صحیح عددهای 𝑛 و 𝑚 کنید فرض
فرض باشد. 𝐅𝑛 استاندارد پایۀ نشان دهندۀ 𝑓۱,… , 𝑓𝑛 کنید فرض و باشد 𝐅𝑚 استاندارد

کنید
𝑣 = (𝑣۱,… , 𝑣𝑚) ∈ 𝐅𝑚 و 𝑤 = (𝑤۱,… ,𝑤𝑛) ∈ 𝐅𝑛.

آن گاه

𝑣 ⊗ 𝑤 = (
𝑚
∑
𝑗=۱

𝑣𝑗𝑒𝑗)⊗(
𝑛

∑
𝑘=۱

𝑤𝑘𝑓𝑘)

=
𝑛

∑
𝑘=۱

𝑚
∑
𝑗=۱

(𝑣𝑗𝑤𝑘)(𝑒𝑗 ⊗ 𝑓𝑘).

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



دترمینان ها و چندخطͬ جبر ۹ ۳۱۸

۹. ۷۴(ب) ازطریق که 𝐅𝑚 ⊗𝐅𝑛 از {𝑒𝑗 ⊗ 𝑓𝑘}𝑗=۱,…,𝑚;𝑘=۱,…,𝑛 پایۀ به نسبت بنابراین
بە جای اگر هستند. {𝑣𝑗𝑤𝑘}𝑗=۱,…,𝑚;𝑘=۱,…,𝑛} عددهای ،𝑣⊗𝑤ضرایب است، شده فراهم
و 𝑗 سطر در 𝑣𝑗𝑤𝑘 با 𝑛 در 𝑚 ماتریس ͷی در را آن ها لیست، ͷی در عددها این نوشتن

کنیم: همانند سازی زیر 𝑛 در 𝑚 ماتریس با را 𝑣 ⊗ 𝑤 ͬ توانیم م آن گاه بنویسیم، 𝑘 ستون

⎛⎜⎜
⎝

𝑣۱𝑤۱ ⋯ 𝑣۱𝑤𝑛
⋱

𝑣𝑚𝑤۱ ⋯ 𝑣𝑚𝑤𝑛

⎞⎟⎟
⎠

.

ببینید. بالا، مثال همانند سازی از استفاده تمرین برای را ۶ و ۵ تمرین های

فضای که ازاین نظر دوخطͬ، تابعک های با که ͬ کنیم م تعریف را دوخطͬ نگاشت های اکنون

دارند. فرق باشد، اختیاری برداری فضای ͷی ͬ تواند م اسͺالر میدان بە جای هدف،

دوخطͬ نگاشت تعریف: ۷۷ .۹

Γ∶ 𝑉 × 𝑊 → 𝑈 تابع ͷی ،𝑈 برداری فضای ͷی به 𝑉 × 𝑊 از دوخطͬ نگاشت ͷی
است 𝑈 به 𝑉 از خطͬ نگاشت ͷی ،𝑤 ∈ 𝑊 هر برای 𝑣 ↦ Γ(𝑣, 𝑤) که بە طوری است،

است. 𝑈 به 𝑊 از خطͬ نگاشت ͷی ،𝑣 ∈ 𝑉 هر برای 𝑤 ↦ Γ(𝑣,𝑤) و

دوخطͬ نگاشت های مثال: ۷۸ .۹

است. 𝐅 به 𝑉 ×𝑊 از دوخطͬ نگاشت ͷی ،𝑉 ×𝑊 روی دوخطͬ تابعک هر ●

ͷی است، شده تعریف Γ(𝑣, 𝑤) = 𝑣 ⊗ 𝑤 توسط که Γ∶ 𝑉 ×𝑊 → 𝑉 ⊗𝑊 تابع ●

.(۷۳ .۹ (طبق است 𝑉 ⊗𝑊 به 𝑉 ×𝑊 از دوخطͬ نگاشت
است، شده تعریف Γ(𝑆, 𝑇 ) = 𝑆𝑇 توسط که Γ∶ ℒ(𝑉 ) ×ℒ(𝑉 ) → ℒ(𝑉 ) تابع ●

است. ℒ(𝑉 ) به ℒ(𝑉 ) × ℒ(𝑉 ) از دوخطͬ نگاشت ͷی
ͷی است، شده تعریف Γ(𝑣, 𝑇 ) = 𝑇𝑣 توسط که Γ∶ 𝑉 × ℒ(𝑉,𝑊) → 𝑊 تابع ●

است. 𝑊 به 𝑉 × ℒ(𝑉,𝑊) از دوخطͬ نگاشت

توی به را 𝑉 × 𝑊 روی دوخطͬ نگاشت های تا ͬ دهند م اجازه تانسوری، حاصل ضرب های

داده نشان بعدی نتیجۀ در چنان که کنیم، تبدیل برعکس) (و 𝑉 ⊗ 𝑊 روی خطͬ نگاشت های

نامیده تانسوری حاصل ضرب های عام» «خاصیت زیر، نتیجۀ از (ا) بند ریاضͬ، متون در ͬ شود. م

ͬ شود. م

خطͬ نگاشت های به دوخطͬ نگاشت های تبدیل ۷۹ .۹

است. برداری فضای ͷی 𝑈 کنید فرض
بە طوری دارد، وجود Γ̂ ∶ 𝑉 ⊗𝑊 → 𝑈 یͺتای خطͬ نگاشت ͷی آن گاه است. دوخطͬ نگاشت ͷی Γ∶ 𝑉 ×𝑊 → 𝑈 کنید فرض (ا)

داریم (𝑣, 𝑤) ∈ 𝑉 ×𝑊 هر برای که
Γ̂(𝑣 ⊗ 𝑤) = Γ(𝑣, 𝑤).

وجود 𝑇# ∶ 𝑉 × 𝑊 → 𝑈 یͺتای دوخطͬ نگاشت ͷی آن گاه است. خطͬ نگاشت ͷی 𝑇 ∶ 𝑉 ⊗ 𝑊 → 𝑈 کنید فرض برعکس، (ب)
داریم (𝑣, 𝑤) ∈ 𝑉 ×𝑊 هر برای که بە طوری دارد،

𝑇#(𝑣, 𝑤) = 𝑇(𝑣 ⊗ 𝑤).

ͷی ۹. ۷۴(ب)، و (۴ .۳) خطͬ نگاشت لم طبق باشد. 𝑊 پایۀ ͷی 𝑓۱,… , 𝑓𝑛 کنید فرض و باشد 𝑉 پایۀ ͷی 𝑒۱,… , 𝑒𝑚 کنید فرض اثبات

داریم 𝑘 ∈ {۱,… , 𝑛} و 𝑗 ∈ {۱,… ,𝑚} هر برای که بە طوری دارد، وجود Γ̂ ∶ 𝑉 ⊗𝑊 → 𝑈 یͺتای خطͬ نگاشت

Γ̂(𝑒𝑗 ⊗ 𝑓𝑘) = Γ(𝑒𝑗, 𝑓𝑘).

و 𝑣 = 𝑎۱𝑒۱ +⋯+ 𝑎𝑚𝑒𝑚 که بە طوری ،𝑎۱,… , 𝑎𝑚, 𝑏۱,… , 𝑏𝑛 ∈ 𝐅 دارد وجود .(𝑣, 𝑤) ∈ 𝑉 ×𝑊 کنید فرض اکنون

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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بنابراین .𝑤 = 𝑏۱𝑓۱ +⋯+ 𝑏𝑛𝑓𝑛

Γ̂(𝑣 ⊗ 𝑤) = Γ̂(
𝑛

∑
𝑘=۱

𝑚
∑
𝑗=۱

(𝑎𝑗𝑏𝑘)(𝑒𝑗 ⊗ 𝑓𝑘))

=
𝑛

∑
𝑘=۱

𝑚
∑
𝑗=۱

𝑎𝑗𝑏𝑘Γ̂(𝑒𝑗 ⊗ 𝑓𝑘)

=
𝑛

∑
𝑘=۱

𝑚
∑
𝑗=۱

𝑎𝑗𝑏𝑘Γ(𝑒𝑗, 𝑓𝑘)

= Γ(𝑣, 𝑤),

چون است، برقرار چهارم خط و است برقرار Γ̂ تعریف طبق سوم خط است، خطͬ Γ̂ چون است، برقرار دوم خط آن، در که است، مطلوب چنان که

است. دوخطͬ Γ
ͬ شود. م تکمیل (ا) اثبات و ͬ شود م نتیجه ۹. ۷۴(ب) از صدق کند، Γ̂(𝑣 ⊗ 𝑤) = Γ(𝑣, 𝑤) در که Γ̂ خطͬ نگاشت بودن یͺتا

دوخطͬ ͬ کنیم. م تعریف (𝑣, 𝑤) ∈ 𝑉 ×𝑊 هر برای 𝑇#(𝑣, 𝑤) = 𝑇(𝑣 ⊗𝑤) توسط را 𝑇# ∶ 𝑉 ×𝑊 → 𝑈 تابع ͷی (ب)، اثبات برای

است. دوخطͬ 𝑇# که است معنͬ این به 𝑇 بودن خطͬ و ببینید) را ۷۳ .۹) تانسوری حاصل ضرب بودن

■ ͬ باشد. م یͺتا کند، صدق شرط ها در که 𝑇# انتخاب که است آشͺار

𝑣 ∈ 𝑉 هر برای را Γ̂(𝑣 ⊗ 𝑤) = Γ(𝑣, 𝑤) معادلۀ صرفا ͬ توانیم نم ۹. ۷۹(ا)، اثبات برای

زیرا دهیم)، گسترش 𝑉 ⊗ 𝑊 همۀ به خطͬ بە صورت را Γ̂ سپس (و کنیم تعریف 𝑤 ∈ 𝑊 و

یͺتا نمایش های ،𝑣 ⊗𝑤 بە شͺل عضوها از متناهͬ حاصل جمع های بە عنوان 𝑉 ⊗𝑊 عضوهای

کرد. حل را مشͺل این ،𝑊 از پایه ͷی و 𝑉 از پایه ͷی از استفاده با ما اثبات ندارند.

معادلۀ داشت، بستگͬ 𝑊 از پایه ͷی و 𝑉 از پایه ͷی به ۹. ۷۹(ا) اثبات در Γ̂ ساخت گرچه

به Γ̂ که ͬ دهد م نشان است، برقرار 𝑤 ∈ 𝑊 و 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای که Γ̂(𝑣 ⊗ 𝑤) = Γ(𝑣, 𝑤)
ندارد. بستگͬ 𝑊 و 𝑉 برای پایە ها انتخاب

داخلͬ حاصل ضرب فضاهای تانسوری حاصل ضرب

روی ͬͺی و 𝑉 روی ͬͺی ،𝑉 ⊗ 𝑊 روی ͬͺاست–ی داخلͬ حاصل ضرب سه شامل زیر نتیجۀ

ͬ کنیم. م استفاده داخلͬ حاصل ضرب سه هر برای ⟨⋅, ⋅⟩ یͺسان نماد از ما گرچه ،𝑊

داخلͬ حاصل ضرب فضای دو تانسوری حاصل ضرب روی داخلͬ حاصل ضرب ۸۰ .۹

هر برای که بە طوری دارد، وجود 𝑉 ⊗𝑊 روی یͺتا داخلͬ حاصل ضرب ͷی آن گاه باشند. داخلͬ حاصل ضرب فضاهای 𝑊 و 𝑉 کنید فرض
داریم 𝑤, 𝑥 ∈ 𝑊 و 𝑣, 𝑢 ∈ 𝑉

⟨𝑣 ⊗ 𝑤, 𝑢 ⊗ 𝑥⟩ = ⟨𝑣, 𝑢⟩⟨𝑤, 𝑥⟩.

𝑉 ⊗𝑊 روی داخلͬ حاصل ضرب ͷی باشد. 𝑊 یͺامتعامد پایۀ ͷی 𝑓۱,… , 𝑓𝑛 و باشد 𝑉 یͺامتعامد پایۀ ͷی 𝑒۱,… , 𝑒𝑚 کنید فرض اثبات

ͬ کنیم: م تعریف زیر بە صورت را

⟨
𝑛

∑
𝑘=۱

𝑚
∑
𝑗=۱

𝑏𝑗,𝑘 𝑒𝑗 ⊗ 𝑓𝑘,
𝑛

∑
𝑘=۱

𝑚
∑
𝑗=۱

𝑐𝑗,𝑘 𝑒𝑗 ⊗ 𝑓𝑘⟩ =
𝑛

∑
𝑘=۱

𝑚
∑
𝑗=۱

𝑏𝑗,𝑘𝑐𝑗,𝑘. (۸۱ .۹)

[۹. ۷۴(ب)]. ͬ شود م واگذار خواننده به ͬ کند، م تعریف 𝑉 ⊗𝑊 روی را داخلͬ حاصل ضرب ͷی ۸۱ .۹ اینکه آسان بررسͬ

برای مشابه عبارت های با ،𝑣 = 𝑣۱𝑒۱ +⋯+ 𝑣𝑚𝑒𝑚 که باشد طوری 𝑣۱,… , 𝑣𝑚 ∈ 𝐅 کنید فرض .𝑤, 𝑥 ∈ 𝑊 و 𝑣, 𝑢 ∈ 𝑉 کنید فرض

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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آن گاه .𝑥 و 𝑤 ،𝑢

⟨𝑣 ⊗ 𝑤, 𝑢 ⊗ 𝑥⟩ = ⟨
𝑚
∑
𝑗=۱

𝑣𝑗𝑒𝑗 ⊗
𝑛

∑
𝑘=۱

𝑤𝑘𝑓𝑘,
𝑚
∑
𝑗=۱

𝑢𝑗𝑒𝑗 ⊗
𝑛

∑
𝑘=۱

𝑥𝑘𝑓𝑘⟩

= ⟨
𝑛

∑
𝑘=۱

𝑚
∑
𝑗=۱

𝑣𝑗𝑤𝑘 𝑒𝑗 ⊗ 𝑓𝑘,
𝑛

∑
𝑘=۱

𝑚
∑
𝑗=۱

𝑢𝑗𝑥𝑘 𝑒𝑗 ⊗ 𝑓𝑘⟩

=
𝑛

∑
𝑘=۱

𝑚
∑
𝑗=۱

𝑣𝑗𝑢𝑗𝑤𝑘𝑥𝑘

= (
𝑚
∑
𝑗=۱

𝑣𝑗𝑢𝑗)(
𝑛

∑
𝑘=۱

𝑤𝑘𝑥𝑘)

= ⟨𝑣, 𝑢⟩⟨𝑤, 𝑥⟩.

،⟨𝑣⊗𝑤, 𝑢⊗𝑥⟩ = ⟨𝑣, 𝑢⟩⟨𝑤, 𝑥⟩ داریم 𝑤, 𝑥 ∈ 𝑊 و 𝑣, 𝑢 ∈ 𝑉 هر برای که بە طوری دارد، وجود 𝑉⊗𝑊 روی داخلͬ حاصل ضرب ͷی تنها

■ ۹. ۷۴(ب)]. [طبق نوشت 𝑣 ⊗ 𝑤 بە شͺل عضوهای از خطͬ ترکیب ͷی بە صورت ͬ توان م را 𝑉 ⊗𝑊 عضو هر زیرا

توجیه ۸۰ .۹ توسط اکنون ،𝑉 ⊗ 𝑊 روی طبیعͬ داخلͬ حاصل ضرب ͷی از زیر تعریف

⟨𝑣, 𝑢⟩⟨𝑤, 𝑥⟩ بە صورت را ⟨𝑣 ⊗ 𝑤, 𝑢 ⊗ 𝑥⟩ بە سادگͬ اثباتͬ، ارائۀ بدون ͬ توانستیم نم ͬ شود. م

را تعریف و کرده استفاده جداگانه بە طور موقعیت هر در بودن جمعͬ از سپس (و کنیم تعریف

حاصل جمع های بە صورت یͺتایی نمایش  ،𝑉 ⊗𝑊 عضوهای زیرا دهیم)، گسترش 𝑉 ⊗𝑊 به

ندارند. 𝑣 ⊗ 𝑤 بە شͺل عضوهای از متناهͬ

داخلͬ فضای حاصل ضرب دو تانسوریِ حاصل ضرب روی داخلͬ حاصل ضرب تعریف: ۸۲ .۹

روی داخلͬ حاصل ضرب باشند. داخلͬ حاصل ضرب فضاهای ،𝑊 و 𝑉 کنید فرض
هر برای که بە طوری است، 𝐅 به (𝑉 ⊗𝑊) × (𝑉 ⊗𝑊) از ⟨⋅, ⋅⟩ یͺتای تابع ،𝑉 ⊗𝑊

داریم 𝑤, 𝑥 ∈ 𝑊 و 𝑣, 𝑢 ∈ 𝑉

⟨𝑣 ⊗ 𝑤, 𝑢 ⊗ 𝑥⟩ = ⟨𝑣, 𝑢⟩⟨𝑤, 𝑥⟩.

هر برای دهید نشان تا بͽیرید دوم ریشۀ سپس و 𝑥 = 𝑤 و 𝑢 = 𝑣 دهید قرار بالا، معادلۀ در

داریم 𝑤 ∈ 𝑊 هر و 𝑣 ∈ 𝑉

‖𝑣 ⊗ 𝑤‖ = ‖𝑣‖ ‖𝑤‖.

ͷی و 𝑉 از 𝑒۱,… , 𝑒𝑚 یͺامتعامد پایۀ ͷی به ،۸۰ .۹ اثبات در داخلͬ حاصل ضرب ساخت

که مطلب این بر دارد دلالت ۸۱ .۹ فرمول داشت. بستگͬ 𝑊 از 𝑓۱,… , 𝑓𝑛 یͺامتعامد پایۀ

ͷی بنابراین و است 𝑉 ⊗𝑊 در دواندیسͬ یͺامتعامد لیست ͷی {𝑒𝑗 ⊗𝑓𝑘}𝑗=۱,…,𝑚;𝑘=۱,…,𝑛

ͬ شود م ناشͬ این از بعدی نتیجۀ اهمیت ۹. ۷۴(ب)]. [طبق ͬ باشد م 𝑉 ⊗ 𝑊 یͺامتعامد پایۀ

در که یͺامتعامدی پایە های از ͬ توانند م است، شده استفاده آنجا در که یͺامتعامدی پایە های که

برای نمادگذاری گرچه باشند. متفاوت است، شده استفاده ۸۰ .۹ در داخلͬ حاصل ضرب تعریف

پایە های از متفاوت مجموعۀ دو بە عنوان را آن ها است، یͺسان زیر نتیجۀ و ۸۰ .۹ اثبات در پایە ها

کنید. تصور یͺامتعامد

𝑉 ⊗𝑊 یͺامتعامد پایۀ ۸۳ .۹

𝑊 یͺامتعامد پایۀ ͷی 𝑓۱,… , 𝑓𝑛 و باشد 𝑉 یͺامتعامد پایۀ ͷی 𝑒۱,… , 𝑒𝑚 و باشند داخلͬ حاصل ضرب فضاهای 𝑊 و 𝑉 کنید فرض
آن گاه باشد.

{𝑒𝑗 ⊗ 𝑓𝑘}𝑗=۱,…,𝑚;𝑘=۱,…,𝑛

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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است. 𝑉 ⊗𝑊 یͺامتعامد پایۀ ͷی

بررسͬ را بودن یͺامتعامد داریم نیاز تنها بنابراین ۹. ۷۴(ب)]. [طبق است 𝑉 ⊗𝑊 پایۀ ͷی {𝑒𝑗 ⊗ 𝑓𝑘}𝑗=۱,…,𝑚;𝑘=۱,…,𝑛 که ͬ دانیم م اثبات

آن گاه .𝑘,𝑁 ∈ {۱,… , 𝑛} و 𝑗,𝑀 ∈ {۱,… ,𝑚} کنید فرض کار این برای کنیم.

⟨𝑒𝑗 ⊗ 𝑓𝑘, 𝑒𝑀 ⊗ 𝑓𝑁⟩ = ⟨𝑒𝑗, 𝑒𝑀⟩⟨𝑓𝑘, 𝑓𝑁⟩ =
⎧{
⎨{⎩

۱ 𝑗 = 𝑀 و 𝑘 = 𝑁 ,اگر
۰ صورت این غیر .در

■ است. 𝑉 ⊗𝑊 یͺامتعامد پایۀ ͷی بە واقع ،{𝑒𝑗 ⊗ 𝑓𝑘}𝑗=۱,…,𝑚;𝑘=۱,…,𝑛 دواندیسͬ لیست نتیجه در

𝑊 و 𝑉 روی عملͽرها با 𝑉 ⊗𝑊 روی داخلͬ حاصل ضرب ͷی ساختار اینکه از مثالͬ برای

ببینید. را ۱۱ تمرین ͬ کنند، م تعامل چͽونه

برداری فضای چند تانسوری حاصل ضرب

توجه اکنون کردیم. بحث را متناهͬ بعد با برداری فضای دو تانسوری حاصل ضرب خاصیت های

این ͬ کنیم. م معطوف چندگانه متناهͬ بعد با برداری فضاهای تانسوری حاصل ضرب به را خود

خوانندە هایی ͬ طلبد. م پیچیدە تر نمادگذاری اندکͬ فقط نیست، جدیدی ایدە های نیازمند تعمیم

حاصل ضرب به را آن بتوانند باید دارند، برداری فضای دو تانسوری حاصل ضرب از خوبی فهم که

دهند. گسترش برداری فضای دو از بیش تانسوری

ارائه که نتیجە ها گزارە های و تعریف ها شد. نخواهد ارائه اثباتͬ زیربخش، این در ازاین رو

حاصل ضرب مورد در قبلا آنچه از استفاده با خواننده تا داد خواهند کافͬ اطلاعات شد، خواهند

باشد. جزئیات تشخیص به قادر است، آموخته برداری فضای دو تانسوری

ͬ کنیم. م شروع زیر نمادگذاری فرض با

𝑉۱,… , 𝑉𝑚 نماد: ۸۴ .۹

،𝑉۱,… , 𝑉𝑚 و است ۱ از بزرگ تر صحیح عدد ͷی نشان دهندۀ 𝑚 زیربخش، این باقͬ برای
هستند. متناهͬ بعد با برداری فضاهای نشان دهندۀ

تعمیم را دوخطͬ تابعک مفهوم داریم، را آن تعریف قصد که 𝑚⁃خطͬ تابعک ͷی مفهوم

توی به که است آن نشانگر «تابعک»، واژۀ از استفاده که آورید یاد به ببینید). را ۶۸ .۹) ͬ دهد م

حالت در 𝑚⁃خطͬ» «فرم اصطلاح که آورید یاد به همچنین ͬ کنیم. م نگاشت 𝐅 اسͺالر میدان

،ℬ(𝑉۱,… , 𝑉𝑚) نمادگذاری ببینید). را ۲۵ .۹) ͬ شود م استفاده 𝑉۱ = ⋯ = 𝑉𝑚 خاص

ͬ دهد. م تعمیم را قبلͬ ℬ(𝑉,𝑊) نمادگذاری

ℬ(𝑉۱,… , 𝑉𝑚) برداری فضای 𝑚⁃خطͬ، تابعک تعریف: ۸۵ .۹

𝛽 ∶ 𝑉۱ × ⋯ × 𝑉𝑚 → 𝐅 تابع ͷی ،𝑉۱ × ⋯ × 𝑉𝑚 روی 𝑚−خطͬ تابعک ͷی ●

گرفته ثابت دیͽر موقعیت های زمانͬ که موقعیت، هر در خطͬ تابعک ͷی یعنͬ است،
 شوند.

نشان ℬ(𝑉۱,… , 𝑉𝑚) با ،𝑉۱ ×⋯×𝑉𝑚 روی 𝑚⁃خطͬ تابعک های برداری فضای ●

ͬ شود. م داده

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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𝑚⁃خطͬ تابعک مثال: ۸۶ .۹

𝛽∶ 𝑉۱×⋯×𝑉𝑚 →𝐅 تابع .𝜑𝑘 ∈𝑉𝑘
′ داریم 𝑘 ∈ {۱,… ,𝑚} هر برای کنید فرض

توسط را
𝛽(𝑣۱,… , 𝑣𝑚) = 𝜑۱(𝑣۱) × ⋯ × 𝜑𝑚(𝑣𝑚)

است. 𝑉۱ ×⋯× 𝑉𝑚 روی 𝑚⁃خطͬ تابعک ͷی 𝛽 آن گاه ͬ کنیم. م تعریف

کرد. ثابت ۷۰ .۹ اثبات از پیروی با ͬ توان م را بعدی نتیجۀ

𝑚⁃خطͬ تابعک های برداری فضای بعد ۸۷ .۹

.ⅾiⅿℬ(𝑉۱,… , 𝑉𝑚) = (ⅾiⅿ𝑉۱) × ⋯ × (ⅾiⅿ𝑉𝑚)

تانسوری حاصل ضرب و چندگانه برداری فضاهای تانسوری حاصل ضرب ͬ توانیم م اکنون

در (۷۱ .۹) ما قبلͬ تعریف با کاملا زیر تعریف کنیم. تعریف را برداری فضاهای آن عضوهای

است. مشابه 𝑚 = ۲ حالت

𝑣۱ ⊗⋯⊗ 𝑣𝑚 ،𝑉۱ ⊗⋯⊗ 𝑉𝑚 تانسوری، حاصل ضرب تعریف: ۸۸ .۹

ͬ شود. م تعریف ℬ(𝑉۱
′,… , 𝑉𝑚

′) بە شͺل 𝑉۱ ⊗⋯⊗ 𝑉𝑚 تانسوری حاصل ضرب ●

عضو ،𝑣۱ ⊗ ⋯ ⊗ 𝑣𝑚 تانسوری حاصل ضرب ،𝑣۱ ∈ 𝑉۱,… , 𝑣𝑚 ∈ 𝑉𝑚 برای ●

توسط که است 𝑉۱ ⊗⋯⊗ 𝑉𝑚

(𝑣۱ ⊗⋯⊗ 𝑣𝑚)(𝜑۱,… , 𝜑𝑚) = 𝜑۱(𝑣۱)⋯𝜑𝑚(𝑣𝑚)

ͬ شود. م تعریف (𝜑۱ …,𝜑𝑚) ∈ 𝑉۱
′ ×⋯× 𝑉𝑚

′ هر برای

کرد اثبات 𝑚 = ۲ حالت در مشابه، نتیجۀ اثبات الͽوی از پیروی با ͬ توان م را بعدی نتیجۀ

ببینید). را ۷۲ .۹)

تانسوری حاصل ضرب بعد ۸۹ .۹

.ⅾiⅿ(𝑉۱ ⊗⋯⊗ 𝑉𝑚) = (ⅾiⅿ𝑉۱)⋯ (ⅾiⅿ𝑉𝑚)

ͬ دهد. م تعمیم را ۷۴ .۹ بعدی، نتیجۀ

𝑉۱ ⊗⋯⊗ 𝑉𝑚 پایۀ ۹۰ .۹

آن گاه .𝑘 = ۱,… ,𝑚 برای است 𝑉𝑘 پایۀ ͷی 𝑒𝑘
۱ ,… , 𝑒𝑘

𝑛𝑘
و ⅾiⅿ𝑉𝑘 = 𝑛𝑘 کنید فرض

{𝑒۱𝑗۱ ⊗⋯⊗ 𝑒𝑚𝑗𝑚}𝑗۱=۱,…,𝑛۱;⋯;𝑗𝑚=۱,…,𝑛𝑚

است. 𝑉۱ ⊗⋯⊗ 𝑉𝑚 پایۀ ͷی

آن گاه باشد. 𝑉۲ پایۀ ͷی 𝑒۲۱,… , 𝑒۲𝑛۲
و باشد 𝑉۱ پایۀ ͷی 𝑒۱۱,… , 𝑒۱𝑛۱

و 𝑚 = ۲ کنید فرض

𝑉۱ ⊗𝑉۲ از عضوی ضریب های بالا، نتیجۀ در {𝑒۱𝑗۱ ⊗𝑒۲𝑗۲}𝑗۱=۱,…,𝑛۱;𝑗۲=۱,…,𝑛۲
پایۀ به نسبت

و 𝑗۱ سطر در 𝑒۱𝑗۱ ⊗ 𝑒۲𝑗۲ ضریب شامل که داد نمایش 𝑛۲ در 𝑛۱ ماتریس ͷی توسط ͬ توان م را

شده مشخص اندیس دو با که است آرایه ͷی که داریم لازم ماتریسͬ بنابراین است. 𝑗۲ ستون

دهد. نمایش را 𝑉۱ ⊗ 𝑉۲ از عضو ͷی تا است

مشخص اندیس 𝑚 با که داریم نیاز آرایه ͷی که ͬ دهد م نشان بالا نتیجۀ آن گاه ،𝑚 > ۲ اگر

حاصل ضرب های نتیجه در دهد. نمایش را 𝑉۱ ⊗⋯⊗ 𝑉𝑚 از اختیاری عضو ͷی تا است شده
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اندیس های با آرایە های با که است اشیائͬ با ما سروکار که شوند ظاهر زمانͬ است ممͺن تانسوری

ͬ شوند. م مشخص چندگانه

مورد مشابه ببینید). را ۷۷ .۹) ͬ دهد م تعمیم را دوخطͬ نگاشت ͷی مفهوم بعدی، تعریف

باشد. اختیاری برداری فضای ͷی ͬ تواند م هدف فضای دوخطͬ، نگاشت های

𝑚⁃خطͬ نگاشت تعریف: ۹۱ .۹

تابع ͷی ،𝑈 برداری فضای ͷی به 𝑉۱ ×⋯× 𝑉𝑚 از 𝑚−خطͬ نگاشت ͷی
که زمانͬ موقعیت، هر در خطͬ نگاشت ͷی یعنͬ است، Γ∶ 𝑉۱ × ⋯ × 𝑉𝑚 → 𝑈

شوند. گرفته ثابت دیͽر موقعیت های

کرد. ثابت ۷۹ .۹ اثبات الͽوی از پیروی با ͬ توان م را بعدی نتیجۀ

خطͬ نگاشت های به 𝑚⁃خطͬ نگاشت های تبدیل ۹۲ .۹

است. برداری فضای ͷی 𝑈 کنید فرض
Γ̂ ∶ 𝑉۱ ⊗ ⋯ ⊗ 𝑉𝑚 → 𝑈 یͺتای خطͬ نگاشت ͷی آن گاه باشد. 𝑚⁃خطͬ نگاشت ͷی Γ∶ 𝑉۱ × ⋯ × 𝑉𝑚 → 𝑈 کنید فرض (ا)

داریم (𝑣۱,… , 𝑣𝑚) ∈ 𝑉۱ ×⋯× 𝑉𝑚 هر برای که بە طوری دارد، وجود

Γ̂(𝑣۱ ⊗⋯⊗ 𝑣𝑚) = Γ(𝑣۱,… , 𝑣𝑚).

یͺتای 𝑚⁃خطͬ نگاشت ͷی آن گاه باشد. خطͬ نگاشت ͷی 𝑇 ∶ 𝑉۱ ⊗⋯⊗ 𝑉𝑚 → 𝑈 کنید فرض برعکس، (ب)
داریم (𝑣۱,… , 𝑣𝑚) ∈ 𝑉۱ ×⋯× 𝑉𝑚 هر برای که بە طوری دارد، وجود 𝑇# ∶ 𝑉۱ ×⋯× 𝑉𝑚 → 𝑈

𝑇#(𝑣۱,… , 𝑣𝑚) = 𝑇 (𝑣۱ ⊗⋯⊗ 𝑣𝑚).

چندگانه داخلͬ حاصل ضرب فضاهای تانسوری حاصل ضرب های برای را ۱۳ و ۱۲ تمرین های

ببینید.

۴ −۹ تمرین های

.𝑤 = ۰ یا 𝑣 = ۰ اگر تنها و اگر ،𝑣 ⊗ 𝑤 = ۰ کنید ثابت .𝑤 ∈ 𝑊 و 𝑣 ∈ 𝑉 کنید فرض ۱
که بە طوری دهید، ارائه 𝐑۳ در 𝑤۳ ،𝑤۲ ،𝑤۱ ،𝑣۳ ،𝑣۲ ،𝑣۱ متمایز بردار شش از مثالͬ ۲

𝑣۱ ⊗𝑤۱ + 𝑣۲ ⊗𝑤۲ + 𝑣۳ ⊗𝑤۳ = ۰,

نباشد. لیست این از دیͽری عضو از اسͺالری مضرب ،𝑣۳ ⊗𝑤۳ ،𝑣۲ ⊗𝑤۲ ،𝑣۱ ⊗𝑤۱ از ͷهیچ ی ولͬ
که بە طوری باشد، 𝑊 در لیست ͷی 𝑤۱,… ,𝑤𝑚 کنید فرض همچنین باشد. 𝑉 در خطͬ مستقل لیست ͷی 𝑣۱,… , 𝑣𝑚 کنید فرض ۳

𝑣۱ ⊗𝑤۱ +⋯+ 𝑣𝑚 ⊗𝑤𝑚 = ۰.

.𝑤۱ = ⋯ = 𝑤𝑚 = ۰ کنید ثابت
کنید ثابت .ⅾiⅿ𝑊 > ۱ و ⅾiⅿ𝑉 > ۱ کنید فرض ۴

{𝑣 ⊗ 𝑤 ∶ (𝑣, 𝑤) ∈ 𝑉 ×𝑊}

نیست. 𝑉 ⊗𝑊 زیرفضای ͷی
آن گاه ،ⅾiⅿ𝑊 > ۱ و ⅾiⅿ𝑉 > ۱ اگر که است معنͬ این به تمرین این

{𝑣 ⊗ 𝑤 ∶ (𝑣, 𝑤) ∈ 𝑉 ×𝑊} ≠ 𝑉 ⊗𝑊.

،𝑛 در 𝑚 ماتریس ͷی با را 𝑣 ⊗ 𝑤 تانسوری حاصل ضرب ،𝑤 ∈ 𝐅𝑛 و 𝑣 ∈ 𝐅𝑚 برای باشند. مثبت صحیح عددهای ،𝑛 و 𝑚 کنید فرض ۵
مجموعۀ دهید نشان همانند سازی، آن با ͬ کنیم. م همانندسازی ۷۶ .۹ مثال با مشابه

{𝑣 ⊗ 𝑤 ∶ 𝑣 ∈ 𝐅𝑚 و 𝑤 ∈ 𝐅𝑛},

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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ͬ باشند. م ͷی رتبۀ دارای حداکثر که (𝐅 در درایە ها (با است 𝑛 در 𝑚 ماتریس های مجموعۀ
(𝐅 در درایە ها (با دهید ارائه 𝑛 در 𝑚 ماتریس های مجموعۀ از ۵ تمرین با مشابه توصیفͬ باشند. مثبت صحیح عددهای ،𝑛 و 𝑚 کنید فرض ۶

باشند. دو رتبۀ دارای حداکثر که
کنید ثابت .ⅾiⅿ𝑊 > ۲ و ⅾiⅿ𝑉 > ۲ کنید فرض ۷

{𝑣۱ ⊗𝑤۱ + 𝑣۲ ⊗𝑤۲ ∶ 𝑣۱, 𝑣۲ ∈ 𝑉 و 𝑤۱, 𝑤۲ ∈ 𝑊} ≠ 𝑉 ⊗𝑊.

که باشند طوری 𝑤۱,… ,𝑤𝑚 ∈ 𝑊 و 𝑣۱,… , 𝑣𝑚 ∈ 𝑉 کنید فرض ۸

𝑣۱ ⊗𝑤۱ +⋯+ 𝑣𝑚 ⊗𝑤𝑚 = ۰.

دهید نشان است. دوخطͬ نگاشت ͷی Γ∶ 𝑉 ×𝑊 → 𝑈 و است برداری فضای ͷی 𝑈 کنید فرض

Γ(𝑣۱, 𝑤۱) + ⋯ + Γ(𝑣𝑚, 𝑤𝑚) = ۰.

حاصل ضرب ،𝑤 ∈ 𝑊 و 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای که دارد وجود 𝑉 ⊗𝑊 روی یͺتا عملͽر ͷی کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑊) و 𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۹
ͬ برد. م 𝑆𝑣 ⊗ 𝑇𝑤 به را 𝑣 ⊗ 𝑤 تانسوری

ͬ شود. م نامیده 𝑆 ⊗ 𝑇 اغلب است، شده داده تمرین این در که 𝑉 ⊗𝑊 روی عملͽر نمادگذاری، از سوء استفاده با

،𝑇 و 𝑆 دوی هر اگر تنها و اگر است، 𝑉 ⊗ 𝑊 روی وارون پذیر عملͽر ͷی 𝑆 ⊗ 𝑇 کنید ثابت .𝑇 ∈ ℒ(𝑊) و 𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ) کنید فرض ۱۰
،(𝑆 ⊗ 𝑇)−۱ = 𝑆−۱ ⊗ 𝑇−۱ آن گاه باشند، وارون پذیر عملͽرهای ،𝑇 و 𝑆 دوی هر اگر کنید ثابت همچنین باشند. وارون پذیر عملͽرهای

ͬ کنیم. م استفاده ۹ تمرین زیر توضیح نمادگذاری از آن در که
،(𝑆 ⊗ 𝑇)∗ = 𝑆∗ ⊗ 𝑇 ∗ آن گاه ،𝑇 ∈ ℒ(𝑊) و 𝑆 ∈ ℒ(𝑉 ) اگر کنید ثابت هستند. داخلͬ حاصل ضرب فضاهای ،𝑊 و 𝑉 کنید فرض ۱۱

ͬ کنیم. م استفاده ۹ تمرین زیر توضیح نمادگذاری از آن در که
𝑉۱⊗⋯⊗𝑉𝑚 روی یͺتا داخلͬ حاصل ضرب ͷی کنید ثابت هستند. متناهͬ بعد با داخلͬ حاصل ضرب فضاهای ،𝑉۱,… , 𝑉𝑚 کنید فرض ۱۲

داریم 𝑉۱ ×⋯× 𝑉𝑚 در (𝑢۱,… , 𝑢𝑚) و (𝑣۱,… , 𝑣𝑚) هر برای که بە طوری دارد، وجود

⟨𝑣۱ ⊗⋯⊗ 𝑣𝑚, 𝑢۱ ⊗⋯⊗ 𝑢𝑚⟩ = ⟨𝑣۱, 𝑢۱⟩⋯ ⟨𝑣𝑚, 𝑢𝑚⟩.

داریم (𝑣۱,… , 𝑣𝑚) ∈ 𝑉۱ ×⋯× 𝑉𝑚 هر برای که است معنͬ این به بالا معادلۀ که کنید توجه

‖𝑣۱ ⊗⋯⊗ 𝑣𝑚‖ = ‖𝑣۱‖ × ⋯ × ‖𝑣𝑚‖.

𝑉۱⊗⋯⊗𝑉𝑚 ،۱۲ تمرین داخلͬ حاصل ضرب از استفاده با و هستند متناهͬ بعد با داخلͬ حاصل ضرب فضاهای ،𝑉۱,… , 𝑉𝑚 کنید فرض ۱۳
نشان ͬ باشد. م 𝑘 = ۱,… ,𝑚 هر برای 𝑉𝑘 یͺامتعامد پایۀ ͷی ،𝑒𝑘

۱ ,… , 𝑒𝑘
𝑛𝑘

کنید فرض ͬ شود. م تبدیل داخلͬ حاصل ضرب فضای ͷی به
لیست دهید

{𝑒۱𝑗۱ ⊗⋯⊗ 𝑒𝑚𝑗𝑚}𝑗۱=۱,…,𝑛۱;⋯;𝑗𝑚=۱,…,𝑛𝑚
,
ͬ باشد. م 𝑉۱ ⊗⋯⊗ 𝑉𝑚 یͺامتعامد پایۀ ͷی

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



عکس ها منابع

عمومͬ. مالͺیت در تصویر .Bishnu Sarangi و Ⅽarrie Heeter از عکس ها پ: صفحۀ ●

عمومͬ، مالͺیت در تصویر .Niⅼs Forsberg توسط ۱۸۸۴ کپی شدۀ نسخۀ Pierre؛ Ⅼouis Ⅾuⅿesniⅼ اثر اصلͬ نقاشͬ :۱ صفحۀ ●

از: ۲۰۲۲ مارس ۲۹ در دریافت شده

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:René_Descartes_i_samtal_med_Sveriges_drottning,_Kristina.jpg

از: ۲۰۲۲ فوریه ۴ در دریافت شده عمومͬ، مالͺیت در تصویر :۲۳ صفحۀ ●

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:IAS_Princeton.jpg

از: ۲۰۲۲ مارس ۲۸ در دریافت شده یͺسان. انتساب⁃اشتراک خلاقانۀ مشترکات مجوز با Stefan؛ Sⅽhäfer از عکس :۴۳ صفحۀ ●

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:BurgDankwarderode2016.jpg

از: ۲۰۲۳ مارس ۱۲ در دریافت شده یͺسان. انتساب⁃اشتراک خلاقانۀ مشترکات مجوز با Aⅼireza؛ Javaheri از عکس :۱۰۱ صفحۀ ●

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Hakim_Omar_Khayam_-_panoramio.jpg

خلاقانۀ مشترکات مجوز با Hans−Peter؛ Posteⅼ از عکس شد. تکمیل Giovanni Paganuⅽⅽi توسط ۱۸۶۳ در تندیس :۱۱۳ صفحۀ ●

از: ۲۰۲۲ مارس ۱۴ در دریافت شده یͺسان. انتساب⁃اشتراک

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Leonardo_da_Pisa.jpg

از: ۲۰۲۲ مارس ۳۱ در دریافت شده یͺسان. انتساب⁃اشتراک خلاقانۀ مشترکات مجوز با Ⅿatthew؛ Petroff از عکس :۱۵۳ صفحۀ ●

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:George-peabody-library.jpg

از: ۲۰۲۲ مارس ۳۰ در دریافت شده یͺسان. انتساب⁃اشتراک خلاقانۀ مشترکات مجوز با Petar؛ Milošević از عکس :۱۹۱ صفحۀ ●

https://en.wikipedia.org/wiki/Lviv

از: ۲۰۲۲ مارس ۳۰ در دریافت شده یͺسان. انتساب⁃اشتراک خلاقانۀ مشترکات مجوز با Ⅾaviⅾ؛ Iⅼiff از عکس :۲۵۱ صفحۀ ●

https://en.wikipedia.org/wiki/File:Long_Room_Interior,_Trinity_College_Dublin,_Ireland_-_Diliff.jpg

از: ۲۰۱۹ ژوئیه ۹ در دریافت شده یͺسان. انتساب⁃اشتراک خلاقانۀ مشترکات مجوز با Ⅾanieⅼ؛ Sⅽhwen از عکس :۲۸۱ صفحۀ ●

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Mathematik_Göttingen.jpg
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نمادها فهرست

۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝐑
۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝐂
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝐅
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝐅𝑛

۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ■
۱۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝐅∞

۱۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝐅𝑆

۱۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . −𝑣
۱۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝑉
۱۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝑉𝐂
۱۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⊕
۱۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⟺
۲۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝒫(𝐅)
۲۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . −∞
۲۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⅾeg
۲۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝒫𝑚(𝐅)
۳۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⅾiⅿ
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ℒ(𝑉 ,𝑊)
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ℒ(𝑉 )
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝐼
۴۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ∘
۵۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝑇𝐂
۵۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝐴𝑗,𝑘
۵۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ℳ(𝑇)
۶۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝐅𝑚,𝑛

۶۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝐴𝑗,⋅
۶۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝐴⋅,𝑘
۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝐴t

۶۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝑇−۱

۷۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ℳ(𝑣)
۷۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝐼
۷۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝐴−۱

۸۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝑣 + 𝑈
۸۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝑉/𝑈
۸۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝜋
۸۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝑇
۸۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝑉 𝑚

۸۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝑉 ′

۹۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝑇 ′

۹۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝑈 ۰

۱۰۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Re
۱۰۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Iⅿ
۱۰۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ̄𝑧
۱۰۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . |𝑧|
۱۱۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝑇 |𝑈
۱۱۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝑇𝑚

۱۱۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝑝(𝑇 )
۱۲۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝑇/𝑈
۱۳۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ℳ(𝑇)
۱۳۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝐸(𝜆, 𝑇 )
۱۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⟨𝑢, 𝑣⟩
۱۵۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ‖𝑣‖
۱۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Δ
۱۷۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝑉 ′

۱۷۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝑈⟂

۱۷۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝑃𝑈
۱۸۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝑇 †

۱۹۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝑇 ∗

۱۹۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝐴∗

۲۱۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
√
𝑇

۲۳۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ‖𝑇 ‖
۲۴۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝐵
۲۴۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝐸(𝑠۱𝑓۱,… , 𝑠𝑛𝑓𝑛)
۲۴۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝑇 (Ω)
۲۵۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⊊
۲۶۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝐺(𝜆, 𝑇 )
۲۷۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . tr𝐴
۲۷۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . tr𝑇
۲۸۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝑉 (۲)

۲۸۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ℳ(𝛽)
۲۸۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝑉 (۲)

syⅿ

۲۸۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝑉 (۲)
aⅼt

۲۸۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝑞𝛽
۲۹۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝑉 𝑚

۲۹۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝑉 (𝑚)

۲۹۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝑉 (𝑚)
aⅼt

۲۹۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . perⅿ
۳۰۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝛼𝑇
۳۰۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⅾet𝑇
۳۰۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⅾet𝐴
۳۱۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ℬ(𝑉,𝑊)
۳۱۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝑉 ⊗𝑊
۳۱۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝑣 ⊗ 𝑤
۳۱۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Γ̂
۳۱۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝑇#

۳۲۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ℬ(𝑉۱,… , 𝑉𝑚)
۳۲۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝑉۱ ⊗⋯⊗ 𝑉𝑚
۳۲۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝑣۱ ⊗⋯⊗ 𝑣𝑚
۳۲۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Γ̂
۳۲۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝑇#

۳۲۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝑆 ⊗ 𝑇





نمایه

ا
۶۸ امیل، آرتین،

۹ آینه، آن  سوی
۶ ادوین، ابوت،

۱۶۴ آپولونیوس، اتحاد
۱۶۸ پارسوال، اتحاد

اثر
۲۷۷ عملͽر، ͷی

۲۷۶ ماتریس، ͷی
۴ اسͺالر،

۲۳۳ ،۱۶۹ ارهارد، اشمیت،
۱۹۲ خطͬ، نگاشت ͷی الحاقͬ

۱۰۵ چندجملە ای ها، برای تقسیم الͽوریتم
۸۳ انتقال،
۵۱ انژکتیو،

۲ لئونارد، اویلر،
۴۹ دوسویه، ایدە آل

۲۱۵ ایزومتری،

ب
۱۹۱ استفان، باناخ،

۵۲ (به رو)، رو بر
۵۱ برد،

۲۵۹ عملͽر، ͷی توان های
۹۵ ،𝑇 ′

۱۹۴ ،𝑇 ∗

۱۰ ،۷ بردار،
۱۱۶ بردارویژه،

۲۵۴ تعمیم یافته، بردارویژۀ
۱۵ جمع، به نسبت بودن بسته

۱۵ اسͺالر، ضرب به نسبت بودن بسته
۳۷ بعد،

۳۹ زیرفضاها، از حاصل جمع ͷی
۱۶۰ ویͺتور، ،ͬͺبونیاکوفس

۱۵۰ ͬ شدنͬ، بالامثلث هم زمان بە طور
۲۴۲ ͬ وار، بیض

پ
۳۳ پایه،

۲۰۹ ،۲۰۶ ،۲۰۵ ،۱۳۹ ویژه، بردارهای
۲۵۴ تعمیم یافته، ویژۀ بردارهای

استاندارد پایۀ
۳۳ ،𝒫𝑚(𝐅)

۳۳ ،𝐅𝑛

۲۷۳ ژوردان، پایۀ
۹۱ پوچ ساز،

۵۲ پوشا،

ت
۱۶۵ هم ساز، تابع

۱۷۲ ،۸۸ خطͬ، تابعک
۳۱۴ دوخطͬ، تابعک

۳۲۱ 𝑚⁃خطͬ، تابعک
۵ تایی،

۴۴ خطͬ، تبدیل
۲۲۴ گسسته، فوریۀ تبدیل

۲۲۳ ،ͬͺچولس تجزیۀ

۶۶ ستونͬ⁃سطری، تجزیۀ
۲۴۰ قطبی، تجزیۀ
تکین مقدار تجزیۀ

۲۳۰ الحاقͬ،
۲۳۰ شبە وارون،

۲۲۸ خطͬ، نگاشت
۳۱۰ ،۲۲۰ ،QR تجزیۀ

۱۹۵ ماتریس، ͷی مزدوج ترانهادۀ
۱۹۵ ،۶۵ ماتریس، ͷی ترانهادۀ

۲۴ خطͬ، ترکیب
۱۶۱ متوازی الاضلاع، تساوی

۳ مختلط، عددهای تفریق
۱۵۵ مزدوج، تقارن

۴ مختلط، عددهای تقسیم

ج
۲۹۵ جای گشت،

۲۴۹ ،𝐶∗⁃جبرهای
جمع

۱۰ بردارها،
۶ ،𝐅𝑛 در بردارها

۱۱ توابع،
۸۴ خارج قسمتͬ، فضای در

۱۶ زیرفضاها،
۲ مختلط، عددهای

۶۰ ماتریس ها،
۴۶ خطͬ، نگاشت های

۴۴ بودن، جمعͬ

چ
۲۶ چندجملە ای،

۱۸۳ تیلور، چندجملە ای
۳۰۸ مشخصه، چندجملە ای

۲۶۴ مختلط، برداری فضای روی
مینیمال چندجملە ای

۲۰۳ الحاقͬ،
۱۴۶ آن، مشتق با مشترک شمارندۀ بزرگ ترین

۱۲۴ تعریف،
۱۲۵ صفرهای،

۲۷۵ ،۲۵۸ پوچ توان، عملͽر
۱۲۷ تحدید، عملͽر

۱۳۰ خارج قسمتͬ، عملͽر
۲۰۵ خودالحاقͬ، عملͽر

۲۰۳ نرمال، عملͽر
۱۳۰ همراه، ماتریس

۱۲۴ محاسبه،
۱۳۰ مختلط سازی،

۱۲۶ چندجملە ای، مضرب
۲۷۵ مستقیم، حاصل جمع تجزیۀ نبود

۱۳۰ دوگان، نگاشت
۲۵۹ تعمیم یافته، ویژۀ بردارهای پایۀ و
۲۶۸ تعمیم یافته، ویژۀ فضای تجزیۀ و

۲۶۵ مشخصه، چندجملە ای و
۲۶۸ تعمیم یافته، ویژۀ فضاهای و

۱۴۳ قطری پذیری، و
۱۷۱ ،۱۳۵ ، ͬ بالامثلث ماتریس های و

۱۲۷ وارون پذیری، و

۱۲۳ یͺین، چندجملە ای
۴۱ برنشتاین، چندجملە ای های

۲۶۳ جبری، چندگانگͬ
۲۶۳ هندسͬ، چندگانگͬ

۲۶۲ مقدارویژه، ͷی چندگانگͬ
۲۲۳ آندره⁃لوئیس، ،ͬͺچولس

ح
جمع به کنید مراجعه حاصل جمع،

۱۶ زیرفضاها، حاصل جمع
۸۲ ،۳۵ ،۱۷ مستقیم، حاصل جمع

۱۷۸ آن، متعامد مͺمل و زیرفضا ͷی
۲۵۳ ،range𝑇 ⅾiⅿ𝑉 و nuⅼⅼ𝑇 ⅾiⅿ𝑉

حاصل ضرب
۱۰ بردار، و اسͺالر

۴۶ خطͬ، نگاشت و اسͺالر
۸ ،𝐅𝑛 در بردار ͷی و اسͺالر

۱۱۸ چندجملە ای ها،
۲ مختلط، عددهای

۸۱ برداری، فضاهای
۶۲ ماتریس ها،

۴۷ خطͬ، نگاشت های
۳۲۲ ،۳۱۶ تانسوری، حاصل ضرب

۱۵۵ داخلͬ، حاصل ضرب
۱۵۵ اقلیدسͬ، داخلͬ حاصل ضرب

۱۵۴ نقطە ای، حاصل ضرب
۳۰۸ ،۲۴۶ حجم،
۲۴۶ جعبه، ͷی

۳۰۶ ،۵۵ ،۴۳ گاوسͬ، حذف

خ
خارج قسمتͬ

۱۴۷ ،۱۳۷ ،۱۳۰ ،۱۲۱ عملͽر،
۸۴ فضای،

۸۵ نگاشت،
۶۷ ،۴۷ ،۱۳ ،۱۰ ،۳ توزیع پذیری، خاصیت

۶۷ ،۶۲ ،۴۷ ،۲۰ ،۱۰ ،۶ ،۳ جابە جایی، خاصیت
۱۰۱ عمر، خیام،

د
۲۵۱ دوبلین، دانشͽاه

۲۸۱ گوتینگن، دانشͽاه
۲۲۴ ،۲۱۸ ،𝐂 در واحد دایرۀ

دترمینان
۳۰۰ عملͽر،

۳۰۷ مثبت، عملͽر
۳۰۷ یͺانͬ، عملͽر

۳۰۱ ماتریس،
۲۶ چندجملە ای، ͷی درجۀ

۸۰ ،۵۵ همͽن، خطͬ معادلات دستگاه
۱ رنه، دکارت،

۱۴۷ فیبوناچͬ، دنبالۀ
دوگان

۸۹ پایه، ͷی
۱۴۷ ،۱۳۷ ،۱۳۰ ،۱۲۰ عملͽر، ͷی

۱۷۲ ،۸۸ برداری، فضای ͷی
۹۰ خطͬ، نگاشت ͷی



نمایه ۳۳۰

۱۴۴ گرشͽورین، ͷدیس
۱۷۶ عالͬ، دیوان

ر
۲۰۲ ،۹۶ ،۶۵ ماتریس، ͷی ستونͬ رتبۀ
۲۰۲ ،۹۶ ،۶۵ ماتریس، ͷی سطری رتبۀ

۲۰۲ ،۹۶ ،۶۷ ماتریس، ͷی رتبۀ
۱۶۹ گرام⁃اشمیت، روش

۱۷۲ فری یش، ریس،
۲۷۱ ،۲۱۲ ،۲۱۰ ،۲۰۸ عملͽر، ͷی دوم ریشۀ

۲۰۸ عملͽر، ͷی سوم ریشۀ

ز
۲۳۳ اشمیت، زوج

۱۵ زیرفضا،
۱۵ خطͬ، زیرفضای

۱۱۴ ناوردا، زیرفضای

ژ
۲۷۴ کامیل، ژوردان،

س
۶ مسطح، سرزمین

۱۷۵ فوریه، سری های
۵۲ سورژکتیو،

۱۵۳ جیمز، سیلوستر،

ش
۲۳۳ ،۲۳۰ ،۲۱۳ ،۲۰۹ ،۱۸۵ شبە وارون،

۴۷ ،۱۰ ،۳ شرکت  پذیری،
۴۲ ولستون کرافت، مری شلͬ،

۱۶۰ هرمان، شوارتز،
۱۷۱ ایسای، شور،

۱۲۰ جلو، به شیفت
۱۲۰ ،۷۰ ،۵۰ ،۴۵ عقب، به شیفت

ص
۱۰۳ چندجملە ای، ͷی صفر

ض
حاصل ضرب به کنید مراجعه  ضرب،

۱۰ ،۸ اسͺالر، ضرب
۸۴ خارج قسمتͬ، فضای در

۶۰ ماتریس ها،
۴۶ خطͬ، نگاشت های

ط
۵ لیست، طول

ع
۲ مختلط، عدد

۲۹۵ جای گشت، علامت
۱۱۴ عملͽر،

۲۷۳ ،۲۵۷ پوچ توان، عملͽر
۲۲۴ ،۲۰۸ ،۲۰۲ چوله، عملͽر

۱۹۶ خودالحاقͬ، عملͽر
۲۱۰ مثبت، عملͽر

۱۴۸ جزئͬ، مشتق گیری عملͽر
۱۹۸ نرمال، عملͽر

۲۰۲ نیم  نرمال، عملͽر
۲۱۰ مثبت، نیمە معین عملͽر

۴۷ ،۴۴ همانͬ، عملͽر
۲۱۷ یͺانͬ، عملͽر

۱۱۹ جابە جاشونده، عملͽرهای

ف
۴۲ فرانکنشتاین،

۲۹۳ چندخطͬ، فرم
۲۸۹ دوم، درجۀ فرم

۲۸۲ دوخطͬ، فرم
۲۸۵ متقارن، دوخطͬ فرم
۲۸۷ متناوب، دوخطͬ فرم

۲۷۴ ژوردان، فرم
۲۹۳ 𝑚⁃خطͬ، فرم

۲۹۴ متناوب، 𝑚⁃خطͬ فرم
پایه تغییر فرمول

۷۸ عملͽرها، برای
۲۸۴ دوخطͬ، فرم های برای

۷۲ یͷ ریخت، برداری فضاهای
۱۰ برداری، فضای

۲۶ متناهͬ، بعد با برداری فضای
۲۷ نامتناهͬ، بعد با برداری فضای

۱۱ حقیقͬ، برداری فضای
۱۱ مختلط، برداری فضای

۵۰ پوچ، فضای
۲۵۲ عملͽر، ͷی توان های

۹۴ ،𝑇 ′

۱۹۴ ،𝑇 ∗

۱۵۶ داخلͬ، حاصل ضرب فضای
۹۹ مضاعف، دوگان فضای

۱۳۸ فضای ویژۀ،
۲۶۱ تعمیم یافته، فضای ویژۀ

۱۱۳ فیبوناچͬ،

ق
قائم

۱۷۹ تصویر،
۱۰۲ قدر مطلق ،

۱۰۲ حقیقͬ، قسمت
۱۰۲ موهومͬ، قسمت

۱۰۶ دموآور، قضیۀ
۱۰۶ جبر، اساسͬ قضیۀ

۵۳ خطͬ، نگاشت های اساسͬ قضیۀ
۱۴۵ گرشͽورین، ͷدیس قضیۀ

۱۷۱ شور، قضیۀ
۲۰۶ ،۲۰۵ طیفͬ، قضیۀ

۲۰۵ حقیقͬ، طیفͬ قضیۀ
۲۰۶ مختلط، طیفͬ قضیۀ

۲۰۸ فوگل˼ده، قضیۀ
۱۵۹ فیثاغورس، قضیۀ

۳۰۸ کیلͬ⁃همیلتون، قضیۀ
۲۶۴ مختلط، برداری فضای روی

۱۸۸ ،۱۸۱ ،۱۷۶ ،۱۷۲ ریس، نمایش قضیۀ
۱۳۲ مربعͬ، ماتریس ͷی قطر

،۲۰۶ ،۲۰۵ ،۱۴۹ ،۱۴۶ ،۱۳۸ قطری  پذیر،
۲۶۸ ،۲۵۹ ،۲۴۸

۱۴۹ هم زمان، قطری سازی

ک
۹ لوئیس، کارول،

۱۵۳ پیبادی، کتابخانۀ
۱ سوئد، ملͺۀ کریستینا،

۳۱۳ فلیͺس، کلاین،
۱۸۲ فاصله، کمینە سازی

۱۶۰ اگوستین⁃لویی، کوشͬ،
۲۶۴ آرتور، کیلͬ،

گ
۴۳ فردریش، کارل گاوس،

۱۶۹ یورگن، گرام،
۱۴۵ آرونوویچ، سمیون گرشͽورین،

۲۴ گستره،
۲۵ خطͬ، گسترۀ

۲۴۱ گوی،

ل
۱۶۵ لاپلاسین،

۴۵ خطͬ، نگاشت لم
۲۹ خطͬ، وابستگͬ لم

۱۹۱ لوووف،
۱۹۱ لویو،
۵ لیست،

۲۴ بردارها،
۱۱۳ پیزا، اهل لئوناردو

م
۵۸ ماتریس،
۷۴ بردار،

۷۷ ،۶۲ خطͬ، نگاشت های حاصل ضرب
۶۲ ضرب،

۱۳۱ عملͽر،
۲۵۸ پوچ توان، عملͽر

۲۸۳ دوخطͬ، فرم
۵۸ خطͬ، نگاشت

۹۶ ،𝑇 ′

۱۹۵ ،𝑇 ∗

۲۶۶ ،۲۲۲ ،۲۲۰ ،۱۳۶–۱۳۲ بالامثلثͬ، ماتریس
۲۲۲ ،۱۳۷ پایین مثلثͬ، ماتریس

۷۷ تکین، ماتریس
۲۲۹ ،۱۳۸ قطری، ماتریس
۲۶۶ بلوکͬ، قطری  ماتریس

۲۸۶ ،۲۲۴ متقارن، ماتریس
۷۷ مربعͬ، ماتریس
۷۷ ناتکین، ماتریس

۷۷ وارون پذیر، ماتریس
۳۱۰ وندرموند، ماتریس

۷۶ همانͬ، ماتریس
۱۳۰ همراه، ماتریس

۲۱۴ هیلبرت، ماتریس
۲۱۹ یͺانͬ، ماتریس

متعامد
۱۵۸ بردارهای،

۱۷۷ مͺمل،
۲۴۲ اصلͬ، محورهای

۵ مختص،
مختلط سازی

۲۶۹ تعمیم یافته، ویژه بردارهای
۱۳۰ مینیمال، چندجملە ای

۲۶۹ ویژه، مقدارهای چندگانگͬ
۱۲۰ ویژۀ، مقدارهای

۳۶ ،۱۴ برداری، فضای ͷی
۱۶۴ داخلͬ، حاصل ضرب فضای ͷی

۵۷ خطͬ، نگاشت ͷی
۱۰۲ مختلط، مزدوج

۲۷ خطͬ، مستقل
۸۰ ،۵۶–۵۴ خطͬ، معادلات

۲۲۲ مثبت، معین
مقدارویژه

۲۰۱ الحاقͬ،
۱۲۰ خطͬ، عملͽر ͷی دوگان

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر



۳۳۱نمایه

۳۱۲ ،۲۶۹ ،۱۲۸ فرد، بعد با فضای روی
۱۱۵ عملͽر،

۱۹۷ خودالحاقͬ، عملͽر
۲۱۰ مثبت، عملͽر
۲۱۸ یͺانͬ، عملͽر

۳۰۷ ،۲۲۷ تکین، مقدارهای
۳۲۵ عکس ها، منابع

۲۳ پیشرفته، مطالعات موسسۀ
۲۵ مولد،

ص پ، مون،
۸ میدان،

ن
۱۶۷ بسل، نامساوی

۱۶۰ کوشͬ⁃شوارتز، نامساوی
۲۳۶ ،۱۶۱ ،۱۰۳ مثلثͬ، نامساوی

۲۴۸ ،۱۶۳ ،۱۱۰ معکوس، مثلثͬ نامساوی
۳۰۹ هادامارد، نامساوی

۲۸۰ فروبنیوس، نرم
۲۸۰ هیلبرت⁃اشمیت، نرم
۱۵۷ ،۱۵۴ بردار، ͷی نرم

۲۳۵ خطͬ، نگاشت ͷی نرم
۱۰ نقطه،

۴۴ خطͬ، نگاشت
،۵۲ ،۵۰ ،۴۷ ،۴۴ مشتق گیری، خطͬ نگاشت

۲۵۷ ،۱۷۵ ،۱۱۸ ،۶۷ ،۵۹ ،۵۷
۶۹ وارون پذیر، خطͬ نگاشت

۳۱۸ دوخطͬ، نگاشت
۳۲۳ 𝑚⁃خطͬ، نگاشت

۸۶ خطͬ، نگاشت ͷی نمودار
۲۸۱ امͬ، نوتر،

و
۲۸ خطͬ، وابستۀ

وارون
۷۷ ماتریس،

۶۹ خطͬ، نگاشت ͷی
جمع وارون
۳ ،𝐂 در

۱۲ ،۱۰ برداری، فضای در
۸ ،𝐅𝑛 در

۱۸۵ مور⁃پنروز، وارون

ه
۲۳ پال، هالموس،

۵۰ هسته،
۴۴ همͽنͬ،

۲۵۱ ویلیام، همیلتون،

ی
یͺامتعامد

۱۶۷ پایه،
۱۶۶ لیست،

۵۱ ،ͷبە ی ͷی
۷۲ یͷ ریختͬ،

Ⅽ
۲۳۴ ،۱۶۵ ،ⅭhatGPT

S
تکین مقدار تجزیۀ به کنید مراجعه ،SVⅮ

خمونژاد) خمونژاد، تکریمͬ، (ترجمۀ اکسلر شلدون نوشتۀ ،۴ ویرایش درست، شیوۀ به خطͬ جبر
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